KETSZINTU TERVEZES:
JATEKELMELETI MODELL ES ITERATIV SZAMITASI ELJARAS
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Bevezetés

Az elmult években megkezdddott Magyarorszagon a matematikai méd-
szerek alkalmazisa a magasabbszint(i tervez6 munkaban. A kisérletezés két
iranyt. Az egyik irany: tobb ipardgban matematikai programozast végeznek
a tervek megalapozasira. A részben mar befejez8dott vagy lezarasukhoz
kozeledd szamitasok kozgazdasigi optimum-kritériumok alapjan hatérozzik
meg a gazdasagi tevékenységek (termelés, termels felhasznalas, export, import,
beruhdzds stb.) legkedvezébb programjat egy-egy egész ipardag szaméra.?
A masik irdny az input-output tablak, a statikus Leontief-modellek alkal-
mazdsa a népgazdasagi tervezésben.®? Az Orszdgos Tervhivatal immar rend-
szeresen felhaszndlja az dgazati kapesolatok mérlegét az éves és otéves tervek
belsé Gsszhangjanak ellendrzésére. Ez az els6 matematikai eszkoz, amelyet
Magyarorszagon makrookonémiai terv készitéséhez alkalmaznak. E médszer
azonban, mint kozismert, nem alkalmas optimalizdldsra, csupan az adgazatok
kozotti ardnyossdgok biztositisdra hivatott.

A helyzet attekintésébél logikusan adédik a kovetkezd 1épés: olyan
eljarasokat kell kidolgozni, amelyek médot adnak optimalizalisra, de most
mar az egész népgazdasig szamara. A gyakorlati tervezSk sokszor hangoz-
tatott igénye ez, s a magyar szakirodalomban taldlhatunk is ilyen javas-
latokat. Az eddigi elgondoldsok azonban nem tudtak megbirkézni a feladat
megolddsinak alapvetd nehézségével: vagy erSsen Osszevont programozisi
modellt szerkesztiink, s akkor rendkiviil leszlikiill a vélasztis lehetGsége,
a nagyfoku aggregicié, a tulzott egyszerlisitések veszélyeztetik a szadmitds
eredményeinek hasznalhat6sigit, vagy pedig igen nagyméretii modellt dolgo-
zunk ki, amely mentes ezekt6l a hibaktol, ez esetben viszont a feladat numeri-

! Az alabbi dolgozatban targyalt médszer elsé valtozatat a szerz6k 1962. majusa-
ban sokszorositott alakban tették kozzé [13]. LiprAx T. 1962. oktéberében a matematikai
rész egy uj valtozatat jelentette meg [17]. A modszer kozgazdasigi ismertetésével és
elemzésével foglalkozik KoRrNAT J. [14] cikke. A szamitési eljards altalanos részét tér-
gyal6 ,,altalanos modell” egy kordbbi véltozata Liprdx T. és Nacy A.[19] rotaprint
alakban megjelent tanulményaban is megtalalhaté. A fenti tervezési eljarasbél kiin-
dulva Liprdix T. 4ltaldnos algoritmust dolgozott ki, amelynek segitségével barmely
linedris programozdsi feladatot tetszéleges kis méret(i részfeladadok ismételt megol-
désara és koordinalasara lehet visszavezetni, tovabbd konvex minimalizdlasi vagy
konkdv maximalizdlési feladatokat ismételt linedris programozésokkal lehet kozelité-
, leg megoldani. E médszer “Two-level programming* cimen keriilt eléaddsra a MATE-

MATIKA K0zGAZDASAGI ALKALMAZASAI cimmel 1963 juniusdban, Budapesten tartott
kollokviumon [18].

? Lasd pl. KorNAr J. [12] konyvét.
. %Az input-output tablak magyarorszagi felhasznalasar6l részletes téjékoztatéist
nyujt a Budapesten 1961-ben tartott tudoményos konferencia anyaga. Lasd: [6].
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kus megoldidsa még nagyteljesitményii elektronikus szamolégépek igénybe-
vételével sem biztosithato.

Kutatdsunkban éppen ezt a nehézséget igyekeztiink athidalni. Vilagos,
hogy a megoldast a nagyméretli programozasi feladat felbontdsanak utjan
kell keresni. Ez a gondolat mar nem egyszer felmeriilt a makroskonémiai
tervezés irodalméaban: elég L. V. KanNtorovics [10] konyvére, R. Friscu [5]
munkajara, tovabba W. TRZECTAROWSKI [24 ] tanulményéra utalni. Ismeretesek
matematikai médszerek is specidlis alaki linedris programozisok dekompo-
zicidjara, igy G. B. Dantzig és PH. WoLrFE [3], [4] dolgozataiban. Ugy lat-
tuk azonban, hogy az ismert eljarasok nem oldjak meg a problémat. fgy
a Dantzig—Wolfe-féle felbontasi eljarast konkrét makroskonémiai model-
lilnkre alkalmazva az ott szerepld , koordindlé program” még mindig olyan
nagyméretii lenne, hogy a szokéasos eljarasokkal (pl. szimplex-mdédszerrel)
szamitdstechnikailag kezelhetetlenné valna. Ezért a megolddsra mds utat
valasztottunk.

Az alapotletet a szocialista gazdasiagban folyé tényleges tervezési gyakor-
latb6l meritettiik. Az Orszagos Tervhivatal mint kozponti szerv gazdasig-
politikai kovetelmények és a népgazdasigi dgazatokra vonatkozé éltalinos
ismeretek alapjan felosztja a népgazdasig szaméra rendelkezésre 4ll6 erd-
forrasokat, anyagokat, munkaerst stb. az agazatok kozott, és egyben kijelsli
kibocsajtasi feladataikat. Az agazatok ezutdn sajat részletes informacitk
felhasznaldsaval kitoltik a kapott kereteket, konkretizaljak a kozponti terv-
eldiranyzatokat. Ekozben médositasokat javasolnak a Tervhivatalnak: a koz-
ponti szerv a kiillonb6z6 dgazatokbél kapott médositasokat dsszevetve 4] terv-
szamokat készit és igy tovabb. Operativ médszeriink lényegében ennek az
,,oda-visszatervezésnek” objektiv optimum-kritériumokkal és kvantitativ méd-
szerekkel kombindlt, szisztematizalt alakja.

Cikkiink 1. részében elGszor egy dltaldnos modellt ismertetiink; ennek
keretében a jelolések és definicik megaddsa, valamint a tételek bizonyitasa
konnyebben keresztiilvihets. Az 1.1 szakaszban az eredeti, Uin. ,teljes koz-
ponti informaciés” feladatnak kétszintli feladattd, az 1.2 szakaszban pedig
ennek poliedrikus jatékka val6 dtalakitasat és iterativ megoldéasat targyaljuk.
Az 1.3 szakaszban az altalainos és a konkrét modell kapesolataval foglalko-
zunk. Dolgozatunk 2. részében a konkrét modellre: a hosszilejarati makro-
o6kondémiai tervezés feladatdra alkalmazzuk az 1. rész eredményeit. A 2.1
szakasz a modell leirdsit adja, a 2.2 szakaszban az iterdci6 menetét rész-
letezziik, a 2.3 szakaszban pedig néhény, a modellel és a szamitési eljardssal
kapcsolatos kozgazdasagi probléméat targyalunk. A dolgozatunkat a kétszintii
tervezés médszerének tovabbfejlesztésével, mas teriileten valé alkalmazisdval
és egyéb altalanositasilehetdségekkel kapesolatos megjegyzésekkel zarjuk.

1. AZ ALTALANOS MODELL

1.1. A teljes kozponti informaciés feladat. atalakitasa kétszintii feladatta
Legyen
(1.1) Ax<b,x =0, c'x—>max! illetéleg yA =¢c,y 20, y’b— min!

az altalanos modell ,eredeti”, ,.teljes kozponti informéciés™ (réoviden: TKI)
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feladatdaban a primal, illetve a dual valtozat kanonikus alakja.* A TKI feladat
primél valtozéjat (az x vektort) T'KI programnak, dudl valtozdjat (az y
vektort) T'K1 drnyékdrrendszernek nevezziik. Jelolje X a megengedett T'K I prog-
ramok, X* pedig az optimalis T K1 programok halmazat, tovabba Y a megenge-
dett TKI darnyékdrrendszerek, Y* pedig az optimdlis TKI drnyékdrrendszerek
halmazat:®

(E2)« XK=0x: AE=b,x 28 "AK¥=I{x": x*¢X, c'x*=maxci}
x€EX

1.8) Y={y: yAz=c,yz0 Y*={y*: y*¢Y,y*b=miny'b}
yeY .

Feltételezziik, hogy a TKI feladat megoldhato, azaz létezik optimalis
TKI program: X* = @.%Ismeretes?, hogy ekkor létezik optimalis TKT arnyék-
arrendszer is: Y* % @, tovabba a primal valtozat maximalis és a dudl valtozat
minimdlis célfiiggvényértéke megegyezik; kozos értékitk a TKI feladat @
optimuma:
(1.4) ® = maxc’x = miny’b = ¢’x* = y*'b, ha x* ¢ X*, y* ¢ Y*.

x€X €Y

A TKI feladat megoldhatésiga egyébként ekvivalens azzal a feltételezéssel,
hogy megengedett TKI program és megengedett TKI arnyékdrrendszer is
léteziks:

(1.5) X==d) 68 =0
Legyen
(1.6) A=[A,, ... Al x=[x1}, Ci=i[Cclr it

a TKI feladat primal valtozatdban az A matrix, az x TKI program és a c’
TKI célfiiggvény-vektor egymasnak megfelel6 particionalasa. (1.1) helyett
ekkor a vele ekvivalens

lAlx1+---+Anxn§b ly/Al ’ %Ci I
X, >0 o SRy
(1.7) : , illetSleg YA, Zch
P e S S
cx, + ...+ ¢;x, - max! y'’b — min!

alakot hasznéalhatjuk.

4 Minden lineéris programozasi feladat primal-dual valtozata az (1.1) szimmet-
rikus alakra transzformalhaté.

5 Tetszoleges természetli z elemek esetén {z: } azon z elemekbdl 4116 halmazt
jelenti, amelyek a : utani feltételeknek eleget tesznek.

S @ az iires halmaz jele.

7A. J. GoLpmMAN és A. W. TuckERr [8], 60. oldal, Corollary 1A.

8 A. J. GoLpmAN és A. W. Tucker [8], 61. oldal, Theorem 2.

S*
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Ha a b korlatvektorral egyezé méretli u,, ..., u, vektorok osszege b,
tehat ezek kielégitik az

(1.8) u+...+u,=b
korlatfelosztdsi feltételt, akkor a beldliik osszeallitott

(1.9) u;
u},]

vektort kizponti programnak, az u; vektort az u kozponti program i-edik
szektorkomponensének nevezzik, az u kézponti program (vagy az u; szektor-
komponens) melletti i-edik szektorfeladaton pedig az

(1.10) Ax; < u;, x; >0, ¢cjx; — max! illetéleg y;A, > ¢}, y; = 0, y;ju, > min!

lineéris programozasi feladatot fogjuk érteni (¢ =1, ..., n). (1.10)-ben x;
az i-edik szektorprogram, y; az i-edik szektordrnyékdrrendszer. Az u; szektor-
komponens melletti i-edik szektorfeladatban jelolje X, (u;) a megengedett
szektorprogramok, X¥(u;) pedig az optimdalis szektorprogramok halmazat,
tovabba Y; a megengedett szektordrnyékdrrendszerek, Y¥(u;) pedig az optimdlis
szektordarnyékdrrendszerek halmazat:

(1.11) Xy(u) = {x;: Ax; < u;, x; =0}, X¥(u;) = {xF:xFeX;(u;), ¢ix§F = max ¢;X;}

xi€Xi(ui)
(1.12) Yi={ysyiAi 2 ¢, y; = 0}, Yi(u)={yf:yf€Y, y}'u; = min yju;}.
Yi€Yi
Abbdl, hogy a TKI feladat megoldhaté, még nem kovetkezik, hogy
a szektorfeladatok minden kézponti program — azaz az (1.8) alatti feltétel-

nek megfelel§ (1.9) alakt vektor — esetén megoldhaték. Nevezziik értékelheto
kozponti programoknak azokat a koézponti programokat, amelyek mellett
valamennyi szektorfeladat megoldhat6. Megmutatjuk, ho gy az értékelheto
kozponti programok egy U nemiires konvex poliedrikus halmazt® alkotnak.
(1.3) és (1.12) Osszevetésébsl ugyanis

(1.13) e et 50 Y o

Az (1.5) feltételbdl tehat kovetkezik, hogy

(1.14) YiF @ p=idy o
Ebbdl egyrészt a 8 labjegyzetben idézett tétel szerint azonnal kovetkezik
hogy u = [u{, ..., u;]" akkor és csak akkor értékelheté kozponti program
ha (1.8) mellett

(1.15) X,(u,)#@ 7:21, ...,n

is teljesiil. E kozvetlen kritérium mellett egy masikat is levezethetiink: (1.14)

Y Konvex poliedrikus halmazon véges sok linearis egyenldtlenséghél és egyenletbdl
4116 feltételrendszer megoldésaibol 4116 zart halmazt értiink. Lasd pl.: A.J. GOLDMAN [7].
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miatt ugyanis az u; melletti /-edik szektorprogramozas akkor és csak akkor
oldhat6 meg, ha y; u; alulrdl korlatos az Y; halmazon.'® Legyen most

(1.16) Y, =YA+ Y7 ={Yq+uYq:1q=1q=1¢q,20,§=0, 4,=0}

az Y; nemiires konvex poliedrikus halmaz kanonikus felbontasa.' Az y;u;
linearis fiiggvénynek az Y; halmazon valé korlatossiga ebbdl ekvivalens
az Y; u; = 0 feltétellel. Ezért az értékelheté kozponti programok U halmazat
az alabbi alakba irhatjuk:

(L A== T vl = Y 20, s Yol =0k
u.,,
U tehat valéban konvex poliedrikus halmaz.
Jelolje X(u) azokat a TKI programokat, amelyek az u = [ug, ..., u]’

értékelheté kozponti program melletti megengedett szektorprogramokbdl
allithatok ossze:

(1.18) X(u)': Ky(ug) X oo x X (uy) = {[%x; ] 1% €X(Wy), - -0, X, €X,(up)}

xn

Az Gsszes értékelhets kozponti programokbél all6 U halmaz egy (valddi
vagy nem-valédi) U részhalmazardl azt mondjuk, hogy generdlja X-et, vagy
hogy U az X generdtorhalmaza, ha

(1.19) XK=k ) XKu)

u€yU

U = U esetén fennall (1.19), azaz az dsszes értékelhets kozponti program-
bél 4ll6 nemiires konvex poliedrikus U halmaz generalja a megengedett TKI
programokbdl allé6 X halmazt. Ezt két 1épésben lathatjuk be.

1. (1.5) miatt X = @. Legyen x = [Xj, ..., X,]’, és definidljuk az u, =
= ARy iyl = Ap K, Uy =B~ (U + ...+ U,_;) komponense-
ket. Vilagos, hogy x; € X;(u;), tehat X(u;) = @, i = 1, ...y, 8 ezért (1.15)
miatt u = [uf, ..., u,]" értékelheté kozponti program, U = @. Ezenfeliil
x € X(u) és, mivel minden x € X TKI programhoz a fenti konstrukeié szolgal-
tat egy ilyen u € U kozponti programot, X < () X(u).

u€y

10 A. J. GoLpmax és A. W. TuckEgR (8], 60. oldal, Corollary 1B.

1A, J. GoLpMAN [7], 44—49. oldalak, Theorem 1, Corollary 1A. Ha y;, .. - YiN;
az Y; halmaz extrém pontjai, akkor Y; = [y;,..., yiN;]- Korlatos Y; halmaz esetén
definicioszertien Y; = 0. Egyébként tekinthetjiik az Y;-t definialé yi A; = ¢i, y; =0
egyenlStlenségrendszerbdl nyert y; A; = 0, y; = 0,yi1 = 1 redukdlt és normdlt egyen-
16tlenségrendszer megoldasaib6l 4116 nem {ires korlatos konvex poliedrikus Y; halmazt.
Ha yj,. .., ¥iN; ennek extrém pontjai, akkor Y; = [y;,..., yiN;]- (1 esupa 1 kompo-
nensti vektort jelent: igy q; ¢s q; nemnegativ, 1 komponens-6sszegfi, Gn. valdsziniiségi

vektorok. Y4 tehat az yj, ..., yin; pontok konvex burka, Y; pedig korlatos Y; esetén

a 0 vektor, egyébként az Yy, ..., ¥iN; extrém irdnyok altal meghatarozott konvex
gtla. Y; az idézett tétel szerint e két halmaz vektorialis 6sszege.
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2. Ha u = [u},...,ul] €Ués x; € X(u;), azaz A;x; < u;, x>0
(¢ =1, ...,n), akkor az (1.8) korldtfelosztasi feltétel miatt A; x; 4 ... +
+ A=< u b oo Uy =D, X =[x, ... X, =00, tehdt x.€ X. Ezért

X(u) c X, &, X(u) < X.

u€U
Az (1.19) alatti generalé tulajdonsaggal az Gsszes értékelhets kozponti
programok egy nemiires konvex poliedrikus halmazt alkot6 valddi részhalmaza
is rendelkezhet. A konkrét modellben felhasznalandé példaként tekintsiik
az aldbbit: specidlis alakii A matrix esetén (1.7) az

(1.20) Aix, + ... + Aix, < b*
Aix, < b}
(1.21) e
A'x, < b,
(1.22) X 20 R 20
(1.23) cX; + ...+ ¢;x,—> max!

alakot oltheti (itt A7 x; < b} a TKI feladat olyan feltételeit foglalja ossze,
amelyek csak az 7-edik szektorra vonatkoznak: e feltételeket az i-edik szektor
specidlis szektorfeltételeinek nevezhetjiik). Célszer(i itt a kozponti programot is

(1.24) u=fuyf; uM=[u
: : u;

‘O
,uinJ

alakban felvenni, és ebben az esetben a korlatfelosztasi feltételt az

(el BRI )

oy

un

(1.25) uff + ... + uj =b*
(1.26) T SR R T i=1,...,n

egyenletek fejezik ki. Jelolje itt is U az dsszes értékelhets koézponti programok

halmazat, U pedig U azon részhalmazat, amelyben minden szektor teljes
egészében ,,megkapja’ a specialis szektorfeltételeiben szereplé korlatokat:

(1.27) U={u=Ju71: uelU, uy=[uf], ..., u,=["uiT}.
T
u, o
: 0
0 _ G

Vilagos, hogy U nemiires konvex poliedrikus részhalmaza U-nak, amelyre
érvényes (1.19), de nem tartalmaz sziikségképpen minden értékelheté koz-
ponti programot: ha pl. b¥ >0 és b;>0, i =1,...,n, akkor UcC U,
de U = U. :
Legyen most U olyan nemiires konvex poliedrikus részhalmaza U-nak,
amely generalja X-et. Rogzitsitk U-t és nevezziik elemeit megengedett kozponti
programoknak. Tetszbleges u = [uy, ..., u;,]’ megengedett kozponti programra
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értelmezve vannak az u-hoz tartozé

(p,-(u,-)= max C;x,'= min y:'ui Ta—l PR

x;€X;(ug) yi€Yi
szektoroptimumok, és ezek Osszege, a @(u) = @ (u;) + ... + @,(u,) dsszop-
timum. Ezek u-nak tartomidnyonként linearis és folytonos konkav fiiggvé-
nvei Ha ugvanls Yir - - - Yin; jelolik Y; extrém pontjait, tehat (1.16)-ban
Y: = [Yu, - --s Ying] irhato,
i{u;) = min y;u; = min{y; u;, ..., yin, U;}.
Yi€Yi

u értékelhets volta miatt tehat ¢, (u;) véges sok linearis fiiggvény alsé bur-
kol6ja, 2 =1 o=, W Igy p(u) = @y(uy) + ... + @u(u,) is ilyen tulajdonsigi.

A TKI feladatbél az (1.6) szektorbontassal és a megenoedett kozponti
programhalmaz fenti médon rogzitett megvélasztasadval szarmazé kétszintii
feladaton az alibbiakban részletezett feladatot értjiik.

(1) ,,Kozponti szinten”: meghatarozand6(k) a maximalis 6sszoptimumot
biztosité megengedett kozponti program(ok), més széval: megoldandd az
u € U, p(u) > max ! konkav programozasi feladat, meghatarozandé az opti-
malis kozponti programokbdél allé

(1.28) U* = {u*:u*c U, p(u*) = max ¢(u)}
u€yU
halmaz.

(2) ,,Szektori szinten”: minden szektorban meghatarozandé(k) az optiméa-
lis kozponti prouramkomponens( ek)he7 tartozé optimalis szektorprogram(ok),
mas széval: minden u* = [uf’, ... u¥]’ € U* mellett megoldandék az
A X, 2 uf, x; =0, c'x;— max' szektorfeladatok tehat meghatarozanddk

z (1.11) alatti definislt XF(u¥) halmazok, ¢ = 1, ..., n.

(3) Osszedllitand6(k) az optimalis kﬁzponti program(ok) mellett opti-
malis szektorprogramokbél nyerheté TKI program(ok), méas széval: meg-
hatarozandé az

{1.29) X*u*)—= XHuP)x ... X3 0%) = { [ x]: xFe XHul), .. .. xFec XE(uh))

x*

halmazok (U X*(u*) alaka egyesitése. !
u*€uU*

1. TETEL. Megoldhaté TKI feladatbdl szirmazé tetszbleges kétszintti feladat is
megoldhaté, és megolddsa ekvivalens a TKI feladat megolddsdval :
(1.30) Lo € =X (U?)

u*EUl
Az ésszoptimum maximalis értéke a TKI feladat optimumdval eqyenls :
(1.31) max ¢(u) = maxc’x = @.

u€U xEX

Bizonyitas. A tétel allitdsai leolvashaték az alabbi egyenl&ségsorozathol:

® = maxc'x = max ¢'X=max {max c'x} =
xEX x€ LE)UX(u) uélU x€EX(u)
u

n n
= max {2 max c§x,-} = max {Zmin y;-ui} = max ¢(u).

u€yU i=1 x;€Xi(ug) vEU i=1 y;€Y; uEyU
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1.2. A kétszintii feladat atalakitasa poliedrikus jatékka és ennek fiktiv
lejatszassal valé iterativ megoldasa

A kétszintii feladat ,,kozpontiszintjén” megoldandé konkav programozési
feladat célfiiggvénye a @(u) 6sszoptimum: ez a fiiggvény a TKI feladat adatai
és a szektorbontéas alapjan ugyan meghatéarozhato, de ez szamitastechnikailag
az eredetinél nehezebb feladat. Ezért a kétszintii feladatot célszertien atalakit-

juk. Jelolje V az (1.12) szerinti megengedett szektordrnyékdrrendszer-eqyiittesek
halmazat:

(1.32) Vi — B e R e — [ylj':yleYl, RO S
Yn
Az 6sszoptimumra az alabbi elGallitast nyerjiik:

(1.33) ¢(u) =

i

.'.'./}:

Zmlny,u = min Zy,u =minv'u.
i=1 yi€Y; leYl i=1 vev
i=1,...,n

Ebbél a TKI optimumra (1.31) alapjan a kovetkezGt irhatjuk:

(1.34) ® = max minv'u.
u€yU vEvV

Definiadljunk egy poliedrikus jdatékot'? a kovetkez6képpen: legyen U a maxi-
malizal6, V pedig a minimalizal6 fél stratégiahalmaza, a v’u homogén biline4-
ris fiiggvény (u € U, v € V) pedig a jaték kifizetési fiiggvénye. A maximalizalé
felet a ,kozponttal”’, a minimalizalé felet a , ,szektor-egyiittessel’’13 lehet
azonositani; ennek megfeleléen megengedett kozponti program helyett kiz-
ponti stratégiat, megengedett szektorarnyékarrendszer-egyiittes helyett szektor-
stratégiat mondhatunk és mindkét stratégia esetén beszélhetiink a stratégianak
az egyes szektorokra es6 komponenseirdl. Az igy definidlt jatékot a megfelelo
kétszintti feladatbol vagy a TKI feladatbdl (adott szektorbontassal és a meg-
engedett kozponti programhalmaz adott megvalasztasaval) szdrmazé poli-
edrikus jdatéknak nevezziik és roviden (U, V)-vel jeloljitk. Az (1.34) reldci6
azt fejezi ki, hogy a TKI feladat optimuma a bel6le szarmazé poliedrikus
jaték max-min (als6) értéke. A TKI feladat, a belSle szairmaz6 kétszintii
feladat és poliedrikus jaték kozti kapesolattal foglalkozik az alabbi

2. TETEL. Megoldhaté T K1 feladatbdl szdrmazé poliedrikus jdték is megoldhatd,
és értéke a TKI optimummal egyenl6. A , kozponti fél optimdlis stratégidi
a megfeleld kétszintii feladatban felléps optimdalis kozponti programok. A ,,szektor-
eqyiittes fél” optimalis stratégiai kozott mindig van olyan stratégia, amelynek
szektorkomponensei megegyeznek ; annak szikséges és elégséges feltétele, hogy
eqy szektoronként megegyez6 komponensti szektorstratégia optimdlis legyen, az,
hogy eqy tetszéleges kozponti stratégidval szemben optimalis ellenstratégia legyen ;
megeqyez6 szektorkomponensti optimdlis szektorstratégiaban a kozos szektor-
komponens optimalis TKI drnyékdrrendszert alkot és viszont.

12Vs, PH. WOLFE [25]. Jeloléseinkkel :m =n, X = U, ¥ =V, 4 = E = egység-
mAtrix.

13 Lasd a ,,person’ definici6jat pl. J. C. C. McKixsEY [20] konyvében, 4. oldal,
3. bekezdés.
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Bizonyitas. 1. Megoldhaté TKI feladat esetén a @ TKI-optimum létezik és
véges, masrészt (1.34) szerint az (U, V) poliedrikus jaték max-min értékével
egyenlé. Ebbsl PH. WoLFE [25] tétele szerint kiovetkezik, hogy @ egyben
e jaték min-max (fels6) értéke is, tehat (U, V) megoldhaté, értéke @, és mind-
két félnek van optimalis stratégidja.

2. Mivel (1.33) szerint g(u) a v'u kifizetési fiiggvény minimuma a V
halmazon, a kozponti fél optimalis stratégiaibol all6 halmaz megegyezik
z (1.28) alatti U* halmazzal.

3. Az (1.3)—(1.12) jelolések felhasznalasidval "elGszor megmutatjuk,
hogy

YE chart = {d o al] e U
1.35)  Y# YN
( ) 1(“1)0 n (u) {@, ha.u=[u1,---,u;;]'(fU*,

azaz: csak az optimdlis kozponti stratégidkkal szemben van — de itt mindig
van — szektoronként megegyez6 komponensli optimdlis ellenstratégia, s a
kozos komponens optimalis TKI-arnyékarrendszer. (1.35) bizonyitasanak elsé
feleként megmutatjuk, hogy y* € Y*, u* = [u}’, ..., u}']" € U* esetén
y* € Y¥(uf), ..., y* € YX(u}) all fenn. Ellenkezs esetben ui.

D = p(u*) 2cp, u*)—2mmy,u*<2y*’u*—y*’2u*—-y*'b—

i=1 yi€Y;
lenne, ami  lehetetlen. (1.35) bizonyitdsanak masodik felében megmutatjuk, hogy
forditva: y € YXU,), ...,y € YX(U,) esetén y € Y* ésu = [u}, ..., u,]’ € U*
all fenn. Legyen ui. y € Y tetsz6leges; ekkor
n n n n
yb=y U= Zy ;2 3 minyjt;= Jo(l) = p(t) =
i=1 i=1 i=1 yi€Y; i=1
e A\ e z A
=Jy'u=y' Su,=¥y'b,

tehdty’b >y’ b, azazlf € Y*. Kovetkezik még ebbél, hogy@(y) = U’ b = @
tehat U € U*. Ezzel (1.35)-6t bebizonyitottuk. A 2. tétel bizonyitasdnak teljessé
tételéhez most mar csak azt kelligazolnunk, hogy tetszdleges y* optimalis TKI
arnyékarrendszer esetén a szektoronként megegyez6 y*-komponensi v, =

='[y*’, , Y*']" szektorstratégia optimalis. Ehhez elegendd kimutatni hogy
tetszoleges u* € U* optimalis kozponti stratégiaval egyutt veavu fuggveny
(U, V)-beli nyeregpontjat alkotja. Legyen tehat u*=[ud’, ..., ut’] avilasz-
tott optimalis kézponti stratégia, u=[uy, ..., u;] €U, illetve v= i Y]
€V tetszblegesek. Ekkor

n n
el =2 yru,=y¥ By = yrb =0
i=1 i=1

n

n n
b= ’ * b gl o ’ AR ARRE PR
=y* Zui =2 yHul = veu* < 21)'1'“1' = v'u¥*,
= e

azaz VyeU < Vjsu* < v/ u* hau €U ésveV. Ezzel a 2. tétel bizonyitasit
befejeztiik.
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A TKI feladatot tehat visszavezettilk a bel6le szarmazé poliedrikus
jaték megoldasara. A megoldasra olyan médszert keresiink, amely kihasznalja
a feladat felbontottsagat, és a kozpontban, illetve a szektorokban kiilon-kiilon
elvégezhets részletszamitasokbol épiil fel. Ertelmezziik ehhez az értékelhets
szektorstratégin, azaz értékelhets szektordrnyékdrrendszer-egyiittes fogalmat: ezen
olyvan v €V szektorstratégiat értiink, amellyel szemben létezik optimalis
kozponti ellenstratégia, mas széval: amelynél az u € U, v'u — max ! linedris
programozas megoldhaté. Nevezziink reguldrisnak egy (U, V) poliedrikus jaté-
kot, ha valamennyi szektorstratégiaja értékelhetd. Vegyiik tekintetbe, hogy
a kétszintl feladat definicija szerint U minden eleme értékelheté kozponti
stratégiabdl, tehat olyan u kozponti programbél all, amelyre a v € V, v'u —
— min ! linedris programozas megoldhaté. Regularis poliedrikus jaték esetén
tehat mindkét fél mindegyik stratégiajaval szemben létezik optimalis ellen-
stratégia. Ebbdl kovetkezik, hogy minden regularis poliedrikus jaték stratégiai-
lag redukalhato egy véges jatékra.'® Legyen ugyanis U = U2 4+ UT,
illetve V = V2L V= aszerepld stratégiahalmazok — mindkett§ nemiires, kon-
vex poliedrikushalmaz — kanonikus felbontéasa. (V6.: 11 labjegyzet, 581. oldal.)
A Kkétféle értékelhetdségi feltételezésbdl azonnal kovetkezik, hogy V'U <O,
V'U =0 é V'UZ= 0, tovabba az u = Up + AUp € U stratégiat az
ut = UpeU% a v=Vq+ uVqeV stratégiat pedig a v4 = Vq € V4
stratégiaval lehet (tdgabb értelemben) dominalni: minden ¥ €V mellett

A

V'u < V' u’és minden u € U mellett v/ 4 > v&’ U (p,p,q és q valésziniiségi
vektorok, 4 és u nemnegativ szamok). Ezért az (U, V) regularis poliedrikus
jaték stratégiailag redukalhaté az (U4, V2) poliedrikus jatékra: ez pedig
izomorf a V'U kifizetési matrixa véges jatékkal.

Ré kell mutatnunk arra, hogy e véges jaték csak implicit formaban van
megadva, hiszen a V’'U matrixot nem ismerjiik kozvetleniil, csak azt tudjuk,
hogy U a kozponti, V pedig a szektorokban szerepld egyenlGtlenségrendszerek-
kel meghatarozott U, illetve V poliedrikus halmazok extrém pontjaibél 6ssze-
allitott matrixok, a kifizetési matrix pedig ezek szorzata. Ha tehat az (U, V)
regularis poliedrikus jaték egy megoldasat e V’'U matrixa véges jaték meg-
oldasa utjan akarjuk meghatarozni, a direkt szamitasi eljarasokat — az eredeti
TKI feladat méreteivel legalabbis azonos méretli szamitds nehézségeitdl
eltekintve — mar csak ezért sem lehet alkalmazni. Felhasznalhaté azonban
a Brown—Robinson-féle fiktiv lejdtszdsi mbdszer's. Az el6bbiekbdl kivetkezik,
hogy regularis poliedrikus jaték minden u € U koézponti stratégidjaval szem-
ben megadhat6 egy v*(u) € V& optimélis ellenstratégia és minden v €V
szektorstratégiaval szemben megadhaté egy wu*(v) € U4 optimdlis ellen-
stratégia, amelyekre tehat

(1.36) v*(u)u=minv'u=minv'u; v'u¥*(v)=maxv'u= maxv'u
vev vev e u€y ue€yu

11 Akkor mondjuk, hogy egy jaték stratégiailag redukdlhaté egy mésik jatékra,
ha ez ut6bbi megoldhaté és minden megoldisa (optimélis stratégia-parja) egyben az
eredeti jatéknak is megoldésa.

15 A véges jaték vagy, mas néven, mdtrivjaték definiciojat lasd pl. S. KARLIN [9]
konyvében, a 17. oldalon.

16G. W. BrRown [1], [2]; J. RoBixson [21]. Részletes referdlasra: S. KArLin [9],
179—189 oldalak.
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all fenn. v*(u) meghatarozasat az u, u*(v) meghatarozasat pedig a v reguldris
értékelésének nevezzitk. Az (U, V) regularis poliedrikus jaték reguldris fiktiv
lejdtszdsan az UA-ba esd u*(l), u*(2), ..., u*(N), ..., illetve a V2-ba esé
v¥(1), v¥{2), ..., v¥{(N), ... stratégiasorozatok alabbi szabdly szerint tor-
ténd megkonstrualasat értjiik:

1. szakasz. 1. 1épés: vélasztunk egy tetszdleges u® ¢ U2 kozponti
stratégiat. I1. 16pés: definiciészerfien u*(1y = u®. I1I. 1épés (u*(1) reguldris
értékelése): v = v¥(u*(1)) meghatérozasa. IV. 1épés: definiciészeriien
V1) = v,

Ezutén ritériink a 2., 3., ... szakaszra.

N-edik szakasz (N = 2,3, ...). L. 1épés (v¥*(N — 1) regularis értéke-
lése): u™ = u*(v¥(N — 1)) meghatarozésa. II. lépés (,,keverés” az el6zd
szakaszbeli taggal):

e Bl

1
u*(N — 1 —u®™
< >+N

kiszamitésa. ITI. 1épés (u*(N) reguldris értékelése): vV = v*(u*(N)) megha-
tarozasa. IV. lépés (,keverés” az el6z6 szakaszbeli taggal):

s =

1
* = 2 2 apkN)
VEN —1) 4+ = v
kiszamitasa.
Mivel

@ = max min v'u = min max v'u,
u€U  vev véV  u€U

az értékelések definiciéjabél konnyen levezethets, hogy az N-edik szakaszbeli
D*(N)> = max v¥{N — 1)’u = max v¥{N — 1)'u = v*(N — 15>'u®™
u€U ueus
fels6 optimum (N = 2,8, ...) fels6 becslést, a

@*(N) = min v'u*(N) = min v'u*(N) = v\N'u*(N)
vEv VEVA

alsé optimum (N = 1, 2, ...) pedig alsé becslést ad a @ TKI optimumra:
(1.37) OXNY=2® (N=2,3,...); o*N><® (N=1,2,...).

Mivel tovabbé a sorozatok konstrukmo]uk miatt a V'U matrixa véges jaték
fiktiv lejatszasit is jelentik, érvényes a Brown—Robinson-tétel, tehat

(1.38) lim O¥(N) = hm ¥ (N> =D,

N-—>e
és az {U*(N)}, illetve {v*(N)} sorozatok limeszpontjai optimalis kozponti,
illetve szektorstratégidk.
A regularis fiktiv lejatszas iteraciéjanak o-ledllitdsan (O tetszélegesen
kicsiny pozitiv szam) értsiik a fenti konstrukeié alabbi befejezését:
Legven ,

(1.39) @**(N> = min {@*(2), ..., D¥N)}, N=2,3,...
és legven N, az a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre
(1.40) P**(N,y — ¢*( N,y <0 vagy DP**(N,+ 1) —*Np =9
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teljesiil: (1.37) és (1.38) alapjan tetsz6legesen kicsiny pozitiv 6 szam esetén
N, értelmezve van. Ekkor: 1. Az iteraciét az vagy N -adik szakasz I1I., vagy
az (N,+1)-edik szakasz I. 1épésénél abbahagyjuk [aszerint, hogy (1.40)-ben az
els6 vagy a masodik egyenl6tlenség teljesiilt]. 2. A szektorokban megoldjuk az

(141) A,-Xi_S_u?‘<N6>, xl‘%o, C;X,-—>max! 2’=1, vy

linedris programozéasokat. 3. Az igy nyert x?* szektorprogramokboél ossze-
allitjuk az x°* = [x{*', ..., x3*']" megengedett TKI programot. Mivel

n n
c'x’* = i xf* = JyHulKN D) uiN,) = v¥Uu*(N ) ux(N,> = g*(N,,
i=1 i=
(1.40) és (1.37) alapjan
(1.42) - cxX*< D

Az (1.42) fennallasat roviden ugy jellemezziik, hogy x%* é-optimdlis TKI
program.

Kiegészitésiil foglalkozunk azzal az esettel, amelyben az (U, V) regularis
poliedrikus jaték a szektor-egyiittes fél szaméara egyértelmtien oldhat6 meg.
Ebbél kovetkezik, hogy redukaltja, a V'U matrixa véges jaték is ilyen
tulajdonsagi, s igy az idézett Brown—Robinson-tétel szerint a {v*(N)}
sorozat konvergens, és hatarértéke az egyértelmii optimalis szektorstratégia.
A 2. tétel 3. része alapjan ez nem mas, mint az a szektorarnyékarrendszer-
egyiittes, amelynek minden szektorkomponense a (fenti feltételekbdl kovet-
kezden) egyértelmii optimalis TKI arnyékarrendszer.

A TKI feladatbdl szarmazé regularis poliedrikus jaték fiktiv lejatszasa-
val kapesolatos és fentiekben bizonyitott eredményeinket az alabbiakban
foglalhatjuk Gssze:

3. TETEL. Ha egy megoldhaté TKI feladatbdl szdrmazé poliedrikus jaték
reguldris, akkor fiktiv lejatszdasdval a TKI feladat tetszbleges pontossdggal meg-
oldhaté abban az értelemben, hogy tetszolegesen kicsiny pozitiv 6 mellett a requldris
[fiktiv lejatszdas o-ledllitisa S-optimdlis TKI programra vezet. Ha e reguldris
poliedrikus jaték emellett a szektor-egyiittes fél szamdra egyértelmiien oldhato
meg, a requldris fiktiv lejdatszdsa sordn myert kevert szektorstratégia-sorozatban
az eqyes szektorokra juté komponensek ,egalizdalodnak’, azaz kozos hatdrértékhez :
az optimalis T K1 darnyékdrrendszerhez konvergdlnak.

1.3. Kiegészité megjegyzések

A TKI feladatot regularis poliedrikus jatékka kell atalakitani: ennek
moédja a szektorokra bontas és értékelhet6 kozponti programokbél allé alkal-
mas generatorhalmaz megvalasztasa. Nem foglalkoztunk itt azzal a kérdéssel,
hogy minden — TKI feladatnak tekintett — linedris programozasi feladatra
ez az atalakitas elvégezhetG-e, és ha igen, hogyan kell elvégezni: tételeket
vezettiink le, amelyek minden megoldhaté és regularis poliedrikus jatékka
atalakithaté linearis programozési feladatra érvényesek. Nem vizsgaltuk azt
a problémat sem, hogy az iteraciés szakaszok I. 1épésében felmeriil6 kozponti
linearis programozés nem szamitasigényesebb-e az eredetinél: ne felejtsiik el,
hogy a kozponti program komponenseinek szama a TKI feltételek szamdénak
és a szektorok szamanak szorzataval egyenl6.
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Arra volt ugyanis mindossze sziikségiink e dolgozat keretében, hogy
az altalanos moédszert egy konkrét modell: a hosszulejarati makrookonémiai
tervezés feladatara alkalmazzuk. Az itteni TKI feladat szektorokra val6 fel-
bontasa adottsdg, amely a probléma kozgazdasagi természetébdl folyik. A szek-
torfeltételek egy része ,,specialis’ jellegli az (1.20)—(1.27) alatti értelemben.
A megmaradt ,kozos” feltételek korlatainak felosztasat végzé kozponti
programra adott feltételek egyfell biztositjak, hogy a megengedett kbzponti
programok halmaza az (1.19) értelemben generitorhalmaz legyen, masfel6l
e halmazt korlatossa teszik. Ebbdl kovetkezik, hogy a keletkezd poliedrikus
jaték regularis lesz (hiszen korlatos alaphalmazon a linearis programozasi fel-
adat minden célfiiggvényvektor mellett megoldhaté), tehat alkalmazhatoé lesz
rd az 1. részben levezetett altalanos médszer. Ugyanakkor kideriil, hogy a koz-
ponti programozas tobb fiiggetlen, egyszeriti rangsorolassal megoldhat6 rész-
programozassa bomlik szét: szimplex-eljarasra csak a szektorprogramozasok-
ban lesz sziikség.

2. A KONKRET MODELL: HOSSZULEJARATU MAKROOKONOMIAI
TERVEZESI FELADAT

2.1. A modell leirasa

A népgazdasigot n szamu agazatra, szektorra bontva képzeljik. Min-
den szektor egy termékesoportért felelgs. A tovébbiakban egyszertien termék-
r6l fogunk beszélni: ez egyszeriien aggregacié kérdése. (Egyébként nem okozna
nehézséget olyan modell felallitisa, amelyben minden szektor tobb termék
elallitasaért lenne felelds.) A szektor tevékenységéhez nemesak a széban forgé
termék hazai termelése és a termeléshez sziikséges beruhazas tartozik, hanem
etermék exportja ésimportja is. Tavlati tervet dolgozunk ki egy tervperiédusra,
amely 6sszesen 7' idGszakbél all.

Nem kivanjuk modelliink segitségével meghatarozni a népgazdasagi
terv minden elGiranyzatat. Kiindulépontunk: egy mar kidolgozott (,,hagyo-
ményos”’, nem matematikai médszerekkel meghatdrozott, az input—output-
tablaval ellendrzitt) népgazdasigi terv. Ennek bizonyos el@irdanyzatait kons-
tansként 4tvesszilk programozasi modelliinkbe. Modelliinkben —ezeket
gazdasdagpolitikai adatoknak nevezziik, s jelolésikkre mindig nagybetiiket
hasznalunk. Az aldbbi adatokrdl van szé: '

A) Az i-edik termékbdl a t-edik idGszakban sziikséges extern fogyasztas :

(2.1) R,>0 v =1 evamse b=1 000 0

Magaban foglalja a személyes és koziileti fogyasztast, beleértve az improduktiv
beruhazast is. Nem tartalmazza ezzel szemben sem az exportot, sem (bizonyos
kivételtsl eltekintve, amelyre kés6bb még visszatériink) a produktiv beruhazast.

B) Az i-edik termékhdla t-edik idGszakbana népgazdasighan bennmaradt
mennyiség felsé korlitja :

(2.2) Be (> Q) i=1, 0000 t=1k0nT

Vilagos, hogy ilyen korlatot konnyli megadni: mindamellett célszerti minél
kisebb, de redlis értéket elfogadni, mert a fels6 korlat til magas értéke lassitja
a kés6bbi iteracié konvergenciajat.

C) A népgazdasigban a ¢-edik idészakban produktiv munkara rendel-
kezésre 4ll6 munkaerckeret:
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(2.3) W,>0 N P )

Az egyes szektorok lehetséges tevékenységeit négy csoportra: reprodukdlo,
export-, import- és beruhdzdsi tevékenységekre oszthatjuk. Az els6 harom
csoportbeli tevékenységek terjedelmét minden idészakra kiilon-kiilon kell
meghatdroznunk, a beruhdzasi tevékenységet viszont idében adott médon
lezajlé folyamatnak tekintjiik, amelynek terjedelmét az egész tervperiédusra
egyszerre kell kialakitani. Foglalkozzunk részletesebben az i-edik szektor
tevékenységeivel (¢ =1, ..., n).

1. Reprodukdld tevékenységek. Ezeken a tervperiodus kezdetén mar fenn-
allo, az i-edik terméket kiboesaté kapacitasok valtozatlan tovabbmiikodtetését
értjiik. Technikai jellemz&k alapjan (példdul elmaradottabb vagy fejlettebb
iizem) tobb ilyen tevékenység épithets be a modellbe. Jelolje 7" a reprodu-
kalé tevékenységek szamat, i pedig a k-adik reprodukalé tevékenység
terjedelmét a ¢-edik id6szakban (=1, ...,n®; ¢ =1, ..., 7).

2. Bxport tevékenységek. Gazdasagi jellemzék alapjan (pl. piacok, rela-
cidk stb. szerint) tobbféle export-tevékenységet szerepeltethetiink a modell-
ben. Jelolje n{*P az exporttevékenységek szaméat, 28 pedig a k-adik export-
tevékenység terjedelmét a t-edik id6szakban (k =1, ..., 2%P;¢ =1, ..., T).

3. Import-tevékenységek. MindenekelStt két tipusu tevékenységet szere-
peltetiink. Korlitos import-tevékenységen olyan behozatalt értiink, amely
a hazai termelGtevékenységekkel versenyezhet, azokat pétolni képes (kom-
petitiv import), s amelvnek terjedelmét valamilyen kiils piaci tényezo
korlatozza. Gazdaségi jellemzdk (pl. piacok sth.) alapjan tobbféle ilyen korlatos
import-tevékenység beépithetd a modellbe. Jelolje ni™P ezek szamat, P
pedig a k-adik korlatos import-tevékenység terjedelmét a t-edik idészakban
(=0, el = 1, o ) A korlbtes import mellett minden szektor-
ban szerepeltetiink egy szubad import-tevékenységet is. Kz az el6z6 import-
tevékenységekhez hasonl6an kompetitiv jellegfi, de terjedelmét sem kiilsé
piaci koriilmények, sem egyéb adottsigok eleve nem korlatozzak. KEgyes
szektorokban joggal feltételezhetjiik ilyen tevékenység létezését, masokban
valésaghan ilyen lehet8ség nem éll fenn. Ez utébbi esetben a szerepeltetett
tevékenység |, fiktiv”’ jelleg(i: ponalészer(ien magas arral biztositjuk, hogy
a modellben ugyan szerepel a megfelel§ valtozé, de az optimalis (vagy ,.koze-
litéleg” optimalis) programba nem keriil bele. Jelolje «ilP az i-edik szektorbeli
szabad import-tevékenység terjedelmét a t-edik idészakban (t =1, ..., 7).

Az 1—3. pontokban felsorolt tevékenységek terjedelmének egységét
természetes mértékegységben vagy Ft-ban allapithatjuk meg. Az alabb kivet-
kez§ beruhdzasi tevékenységeknél némileg masképpen kell eljarnunk.

4. Beruhdzisi tevékenységek. Egy beruhdzasi tevékenységet harom adat-
tal jellemziink: a létrehozandé létesitmény jellegével, a létrehozéis és iizemel-
tetés technolégidval, tovabbd a beruhdzas megkezdésének idGpontjaval.
Eszerint adott létesitmény adott technolégidji 1étrehozasén és iizemeltetésén
(agy mondhatnank: egy adott beruhazasi tevékenysig-tipuson) beliil kiilon
alternativ beruhézisi tavékenysieek épitheték be a modellbe aszerint, hogy
a beruhézdst melyik idészakba kezdjiik el. Feltételezziik, hogy csak olyan
beruhdzasi tevékenységeket szerepeltetiink, amelyek legkésébb az utolsd,
T-edik id6szakban méar teljes kapacitassal dolgoznak. Egy beruhdzisi tevé-
kenység terjedelmét ezért az utolso, T-edik id5szakban elért kapacitds mellett
termelt termékmennyiség természetes vagy Ft-ban szdmitott mennyiségével
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mérjiik. Jelolje »i"v a beruhdzési tevékenységek szamat, xilV pedig a k-adik
beruhéazasi tevekenyseg ter]edelmet (Bl=000 s o),

A TKI feladat felirdsdhoz meg szuksegunk van a termékek elallitasaval,
exportalasaval, impartalasaval és a beruhazasokkal kapesolatos input—
output egyiitthaték, munkaerdigény-egyiitthaték és célfiiggvény-egyiitthatok
értelmezésére.

a) Jelolje fiy az i-edik szektor k-adik beruhdzasi tevékenységének
egysége altal a t-edik id@szakban létrehozott i-edik termék mennyiségét
(természetes, illetve Ft-egységekben; k=1, ...,20"; ¢t =1, sl e
=l n). Vilagos, hogy fizy = 0, megpedlg az iizemeltetés el6tt f'"" =
a felfutds idGszakiban Jiny (mint ¢ fiiggvénye) monoton nd, végiil a teljes
iizemeltetés id6pontjatél kezdve fii' = 1. (Azonos beruhdzési tevékenység-
tipuson beliil fiY hasonld, de a kezd8idszak szerint eltolt fiiggvénye ¢-nek.)
Mivel feltettuk hogy a letesﬂ;meny az utols6, 7T-edik idGszakban teljes kapa-
citassal ﬁzemel, irhatjuk:

2y 20, =l . fih=1 =L it - i=T1T .0

b) Jelolje gifkr, illetve g, a j-edik szektor k-adik reprodukéld, illetve
beruhazasi tevékenységének eg\ sége altal a ¢-edik idGszakban igényelt i-edik

termekmennwseget (lc — i 17 , njPr, illetve k& = 1, nj'"", | [ L
= , o — 1, z+1z—+—1 .,n;z’:1,...,n).Viléos, hogy
J g 23
(2.5) ﬁg>nk=L“”ww =1,...,T
g=1, =10 Xy nism
(2.6) g2l =l ot a1 .00

a j-edik termék k-adik reprodukald,illetve beruhdzasi tevékenysége a termelés,
illetve a beruhédzas technolégiai jellege szerint vagy igényli, vagy nem igényli
az i-edik termék felhasznalasat. A termelés anyagigénye magéban foglalja
mind a foly6 tizemeltetés anyagigényét, mind pedig a régi kapacitds fenntar-
tasdhoz, egyszeri tjratermeléséhez sziikséges nagyjavitasi és pétlasi, felajitasi
akcidk anyagigényét. A beruhazas anyagigénye magaban foglalja az 1j kapa-
citds megteremtésének éveiben a beruhazas altal igényelt termékeket (pl.
gépek), az iizemeltetés éveiben pedig mind a folyé termeléshez, mind pedig
a mar megteremtett kapacitas fenntartasahoz, pétlisahoz sziikséges termé-
keket. Hasonléképpen a termékkibocsatashoz, itt is feltételezziik, hogy az egyes
beruhdzasi tevékenység-tipusokra az anyagigények meghatarozott idSbeni
tagozidasa jellemzé.

c) Jelolje 2527, illetve A1 az i-edik szektor k-adik reprodukalé, illetve
beruhazasi tevékenységének egysége altal a ¢-edik id6szakban igényelt munka-
enokeretet: (k=1 oo R Cilletva Bi=10. o ™ Sl =dlg s T d=
=1, ...,n). Mig a reprodukalé tevékenységeknel ez a létszam-egyiitthato
mindig pozitiv, hiszen munkaerd nélkiil nincs termelés, addig a beruhazasi
tevékenységekre ez csak az iizemelés megkezdése utan érvényes. Mindenesetre

(2.7) Mg =0, k=L 0 t=1 ... $=1:..n
(2.8) D =1 0L T ey B Y e

d) Az egyes tevékenységek hasznossagat az altaluk elért devizahozam-
mal mérjiik. Jelolje ¢, illetve ¢ifi® az i-edik szektor k-adik export-, illetve
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import-tevékenységének egysége altal a £-edik id()'szakban elért devizahozamot

(=1, ... o5 silletve k=10, 1, i . pliPss = T ik T PR PR
pedig a k-adik beruhazasi tevékenysegenek egysege “éltal elért devmahozamot
(k=1,...,0";¢=1, ..., n). Az export-tevékenységek devizahozama ter-

mészetesen pozitiv, az import-tevékenységeké negativ, a beruhazasi tevékeny-
ségeké pedig nempozitiv (negativ abban az esetben, ha hazai termelés altal
nem pétolhatd, nem-kompetitiv importot is igényel). A beruhazési tevékeny-
ségek devizahozama természetesen az egész tervperiédusban felmeriilt nem-
kompetitiv import koltségével egyenls. Feltételezziik ezenkiviil, hogy a leg-

kedvez6bb export-ar sem haladhatja meg a legkedvez&bb import-drat. Ezeket
foglaljak magukban az alabbiak:

cexPie ) Sl =T nxP
(2.9) Cikt =~ =] e ]
dmP< 0 k=0,1,...,nimP
(2.10) ”“’ =0 E=1, .,’n}""; =l :
(2.11) max ¢ < mini [(—egt) t=1, .50 $=1....%
1=k=n%® 0<k<njmP

Ezek utan felirhatjuk a hosszilejarati makroskonémiai tervezési fel-
adatot TKI alakban az aldbbi linearis programozasi feladatként:

nl;,cpr c\p imp niuv
' .repr ex inv ninv
2 B — 2 Zid + < \ Tzktp+ S fil =i —
o = .
(2.12)
n_( nyet t=0y .., .50
~N e e inv .inv
—1 ( 2 gru?tr ;k‘t)r + 2 Giit Tjk ] Q:
J:
J#i A
n niepr |u\
' € € inv inv B .
(2.13) 2 (2‘ g aiehr + 2 hify x:k]é W, t=1,...,T;
1
nl;epr exp Amp inv
repr € nv inv
(2.14) g o — 2 o + 2 o + 2 fi =l < B,
t:l,...,T; z:l,...,n
nnpr n_‘exp ni imp m\
repr nrepr at \ imp .im inv
(2 15 e (2 azslet T:k;t) + 2; 1skp;xlktp+ azskrt) xktp + 2 slcxzk ébis
Sv=1; o5 My; =1,
T 2 0 aGf =0 TP = 0
o= R =1 A PP =01 e R
(2.16) ET i R | i=1,...,m
v =0
=15 . ;mi

[ n§<e nime niov

\N'Lex ex imp n.im inv jinv
21 cir P + 2 ci? ,k,p] S 8 }—»max'
k=

k=1

(2.17) ZH{ZT
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A (2.12) alatti feltételek azt fejezik ki, hogy minden termékbél minden
idGszakra legalabb az extern fogyasztast kell biztositani. A (2.13) alatti fel-
tételek biztositjak, hogy egyetlen idészakban se keletkezzék munkaerShiany.
E feltételek valamennyi szektort érintd, kozos feltételek, mig a (2.14)—(2.15)
feltételek csak egy-egy szektor valtozdira vonatkozé specidlis szektorfeltételek.
A (2.14) alatti feltételek minden termékre és minden idészakra vonatkozdlag
korlatozzak a népgazdasagon beliill maradt termékmennyiséget: e feltételeket
az illetG szektor extern korldtozo feltételeinek nevezhetjiik. A (2.15) alatti fel-
tételek a szektorok termelési, behozatali, kiviteli és beruhdzasi tevékenységé-
vel kapesolatos tovabbi specidlis feltételeket fejeznek ki. Feltételezziik, hogy
egyikiik sem vonatkozik az illet szektor szabad import-tevékenységeire: ezért
e feltételeket kotott specidlis szektorfeltételeknek mondjuk.'? (2.16) a tevékeny-
ségek terjedelmének nemnegativitasat fejezi ki, (2.17) pedig azt, hogy a nép-
gazdasagi optimalizalasi kritériumnak az 6sszes devizahozam maximalizdlasat
tekintjik. (Vo.: 22 labjegyzet, 609. oldal.)

A modell szektorokra bontasa adva van. Kihasznalva az (1.20)—(1.27)
alatti egyszerfisité megjegyzést, a kozponti program véltozéiként csak a kozos
feltételeknek megfeleld korlatok felosztasait tekintjiik. Vezessiik be ezek
jelolésére az altaldnos modell jeloléseivel 6sszhangban az alabbiakat:

(2.18) O=fayT: i=uf e =05,
[ : b 0
u, 0
A 0
0 L
ahol
(2.19) uft:[uﬁ] =i
ufy
#__r o T
(2.20) Uit = [Pirs - +»  DPii—14s — Piits  Pii1,tr +++s Dints Wil
' t=1; 00T V=1, so:; N
(2.21) B == [Bo ool "Bz sien Oimll  #e=lyeesy 8.

A korlatfelosztasi feltételek ekkor a kovetkezdk:

n
(2.22) ; p,'jt_pjﬂ:'_th j:l,...,n
i#] f=1, v T
n
(2.23) 2 wy =W,
i=1

17 Feltételezziik, hogy a kotott specidlis feltételeket a benniik szerepld valtozokkal
azonosan 0-val ki lehet elégiteni, méas széval: a szektoroknak meg van engedve, hogy az
ellatasi feladatot kizardlag szabad importbo6l fedezzék.

9 A Matematikai Kutat6 Intézet Kizleményei VI BJ4.
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Egészitsiik ki a fenticket a p;;; < B, (¢ = 1, s gt =1. n) feltételek-
kel, tovabba a (2.20)-ban szereplo osszes kozpontl valtozékra vonatkozé nem-
negativitasi feltétellel. Legyenek megengedettek azok a kozponti progra-
mok, amelyek az igy nyert

n
(2.24) pi[g=% Piut+Qu=Ry, i=1...,n

i

" t=1,...,7T,
(2.25) 21 wy =W,

i=
296 e Oy« Dm0 i =00 =000 00

pllt nit it

kozponti feltételrendszernek eleget tesznek.

Jeloljiik roviden a (p;;, w;) szimbdélummal a (2.18)—(2.21) alakd koz-
ponti programot. Adott (p;,w;) esetén az i-edik szektorfeladat primal
alakja (1.10), illetve (2.12)—(2.17) alapjan a kovetkezG:

nrepr ( \]) nnnp nlm

¢
- N .
(227)  Zaip— z P+ 2 P+ S = P

nkepr inv
P n;

c repr ,.repr N inv .inv
8) kz; gulel xll\f + ;—1 q:jkt'Tzk = pljl’

—_
o
187

t— Ly ot
j=1,..,1—1,i4+1,
nriepr lm
(2.29) kZ RiSE" aielr + 2 D < wy s
nrepr n'xp nl’mp ngu\
(2.30) 2 2 a3P + 2 2imP 4 Zf:"?w"” S By BT
k=1

nrepr n'\D n:{rnp - nln\
repr p.repr EXD) AEX im inv ninv
[2 azspt xkll) + ké azslg ‘Tzktp + 2 alsk 1ktp) / Qisk Tig < bisl

o
t=1 k=1
s_l,...,m,»
€
TP > () 2P > 0 ZimP > 0 2l > 0
232) ) k=1,... 0P k=1 ...,0%P; k=0,1,...,0f" k=1,... 2"
l T
n?xp Imp nxim'

T

(2.33) Zlc? f&‘f’+2 ciP aifgp| + 2 el @i — max!
k= k=1

t=1

A feltételek kozgazdasagi tartalmuk szerint kozponti és specidlis szektorfel-
tételekre oszthatok. A (2.27) alatti kozponti feltételek azt fejezik ki, hogy az
i-edik szektornak minden iddszakra meg kell oldania a kozpont altal kitizott
ellatasi feladatot: a t-edik idGszakban legalabb p,;, mennyiségii i-edik terméket
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kell elGteremtenie. A (2.28) alatti kozponti feltételek megadjak minden id6-
szakra és minden termékre az i-edik termék elGallitasahoz felhasznilhaté
anyagkeretet: a t-edik id6szakban a j-edik termékbél legfeljebb p,;;, mennyiséget
hasznalhat fel az i-edik szektor. Végiil a (2.29) alatti kozpontl feltételek
megszabjak az i-edik szektor munkaerdkeretét minden idGszakra: a #-edik
id6szakban legfeljebb w;, munkaero all az i-edik szektor rendelkezésére. A (2.30)
alatti feltételek az i-edik szektor extern korlatozoé feltételei, a (2.31) alatti fel-
tételek pedig a kotott specidlis szektorfeltételek.

Jelolje ;;, a (2.27) alatti, 7;; a (2.28) alatti w;, a (2.29) alatti, o, a (2.30)
alatti, o pedig a (2.31) alatti feltételeknek megfelel§ arnyékarat. Kkkor a
(Pije> wy) kozponti program melletti i-edik szektorfeladat dudl alakjat az alab-
biak szerint irhatjuk fel:

[Qit 0L s 2] gkt ®ije + BT 0y + 2 aigk 0520
Jj=

(2.34) j=1
J#i
| Ci g =1
mg
(2.35) _91'{+nift+sf\l' lSklo-lS__ch’)((Ip
P CR - TSR
(2.36) Giv =T > 000 L=liiunT
(9 37) Oiti— 7% ul+2 allg}\[}) 1s——6:2‘;p
k=1,...,n‘,-mp,t_1,...,T
mg
)38) :2;(911— ul +2 g;?kvt U[+h1kt 0)11_,_2161;'?}\;0,52- Cmv
- S=
( = .
=T e ] e
(2.39) sy t=1 T; 0,20, s=1 m;
B - L) PN e W

T m;
(2.40) % (Rit Qit — Piit T + ‘}1 Dije it + Wit O | + % b;s 6;s— min!
- i
A primal-dual alakot egyiitt tintettik fel az i-edik szektorfeladat

kanonikus elrendezésében. Egy Ax < b, x>0, ¢ x— max! (primal),
yA>c,y =0, yb—> min! (dudl) alaka linearis programozasi feladat

9*
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kanonikus elrendezésén a

xlii=
(2.41) Y|A|b
= C’|

tablazatot értjiik. Az i-edik szektorfeladat kanonikus elrendezését
X; | <

yi' |A7|uf
y: |A¢| b

Z|c

(2.42)

alakban hozzuk. A TKI feladat kanonikus elrendezését ebbdl

X =and =
y*| AF... Af | b®
yi|Al O |b;

Y- |O A, |b,

' ’
2 |1€) wvv €y

alakban allithatjuk eld.

A fent leirt modellben érvényesek az alabbiak (részletes bizonyitdsukat
az olvaséra bizzuk).

I. A (2.12)—(2.17) alatti konkrét TKI feladat a (2.1)—(2.11) feltételezé-
sek mellett megoldhaté. (Létezik megengedett TKI program, pl. zifP =
=Qunt=1...,T;%2=1,...,n, a tobbi valtozé6 értéke 0; a TKI célfiiggvény
korlatos; ebbdl az 581. oldalon szereplS 1° labjegyzet alatt idézett tétel alapjan
a fenti allitas kovetkezik.)

II. A megengedett kozponti programok értékelheték és a megengedett
TKI programok halmazanak nemiires konvex poliedrikus generatorhalmazat
alkotjak. (Az 2ifP = p,y, t =1, ..., T; tobbi i-edik szektorviltozé értéke
0, ¢ =1, ..., n valasztassal minden megengedett kozponti program mellett
létezik minden szektorban megengedett program. (1.15) alapjan ebbél a meg-.
engedett kozponti programok értékelhetdsége kovetkezik. A tobbi trivialis,
illetve az (1.19) utani konstrukeié egyszerti médositasaval igazolhato.)

ITI. A megengedett szektorarnyékarrendszer-egyiittesek értékelhetdk.
(A megengedett kozponti programok halmaza korlatos: ebbél a 10 labjegyzet
alatt idézett tétel alapjan az értékelhetéség kovetkezik.)

A fenti tulajdonsigok egyiittesen azt jelentik, hogy a konkrét TKI
feladatbél szdrmazé poliedrikus jaték regularis és igy alkalmazhaté a konkrét
modellre az 1. részben kidolgozott iterativ eljaras. Ebben az esetben az itera-
ciés szakaszok I. 1épésében felléps kozponti programozas igen egyszertiien,
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szimplex-algoritmus alkalmazasa nélkil végrehajthaté. Adott (n,,t, it Oits Tis)
arnyekarrendszer egyiittes (1.36) alatt értelmezett regularis értékelése,
tehiat a vele szemben optimadlis (p¥, w};) kozponti program meghatarozasa
ugyanis a

n
pm—le,.HrQl,_ WS
j#z
b=l e I
()44) <]u)it=th
2. ~
PiﬂZOi ij=1...m; wy20,i=1,...,n

; i

t=1 i

1 2 Tjit Pjit — it Pjit + Qi Wi | —> max !
ﬁét

linearis programozas megoldasat jelenti. A feladat (n 4+ 1)-7' szama fiig-
getlen ,,mikroprogramozassa’ bomlik, mégpedig:

A) az i-edik termék ¢-edik idészakra vonatkozd ,,optimalis” eloszlasat
megado

n
Lig = % Pt Qi = Ry
i

(2.45) =0, j=1,...,n

2 it Pjit — Tiit Piit —> max!
j#x

programozasokra (i = 1, ...,n; ¢t = 1, ..., T), tovibbd a munkaerékeretnek
a f-edik id6szakra vonatkozé6 ,,optimalis’ elosztasat megadd

n
2 l[—Wl

(2.46) wg =20, i=1,...,n

n
> oy wy—max!
-

programozasokra (¢ = 1, ..., 7). Trividlisan belathat6, hogy (2.45) egy meg-
oldasa a kovetkezd: ha j (= 7) jeloli azt a (legkisebb) indexet, amelyre

(2.47) Tjit = Toit = MAX Ty, + - o3 Ty 10 Ticpr,io + + > it}

teljesiil, méas széval a j,-adik szektor i-termékre vonatkozb anyagkeret-
arnyékara a legnagyobb a t-edik idészakban, akkor

e I it < Ty
(2.48) ghe=] e e
Rii’ ha TT.it % TTiit
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és
(249) p]?l;it _ {O’ ha T.“ < Ty

Rit —@Q; ha 7mu=> Tt
(2.50) ph=0, ha j#j,, j=i, 1<j<n

(2.46) egy megoldasa pedig az alabbi: ha 7, jeloli azt a (legkisebb) indexet,
amelyre

(2.51) Wit = O = max {wy;. ..., 0y}

teljesiil, mas széval az i -adik szektor munkaerdkeret-arnyékara a legnagyobb
a t-edik id@szakban, akkor

0 ha: 4=, L2470

Az igy nyert megoldasokhoz tartozé maximalis célfiiggvények osszege, tehat
a (2.44) alatti linedris programozias maximalis célfiiggvényértéke a kovet-
kez6:

(2.53) - {2[ — i)t (By — Qu) — 7y QH' + @y Wt} g

(Itt és a tovabbiakban is tetszdleges o valdés szamnal o = max {a, 0}.)
A fentiek el6rebocsatasa utdn ratériink a konkrét modell: a hosszalejarat
makrookonémiai tervezési feladat 1. részben adott iterativ médszerrel vald

megolddsanak leirdsara. Az alabbi pontban a szamitiasok részletes menetét
adjuk meg abban a formaban, ahogyan azt szamitégépekre lehet programozni.

2.2 A ¢-optimalis programot szolgaltaté iteracié menete
Az iteraci6 kezdete el6tt

A KOZPONTI MEMORIABAN TAROLT ADATOK

0 ... a kozelités valasztott pozitiv hibakorlatja
n ... a szektorok szama
T ... az id6szakok szama
Q@ ... az i-edik termék extern fogyasztisa a ¢-edik idGszakban;
(2.54) i=1...,n¢t=1,...,T
R, ... az i-edik termék extern korlatja a f-edik id6szakban; 7 =
R 7 ot i1 | S ‘
W, ... a t-edik id6szakban rendelkezésre 4116 munkaerdkeret; ¢ =
; = A




KETSZINTU TERVEZES 599

AZ i-EDIK SZEKTORMEMORIABAN TAROLT ADATOK (i=1....,n)
A; ... a szektorprogramozas matrixa o
b; ... a specidlis szektorfeltételek it Olﬁ,k It
(2.55) korlatjaibdl allé6 vektor AR S E L
' c; ... a szektor-tevékenységek kanomkus’elrendezesebol
devizahozamaibol all6 vektor leolvashat6 konstansok

k
1. SZAKASZ

1. lépés (kozpont). TetszGleges'® (p,;, w,;) megengedett kozponti program
kivalasztasa. Megfelel példaul az alabbi:

P =Ry
R, —Q, il
pR= .. =0 == . =pfl="STE | VT B
(2.56) n—1
) t=1,..,T.
u':‘zl):&
n

Memoridban: (2.54) és (2.56).
I1. lépés (kozpont). Az 1. szakaszban definiciészertien
(2.57) phiD =08 §=Ll..%8 )] $=L..n
w1y wd t=1,..7T.
Az i-edik szektornak (7 =1, ..., n) lekildi a
P, §=1,.,n } t—1...T
wih 1)
kozponti tervszamokat. Memdéridban: (2.54) és (2.56) [=(2.57)]-

I11. lépés (szektorok). Az i-edik szektor (i = 1, ..., n) kitolti a (2.58) ada-
tokkal standard elrendezésének megfelel§ rovatait és szimplex-eljarassal meg-
oldja a dualis szektorfeladatot. Ennek soran meghatdrozza a (2.58) adatok
melletti optimalis

(2.59) s S, o, =1 5 T

[9(111)’ t——_lv""T

o), =1 0my

(2.58) {

(2.60)

arnyékarakat, a dualis célfiggvény minimalis értékét, a

g0 =

2.61 4
( ) l — t—zl it th - Pm <1> nut) + 2 pul <1> n(l}t) + w’xkt<l> w(l) + bes O'g

I#

18 Mivel itt a megengedett kodzponti programok halmaza korlatos, U4 =U.

(Vo.: (1.36)).
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szektoroptimumot, tovabba ennek ,,specialis komponensét”, a

I g mg
(2.62) P} =3 Ryold + = bisofy
Ss=

mennyiséget. A (2.59), (2.61) és (2.62) alatti mennyiségeket felkiildi a koz-
pontnak. Memdéridban: (2.55), illetve a fenti szamitasnal hasznéalt szimplex-
tabla, tovabba a kapott optimélis bazis.

IV. lépés (kozpont). Az 1. szakaszbeli alsé optimum, azaz

n
(2.63) = S
i1

szamitdsa utdn az 1. szakaszban definiciészerfien a ,kevert’” arnyékarak:
(2.64) an il =] Li=1 a8 $=11, csnnl;

(2.65) =l  I=2l oty F=1 .l

tovabba a , kevert” specialis szektoroptimum-komponensek:

(2.66) D (1) =P; e e
Memoéridban: (2.54), (2.57), tovabba (2.63), (2.64), (2.65) és (2.66).

ES

* *
2. SZAKASZ
1. lépés (kozpont).
I/1. Minden i-re és ¢re (¢ =1,...,m; ¢t =1,...,T) (2.64)-bdl a
af (1), ..., k(1) arnyékarak kivalasztidsa. A
(2.67) akie (1) =a5 <1y = ey e <1
J#i
feltételnek eleget tevd (legkisebb) j,(7¢) index kivéalasztasa. A
R, ha 7 (1) = 7k (1)
o &
am e[l M BO<RO
By —Qy ha 2% )= aj 1)
(2.70) PR=0, ha jj, j#i, 1=j<n

mennyiségek kiszamitasa.
I/2. Minden ¢-re (f = 1, ..., T) (2.65)-b6l az w}<1), ..., ok (1) drnyék-
arak kivalasztésa. Az

(2.71) ol (1) = o%(1) = max{0}il), ..., of 1)}

TUDUMA
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feltételnek eleget tev (legkisebb) 7, index kivdlasztdsa. A
W[, hal 2’ = 7:0

(2.72) w@ = ; :
0, ha 1% lL=i52

mennyiségek kiszamitasa.
I/3. (2.67), (2.71) és (2.66) alapjan a 2. szakaszbeli fels6 optimum kisza-
mitasa:

>
T n
2.73)] = 2{ [(@% K1) =k KID)* -« (Byy — Qi) — 7ot 1) Que] +0%<1D Wt} ;i

I/4. Az eddigi legkisebb fels§ optimum kiszamitasa: itt definiciészertien
(2.74) O** (2% = D* (25

I/5. Kontroll: a (2.63) alatti alsé értékkel 6sszehasonlitva a
(2.75) P*<1) = P** (2)

egyenlGtlenségnek kell fennallnia.

I/6 : 1. eset: @**(2) — p*(1) < 0 esetén az iteraci6 ledllitdsa. Utasitas
a szektoroknak: a memdridjukban Orzétt szimplex-tabla és optimédlis bdzis
felhasznéaldsdval szamitsék ki a (2.59)—(2.60) alatti dudl optimalis valtozok-
nak megfelel§ primél optimélis szektorprogramokat.'? Ezek egyiittese a fel-
adat o-optimalis megoldasa.

1/6 : 2. eset: @**(2) — @*{1>>0 esetén kovetkezik a IL. 1épés.
Meméridban: (2.54), (2.57), (2.63), (2.64), (2.65), (2.66), (2.68), (2.69),
(2.70), (2.72) és (2.74).

I1. lépés (kizpont). A | kevert” kozponti program elkészitése:
1 Loy 2
Ip;!;,<2> =;p§,<1>+5p§5; f=1,s00] &=L
(2.76) {

lu~;§<2>:§w:’; W+ o) t=1,...T.
Az i-edik szektornak (¢ =1, ..., %) a
*. % ] — i
(2.77) {p”'<2> =il ’n]t—_—l,...,T
wi<2)

19 A szimplex-tabla ,z-rovatabol’” a kitolté valtozoknak megfelelé helyeken az
optimélis szektorprogram komponensei megtaldlhatok. Lasd pl. S. KARLIN [9], 169—
170. oldalak.
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kozponti tervszamok lekiildése. Memoridban: (2.54), (2.63), (2.64), (2.65),
(2.74) és (2.76).

II1. lépés (szektorok). Az i-edik szektor (¢ = 1, ..., n) mddositja a (2.77)
alatti 4j tervszamokkal szimplex-tablajat, esetleg sziikséges vektoreserékkel??
el6allitja az 4j optimalis bazist és az Gj optimalis

(2.78) B st D =1 s T
55 g?’) f 2T i
P s=1,...,m
arnyékarakat, az aj
(p(t:z) = l
(2.80) L @ % ) <3 % ) % /¢ (2) (I; (2)
= - R, QiF) — Pia {2 7571 S % Pijt 2) it + Wi (2)wi’| + A.I b;s a3
= = ) S=
5
szektoroptimumot és az 4j
74 m;
(2.81) ;B = 32: R0l + .21 by 0
= s§=

specialis szektoroptimum-komponenst. A (2.78), (2.80) és (2.81) alatti mennyi-
ségeket felkiildi a kozpontnak. Memoriaban: (2.55), tovabba a fent hasznalt
szimplex-tibla és optimalis bazis.
IV. lépés (kiozpont).

IV/1. A 2. szakaszbeli alsé optimum,

Ve

(2.82) g*(2) =2 ¢

1

i)

kiszamitésa.
IV/2. Kontroll: a (2.74) alatti minimdlis fels6 értékkel Osszehason-
litva a

(2.83) ¢*2) = P**(2)

egyenl6tlenségnek kell fennallnia.

IV/3 : 1. eset: O**(2) — @p*(2) < 0 esetén az iterdcié leallitasa. Utasi-
tds a szektoroknak: a memdriajukban 6rzott szimplex-tabla és optimalis
bézis felhasznalasaval szamitsak ki a (2.78)—(2.79) alatti dudl optimalis
valtozéknak megfeleld primal optimalis szektorprogramokat. Ezek egyiittese
a feladat d-optimalis megoldasa.

20 Lasd pl. Y. Svzuxr [23], 95—96. oldaluk.
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IV/3 : 2. eset: P**(2) — @*(2)>0 esetén a

(2.84) e (2 >_—~zu,<1>+_n§j¢ OF P PR S T SRR
1 y
(2.85) w}’;<2>=%w?}<l>+7w§'f) Ve B el — R

,, kevert” arnyékarak és a
(2.86) <?>_—(D°<1>—|— <D°“ i )

. kevert” specialis szektoroptimum-komponensek kiszamitasa. Memoériaban:
(2.54), (2.74), (2.76), (2.82), (2.84), (2.85) és (2.86).

* ok ok

Tegyiik fel, hogy az iteraciét még nem allitottuk le az (N —1)-edik
szakasz befejezéséig, tehat az iteracids szakaszok 1/6, illetve IV/3 pontjaban
mindig a 2. eset allt fenn:

(2.87) O** (k) —@p*(k—1) > 0 és P** (kD> — @*<(k)>0, k=2,...,N—1.
Itt &**(k) a k-adik szakaszig elért minimalis felsé optimum:

(2.88) O (b5 = min {@* (2, . .., P* (k)} l—=208 .5 .5
Az (N — 1)-edik szakasz befejezése utan

A KOZPONTI MEMORIABAN TAROLT ADATOK: (2.54), tovabba

(2.89) P**(N — 1)

(2.90) PN — 1 =1 ..., =L ..., T
(2.91) wi{N — 1) V=il s b=l s
(2.92) g* (N — 1)

(2.93) AN — 13 dj=Lssi,mib=1 i, T
(2.94) ¥ (N —1) e LR ] (T
(2.95) P(N — 1) 1 T

AZ i-EDIK SZEKTOR MEMORIAJABAN TAROLT ADATOK (i =1, ..., n):
(2.55), tovabba az (N — 1)-edik szakasz III. 1épése soran hasznalt szimplex-
tabla és optimdlis bazis.

N-EDIK SZAKASZ

1. lépés (kozpont).

I/1. Minden ¢re és tre (1=1,...,n; t=1,...,7T) (2.93)-b6l a
afy N — 1, ..., a%(N — 1) arnyékarak kivalasztisa. A

(2.96) i (N — 1y = 7 (N — 1) = max (N — 1
¢
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feltételnek eleget tevd (logkisebbj Jo(5F7) index kivalasztasa. A

Qi» ha =X (N —1> <af(N—1)

2.97 =
=R Ji {Ri,, ha 7% (N — 1> = af<¥N — 1)

e g % s

(2.98) ) = 0, ha 7% <AV7 1> <af(N—1)
By — Qi ha a% (N —1)2af{N—1)
(2.99) PP =0, ha jfj, j#i ISj=n
mennyiségek kiszamitasa.
I/2. Minden ¢-re (¢(=1, ..., T) (2.94)-bdl az w¥(N — 1), ..., 0¥ (N —1)

arnyékarak kivalasztasa. Az
(2.100) Wt (N — 1) = %N — 1) = max 0% (N — 1)

feltételnek eleget tevé (legkisebb) 7, index kivalasztisa. A
W,;, ha ws=1¢,
0, ha w51, 1l=i=n

(2.101) W) = {

mennyiségek kiszamitasa.

I/3. (2.96), (2.100) és (2.95) alapjan az N-edik szakaszbeli fels6 optimum
kiszamitasa:
D* (N> =

-3

t=1

(2.102) 2 (@ (N — 1) — N — 1" (Ry — Qu) —

1

— % (N — 1> Q] + 0% (N — 1) W, +§®?<N—1>.

I/4. Az eddigi legkisebb felsé optimum szamitésa:
(2.103) O** (N) = min {@** (N — 1), D* (N )}.

I/5. Kontroll: A (2.92) alatti alsé értékkel osszehasonlitva a
(2.104) * (N — 1) < D** (N>

egyenl6tlenségnek kell fennalnia.

1/6 : 1. eset: O**(N) — ¢p*(N — 1) < 6 esetén az iteracié leallitdsa.
Utasitas a szektoroknak: a memdéridjukban 6rzétt szimplex-tabla és optimalis
bazis felhasznalasaval szamitsak ki az el6z6leg kapott dual optimalis valtozok-
nak megfelel§ primal optimalis szektorprogramokat. Ezek egyiittese a feladat
0-optimalis megoldésa.

1/6 : 2. eset: O**(N) — ¢p*(N — 1>> 0 esetén kovetkezik a IL. lépés.
Meméridban: (2.54), (2.90), (2.91), (2.92), (2.93), (2.94), (2.97), (2.98),
(2.99), (2.101) és (2.103).
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I1. lépés (kozpont). A , kevert” kozponti program elkészitése:

N —1 1 . .
P3t<N>=TP§'}t<N—1>+*A;P(iﬁ)7=1’ ’"l i=1...,n

(2.105)

lw;‘; <N>=A—lw’,@‘,<N—l>+%w(},") It:l,....,T.
Az i-edik szektornak (z =1,...,n) a
* (] st
(2.106) {7"1’<N> = ) I
w} (N>

kozponti tervszamok lekiildése. Memdriaban: (2.54), (2.92), (2.93), (2.94),
(2.103) és (2.105).

111. lépés (szektorok). Az i-edik szektor (¢ = 1, ..., n) médositja a (2.106)
alatti 4j tervszamokkal szimplex-tablajat, esetleg sziikséges vektorcserékkel
eléallitja az j optimalis bazist és az Gj optimalis

(2.107) 2 R . t=1,...,T
Ny t=1,...,T

(2.108) Qu
A §=1,...,m

arnyékarakat, az Gj
€3 n
P = g: R o) — py (VD 7Y + ].% Pt <N ”(i?t’) +
(2.109) av
mi
l 5 ZL’:-'; <N> w(illv) + 21 bis U(igl)’
s=

szektoroptimumot és az 1j
T m;
(2.110) DTN = D Ry o™ + b, o)
=1 s=1

specialis szektoroptimum-komponenst. A (2.107), (2.109) és (2.110) alatti
értékeket felkiildi a kozpontnak. Memdridban: (2.55), tovdabba a fenti
szamitdsban hasznalt szimplex-tibla és optimalis bézis.
IV. lépés (kozpont).

IV/I. Az N-edik szakaszbeli alsé optimum,

n
(2.111) PNy = 3 ol
i=1
kiszamitasa.
IV/2. Kontroll: a (2.103) alatti minimalis fels6 optimummal 6ssze-
hasonlitva a
(2.112) @* (N) < O** (N>

egyenlStlenségnek kell fennallnia.
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IV/3 : 1. eset. P**(N) — ¢p*(N) < 0 esetén az iteracié ledllitasa.
Utasitas a szektoroknak: a memériajukban 6rzott szimplex-tabla és optimalis
bazis felhasznalasaval szamitsak ki a (2.107)—(2.108) alatti dual optimalis
valtozéknak megfelelé primal optimalis szektorprogramokat. Ezek egyiittese
a feladat o-optimalis megoldasa.

IV/3 : 2. eset: O**(N) — @*(N)>0 esetén a

N—1 ) 1 o
(2.118) 7hH N =—~V—7t;‘;,<A _1>+Vn(i§\;) WA (R T o N
ol &
N1
(2.114) w’,‘-‘,(N}:l = w’}‘,(N—l)—{—%w%\’) e Ry (] [ S A
& &
. kevert” arnyékarak és a
(2.115) @2 (N = ;1¢?<N—1>+%(D}"N> Plalh oo

. kevert” specialis szektoroptimum-komponensek kiszamitasa.
Memdridban: (2.54), (2.103), (2.105), (2.111), (2.113), (2.114) és (2.115).
Ezutan kovetkezik az (N + 1)-edik szakasz, és igy tovabb.

2.3. A modell és a szamitasi eljaras kozgazdasagi tartalmarél

Az aldbbiakban kizgazdasagi szempontbdl kommentaljuk modelliinket.
Egyrészt megkiséreljiik kozgazdasagilag interpretalni a modell néhany vona-
sat, tulajdonsagat. Masrészt felvetink néhany problémat, amely a modell-
ben szereplé paraméterck meghatarozasaval kapcsolatos.

1. Mint a bevezetésben mar emlitettiik, a kétszintl tervezés fenti méd-
szerének kidolgozasara a szocialista gazdasiagi gyakorlatban ténylegesen
fenndallé oda-visszatervezés adta az alapotletet. Eljarasunk még egy szem-
pontbdl imitalja a tervezés szokasos gyakorlatat. Rendszeresen megtorténik,
hogy a kozpont bizonyos direktivakat ad az agazatoknak és kéri annak kozlé-
sét: milyen gazdasagi hatékonysaggal oldhaté meg a feladat. Az agazatok
kiilonboz6 — kozpontilag elSirt szerkezetli — | ,gazdasagossigi mutaté-
szamokkal” fejezik ki tevékenységiik hatékonysagat. Mddszeriink egységes
rendszerbe foglalja ezt a ,,visszajelentést’’: az dgazatok az eljirds minden
1épésében egyfajta gazdasiagossagi mutatészamokat — a programozisboél
nyert arnyékarakat — jelentenek vissza a kozpontnak az onnét kapott direk-
tivak értékelésére. Ugyanakkor egyes iparagakban méar matematikai progra-
mozasi médszereket is hasznalnak az agazati méretii tervek kidolgozdsahoz.
E programozasi modellekben a korlatozé feltételek jobboldalin levé kon-
stansként szerepelnek egyes, az Orszagos Tervhivataltél kapott direktivak:
a kibocsatasi tervfeladat, eréforras-korlatok stb. E programozasok valésiaggal
sugalljak a gondolatot: az agazati programozasok eredményeit érdemes lenne
Osszehasonlitani és felhaszndlni a népgazdasagi tervbdl atvett direktivak,
keretszamok javitasara. Eljarasunk hivatasa: szervezett format adni az ilyen
osszehasonlitasoknak és az ezek alapjan torténd mikrookonémiai tervkorrek-
cioknak; szervesen osszekapesolni az ipardgi szinten végzett programozasokat.
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2. Mit fejez ki kozgazdasagilag a szektormodellek dualis feladatanak
célfiiggvénye? Tegyiik fel egy pillanatra a kiovetkezbket: a kozpont valéban
olyan ,,aron’” adja a szektornak az er6forrasokat, amilyen arnyékarat a szektor
visszajelent s ugyanakkor megkoveteli a szektortél, hogy ne legyen veszteséges.
Ha a szektor tal magas, ,rézsaszinl’ arnyékarat jelentett vissza (példaul
azt allitotta, hogy a létszdmkeret emelése nagyobb tobblet-hozamot biztosit,
mint amennyire az optimalis program szerint valéban képes), akkor a szektor
veszteségessé valna. A korlatok arnyékarakra torténd értékelésének mini-
malizdlasa, mint a modell optimalizalasi kovetelménye, azt fejezi ki: évakodni
kell a szektor feltételekben korlatként szereplé kozponti direktivak médosita-
sdnak, a moédositas révén a célfiiggvényben mutatkozé hatasnak a tulértékelésé-
t6l. A dudlis célfiiggvény minimalizalasa az 6vatossig, a felelGsségteljes mérték-
tartas attitiidjét fejezi ki a visszajelentés keretében adott gazdasigossagi
mutatészamok meghatarozasanal.

3. Figyelemremélté, hogy kozgazdasagilag realisan interpretalhaté
a modell jatékelméleti jellege is. A helyzet ugyanis eredetileg is mutat bizonyos
analdgiat a stratégias jatékokkal. Mindkét fél rendelkezik bizonyos informé-
ciokkal, de nem hozhat egymaga teljesen megnyugtaté dontést, mert ehhez
ismernie kellene a masik fél informaci6it is. A kozpontnak nagy az attekintése,
de nines részletekbe mend ismerete azokrol a sajatos problémakrél (példaul
az egyes szektorokra jellemz6 miiszaki és koltségadatokrdl, a szektorbeli valasz-
tast korlatozé specidlis feltételekrsl stb.), amelyeket a szektorok osszessége
ismer, s megforditva: a szektorok sok részletet latnak, de nines attekintésiik
azokr6l a mnagy Osszefiiggésekrdl, amelyek csak a kozpont el6tt lehetnek
vilagosak. Akarcsak a stratégias jatékban, a kialakul6 szitudcié mindkét félen
mulik. Mind a kozpont, mind a szektorok tisztaban vannak azzal, hogy a masik
,,fél” intézkedései is nagy hatéast gyakorolnak a helyzetre. Ilyen koriillmények
kozott mindkét fél a szamara viszonylag leginkabb megnyugtaté stratégiat
keresi. Ez a stratégia a jaték minimax-megoldasa.

Modelliinkben a jatékelméleti megoldasként alkalmazott minimax-
stratégia elfogadasa a kovetkezGket jelenti: Tegyiik fel, hogy a kozpont
,,mindenttudo6’’; rendelkezik mindazokkal a specialis részlet informécidkkal is,
amelyeket rendszerint csak a szektorok ismernek pontosan. Ebben az esetben
(eszményi szamitastechnikai lehetGségek mellett) egymaga, kézpontilag kidol-
gozhatna az optimalis népgazdasagi programot (az optimalis TKI programot).
Az igy meghatarozott programhoz meghatarozott célfiiggvényérték, optimalis
népgazdasagi hozam (TKI optimum) tartozik.

Ha azonban a kozpont (modelliinkben csakiagy, mint a valdsigban)
hidnyos informéacié miatt képtelen egymaga, a szektorok kozremiikodése
nélkiil meghatarozni az optimalis népgazdasagi programot, akkor a nép-
gazdasagi hozam kevesebb az optimalisnal. A szektoroktél | fiiggetleniil”
hozott dontés kivetkeztében tehat relativ veszteség 1ép fel; a kbzpont a veszte-
ség csokkentésére torekszik.

A masik oldalon: a szektorok képtelenek onmaguk, a kozpont iranyité,
osszehangolé tevékenysége nélkiil eljutni az optimalis népgazdasagi program-
hoz. A kozponttdl | figgetleniil” hozott dontés esetén sziikségképpen hibas
értékelést adnak a nekik juttatott erdforrasokrol, keretekrdl. Tegyiik fel
ismét egy pillanatra (mint mar korabban a dualis célfiiggvény értelmezésekor
feltételeztiik), hogy a szektorokkal , biintetésképpen” megfizettetik a nekik
juttatott eréforrasok, keretek tulértékelésébdl szarmazé tobbletet. A hibas
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értékelés, azaz a hibas arnyékrendszer ilyen koriilmények kozott stilyos veszte-
séget jelentene a szektoroknak. A szektorok ezesetben nyilvan arra torekszenek,
hogy ez a veszteség minél kisebb legyen.

Amint latjuk, mindkét oldalon egyfajta relativ veszteség csokkentésére
torekszenek: a kozpont arra, hogy minél kevéshé maradjon el az optimalis
népgazdasagi hozamtél, a szektorok pedig arra, hogy minél kevéshé lépjék
tal az optimalis értékeléseket. A minimax megoldashoz akkor jutnak el, ha
mindkét félnek sikeriilt ezt a relativ veszteséget kikiiszobolnie.

4. A cikkiinkben szerepl$ 3. tételnek megfelelGen a konkrét modellben
az drnyékarak meghatarozott egalizdléddsi tendencidja 1ép fel. ElGszor: egaliza-
16dik ugyanazon termék azonos idGszakra vonatkozé , keresleti” arnyékara
a kiilonboz6 szektoroknal, valamint a termék , keresleti’” és , kinalati’” arnyé-

kira is (tehdt a my, ..., 7y, gy i -+ Ty 68 a my 4rnyékdrak).
Maésodszor: egalizalodik a kiilonboz6é szektoroknak ugyanazon iddészakban
juttatott munkaerékeret arnyékara (tehat az oy, ..., », darnyékarak).

Ez a tendencia teljesen megfelel a ,,welfare-economics’ ismert optimum-
feltételének, amely szerint azonos eréforras margindlis hozadékanak fel-
hasznalasa kiilonbozé teriiletein egyenlének kell lennie.®!

Az egalizalédasi tendencia az azonos idészakra vonatkozé arnyékarakra
érvényesiil. Erdemes lesz tanulmanyozni az egymast kivets iddszakok arnyék-
4rainak aranyait is, mert ezekbdl meghatarozhat6 a termékenként kiilon-
boz6 és idGszakrél-idészakra valtozé ,,diszkontratak’ egyiittese.

Hasznos lesz tanulmanyozni az egalizalédas folyamatat, az arnyékar-
rendszerhulldmzasat az iteracié soran. E megfigyelés sok mindent feltarhat anép-
gazdasagi terv biztosabb, mds tervelGiranyzattél viszonylag fiiggetlenebb,
s a mds tervelGiranyzatoktol erdsebben fiiggd részeire vonatkozéan.

5. Mint emlitettiik, modelliink gazdasagpolitikai adatait a ,,hagyoméanyos
médon”’ kidolgozott eredeti tervbdl vessziik at. Ezen tilmenden, ezt az eredeti
tervet valaszthatjuk az iteracié kiindulé programjaként. Az iteracié els6 lépései-
b6l kittinik majd, hogy az eredeti terv redlis-e? Amennyiben a szektorprogra-
mokban megjelennek fiktiv (nem realis szabad import) valtozdok is, ugy az
eredeti terv nem volt egyensilyban — s a ,,kétszint{i tervezés’ tovabbi lépései
hozzék egyensilyba. Amennyiben azonban a kétszintli tervezés soran a késGbbi
lépésekben nem sikeriil a fiktiv valtozokat kikiiszobolni, ugy ez arra figyel-
meztet: a gazdasdgpolitikai adatokban ellentmondés van.

A | kétszintli tervezés” ilymédon médot ad az eredeti terv kritikus
feliilvizsgalatara, esetleges ellentmondésainak felismerésére, kijavitasara.
Ahogy kozelediink a kozponti direktivak édrnyékérainak egalizalédésdhoz
(tehat pl. a @, extern fogyasztis TKI arnyékarainak megkozelitGen pontos
ismeretéhez) Ggy nyeriink tovabbi informacickat az eredeti tervbdl dtvett
gazdasagpolitikai adatok kritikai értékeléséhez. (Pl. annak eldontéséhez,
nem lenne-e célszerti az extern fogyasztas mas szerkezetébdl kiindulni.)

6. Egy mésik silyos probléma, amelyet szintén csak megemlithetiink:
a tarsadalom iddbeli preferencidinak kifejezésre juttatisa a modellben. Ezt
részben megkeriiljiik azzal, hogy minden idGszakra elSirjuk az extern fogyasz-
tast (természetesen gy, hogy az iddszakrdl-idészakra novekedjék, a szerkezeté-
ben a sziikséges médon valtozzék). Nem kézombos azonban, hogy aprogramozds
eredményeképpen jelentkezs tobblet-hozam mikor meriil fel, korabban-e vagy

21 Lasd errél pl. P. A. SaMUELsoN [22] és A. P. LERNER [16] mfivét.
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kés6bben. Célszerti lehet tehat nem egyszertien az Gsszes hozamok Osszegét
maximalizalni az egész tervperiédusra, hanem azok valamilyen diszkontalt
Osszegét.

A masik nehéz kérdés a tervperiodus véges voltival fiigg 6ssze. Modelliink
fent leirt szerkezete azzal a veszéllyel jarhat, hogy csupan olyan beruhazasokat
iranyoz majd el6 a program, amelyek hozama még a tervperiédusban jelent-
kezik, s nem biztositjuk az atmenetet a tervperiédus utani idészakra. A kérdést
ebbdl a szempontbé6l csak a végtelen idészakra vonatkozé tervezés oldana

meg, amelyre azonban mas meggondolasok — féképpen a numerikus adat-
meghatarozassal kapcsolatos nehézségek — miatt egyelére nem akartunk

ratérni. Eppen ezért, megkozelitésként, tigy is mondhatnénk: kompromisszum-
ként, a kovetkez6 megoldast valasztottuk:

Az extern fogyasztas, @, sziikségletei kozé bevessziik az tgynevezett
,,atmend - beruhdzasok”™, a tervperiédus utdni idére athuzédé beruhazasi
tevékenységek igényeit is. Az erre vonatkozé becsléseket, mas tampont
hijan, ugyancsak az eredeti tervhdl vessziik at. Tisztdban vagyunk e megoldas
problematikus vondsaival, s ezért a kérdést tovabb vizsgaljuk.

7. Konkrét modelliink egyik legproblematikusabb vonasa: a célfiggvény
kozgazdasagi tartalma. Inkabb csak példaképpen szerepel az itteni leirasban
a kiilkereskedelmi mérleg optimalizdldsa mint optimum-kritérium. A probléma-
rél tartott magyarorszagi vitakban felmeriiltek mas elgondolasok is. Pl. az
osszmunkaraforditas minimalizaldsa. Vagy: az adott szerkezetii extern fogyasz-
tds maximalizalasa.?? Mindkét esetben a kereskedelmi mérleggel kapcsolatos
gazdasagpolitikai elGiranyzatokat a feltételi rendszerbe kell beépiteni.

Cikkiinkbennem kivanunk ebben a kérdésben hatérozottan allast foglalni;
ez még sokoldali elméleti és gyakorlati vizsgalatot igényel. Mindenesetre az
els6, kisérleti szamitasoknal célszer( lesz parhuzamosan tobbféle célfiiggvény-
nyel szamolni, s az eredményeket egyiittesen elemezni.

Befejezés

Mint az 1.3 szakaszban mar emlitettiik, e dolgozat keretében nem foglal-
koztunk azzal a kérdéssel, hogyan lehet alkalmazni az éltaldnos modellben
kidolgozott felbontési és iterativ megoldasi algoritmust altaldnos linearis
programozasi feladatokra. Evvel a kérdéssel LipTAk T. sajté alatt levs [18]
dolgozata foglalkozik. Ugyanitt talalhaté a médszer dltalanositdsa nemlinedris
esetekre is.

Vilagos, hogy ha valamilyen konkrét modell adott felbontédsa megfelel
az 1. részben szerepls feltételezéseknek, tehat az eredeti linearis programozasi
feladat megoldhato, a belSle szarmazé poliedrikus jaték pedig regularis, min-
den tovabbi nélkiil alkalmazhatéva valik az eljards. Ez a helyzet példaul
akkor, ha az eredeti feladat (1.1) alakd kanonikus forméajaban az A méatrix
és a b vektor nemnegativak. Tetsz6leges felbontas utan az 6sszes értékelhetd
kozponti programok halmaza egy pozitiv ortansban fekvé korlatos halmaz,

22 Bzt a célfiggvénytipust javasolja [10] kényvében L. V. KaNTOROVICS. Ha a
qir ardnyok fejezik ki az extern fogyasztés szerkezetét a ¢ id8szakaszban (g; =0, © =

=L ...,maqu+... +gm=1t=1, , T), akkor konkrét modelliink TKI alak-
jat, ma.]d ennek megfeleloen a tobbi a.luko’c is tgy kellene médositani, hogy (2.12)-ben
Qi helyett g;J; szerepelne (7 =1, .. 3t =1, )y (2.17) helyett pedlg AMJy + .

rJr — max! ahol 4 alkalmas dlwl\ontalo t(nye/o =1,

10 A Matematikai Kutato Intézet Kizleményei VIL. B/4.
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a keletkezé poliedrikus jaték tehat regularis. A kozponti programozdas (2.46)
alaku fiiggetlen részprogramoziasokra esik szét, amelyek mind (a maximalis
szektorarnyékar kivalasztasaval) trivialisan megoldhaték. Lényegében ezt
az észrevételt hasznaltak fel a [19] dolgozatban, amelyben az altalanos itera-
tiv eljardst a magyar pamutszovet-kivitel rovidlejarati optimumszamitasara
alkalmaztak. Hasonl6 alkalmazasi teriiletként kinalkozik a regiondlis tervezés
probléméja: itt a szektoroknak egy-egy foldrajzi régi6 felelne meg.2

Befejezésiil roviden 6sszefoglaljuk a kétszintii tervezés modszerével kap-
csolatos kutatasaink tovabbi irdanyait:

1. Matematikai, szamitastechnikai vonatkozasu kutatasaink elsGsorban
annak tisztazasara irdnyulnak: hogyan lehetne a ,kétszintli tervezés” soran
a konvergenciat gyorsitani. Ezzel kapcsolatban numerikus kisérleteket vég-
ziink. Kilén tanulméanyozasra szorul, vajon a konkrét modell esetében nem
hasznilhaték-e fel a konvergencia gyorsitasira egyébként rendelkezésre allé
kozgazdasagi informaciok.

2. A numerikus kisérletek kozben megkezd6dott a konkrét modell
gyakorlati alkalmazasanak el6készitése. Az Orszagos Tervhivatal ezt a médszert
is fel akarja hasznalni a tavlati makrookonémiai tervek jobb megalapozasara.
Természetesen hangsilyozni kell, hogy e szamitasok ma még csak kisérleti
jellegliek; a tudomanyos kutatés stadiumaban vannak, s csak fokozatosan
valhatnak a tervezés allandéan alkalmazott eszkozeivé.

Bizunk abban, hogy a szamitastechnikai problémak megoldasa utan
a moédszer széles korben keriilhet alkalmazasra.

(Beérkezett: 1963. II. 27.)
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IJIAHUPOBAHHUE HA NBYX YPOBHAX:

MOJEJIb U3 OBJIACTU TEOPUU UI'P U UTEPATUBHBIN PACYET-
HbI METOJ K PELIEHUIO NMEPCNEKTUBHbIX 3AIAY HAPOHO-
X03AWCTBEHHOI0 NMNJIAHUPOBAHUS*

J. KORNAI u T. LIPTAK

Pesome

C NOMOUIbI0 XOpOLIO M3BECTHOr0 aJrOPUTMA CUMIIJIEKCHOIO0 MeTO/a MJIM
BbIPA0OTAHHBIMU /10 HbIHEILHEero BpemeHM criocobamd pasioykenus (DANTzia
u WorrE [2], [3]) 3aaun JiMHeifHOro NporpaMMUpoOBaHus B Maclutabe Hapoj-
HOr'0 X03siicTBa, NPUroJHble K pelleHdi0 MpoOieM MepcreKTUBHOI0 IMJIAHKPO-
BaHMsl, OblIM HepaspellMMbl, 10 KpailHeil Mepe, B OTeUECTBEHHBIX YCJIOBUSIX.
HMcxopst U3 3TOro Mel pagpaboTasm HOBbIT aJIrOPUTM JUIsl pellleHHs 3a/1au TaKoro
TUNa, obecreynBaUMii B KOHEYHBIX LIArax pelieHHe ¢ JI000H TOUHOCTBLIO.

B KOHKpeTHO# 3ajiaue MJIAHMPOBAHUS MbI IpeJCTaBJisieM HapojHOe XO-
351CTBO KaK COBOKYIHOCTb HEKOTOPOr0 KOJIMYeCTBAa CeKTOPOB, Ka)K/blii U3 KOTO-
PBIX Hec€T OTBEeTCTBEHHOCTH 3a MPOM3BOJCTBO TOr0 MJIM JAPYroro IpoOAyKTa.

* [IepBblit BapuaHT MeTOA, M3JI0XKEHHOr0 B JAHHOH padoTe, aBTOPbI COOOIMIM B mae
1962 roaa, B paamuo>keHHoit popme [13]. T. LrpTAK B oktsiope 1962 r. cooOuwsn HOBBIA Ba-
pHAHT MareMaTHuecKod yactu [17]. OKOHOMHYECKHUM H3JI0KEHHMEM M Pa3bopoM 3aHMMAETCsI
J. KorNar [14]. 3auvatku «o0Outeit mojmeany oOLIei 4acTd PacuéTHOr0 MeToJa HAXOMISITCS
yke u B padore T. Liprdx-a u A. NAGY-a, BbIXOJAMBLIEHl B CBET B PAa3MHO)KeHHOH (Qopme.
Haxoasimasicsi B meuatu padora T. Lrprik-a [18] oGo0uiaer JaHHbIi MeTO/ TUJIAHMPOBAHUST K
PasJIOYKEHNI0 00LUMX 3aay JIMHEHHOr0 TPOrpaMMHPOBAHHS M K PEIIEHUI0 UX NyTéM (UKTHUB-
HOT'0 NPOMIPBIBAHMS, 4 TAK)Ke K 3ajavaM HeJIMHeitHoro xapaxrepa. 3ta pabora Oblia Inpej-
Jo)xeHa Ha KoJutokBuu no Ilpusiokenuio Marematnku K Bompocam 9koHomuu, Byjaneuwr,
18—22, IOHs1, 1963. r.

10*
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HeATeIbHOCTb CeKTOPOB OXBATBIBAeT He TOJILKO NMPOK3BOJICTBO M KalUTaJI0BII0-
KeHHe, HO ¥ BO3MOKHBIH BBIBO3 MJIM BBO3 JaHHOr0 npojpykKra. CeKTopbl B CBOeil
lesiTeJIbHOCTH MOT'YT MCI0JIb30BATh M MPOAYKTHl APYTHX CEKTOPOB B BHje Mare-
pUaJIbHbIX PacxXojioB, a TaKy)Ke M3BECTHOE KOJIKYeCTBO padouer cuibl. K Tomy
Ke JIesiTesIbHOCTb OT/IeJIbHBIX CeKTOPOB MOyKeT OblTb IO UMHeHA CrelaJIbHbIM
CEKTOPHBIM OrpaHHYeHMsIM 110 OTHOLIEHMIO TPOM3BOACTBA M BHEIHETOPrOBOIO
Dajanca NpOAYKTOB.

JesATeIbHOCTL CeKTOPOB KOOpPAMHUpYeTcs LeHTpom. Llentp sagaér s
K)KJI0r0 ceKTopa 3ajiauy CHabKeHUsi OTHOCHTEJIbHO ero NpojyKTa U obecrieyl-
BaeT JUIsl Hero HeKOTOpble OrpaHMyeHHble MaTepyuajlbHble pecypebl U3 POYKTOB,
NPOU3BEJEHHBIX JIPYITUMU CeKTOpamy, a' TaryKe pabodyio cuily B M3BECTHOM
KOJIMyecTBe, TO €CTb OMpe/lelisieT paMKU Npou3BojicTBA. COBOKYNHOCTL BceX
9TUX (HAKTOPOB COCTABJIsAET LeHTpaJbHbIl muaH. [Togxo/siume LeHTpaibHble
ycioBUsi  00YCJIOBIMBAIOT paBHOBeCHe HAPOIHOXO03:ICTBEHHOT0 MPOAYKTOBOI0
0ajaHca B CJlydae OCYLIeCTBMMOCTH LIeHTPAJIbHOIO IJjlaHa, a Takke 3a00TATCS
0 TOM, YTOOBI 00LIee KOJIMYECTBO Mpejl0CTaBIIsieMOi 0T/IeJIbHBIM CeKTOpam padoueil
CHJIBI He BBIXO/MJIO 32 PAMKH NOJHOI MOLHOCTH HapOJAHOI0 XO03siicTBa.

KOMITOHEHTHI LeHTPaJIbHOI 0 TJlaHa, Kacalollkecss 0JHOr0 CeKTOpa, B Apy-
TOM IJaHe IOSBISIOTCS KaK OrpaHuyeHusi pecypcoB B YCJIOBUSAX TOH 3ajxaun
JIMHEHOTO TIPOrpaMMUpOBAaHMUS, KOTOpasi OXBaTblBAeT JIMLIb JesITeJIbHOCTb
JIAHHOT0 CeKTOpa, B TO BpeMsl, KaK p0Jib MAKCUMU3UPYeMOil CeKTOPHOIi Lies1eBoil
GYHKUMM UTpaeT JIeBUHBIA [0XO/ ero jesiTejbHOCTH. Ha OCHOBe BblllecKasaH-
HOT'0 LieJIb TepCleKTUBHOT0 HAapOAHOXO03ANCTBEHHOr 0 NIJIAHM POBAHUS CHOpMYIIH-
pyercst cyeAyroimum 00pa3om: cieJyeT BbIpadoTaTh TAKON OCYILeCTBUMBINA LeHT-
pajbHbIil MJaH, NpH KOTOPOM CyMMa MaKCHMaJjbHBIX LeJleBbIX (YHKLMI cek-
TOPOB NPUHUMAET MAKCMMAJIbHYI0 BeJMUMHY. [laHHas 3ajada, B OTJIMYMKU OT
MCXOMHON 10aHOl yYyenmpaasHol ux@opmayuoHiol 3agaun (B JaibHeiilem co-
Kpawménno 3agada [11[W1), npeacrapasieMoii Julib B BU/le JMHEIHOro nporpammu-
pOBaHMS OTPOMHOI0 padmepa, HasblBAeTCsl HAMU 3ajauell Ha JBYX ypOBHSIX.

B 1BOHCTBeHHOM BapuaHTe CeKTOPHBIX 3aJau MHOYKECTBO JIOMYCTHMBIX
cucreM OUeHOK («hadow pricesy) He 3aBMCHUT OT LEHTPAJIbHBIX IUPEKTUB: OHU
NOSIBIAITCS B MaKCUMU3UPYeMOH LiesieBOil (YHKUMKM TOJILKO KOIhhuLeHTaMu
OLIEHOK COOTBETCTBYIOLUMX YCJI0BUil. MOYKHO ONpeje/iuTh MIPY JBYX JIMI[ B
HOpMaJIbHOi (opMme, ¢ HyJIeBOIH CyMMOIi, B KOTOPOil 0JIMH M3 UTPOKOB — LIEHTPE,
a Ipyrol — KOJUIeKTUB CeKTOPOB. CTpaTernsimu LeHTPa MOI'YT ObITh JIONYCTUMbIE
LeHTpasIbHble TIJIaHbl, a CTpaTerueil KOJJIEKTUBA CEKTOPOB — JIONYCTUMbIE COBO-
KYIHOCTH CHCTEM CeKTOPHBIX OLeHOK. [leHa 9Toit moauapanbHoil urpel (WOLFE
[25]) — makcumasbHblif HAapOJHOXO3SMCTBEHHBIN JeBU3HBIH 10X01 (ONTUMYM
sajaun TTL{M), a onTumanbHO#l cTparerneil (MJiM ONTHMAJILHBIMU CTPATETHSIMU)
LeHTpa SIBJIsIeTCs (SIBJSIIOTCS) TOT LEHTpasibHbI MlaH (Te LieHTpaibHble MIaHbl),
IpU KOTOPOM (KOTOPBIX) CYMMa CeKTOPHBIX OINTHMMYMOB IPUHUMAET MaKCUMaJlb-
HYI0 BeJIMUMHY.

Mbl perium BblLIeON pe/lesIEHHYI0 UTPY MeTO/0M (UKTUBHOIO IIPOUT PhIBAHMUST
Browx-a u RoBinsox-a [1], [2], [21]. [Tpu 9TOM, HCXO0As1 U3 JIIOOOT0 LEHTPaAJIb-
HOTO0 MJIaHa, CeKTOpbl pa3pellalT CBOI0 ABOHCTBEHHYIO 3ajauyy MporpamMupo-
BaHUsl, U OLEHKM HameuyeHHOI 3ajaun cHabyKeHMsl, OLEHKU OTpPAHMUEHUsT maTe-
pHaJbHBIX PECYpCoB, a TaKyKe OLEHKY OrpaHMUeHMsi pecypcoB paboueil cHlbl
OHHM JIOKJIA/IBIBAIOT LeHTPY. M3 9THX OLEHOK LieHTp cocTaBiisieT QyHKUMIO Lieu,
MaKCHMUDYeT e€ Ha MHOYKeCcTBe JO0NYCTMMBIX LEHTPalbHbIX MJIAHOB. JTH LEHT-
paJjibHble TIJIAHBl NPU NPUBEJIEHUH OLEHOK B MOPS0K pasjiaraiTest Ha MPOCThie
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MUKpOMJIaHbl. LIeHTp cMelinBaeT HOBbI LieHTPAJbHBIA MJaH CO CTapbiM B NPO-
nopuuu 1:1, 1 BoO3Bpallaer ero cexkTopam, OHM CHOBA OLlEHMBAIOT €ro, U HOBbIE
OLIeHKH, CMELIMBAs CO CTAPBIMM B mpornopuun 1:1, ongTh JOKJIA/IBIBAET LEHTPY.
WtepupoBanue MOApOOHBIM 00pa3oM MpOJ0JIyKAETCs, HO TPOMOPLKMST CMOLIM-
Bauusi, B N-m xojie utepaumuu, oyjaer 1:(N — 1). [lpu aTom LeHTD cieguT 3a
MaKCUMalbHBIM 3HaueHHeM (DYHKLMM LieJId B LeHTPaJbHBIX IIJIaHAX, a TaK)Ke
3a CyMMOIl MMHUMAJIbHBIX 3HAUEHMH (YHKLMM LieM B CEKTOPHBIX NpPOrpammax:
nocJjie/iHee, HHU3LIee 3HaueHMe BCerjla MeHbILe; INpeJbliyllee, BepxHee 3HaUeHHe
Beerja Oosblie ontumyma 3ajzaud INMLW. Ecam atu jBa 3HaueHus: momagyr
Npeaucattyo 0JM30CTh APYT K JAPYry, MTepUPOBAHME MOYXKHO 3aKOHYUTb, U3
ONTUMAJIbHBIX OLEHOK CaMBIX MTOCJIe/JHUX CeKTOPHBIX IJIAHOB ITPOCTBIM NepeBO0M
M0JIyYaloTCcsi ONTUMAJIbHble CEKTOPHbIE TJIAHBI, COBOKYITHOCTb KOTOPBIX 5IBJISIETCS
pelleHneM, ONTUMAJbHBIM I1JIAHOM MCXOAHOH 3ajaud, 3ajauyd IepcreKTUBHOTO
NJIAHUPOBAHUST HAPOJAHOT0 X03sIHCTBA. B TO »Ke BpemMsi OLEHKH «CIIpocay U «1peji-
JIO)KeHHsl» TOBapoOB (OLEHKa IPOJ0BOJbCTBEHHOTO 0053aTesIbCTBA COOTBETCTBY-
0ILEr0 CeKTOpa M OLUEHKH OrpaHMYeHus MaTepuajibHbIX PeCcypcoB M3 IMPOAYK-
TOB JIPyTMX CEKTOPOB, HCMOJIb3YyeMbIX K IPOM3BOJACTBY AAHHOIO MpPOAyKTa), a
TaK)Ke OLIEHKM OrpaHuyeHusi pecypcoB paboueil CHJIBI B OT/IeJIBHBIX CEKTOpPAX
HUBEJMPYIOTCS B XO0Jie UTePUPOBAHHUS.

BoileynomsiHyTasg KOHKpeTHasi MOJeJIb M PACUETHBI MeTO] M3jararTcst
BO BTOPOii yacTu Hauleii cratby. I1peodpadoBanue 3ajaun [MLIM B 3ajauy Ha 1By x
YPOBHSIX, @ MOTOM B IOJMIAPAJIbHYI0 MIDY, OINpejieieHde yCJIOBUHA peryJsip-
HOCTH, HeOOXOJMMBIX K CXOJAMMOCTH PACUETHOrO Ipouecca, a Kpome 9TOr0 M
JIOKa3aTesIbCTBA 0KA3aJ10Ch 1eJ10C000pa3HbIM MPOBOUThL HA MOJIesIM (oJiee 0011,
MOTOMY UTO 0003HAaueHusi, MOHATUS U J0Ka3aTesbCTBA CTAHOBUJIMCH TAaKUM 00-
pasom 0GoJsiee sicHbIMM. [lepBasi yacTb CTaTbU 3aHUMaeTCsl ITOM 00IIeHd MOJIeJIbIO.

Ecnn kanounueckast popma 3agaun IMLW (B npsamoit u pBoiicTBeHHO# (op-
Max COOTBETCTBEHHO)

(1) Ax<b, x>0, c’x—>max! u yA>c, y=0, y'b—> min!

¥ TI0CjIe Pa3fIOyKeHUsl Ha CeKTOpOB B (opme

(2) A=[A, ... A, x=[xT7, ¢=[c,....,¢c].
xn
(1) mepenuceiBaeTcst B BUE

n
SAXZD YA ZcCii=1, sy
i=1

(3) %, =0 =1 ny W by =10
n
> ¢ x;— max! y’b — min!
i=1

COOTBETCTBEHHO, TO IOJA YEHIMPAAbHbIM NAAHOM TIOHUMAEM BEKTOP

(4) u=J[u

u,
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pasmepa b, cocrosimii U3 MOABEKTOPOB Uy, .., U,, ¥ MOJJeXKALM YCIOBUSM
pasiioyKeHus OrpaHndeHu it
(5) u+...4+u,=b.

i-s1 ceKTOpHas 3agava npu (5) sBJsieTcsl 3ajaveil JMHEIHOro Mporpammu-
poBaHUS

6) Ax;=u;, x;20, ¢;x;—~max! u y;A;>¢;, ¥, =0, y;u;—min!

CO0TBeTCTBeHHO. Ecin [IpU KaKOM-TO LEHTPAJIbHOM IJlaHe Ka)K[Jasi CeKTOpHas
3ajlaya paspeuninma, TO U Ha3bIBACTCS OYEHUMbIM YeHMPAAbHLIM NAAHOM. ,U,O'

KazblBaeM, UTO MHO)KecTBO U, cocTosilliie M3 OLEHHMBIX LEHTpPAJbHBIX TJIAHOB,
MHOrOrpaHHOe BBIYKJIOE MHOXeCTBO, KOTOpOe Nnpu pasperunmoit sazaun TN
SIBJISIeTCS He TYCTBIM, U B BHJIE

(M VU{[*x]:Ax;=u;,x,20,i=1,...,n}={x: Ax<b, x = 0}
uEU ¢
& xn
2eHepupyem MHOecTBO ocyiuecTBumbix [T nanos.

[yctb Oyer U IaHHBIM MHOTOMPAHHBIM BbITYKJIBIM TOJIMHOYKECTBOM MHO-
keerBa U, 00Js1ajalolium reHepupylomum cBoiictsom B Bujte (7). 3adaueii na 06yx
YPOBHAX TIOHMMaeTCs

a) pelleHHe BOTHYTOI'O MPOrpaMmMupOBaHUs

n
(8) u, 1¢U, 2 max c}x;—»> max!
. i=1 x;
Aixi = ui
3 x;=0
un

0) OTHOCHTeJIbHO 3JIeMeHTOB MHOYKecTBa U¥, cOCTOSILLEr0 U3 ONTUMAJIbHBIX
1o ¢popmyie (8) LeHTpaJbHBIX MJIAHOB U* pellleHHe CEKTOPHBIX 3ajay

(9) A x; <ut x;>0, c;x;—~>max! b=
¥ HaKOHelLl
B) ONpe/esleHre MHOKeCTBa
(10) QA% e, i=1..n)
u .
xn

cocrosiero u3 miaHoB [TLIM anemeHToB MHO)KecTBa X¥(u¥) CeKTOPHBIX MJIAHOB
x¥(u¥), onTumasbHbIX 110 dopmye (7).

TEOPEMA 1. [Ipu paspewumocmu 3a0auu T1L[H eblueonpedesennan 3a0ada
Ha 08YX Y POBHAX MoONce pa3peuiuma, u mHoxcecmso (10) cosnadaem co MHOMWCECINBOM
onmumanbiolx TTLHM naanos. Maxcumansbroe 3navenue yeaegoill gynkyuu (8)
pasHo onmumaavHomy 3Hadenuto O saoauu I1L{H.
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IToo noausopanshoii 3adaveii (U, V) u3 3a0auu ITL{H uiu u3 3a0auu Ha
06Y YPOBHAYX TIOHUMAEM UTDY JBYX JIML B HOPMaJbHON GopMe ¢ HYJIeBOI CYyMMOi,
B KOTOPO# OMH U3 UTPOKOB LIEHTP, ¥ er0 MHO)KeCTBO CTpaTeruif MHOIOrpaHHoOe
BBITYKJI0e MHOYKecTBO U, COCTOsilliee U3 OCYIUECTBUMBIX LIEHTPAJIbHBIX IJIAHOB,
a JIpyroil UrpoOK — KOJIJIEKTUB CEKTOPOB, Y HUX MHOYKEeCTBO CTpaTertii — MHOr0-
I'PaHHOE BBINYKJIOE MHOYKEeCTBO

(11) V= 1Az =0 4=1,...,8)
Yn
COCTOsIllee M3 JIOMYCTHMBIX COBOKYITHOCTEH CHCTeM JONYCTUMBIX CEKTOPHBIX

OLIEHOK, M HaKOHel IJIATEXHOH (QyHKLHMel sBisieTcss OuiMHeliHass ¢yHKUus
v'u (u e U, vel), onpeyenénHasi Ha NPsSIMOM NPOM3BEEHUH ITHUX MHOYKECTB.

[Tox i-M KOMIIOHEHTOM LeHTpajbHOH cTpaTernu u = [ug,...,u,] € U u cek-
TOPHOIi cTpaTerun v = [yy,...,y,] € V noHumaem BekTopsi u;, uy; (i = 1,..., n)
COOTBETCTBEHHO.

TEOPEMA 2. [loausopasvhas uepa, npoucxo0syas u3 paspewiumoti 3aoadi
I moxnce paspewiuma, u 3Haderue e€ pasio onmumymy <D 3a0auu ITL[H.
OnmumaabHble cmpame2ull YeHMpPaibHo20 UPOKA — ONMUMAAbHbIE YeHIMPaib-
Hble NAGHbL 3a0a4u HA 08YX yposHax. Cpedu onmumaabHuIX cmpameeuil u2poka-
KOANeKMu6a Cexmopos 6ce20a UMECMCs Cmpameaus, CeKmopHvle KoMINOHeHMbl
Komopotl cognadarom. CexmopHas cmpameus maxko20 muna ONMUMaibHa moaoa
U MoAbKO mo20a, ecAl OHQ A6ALemcA ONMUMAALHOU NPOMueHol cmpameaueil
Kaxot-mo yenmpaabHot cmpameeuu. B marxom caytae odwjutli komnoHeHm 5649-
emes cucmemot onmumaavusix ITLH oyenox, u naoboponi.

[To aHanoruyM OLEHMMBIX LEHTPAJbHBIX IJIAHOB Ha3blBAaeM 0YeHUMOU c06-
KYNHOCMb — CUCMeM CeKMOPHLIX 0YeHOK CEeKTOPHYIO CTpaTeruio v € V, ecim nme-
eTcsl MPOTUB Heé ONTUMAJIbHASI NPOTUBHAST CTPATErusi LIEHTPa, TO eCTh JIMHeiiHoe
NPOrpaMMHpOBaHHKe

(12) uelU, v'u— max!

paspemnmo. Mpr Oyjem HaswiBaTh nosmappanbhyio urpy (U, V) peeyasproil
B TOM cJlyyae, ec/ii Ka)Kjasi eé CeKTopHasi cTpaTerusi oLleHMMa. Mbl J0Ka3biBaeM,
4TO CTpaTerMyecKy peryJjsipHasl MOJM3/ipalibHasi Urpa IMPUBOMMA K IOJIUIJ-
panbHO#l urpe (U4, V&) rae U4 u V4 spasiiorTest (OrpaHUUeHHBIMU) BbITYKJIIBIMU
MOJIU3IpAMHM, TIPOUCXOAUBIIUMKU BBIMYKJIOH 000J0UYKOM KpaeBbIX TOYEK MHO-
rOrpaHHBIX BBINYKJbIX MHOKecTB U 1V cooTBeTcTBeHHO [7]. A 9T0 H30MOPOHO
KOHeUHOW urpe ¢ niatéxHoi marpuueit V'U.

[Tox peeyasprsim fukmusHsim npou2pblearuem NOHMMaeMII0CIe/10BaTeJIbHOe
onpe/iesieHHe 3J1eMEHTOB MocJie/loBaTesibHOCTell crparernit {u*(N)} u {v¥{N)} u3
U4 u V4 cooTBeTcTBEHHO Toceyomeit pekypcun. Beioupaem noboe u*(1) € u,
Mycts Gyer u™ € U4 ojiHuM U3 peleHUil paspelinMoro porpammupOBaHUs

(13) ueU, v¥*(N — 1) u—max!
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u
N —1 1
u¥(N) = ———u¥N — 1) + —u™

N> v & > v
ecin N =2, 3,.... CoorBerctBenno v(™ € V4 GyjeT pellleHHeM pa3peliimMoro
JIMHEHHOTr0 MPOrpaMMUpOBaHU S
(14) veV, vVu*(N)— min!
"

ety =Y =Loncw 15 4 Ly,

rie N=23,..., uv*{l> =v®, Makcumanbhoe 3uauenue @* (N) uenenoii
bynxkunn (13) monyuaercss Kak eepxtee 3naueHue 6 nepuoo N (N =2,3,...),
a MUHHMaJbHOe 3HaveHne ¢* (N) ueneBoit pyHkuun (14) Kak Husuee 3Ha-
yenue B nepuopx N (N =1, 2,...). [loxassiBaem, 4T0

(15) P*(N>>®, N=2,3,... u ¢*(N><®, N=1,2,...

U TIpU peryJisipHoii mosmaspabHoii urpe (U, V)

(16) lim @* (N) = lim ¢* (N> = ®.
N—oco

N—>o

rae @ ontumym 3ajpaun L. K Tomy ke npejiesibHble TOUKHM T10CJIe10BaTe b=
Hocteil {u* (N)} u {v* (N)} ABJISIOTCS ONTUMAJIbHBIMU CTPATErHsSIMU.
[TosoykuMm

(17) @** (N> = min {@* (2), ..., D* (N)} N=28,...

M N, HauMeHbllee LeJ0e YHMCJIO, NMPU KOTOPOM @** (N> — g* (N> <
(mmm O¥* (N, + 1) —¢* (N> < §). Iloa d-ocmanoskotl peryusipHOro Gpui-
TUBHOI0 NMPOUrPBIBAHUST TOHMMAETCS OCTAHOBKA MTepUpOBaHUs rocje mara N,
(mmn Ny + 1) m onpefesieHdMe ONTHMAJbHBIX CEKTOPHBIX IJIAHOB MNpPU LEHT-

panbHoM maaHe u* (N,». Ocymectumblit [TLIM nuan x°* HasbiBaeTcst d-onmu-
MQAbHBIM, €CTIN

(18) D5 <c x*

lIA

D .

TEOPEMA 3. Ecau noausopaavhas u2pa, npoucxoouswas u3 paspeiimott
I1L{H 3a0aqu, pe2yaspuas, mo 3aoaua TTL{HM 6 KoHeuHbIX w@2ax paspeuiuma ¢
A0000 MOUHOCBIO Pe2yAAPHBIM (PUKMUBHBIM 1 POURPHIEAHUEM 6 TOM CMbICAC, UIT0
npu ANO0M NOAOHCUMEABHOM O d-0CMaHosKa Npusooum K O6-0nmuMaibHOMY
naany 3a0auu ITL[H 6 KoHeunbIX waeax. Ecau Kpome 3moeo pe2yaAsapHas noAuI0-
PaabHaa u2pa eOuHO3HAUHO Pa3petiumMa 041 KOAACKMUBQ CEKIMopos, mo 6 nocie-
oosameabrocmsax cmpameauil cexmopos {v¥ (N)} cexmopHble  KOMNOHEHITbL

«Huseaupyromesy: npu N — oo kancowil komnorenm 3aoauu TTLH cxooumces K
ONMUMANLHOU cucmemMe 0YeHOK.
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TWO-LEVEL PLANNING: A GAME-THEORETICAL MODEL
AND ITERATIVE COMPUTING PROCEDURE FOR SOLVING
LONG-TERM PLANNING PROBLEMS OF THE NATIONAL ECONOMY *

by
J. KORNAI and TH. LIPTAK

Abstract

The familiar simplex algorithm and the decomposition procedures so far
worked out (DaxTzig and WoLFE [3], [4]), did not make it possible — at least
under Hungarian circumstances — to compute linear programming problems
suited to solving long-term planning problems of the national economy. Set-
ting out from this fact, a new algorithm has been proposed which provides a
solution to within any prescribed degree of accuracy of such problems, in a
finite number of steps.

In the concrete planning problem the national economy is imagined as
being divided into an appropriate number of sectors, each of which is respons-
ible for producing one product. The activities of the sectors, beyond reproduc-
tive and investment activities, also comprise the possible exports and imports
of the product concerned. The activities of the sectors may, in the form of the
consumption of materials, require products made by the other sectors, moreover
labour power. Beyond this, within each sector there may be special sector
conditions in connection with the production and foreign trade balance of
the product.

The activities of the sectors are intended to be coordinated by a centre.
The latter allocates to each sector a supply target with regard to its own product,
material quotas for each of the products of other sectors, moreover a man-
power quota. These together make up the central program. Suitable central
conditions guarantee that with the feasible central programs the product
balance of the national economy should be in equilibrium, furthermore, the
manpower quotas allocated to the sectors should not exceed the overall man-
power fund of the national economy.

The components of the central program relating to a sector appear as
constraints boundsin the conditions of a linear programming sheceme comprising
only the activities of that sector, while the sectoral objective function to be
maximized, is the sum of the foreign exchange returns of these activities.
Hence the aim of long-term planning for the national economy, may be for-
mulated as follows: To construct a feasible central program, such that the sum
of the maximal value of the sectoral objective functions should be a maximum.
This problems is distinguished from the original overall central information

* The authors published the first version of the method discussed in this paper
in May, 1962, in duplicated form [13]. In October, 1962. TH. LipTAK published a new
version of the mathematical part [17]. A paper by J. Kor~Nar [ 14] discusses and analyses
the method from the economic point of view. An earlier version of the ,,general model”
which discusses the general part of the computing procedure, may also be found in a
duplicated paper by Tu. LrpTAk and A. Nacy [19]. The generaliza‘ion of the above
planning procedure for the decomposition of large-scale general linear programming
problems and their solution by fictitious playing, moreover the generalization for the
non-linear case are treated in a paper of TH. LipT4k [18] (in print) which was deli-
vered in the Colloquium on the Application of Mathematics in Economics, held in
Budapest, 18—22 june, 1963.
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problem (OCI problem for short), which may be formulated as a large-scale
linear programming problem, by being called the two-level problem.

In the dual version of the sector problems the set of feasible shadow price
systems does not depend on central program — the latter only appear in the
dual objective function (which is to be minimized) as coefficients of the shadow
prices of the appropriate constraints. It is possible to define a zero-sum two-
person game in the normal form in which one of the players is the centre, the
other is the team of sectors. The strategies of the centre are the feasible central
programs, those of the team of sectors are the teams of feasible sectoral shadow
price systems. The value of this polyhedral game (WoLFE [25]) is the maximum
of the foreign exchange return of the national economy (the OCI optimum),
while the optimal strategies of the centre are those central programs where
the sum of the sectoral optima is a maximum.

The game which has thus been defined is solved by the method of fictiti-
ous play according to BRowN [1], [2] and RoBiNsoN [21]. During the course
of this, setting out from an arbitrary feasible central program, the sectors solve
their dual programming problems and report back to the centre the sectoral
shadow prices of the supply assignment, the materials and the manpower
quotas. From these the centre constructs an objective function for itself which
is to be maximized on the set of feasible central programs. This central program-
ming problem is decomposed into simple ,,micro-programming problems”
that may be solved by arranging the shadow prices in the order of magnitude.
The new central program is mixed with old in the proportion of 1 : 1 and again
sent down to the sectors, which once more solve their dual programming prob-
lems, and mixing the new shadow prices with the old in the proportion of
1 : 1, send them back to the centre and so on. The iteration is continued in a
similar way, and the mixing proportion in the N-th phase of iteration will be
1:(N —1). In the meanwhile the centre notes the maximal values of the
objective function achieved in the central programming and the sum of the
minimal values of the dual objective functions achieved in the sector program-
ming processes. Thefirst, the upper optimum, providesan upper estimate for the
OCI optimum, the second, the lower optimum, alower estimate forit. When the
two values have approached to each other within the prescribed accuracy, the
iteration may be terminated and the team of the optimal sector programs which
may be obtained by simple conversions from the optimal shadow prices of the
last sector programming processes, provide the optimal solution of the long-
term planning problem of the economy within the required accuracy. At the
same time during the course of iteration the ,,supply” and ,,demand” shadow
prices of the products (the shadow price of the supply target of the sector
concerned and the shadow prices of its materials quotas of products from other
sectors), moreover the shadow prices of the manpower quotas of the various
sectors, are all ,,equalized”.

The above concrete model and computing procedure are discussed in
Part 2 of the paper. It appeared advisable to carry out the transformation of
the OCI problem into a two-level problem and subsequently into a polyhedral
game, moreover to enunciate the regularity conditions necessary for the con-
vergence of the computing procedure and to carry out the proofs, with respect
to a somewhat more general model, for here the notation, terminology and
proofs become more perspicuous. Part 1 of the paper is concerned with this
general model.
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1h
(1) Ax=<b,x>0,c’x—>max! resp. yYA=c,y=0,y b—min!

are the canonical forms of the OCI problem (in primal-dual form), and (1)
may, after decomposition into n sectors according to

2) A=[A, ....A x:[&]’ ¢ =[ci, -, €]
x
be written as
n
- A= b YA c€rt=1,,:,8
i=1
(3) X520, 4=1, ..., resp. 1y =0
n
c;x;— max! y’' b —min!
i=1

then the central program is defined as the vector

(4) u=_{u
[dnJ

consisting of the component vectors u,, ..., u, which are of the same size
as b and satisfy the partitioning condition
(5) ul+"'+un:b'

The i-th sector problem under (4) is the linear programming problem
(6) A;x;=<u,x =0, c;x;—>max! resp. y;A;>¢ci, y;=0, y;u;— min!.

If all the sector problems are solvable under a central program u, then u is

called an evaluable central program. It is shown that the set U consisting of
evaluable central programs is a convex polyhedral set, which is in the case of
a solvable OCI problem non-void and generates the set of feasible OCI programs
in the form
o {[x1 AR, S X 20, i=1, ... =Xt AR =D, X =0].
uguyu

x’l
Let U be a fixed, non-void, convex polyhdral subset of U, which also
possesses the generating property of the form of (7). The two-level problem

belonging to the sector decomposition (2)—(3) and the fixed U, is understood
to mean (i) the solution of the concave programming problem

n
(8) u=[u EU,Z max c;X;— max!
: =1 Api=<u;
- x; =0
un
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(ii) the solution of the sector programming problems

(9) A,X,éuf, X,go, C:X,——>max!

for the elements of the set U* consisting of those central prcgrams u* which
were found optimal in (8); finally, (iii) the determination of the union

(10) U {[xl]:x,—ex;"(u?‘), =1, <0}

u*eu*

X,
x*(u¥) which were found optimal in (9).

THEOREM 1. In the case of a solvable OCI problem the above two-level problem
is also solvable and the set (10) coincides with the set of optimal OCI programs.

T he maximum value of the objective function in (8) is equal to the optimum value
D of the OCI problem.

The polyhedral game (U, V) derived fromthe OCI problem or from the two-level
problem is defined as being a zero-sum two-person game in the normal form,
in which the maximizing player is the centre, with the convex polyhedral set
U consisting of the feasible central programs as its set of strategies, while the
minimizing player is the team of sectors, having the convex polyhedral set

(11) V:{{yl}:y;Ai;c;, =0, i=1,...,n}

of the sets constructed from the sets X¥(u¥) consisting of the sector programs

Yn
consisting of the team of feasible sector shadow price systems as its set of
strategies, moreover where the payoff function is the bilinear function
v'u (u € U, v € V). The i-th component of the central strategy u = [uy, ..., u,]’
and of the sector strategqy v = [y1, ..., ¥n] is understood to be the vector
u; and y;, respectively.

THEOREM 2. A4 polyhedral game derived from a solvable OCI problem is
itself solvable, and its value equals the OCI optimum D. The optimal strategies
of the centre player are the optimal central programs appearing in the two-level
problem. The optimal strategies of the sector team player always include a strategy
whose sector components are equal. This type of sector strateqy is optimal if and
only if it is the optimal counter-strategy to some central strategy. In this case the
common component is an optimal OCI shadow price system and vice versa.

Upon the analogy of the evaluable central program, let a sector strategy
v = [yi, ..., Ynl" be called an evaluable sector strategy if there is an optimal
central counter-strategy opposite it, i.e. if the linear programming problem

(12) uclU, v u—>max!

is solvable. Let the polyhedral game (U, V) be called regular if all its sector
strategies are evaluable. It is shown that a regular polyhedral game may be
strategically reduced to the polyhedral game (U%, V4), where U4 and V4
are (bounded) convex polyhedra, formed as the convex hull of the extreme
points of the convex polyhedral sets U and V, respectively [7]. This in turn
is isomorphic with the finite game having the payoff matrix V'U.
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The regular fictitious play of a regular polyhedral game is understood
to mean the successive determination of the elements of the strategy series
(u¥*(N)} in U4 and {v*{(N)} in V4 according to the following recursion.
u*(1) € U2 may be arbitrarily chosen. Let u™ ¢ U4 be a solution of the
solvable linear programming problem

(13) ueclU, v*<{N—1) u—>max!
and let

u*<N>=A a5

Vi

Let v&¥) € V4 be a solution of the solvable linear programming problem

WA 15 bt i N =28, ...
N

(14) veV, vu*(N)—min!
and let
N—-1 1 ’
VENY = ~ vE(N—-1> + Nv“"), if N=2.8, s

while v¥(1) = v The maximal value @*{N ) of the objective function in (13)is
the upper optimum of the N-th phase (N = 2, 3, ...), while the minimal value
@*(N) of the objective function in (14) is the lower optimum of the N-th phase
(N =1,2, ...). Iti is shown that

(15) @*(N>>®, N=23,... and *(N>)<®P, N=1,2,...

and in the case of a regular polyhedral game

(16) lim @* (N = lim ¢* (N> = D,
N—>oo N>
where @ is the OCI optimum. Moreover the limit points of the series {u*(V)}
and {v*(N)} are optimal strategies.
Let

(17) @** (N = min {®* (2), ..., D*(N)}, N=2,3,...

and N, be the smallest integer for which the difference @**(N,) — @*{(N,)
(or @**(N, + 1) — ¢*{N;))is no longer greater than the positive number 6.
The o-termination of the regular fictitious play is understood to mean the ter-
mination of the iteration after the N -th (or (N, + 1)-st) phase and the deter-
mination of the optimal sector programs under the central program u*{N,).
Let a feasible OCI program x°* be called 6-optimal, if

(18) D —-=cxX*<.

THEOREM 3. If a polyhedral game derived from a solvable OCI problem is
reqular, then the reqular fictitious play of the game will permit the OCI problem
to be solved to an arbitrary degree of accuracy in a finite number of steps, in the
sense that for an arbitrarily small positive & the o-termination will lead to a o-
optimal OCI program in a finite number of steps. If, moreover, the solution of
the reqular polyhedral game is unique for the sector team player the sector components
are “‘equalized” in the sector strategy series {V*{N)}: i.e. for N — oo all the compo-
nents will converge to the optimal shadow price system of the OCI problem.
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