EGY GRAFELMELETI PROBLEMA ROL
ERDOS P4L és RENYI ALFRED

Bevezetés

E dolgozatban egy grafelméleti probléméaval foglalkozunk, amelyre
a kovetkezd kérdés vezet: megadott szamu repiil6tér kozott rendszeres (oda-
vissza) légijaratokat kivanunk létesiteni oly médon, hogy béarmely repiilGtér-
r6l barmely masik repiilGtérre vagy kozvetlen jarattal (leszallas nélkiil), vagy
egyetlen atszallassal el lehessen jutni, azonban a repiilGterek kapacitasai
korlatozottak, vagyis el6 van irva, hogy egy repiil6tér legfeljebb hany mas
repiil6térrel allhat kozvetlen légi kapesolatban; kérdés, hogyan lehet a sz6ban-
forgé 1égi halézatot igy megtervezni, hogy a fenti feltételek teljesiiljenek és
egyben minél kevesebb 1égi jaratot kelljen létesiteni? E feladat grafelméleti
megfogalmazasahoz a kovetkez6képpen jutunk el: minden repiil6térnek felel-
tessiink meg egy pontot: ezek lesznek a graf szogpontjai (vagy roviden: pontjai).
Jeloljiitk a repiil6terek szamat n-nel, akkor tehat a grafnak n pontja lesz.
Két pontot kossiink ossze egy (nem irdnyitott) éllel, ha a megfelel§ repiil6-
terek kozott kozvetlen légi kapesolat all fenn. Az igy létrejové (parhuzamos
élek és hurkok nélkiili, nem iranyitott) grafra a feltételeink azt kivanjak meg,
hogy a pontjai fokdnak (valencidjanak) maximuma egy megadott szammal
(amelyet k-val jeloliink) legyen egyenlé és ugyanakkor a graf ,atméréje”
legfeljebb 2 legyen. Egy (0sszefiiggd) graf atmérGjén azt a legkisebb d szamot
értjiilk, amelyre igaz az, hogy a grat barmely két pontja osszekothets egy
legfeljebb d élbél all6 tuttal. (Utnak nevezziik a P; Py, (i=1,2, ...,s)
élek sorozatat, ahol Py, ..., P, a graf kiilonboz6 pontjai.) Marmost adott
n és k mellett az Osszes, a feltételeknek eleget tevs grafok koziil (ha ilyenek
egyaltalan vannak) keressiik azokat, amelyek éleinek szdma minimalis. Ezt
a minimalis élszdmot, amely nyilvan kizarélag az n és k szamoktol fiigg,
Fyn, k)-val fogjuk jelolni. Ha @, jelol egy tetszlleges n szogponti grafot,
Py, Py, ..., P, ennek pontjait, v(P)) jeloli a P; pont fokat G,-ben (vagyis
G, azon pontjainak szamét, amelyekkel P; 6ssze van kotve egy éllel), d(G)
jeloli a G, graf atméréjét, és N(G,) az éleinek szamat, akkor tehat H,(n, k)-val

jelolve azon = adott P, ..., P, szogpontbdl képezhets grafok halmazat,
amelyekre d(G,) < 2 és max u(P)) = k,
I=sj=n
(1) F,(n, k)= min N(G,),
Gn€Hy(n, k)

feltéve, hogy a H,(n, k) halmaz nem iires; ellenkezd esetben legyen F,(n, k) =
= +oo. A kettes index Fy(n, k)-ban ill. Hy(n, k)-ban arra utal, hogy legfeljebb
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624 ERDOS—RENYT

2 atmér6jli grafokrdl van szé. A feladat ugyanis nyilvan altalanosithaté oly
médon, hogy ahelyett, hogy barmely repiil6térrdl el lehessen jutni barmel\'
masikra legfeljebb egy atszallassal, csak annyit kotiink ki, hogy legfeljebb r —1
atszéllassal el lehessen jutni, ahol r > 2. Mas széval keressiik az n szogpontu
grafok koziil, amelyekben a pontok fokanak maximuma £ és amelyek atméréje
legfeljebb », azokat, amelyek minimalis szamu élb6l allnak. Kzt a minimalis
élszamot F (n, k)-val jeloljiik, tehat

(2) F (k) = min N(G.),

G,€Hr(n, k)
ahol H (n, k) azoknak a P,, ..., P, szogpontokbdl képezett @, grafoknak
a halmaza, amelyekre d(G,) < r és max »(P,) = k. (Ha H/n, k) iires, ugy
F.(n k) = +o0.) 1<j<n

E dolgozat 1. és 2. §-dban az r = 2 esettel foglalkozunk. Az r> 2 esetre
vonatkozélag csak a 3. §-ban tesziink néhany megjegyzést; ezen kérdés részle-
tes diszkusszidjara egy tovabbi dolgozatban széndékozunk visszatérni.

Az. 1. §ban megvizsgaljuk az F,(n, k) figgvény viselkedését abban
az esetben, ha n és k nagy szamok, és F,(n, k)-ra aszimptotikusan pontos képle-
tet adunk meg. A 2. §-ban egy konstrukeiés eljarast ismertetiink, amely bizo-
nyos aszimptotikusan legjobb megoldasokhoz vezet.

Megjegyezziik, hogy ha talaltunk egy minimalis élszamu legfeljebb 2
atmér6jii n szogponti grafot, amelyben a pontok fokanak maximuma £,
és adva van n kijelolt pont, akkor ezen pontokhoz az emlitett graf szogpontjait
még n! kiillonboz6 mdédon rendelhetjiilk hozza. Ezen hozzarendelések koziil
kivalaszthatunk egy olyat, amely még valamely més szempontbdl is optimalis.
Igy példaul ha adva vannak a repiil6terek kozotti tavolsagok, azon légi
osszekottetés halozatok koziil, amelyek az adott feltételek mellett minimalis
szamu jaratbol allnak, kivalaszthatjuk azt, amelynél a jaratok dsszhossza
minimalis.

A feladat folfoghato nem-linearis programozasi feladatként is. Legyen
E = (¢;) egy n X n-es 1 és 0 elemekbdl 4ll6 szimmetrikus métrix, amelynek
dlagonahs elemei 1-gyel egyenlSk és sorosszegeinek maximuma £ + 1, tovabba

n n
az E? matrix minden eleme > 1; ezen feltételek mellett a > > ¢, Osszeget
kell minimalizalni. i=1 1=j

Mi a kérdést grafelméleti fogalmazasban vizsgaljuk.

A felhasznalt médszerek mind elemiek, a problema természetének meg-
felel6en, a konstrukciénal azonban a véges testek, ill. véges geometridk elméle-
tét is felhasznalJuk Ez nem az els§ eset, hogy grafelméleti problémak megol-
dasanal a véges testek elmélete alkalmas segedeszkoznek bizonyult; a grafok
aszimmetriajara vonatkozé vizsgalatainkban [1] is hasonld tapasztalatokat
szereztiink. (Lasd tovabba a [2] dolgozatot.)

A 3. §-ban néhany 2 atmérdji grafokra vonatkozo tov 7abbi eredményt
és néhany meooldatlan problémat is megemlltunk

Eztton is koszonetet mondunk GALLAT T1BoRnak értékes megjegyzéseiért,
amelyeket a végleges fogalmazasnal felhasznaltunk.

1. §. Néhany egyenlétlenség

ElGszor azt a kérdést vizsgaljuk, hogy mely n, k szampéarokra létezhet
egyaltalan n szogpontu, 2 atmérdjl graf, amelyben a pontok fokanak maxi-
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muma k. Legyen G, egy ilyen graf és legyenek Py, ..., P, a @, graf szogpontjai.
Egy tetsz6leges pontbol, pl. a P; pontbél feltevés szerint legfeljebb £ él indul
ki, vagyis P;-b6l 1 hossztisagu (egy élbol alld) uttal legfeljebb & pont érhetd el.
A P, pontbdl 2 hosszisagu (két élbsl 4ll6) uttal elérheté pontok szdma nyil-
van legfeljebb akkora, mint a P;-bél egy éllel elérhet6 pontokbdl egy éllel
elérhets és P;-t6l kiilonbozo pontok szama, és 1gy P-bél egy vagy két élbsl
all6 uttal elerheto pontok szama legfeljebb k& + k(k — 1) = k2 Feltevés sze-
rint azonban minden P;-t6l kiilonb6z6 pont elérhet6 P-bél 1 vagy 2 hosszisagu
uttal, tehat fenn kell allma az

(1.1) n< k41

egyenlGtlenségnek. A fenti bizonyitasb6l az is nyilvanvalé, hogy (1.1)-ben
egyenl@ség csak akkor allhat fenn, ha minden pont fokszama £, vagyis
k-adfoku regularis graf esetében.

Az egyenl8ség (1.1)-ben kb = 2 és k = 3 esetben elérhetd; & = 2 esetében
az Otszogpontd korre, k=3 esetében az Un. PETERSEN-féle grafra (lasd 1.

el N gl
- - N
1. dbra 2. dbra
dbra) A. J. HoFrmaN és R. R. SINGLETON [4] megmutattik, hogy & = 7-re

is elérhet6 az egyenldség (1. 1)- ben, és bebizonyitottdak, hogy a k = 2,3 és 7
értékeken kiviil legfeljebb még k = 57-re létezhet &2+ 1 szogpontt, k- adfoku
regularis, 2 atmérgji graf; hogy valéban létezik-e ilyen graf k = 57-re, az
nyitott kérdés.

Mivel ismeretes, hogy egy gréfban a paratlan fokszamia pontok szama
paros kell, hogy legyen, tehat ha n és k& paratlanok, akkor (1.1)-ben nem allhat
- egyenléség; ez esotben kell a grafban lenni legalabb egy legfeljebb £ — 1
foka pontnak és igy ha n és k paratlanok, akkor az

(1.1) n<k(k—1)+1

egyenl6tlenségnek kell fennallni. Az (1.1") egyenl6tlenség teljes altalanos-
saghan szintén nem javithatd, mert példaul (1.1")-ben egyenlGség all fenn, ha
k=3, n="T (lasd 2. dbra). Mindhdrom példaképpen emlitett graf egyben
minimalis élszamu is és igy F,(5,2) = 5, Fy(10,3) = 15, Fy(7,3) = 9. Az els6
két esetben ez az alabbi 1. tételbdl kovetkezik; azt, hogy F,(7,3) = 9, késébb
fogjuk bizonyitani.

A mondottakbdl az is latszik, hogy ha k(n) jeloli azt a legkisebb £ sza-
mot, amelyre létezik n szogponti 2, atmérdji graf, amelyben a szogpontok
fokdnak maximuma k-val egyenls, akkor k(n) nem monoton fiiggvénye n-
nek, ugyanis k(9) = 4 de k(10) = 3. Mindenesetre lathato (1.1)-bél, hogy
teljesiilnie kell a k(n) > }/n — 1 egyenlGtlenségnek.

11 A Materatikai Kutat6 Intézet Kizleményei VIL B4,
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Most be fogjuk bizonyitani a kovetkezd tételt.
1. Tétel. Fenndll az

(1.2) | F,ln, k) =

2
k 2k
eqyenlitlenség.

Bizonyitas. Legyen G/, egy n szogponti 2 atmérdjii graf, amelyben a pon-
tok fokdnak maximuma k. Legyen G, éleinek szama N.

Szamoljuk meg a legfeljebb 2 hossziisagt utak szdmat G,-ben. 1 hosszu-
sagl Gt nyilvan N szdmu van; olyan 2 hosszisigu it, amely egy kijelolt élt
tartalmaz, nyilvan legfeljebb 2(4 — 1) van; ilyen médon, figyelembe véve, hogy
minden 2 hosszusagu ut két élt tartalmaz és igy az el6bb kétszer lett szamolva,
a 2 hosszusagu utak szama legfeljebb (£ — 1) N, vagyis a legfeljebb 2 hosszu-
sagi utak szama legfeljebb ZN. Mérmost barmely két pontot osszekit legfel-

(
jebb 2 hosszisagui 1t és igy kell, hogy teljesiiljon a kN = (? egyenlGtlenség;

ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk.
Az (1.2) egyenlStlenség teljes altalanossaghan nem javithaté, hiszen

az n = 5, k = 2 esetben 7% = 5 és az Otszogpontd koérnek valéban

5 éle van, vagy pl. n = 10, £ = 3 esetben n(n_;l) = 15 és az 1. abran lathaté

Petersen-grafnak val6ban 15 éle van.

Az (1.2) egyenlétlenség F,(7,3)-ra a 7 alsé korlatot adja. Ez azonban
nem érhetd el. Ugyanis mivel a paratlan fokt pontok szdma minden grafban
péros kell, hogy legyen, egy 7 szogpontu grafban nem lehet minden pont foka
3. Egy 7 szogpontu, 2 &tmérdji grafban, amelynek pontjai fokanak maximuma
3, kell tehat, hogy legyen legalabb egy mésodfoku pont. Az ugyanis nyilvan-
valé, hogy els6 foki pont nem lehetséges, hiszen egy grafban, amelyben a
pontok foka legfeljebb 3, egy els6 foku pontbél legfeljebb 5 pont érhets el
legfeljebb 2 hosszisdgt uttal. Ha csak egy méasodfokd pont volna, akkor a

2 6- 2
graf éleinek szdma i

= 10 volna. Ha viszont egynél tobb masodfoku
pont van, akkor a masodfoku pontok szdma 3 vagy 5 volna. Az elsé esetben

¢ .2
a grafnak ey

= 9 éle van. Ez val6ban lehetséges; egy ilyen (2 atmé-
r6jii) grafot dbrazol a 2. dbra. Ha 5 masodfoku pont volna, akkor az élek

2.3 4+5-2
szama -—i—

= 8 volna. Az ilyen graf azonban nem lehet 2 atmérsjii;
ugyanis mivel egy méasodfoku ponthdl, amely egy k, és egy k, foki ponttal
van osszekotve, legfeljebb 2 hossztsagu uttal legfeljebb %, + £, pontba lehet
eljutni, tehat barmely masodfokd pontnak ossze kellene kotve lennie a két
harmadfokt ponttal, de ez lehetetlen, mert akkecr e pontok nem harmad-,
hanem o6todfoktak lennének.

Igy tehat F,(7,3) = 9 és mivel a 2. 4bran lathaté grafnak 9 éle van,
tehat F,(7,3) = 9.
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Megjegyzendd, hogy az (1.1) egyenlStlenség az 1. tételbdl is levezethetd.
Ugyanis egy n szogponti grafnak, amelyben a pontok foka legfeljebb £,

legfeljebb %k éle van; igy tehdt 2 4tmérdjii n szogponti graf, amelyben a pontok
fokdnak maximuma £k, csak akkor létezhet az 1. tétel szerint, ha nTlc = n(n)‘;l)
tehat ha k> > n — 1, vagyis ha (1.1) fennall. Az (1.2) bizonyitasabdl egyébként
az is leolvashaté, hogy (1.2)-ben egyenléség csak akkor alihat fenn, ha létezik

n szogpontu k-adfoku regularis 2 atmérdjii graf, tehat ha %k — l(n;—l) .
2
vagyis ha k> = n — 1, vagyis ha (1.1)-ben egyenlGség all fenn. Emellett az is
n(n—1)

lathat6 a bizonyitasbél, hogy ha e feltétel teljesiil és létezik 5 éli
2 4tmérdji n szogpontu regularis k-adfoku graf, igy abban bérmelkaét pont
egy és csak egy legfeljebb 2 hossziisagu dttal van Osszekitve; az ilyen graf
tehat sem haromszoget, sem négyszoget nem tartalmaz.

Az 1. tétel szerint
Fyn, k) k

1
(1.3) S

A 2. §-ban be fogjuk bizonyitani, hogy az 1. tétel abban az értelemben
aszimptotikusan pontos, hogy megadhaté k;, n; szimpdroknak (j = 1,2, ...)
olyan végtelen sorozata, hogy n;— + oo (es 1gy természetesen k; — + 00)
és ugyanakkor
(1.4) O, L e Y

o= my(n;— 1) 2
Mint fentebb ramutattunk, (1.2)-ben egyenldség csak akkor allhat fenn,

hak = }n — 1. Ha tehat k> |/n — 1, akkor sziikségképpen Fy(n, k)>ﬁ722;—1).
Most be fogjuk bizonyitani, hogy ha k lényegesen nagyobb, mint |n — 1,
akkor F,(n, k) nemcsak nagyobb kell, hogy legyen, mint L(r;;—l)’ hanem

e szamnak kozel a kétszeresénél is nagyobbnak kell lennie. Ezt fejezi ki a
2. Tétel. Legyen k*>8n, akkor

(1.5) Fyn, k) > "2 =1
. L

Megjegyzés. A 2. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy a 2. tétel aszimptotiku-
san pontos.

A 2. tétel bizonyitasa. Legyen @, egy n szogpontu 2 atmérgji graf,
amelyben a pontok fokdnak maximuma k. Jel6lje » a @, graf azon pontjainak
szamat, melyek foka >£k/2; magukat e pontokat jeloljék P, P,, ..., P,.
Legyenek @, @,, . .., @,—, a G, graf tobbi pontjai. Jelolje N a @, graf éleinek
szamét. Jelolje x; G, azon éleinek szamat, amelyek egyik végpontja P;, masik
végpontja pedig a @, ..., @,—, pontok egyike; jelolje tovabba y, a G graf
azon éleinek a szamat, amelyek egyik végpontja @, masik végpontja pedig a
Qs o0 Qhsyy Oy @ poONtok; egyike: /Akkor

11%
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n—

>

(1.6) L "'*7‘);
2

2

+ 2

ugyanis barmely @; és @; (i # j) pont vagy egy éllel van osszekotve, vagy egy
Q: P, Q; 2 hosszusig, uttal, vagy egy Q,;Q,Q; (b = 7, h # j) 2 hosszusigi

)+2y,,

h=

uttal. Tehat tekintve, hogy ;i <k (j =1, ...,7)ésy, < i (=), ooy 0 —7),
5
- n—r -
(LT 2y,l+l>x> 12—))(1/~)~1)
h=1 Jj=1
Mivel
i p n:r
: rj“i_* 2 yhs*\
j=1 h=1
tehat azt kaptuk, hogy
(1.8) ENzZn—r)(n—r—1)>nn—1) — 2rn.
Marmost nyilvan
(1.9) i < 2N
2
és igv
N ”(L;I)
n
k -+ 5

Ezzel a 2. tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzendd, hogy az (1.5) egyenlGtlenség az n — 1 < £* < 8n esetben
is érvényes, ez esetben azonban nem mond tjat az 1. tétellel szemben, mert
ebben az esetben kisebb alsé korlatot ad meg F,(n, k)-ra, mint az 1. tétel;
ezért mondtuk ki a 2. tételt csak £2> 8n-re.

A 2. tételt kifejezhetjiik a kovetkezd alakban is: Ha k2 = 8nl, ahol
A>1, akkor

(1.10) Fim = B

e[+

Ilyen médon a 2. tételbdl kovetkezik, hogy ha k; és n; gy tartanak
végtelenhez, hogy

A2
(= lim —AL=—|—00,
j"+°" n]
akkor
lim 1nfM/ =1l

jo+e= nin;— 1)

A 2. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy a k; és n; szdmsorozatok meg-
valaszthaték oly médon, hogy teljesiiljon az (1.11) feltétel és amellett fenn-
alljon, hogy
(1.12) lim il e

jo+= ngn;— 1)

k
Az (1.5) egyenlGtlenség tehat aszimptotikusan pontos, ha = + oo.
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2. §. Kozel extremalis 2 atmérgjii grafok konstrukciéja

Annak bizonyitasahoz, hogy az 1. tétel aszimptotikusan pontos, a kovet-
kez6 lemmara lesz sziikségiink .

1. lemma. Ha P tetszbleges primszdmhatvany, létezik olyan n = P* +
+ P + 1 szogponti 2 dtméréji graf, amelyben a pontok fokdnak maximuma
P+ 1.

Megjegyzés. Az 1. lemma szerint létez6 graf éleinek szama nyilvan
_(P+D) (P24 P+1)
i 9

akkor

, tehat az 1. lemma szerint, ha P primszamhatvany,

PP P PLDPLT)
(PR e P 1) (P - P

és igy, ha k; a P; 4 1 alakd szimokon fut végig, ahol P; primszdmhatvény,
és n; = P54 P; 4 1, akkor (1.4) fennall.

Az 1. lemma bizonyitasa. Legyen G F(P) egy P elemi véges test (Galois
test). Legyen PG (P, 2) az ezen test segitségével konstrualt Végos projektiv
(Desargues-féle) 81kg90met11a A PG(P, 2) geometria ,,pont”-jait homogén
koordinatak segitségével adjuk meg, vagyis e geometria pontjait az (a, b, ¢)
elemharmasok reprezentaljak, ahol a, b, ¢ GF(P) elemei, amelyek nem mind-
harman egyenlék O-val (a GF(P) test zérus-elemével). Az (a, b, ¢) és (a,
b, Ac) elemharmasok, ahol 1 a GF(P) test egy O-t6l kiilonbozs tetszdleges
eleme, feltevés szerint ugyanazon pontot hatérozzak meg. Ilyen médon PG(P, 2)

et N P24 P4 1. A PG (P,2) geometria

H/\

1
AT

kiilonb6z6 pontjainak szama

egy ,.egyenesén’ azon (x,y, z) koordinatakkal bir6 pontok halmazat értjik,
amelyek eleget tesznek az ax 4 by + cz = O egyenletnek, ahol a, b, ¢ GF(P)
tetszéleges adott elemei, amelyek nem mindhdrman egyenlék O-val; az a, b, ¢
elemhdrmast az el6bb definidlt egyenes (vonal-) koordinatainak nevezziik
és az egyenest roviden [a, b, c¢]-vel jeloljik. Az [a, b, ¢] és [Aa, A b, Ac] egye-
nesek, ahol 2 GF(P) egy O-tél kiilonbozs tetszéleges eleme, nyilvan azonosak.
Ilyen médon PG(P, 2)-ben P? 4 P + 1 kiilonboz6 egyenes van. Ha ax + by +
+ ¢z = O, akkor azt mondjuk, hogy az (z, y, z) pont rajta fekszik az [a, b, c]
egyenesen (ill., hogy az [a, b, c] egyenes 4tmegy az (x, y, z) ponton). Nyilvan-
valé, hogy ez esetben az is igaz, hogy az (a, b, ¢) pont rajta fekszik az [z, ¥, 2]
egyenesen (ill. az [, y, z] egyenes atmegy az (a, b, ¢) ponton). Kénnyen belat-
hatok a kovetkezs allitasok:

1. Barmely egyenesen P + 1 pont fekszik.
2. Barmely két kiilonboz6 egyenesnek egy és csak egy kozos pontja van.
3. Barmely két kiilonb6zG6 ponton egy és csak egy egyenes megy at.

Most definidljuk PG(P, 2) pontjainak és egyeneseinek egy kolesonosen
egyértelmii egymashoz rendelését a kovetkezSképpen: az (a, b, ¢) ponthoz
hozzarendeljiik az [a, b, ¢] egyenest és megforditva. Jeloljiik a pontokat
nagy betiikkel, az egyeneseket gorog betiikkel, a leképezést, amely egy ponthoz
egy egyenest ill. egy egyeneshez egy pontot rendel, 7'-vel, vagyis ha az 4
ponthoz az a egyenes van hozzarendelve, akkor azt irjuk, hogy « = T4,
ill. 4 =Ta. Konnyen belathaté, hogy e leképezés a kiovetkezS tulajdon-
sdgokkal rendelkezik:
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1’. Ha a B pont hozzatartozik az o = T'4 egyeneshez, akkor az 4
pont is hozzatartozik a p = 7B egyeneshez.

2'. Ha C a TA és TB egyenesek kozos pontja, akkor 7'C' azonos az A
és B pontokon atmend egyenessel. Ha az o és f egyenesek kozos pontjat
o - p-val, az 4 és B pontokon atmené egyenest A4 - B-vel jeloljiik, akkor
tehat

PA-TB=T(A-B).

3'. Egy tetszlleges o egyenes pontjaihoz rendelt egyenesek egyiittvéve
lefedik (tartalmazzak) a geometria Osszes pontjait, mégpedig az 4 =T a
pont kivételével minden pont egyszeresen van lefedve, az 4 = T a pont
viszont P -+ 1-szeresen.

4'. Az A = (a, b, ¢) pont akkor és csak akkor fekszik rajta a T'4 egye-
nesen, ha a? 4 6% 4 ¢ = O.

Marmost legyenek a G[P] graf szogpontjai PG(P, 2) pontjai. Az 4 =
= (a,b,c) és A" = (a’, b’, ¢’) (kilonhoz6) pontokat G[P]-ben akkor és csak
akkor kotjik ossze egy éllel, ha A’ rajta fekszik a T'4A egyenesen (ill. 4 a
T A’ egyenesen), vagyis, ha aa’ 4 bb" + c¢’ = O. A fent mondottak szerint
e grafnak a kovetkezd tulajdonsdgai vannak:

I. G[P] pontjainak szama P? 4+ P + 1.

II. G[P]-ben minden pont foka P + 1 vagy P. (Az 4 = (a, b, ¢) pont
foka P 41, ill. P aszerint, hogy 4 nem fekszik rajta, ill. rajta fekszik a
T A egyenesen, tehat aszerint, hogy a* + 0% + ¢ &= O vagy = 0.) Ilyen médon
Q[ P] éleinek szama nem lehet nagyobb, mint 1/2(P 4 1) (P2 + P + 1).

1I1. G[P] atmérGje 2-vel egyenld.

IV. G[P] nem tartalmaz négyszoget.

I. és'II. nyilvanvaléak. 1I1. a kovetkezGképpen lathato be: ha A és B
tetszéleges kiilonboz6 pontok, A és B osszekothet6k az ACB fttal, ahol
C =TA-TB. Tlyenmddon G[P] rendelkezik az 1. lemmaban felsorolt tulaj-
donsdgokkal és igy az 1. lemmat bebizonyitottuk.

A TV. tulajdonsédg a kivetkezSképpen lathaté be. Ha az 4 BOD négyszog
G[P]-hez tartoznék, akkor a T A és TC egyenesneknek B és D egyarant kozos
pontjuk volna, ami nem lehetséges, ha az A, B, C, D pontok mind kiilonb-
bozbek.

k2
Most bebizonyitjuk, hogy a 2. tételis aszimptotikusan pontos a e + oo

esetben. Legyen P megint egy primszamhatvany. Legyen n egy tetszéleges
pozitiv egész szdm, amelynek P2 + P + 1 valédi osztdja; pl. legyen n =
= §(P?*+ P + 1) ahol s > 2 egész.

Mérmost a G% grifot a kovetkez6képpen konstrualjuk meg. Legyenek
G% pontjai egyrészt a PG(P, 2) véges geometria pontjai (ezeket G% els6 faju
pontjainak nevezziik), masrészt az (o, j) elemparok, ahol ¢ a PG(P, 2) geomet-
ria egy tetszlleges egyenese és j az 1,2, ..., s — 1 szdmok egyike (ezeket
G% masodfaji pontjainak nevezziik). Illyen médon G% pontjainak szdma
(P24+P+1)+ (s—1)(P2+ P+ 1) = n. Méarmost két els6 faju pontot
kossiink egy éllel 6ssze akkor, ha a megfelel§ pontok az1.lemméaban konstrualt
G| P] grafban 6ssze vannak kotve; vagyis ha a két széban forgé elséfaju pont
(@, b,c) és (a’, b’, ¢') az 1. lemma bizonyitasaban hasznalt jelolés mellett,
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akkor e pontokat akkor és csak akkor kotjik ossze, ha aa’ + bb" + cc” = O.
Masrészt ha (@, b, ¢) G% egy els6faji pontja és (o, j) egy masodfaju pontja,
ahol a = [z, y, z] akkor e pontokat (j értékére valé tekintet nélkiil) akkor és
csak akkor kotjik oOssze egy éllel, ha az (a, b, ¢) pont PG[P, 2]-ben rajta
fekszik az o egyenesen, vagyis ha ax 4 by + cz = O.

Maésodfaju pontok G%*-ban ne legyenek egyméssal osszekotve. Az igy
definialt G% grafrdl elGszor bebizonyitjuk, hogy atmérGje 2. Ugyanis két elsd-
faji pont osszekothets egy legfeljebb 2 hosszGsaga uttal, mivel G¥-nak az
els6faji pontokbol 4ll6 részgrafja izomorf az 1. lemma bizonyitasa soran
konstrualt G[ P] graffal, amelyrdl lattuk, hogy 2 atméréjti. Masrészt két méasod-
faji pont mindig 6sszekothets egy 2 hosszisigu uttal; ha ugyanis a két
masodfaju pont (o,j) és (B, h) akkor vagy ff = o és j = h, mely esetben
mindkét pont 6ssze van kotve G¥ osszes olyan (els6faju) (a, b, ¢) pontjaval,
amelyre az (a, b, ¢) pont PG[P, 2]-ben rajta fekszik az o egyenesen. Ha viszont
a # f8, akkor (a,j) és (B, h) Ossze vannak kotve G% azon (a, b, c) elséfaji
pontjaval, ahol (a,b,c) az o és f egyenesek metszéspontja PG[P, 2]-ben.

Most mar csak azt kell bebizonyitanunk, hogy barmely elséfaju pont
barmely masodfaju ponttal ossze van kotve G%-ban egy legfeljebb 2 hosszu-
sagu uttal. Legyen (a, b, ¢) G* egy tetsz6leges elséfaju pontja és (a, j) egy tet-
sz6leges masodfaju pontja. Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha az (a, b, c)
pont PG(P, 2)-ben rajta fekszik az o = [a’, b’, ¢'] egyenesen, akkor a széban
forgé két pont G%-ban éllel van osszekdtve. Ha viszont (a, b, ¢) nem fekszik
rajta az o = [a’, b’ ¢'] egyenesen, akkor legyen f az [a, b, c] egyenes és legyen
(@, y,2) az o és B egyenesek kozos pontja. Akkor (z,y, z) rajta fekszik a
B = [a, b, c] egyenesen, tehdt ax + by + cz = 0 és igy az (w,y,z) pont
ossze van kotve (a, b, ¢)-vel G*-ban; masrészt (z, y, z) rajta fekszik az o =
= [a’, b’, ¢'] egyenesen is, tehat a’xz 4 b’y + ¢’z = O és igy az (, y, ) els6-
faju pont ossze van kotve az (o,j) masodfaju ponttal is, vagyis (o, j)-bdl
(@, b, ¢)-be (z,y, z)-n keresztiil vezet egy 2 hosszisigi Gt. Ezzel bebizonyi-
tottuk, hogy G% 2 atmérsjti. Most szamitsuk ki G% pontjai fokdnak maxi-
mumét, amit k-val jeloliink és becsiiljilk meg G% éleinek szdmét, amit N-nel
jeloliink. Egy elséfaju pont nyilvan legfeljebb P + 1 elséfaji ponttal és
(s — 1) (P + 1) méasodfaju ponttal van osszekdtve, tehat foka legfeljebb
s(P 4 1). Egy maésodfaji pont viszont pontosan P + 1 elséfaja ponttal
van Osszekotve; ilyen moédon k = s(P 4 1). Mésrészt az els6faju pontokat
osszekotd élek  szdma egyenls G[P] éleinek szamaval, tehat legfeljebb

é(P + 1)(P* 4+ P + 1), mig az els6faji pontokat mdasodfaji pontokkal
0sszekot6 élek szama (P24 P + 1) (P 4+ 1) (s — 1) tehat

N§(P2+P+l)(P—|—l)‘s—%].

fgy tehat, mivel P2 4+ P 41 = 7

(P2+P+1)(P+1)23(3—%]

L A . :1+—1—.
nn—1)  sP*+P+1)-[s(P24+P+1)—1] P+1
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Ennélfogva, ha k; = s(P; + 1) és n; = s(P? + P; + 1) ahol P; primszdm-
hatvanv, akkor
Fo(n;, k) k; s 1

n(n; — 1) Lot 1

(2.1)

vagyis ha P;— + oo, akkor

(2.2) lim sup M

Jts myim,—1)

I

Marmost, figyelembe véve, hogy

tehat, ha 8;— + oo, akkor a 2. tétel szerint

(2.3) TR | ke L
jte= min; —1)

és igy (2.2)-bdl és (2.3)-bél kovetkezik, hogy

(2.4) lim M:l ha P;— 4 oo és §;— + oo.

j>t= my(n; —1)

A 2. tétel tehat aszimptotikusan pontos, ha %-» + oo ; a fent konstrualt

példa azonban nem zarja ki, hogy a 2. tétel némileg javithaté legyen, ha

9

— nem nagy szam. A
n

lim inf — F(/z L)L
®_. #n—1)
=

{4

= g(c)

fuggvény pontos értékét (c>1) nem ismerjiik; az 1. és 2. tételbdl és a fenti
graf-konstrukciébdl csak annyi kovetkezik, hogy

il gl
g(c);max(—, \), ha e¢> 1.

2 8
14—

Meg kivanjuk még jegyezni, hogy ha s = 2 és a G% grafbdl elhagyjuk
az elséfaju pontokat 0sszekotG éleket, azt a paros koriiljarasu grafot kapjuk,
amelyet KARTESzZI FERENC nemrégiben [2] példaként adott meg arra, hogy
létezik 2(P* + P + 1) pontbdl allé P + 1-foka regularis graf, amely nem
tartalmaz 6-nal kevesebb élbsl all6 korutat (P primszamhatvany).

3. §. Néhany tovabbi probléma

Eddig F,(n, k)-t azon feltevés mellett vizsgaltuk hogy k viszonylag

kicsi n-hez képest (de persze }m — 1-nél nagyobb (1.1)-re valé tekintettel).
Most vizsgaljuk meg F,(n, k)-t azon feltevés mellett, hogy & kevéssel kisebb
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n-nél; pontosabban vizsgalni fogjuk F,(n,n — d) értékét, ahol d > 1 rogzi-
tett egész szam és n = d + 2,d + 3, . ... Nyilvanval4, hogy £ minden érté-
kére Fy(n, k) = n — 1, hiszen egy 2 atmérdji graf mindenképpen Osszefiiggd
és egy n szogpontu Osszefliggd graf legalabb n — 1 élt tartalmaz, és akkor és
csak akkor tartalmaz pontosan » — 1 élt, ha un. ,fa”’. Marmost konnyen
belathat6, hogy Fy(m,n — 1) = n — 1, hiszen ha a @, n-szogponti grafban
van egy n — 1-foku pont, akkor a graf 2 atmérdjt (an. ,,csillag”), ehhez tovabbi
élekre nincs is sziikség. Az is konnyen belathato, hogy Fo(n, n — 2) = 2n — 4;
a legegyszertibb n szégponta 2 4tmérsjl grafot, amelyben a pontok fokanak
maximuma n — 2, ugy kapjuk, hogy pl. a P, és P, pontokat Osszekotjiik a
P;, Py, ..., P, pontok mindegyikével.

Az els6 nem trivialis eset a d = 3 eset.

3. Tétel. Ha d = 3 és n > d + 2, akkor

(3.1) Fyn,mn—d)= Fyn,n—4) = Fy(n,m —3)=2n—75.
Megjegyzés. A 3. tétel azért megleps, mert (3.1) szerint
(3.2) Fy(n,n—3) < Fy(n,n — 2),

ami azt mutatja, hogy F,(n, k) rogzitett » mellett £-nak nem monoton csokkend
fiiggvénye, ami pedig szemléletes meggondolas alapjan plauzibilisnek tiéinhetne.

A 3. tétel bizonyitasa. A tételt indukciéval bizonyitjuk. n legkisebb .
szamba jov6 értéke n = 5; n = 5-re a tétel allitdsa nyilvanvaléan igaz, hiszen
egy 5 szogpontu 2 atmérdji graf, amelyekben a pontok foka legfeljebb 2, nem
lehet mas, mint egy 5 szogponta kor, és ennek éleinek szima 5 = 2.5 — 5.
Tegyiik fel, hogy a tétel n — 1-re igaz (n = 6), és legyen @, egy n szogponti
és 2 atmérdji graf, amelyben a pontok fokanak maximuma < n — 3. Bebizo-
nyitjuk, hogy akkor G,-nek legalibb 2n — 5 éle van. Ha egy ilyen grafban
minden pont foka legaldbb 4, akkor az élek szama legalabb 2n. Ha van 3-ad-
foku pont, de nines alacsonyabb foku pont, akkor legyen ez P, és a vele ossze-
kotott pontok P,, Py és P,. Ez esetben a P;, ..., P, pontok mind elérheték
kell, hogy legyenek P,-bél 2 hosszisagi tttal, tehat mindegyikiik 6ssze van
kotve a P,, Pyill. P, pontok egyikével és igy e pontok fokanak 6sszege legalabb
n — 1, tehat az oOsszes fokok osszege =n — 1 + 3(n — 3) = 4n — 10 és
igy az élek szama > 2n — 5. Ha viszont van els§ foku pont, akkor a graf
nem lehet 2 4tmérdji, ha pontjainak fokszima < n — 3. Ugyanis, ha pl.
P, egy els6 foku pont, amely csak a P, ponttal van 6sszekotve, akkor, mivel
P, legfeljebb n — 3 foku, P,-bél legfeljebb n — 3 pont érhetd el legfeljebb
2 hossztisigu tttal. Tehat feltehetjiik, hogy @,-nek van méasodfoka pontja.
(Az indukciés feltevést csak ezen eset targyaldsianal hasznaljuk fel.)

Legyen e pont P, és a vele osszekotott két pont P, és P,. Akkor a G
graf tovabbi n — 3 pontja mind vagy P,-vel vagy P;-mal 6ssze kell, hogy kotve
legyen. Tegyiik fel, hogy van olyan P;-t6l kiillonb6z6 pont, amely P,-vel és
Pjy-mal is 6ssze van kotve. Ez esetben a G, grafbdl P, -et elhagyva egy n — 1
szogpontu @(,_; grafot kapunk amelynek atméréje 2. Ugyanis a P,, P3 pont-
paron kiviil nem lehet méas pontpar, amely P,-en 4t van osszekotve legfeljebb
2 hosszisagu uttal és a P,, P, pontpar feltevés szerint 6ssze van kotve még egy
masik 2 hosszisagu uttal is. Feltehetjiik, hogy a P, elhagyésival nyert grafbana
pontok fokdnak maximuma < n — 4 = (n — 1) — 3. Ugyanis, ha nincs
Gr-ben n — 3 foka pont, akkor ez nyilvanvalé. Ha van G,-ben n — 3 foku
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pont, akkor két eset lehetséges vagy van a P, és P, pontoktdl kiilonbhozd
n — 3 foki pont, vagy nincs. Utébbi esetben nyilvanvalé, hogy a P, elhagyasa-
val szarmaz6 grafban a pontok fokanak maximuma < n — 4, hiszen P, és
P, foka P, elhagydsaval eggyel csokken. Ha viszont van a P, és P, (és persze
a P;) pontoktdl kiilonboz6 n — 3 foku pont, legyen ez P,. Akkor az eredeti
Gn grafban az élek szdma legaldbb 2 + 2(n — 3) — 1 = 2n — 5, ugyanis a
P,, ..., P, pontok mindegyike vagy P,-vel, vagy Ps-mal 6ssze van kotve.
Ez esetben tehat nines mit bizonyitani. Tehat feltehetjiik, hogy @,_;-ben
a pontok fokdnak maximuma legfeljebb (n — 1) — 3. Igy, haa 3. tételn — l-re
érvényes, kovetkezik, hogy a P; elhagyéasival nyert @,_; graifban legalabb
2n — 7 él és igy magdban G, -ben legalabb 2n — 5 ¢l van. Igy tehat csak az az
eset van hdatra, amikor a P,, ..., P, pontok mindegyike vagy csak P,-vel
vagy csak Pg-mal van Osszekotve.

Mérmost az nem lehetséges, hogy a P,, ..., P, pontok mindegyike a
P, és P4 pontok koziil ugyanazzal legyen sszekotve, mert ez esetben e pont
n — 2 foku volna. Tehat kell lenni a Py, ..., P, pontok koziil olyannak, amely
P,-vel és olyannak is, amely Py-mal van osszekotve. De akkor a @, grafbdl a
P,, P,, P3 pontokat elhagyva egy 0sszefiiggd grafot nyeriink, ugyanis két
olyan pont, amelyek koziil az egyik P,-vel, a méasik Py;-mal van osszekotve,
ossze kell, hogy legyen kitve G,-ben egy a P,, P,, P, pontokon 4t nem mend,
legfeljebb 2 hosszusaga uttal. Ha meg két olyan pontot véalasztunk, amelyek

pl. P,-vel vannak osszekotve, akkor ezek barmelyike osszekothets egy a

" P, P,, P, pontokat elkeriil§, legfeljebb 2 hossztsaga tttal egy tetszéleges
Pg-mal 6sszekotott ponttal, és igy e két pont egymaéssal is 6sszekothets egy a
P,, P,, P, pontokat elkeriil§ uttal. Mivel egy n — 3 szogpontu osszefiiggé graf
legaldbb n — 4 élt tartalmaz, maga @, sziikségképpen legalabb 2 4+ n — 3 +
+ n — 4 = 2n — 5 élt tartalmaz. Ezzel bebizonyitottuk, hogy F,(n, n — d) >
> 2n — 5,had > 3, n = d + 2. Azonban lehet olyan n szogponti 2 atmérsji
grafot megadni, amelyben a pontok fokdnak maximuma n — 3 és az élek
szama 2n — 5. Egy ilyen grafot a kovetkez6képpen kaphatunk. A P, és P,
pontokat kossiik dssze a Pj, ..., P, pontokkal, tovabba Pj-et P4 -mal, Py-t
Py-gyel és Pg-at P,-gyel. E graifot n = 10-re a 3. 4bra mutatja be.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy F,(n,n — 3) = 2n — 5.

Ahhoz, hogy a 3. tétel bizonyitasa teljes legyen, még csak azt kell belatni,
hogy F,(n, n — 4) = 2n — 5. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Ha a 2.
abran bemutatott 7 szogpontt, 2 4tmérsjii, 9 éli grafot tovabbi » — 7 ponttal
egészitjilk ki és ezt az n — 7 pontot az eredeti graf azon két (harmadfoku)
pontjaval kotjiik ossze, amelyekkel az eddigi graf egyik méasodfokd pontja
ossze van kitve, egy n szogpontd 2 4tmérdji, grafot kapunk, amelyben a pontok
fokdnak maximuma n — 4 és az élek szdma 9 + 2(n — 7) = 2n — 5. Egy
ilyen grafot n = 12-re a 4. 4bra mutat be.

3. dbra 4. dbra
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Megjegyzendd, hogy a 3. abran bemutatott graf ugyanazon elv szerint
szarmaztathaté egy 5 szogpontt korbdl, mint a 4. abran bemutatott graf a
2. dbran lathato grafbol. Fy(n, n — d) altalanos kifejezését d >> 5-re nem ismer-
jik. Fy(n, n — d) mellett kivanatos volna F,(n, [nc]) (0 <c<1) aszimptotikus
wselkedeset is megvizsgalni. Valészintinek latsmk hogy létezik a

T Gl R
n—s+o n

hatarérték (0 <c<1) és i(c) monoton csokkend és folytonos fiiggvény, amelyre
h(1) = 2 és h(0) = + oo. A 2. tételbdl csak annyi kovetkezik, hogy

Iim inf FE(TL,_[’HC]) l
N n c

> ha O.<é< L.

Az F,(n, k) figgvényt illetSleg, ha r > 3, csak annyit jegyziink meg,
hogy (1.1) bizonyitasahoz hasonlé médon belathaté, hogy ahhoz, hogy F,(n, k)
egyaltalan értelmezve legyen (vagyis, hogy 1étezzék n szogpontu, » atmérdjii
graf, melyben a pontok fokanak maximuma k), sziikséges, hogy teljesiiljon az
(k—1)"—1

=
n<14+k =

egyenlGtlenség; tovabba az 1. tétel bizonyitasahoz hasonléan belathatd, hogy

Az eddigiekben azzal a kérdéssel foglalkoztunk, hogy mi az a legkisebb
N = Fy(n, k) szam, amelyre azon n sziogponta grafok kozott, amelyekben a
pontok fokdnak maximuma £ és amelyek N élt tartalmaznak, van legaldbb
egy, amely 2 atmérGji. Kézenfekvs felvetni azt a kérdést is, hogy mi az a
legkisebb N = Gy(n, k) szam, amelyre minden olyan n szogpontu graf legfel-
jebb 2 atmérdjli, amelyben a pontok fokdnak maximuma % és amely N élt
tartalmaz. Vizsgaljuk elGszor azt az esetet, amikor n paros. Ez esetben a kér-

désnek csak akkor van értelme, ha % ;—721. Ha ugyanis £ < g— 1, akkor

megadhat6 kénnyen egy olyan n szdgponta graf, amelyben minden pont foka
k (tehat amely az adott fokszam-korlatozas mellett maximalis szamu élt
tartalmaz) és amelynek atmérdje > 3; ez esetben tehat Gy(n, k) nincs értelmezve.

Egy ilyen gréfot a kovetkezGképpen szerkeszthetiink. Legyen n = 2m.
Legyenek P, .. P ésQy, ..., @, agraf pontjai. Feltevés szerint &k < m — 1.
A P; pontot (j= .., m) kossiik ossze a @4y, - - -, Qi pontokkal, ahol az
elfordulé m-nél nagyobb indexek mod m redukalandok tehat Q,4n = @
Ez esetben nyilvan mindegyik P; (j =1, ..., m) pont foka k, de hasonlé-

képpen mindegyik @, (h =1, ..., m) pont foka is k, ugyanis @, a P,
Brag, o5 By pontokkal van osszekotve ahol az 1ndexek megint mod m
redukalandok tehat P_; = P,_;. Ez a graf azonban nyilvanvaléan nem 2

77227

atmérsjt, mivel egy P, 6s egy QJ pontot 6sszekotd it mindig csak paratlan
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szamu élb6l allhat és igy, mivel P, és ), nincsenek éllel 6sszekotve, a graf at-
mérbje = 3.

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor » paratlan, » = 2m + 1-
Meg fogjuk mutatni, hogy G,(n, k) csak akkor lehet értelmezve, ha £ = m + 1,
feltéve, hogy m paratlan, illetve, ha k£ = m, feltéve, hogy m paros. Ugyanis,
ha £ < m — 1, vizsgaljuk azt a grafot, amelynek pontjai P,, ..., P, és
@y, - - -, @y és amelyben a P, pont (j =1, ...,m) a Qjﬂ, N Qj+k pontok-
kal van 6sszekotve (az m 4 1-nél nagyobb indexek mod(m + 1) redukalan-
dok), és amelyben o6ssze vannak kotve a @, _,, ¢, pontparok, hacsak
2] < k. Ha most k paros, akkor e graf minden pontjanak foka k, ha k& paratlan,
akkor minden pont foka k, kivéve a @, pontot. Mindkét esetben a graf azon
korlatozas mellett, hogy pontjai foka legfeljebb £, maximalis szamua élt tar-
talmaz. (Ugyanis, ha £ és n paratlanok, akkor nem létezik n szogpontu k-ad-
foku regularis graf, hiszen a paratlan foku pontok szama minden grafban
péaros.) Azonban e grafban a Py, és @, pontokat 6sszekit§ barmely ut
hossza legalabb 3.

Ha n = 2m + 1 és k = m, akkor két esetet kell megkiilonboztetniink.
Ha m paratlan, akkor az el6bbi konstrukciéval egy olyan grafot nyeriink,
amelyben a P, pont kivételével minden pont foka k és P, foka k — 1, és amely-
nek atméréje > 2, mivel a P, és @, pontokat 6sszekotd barmely Gt hossza
legalabb 3. Ha azonban m paros és k = m akkor a fenti konstrukecié egy 2
atmérgji (regularis) grafra vezet.

A paros és paratlan n esetét oOsszefoglalva tehat azt lattuk be, hogy
Gy(n, k) csak akkor lehet értelmezve, ha n paros és k_z_.—;li, illetve ha
n =2m + 1, ahol m péaratlan és k = m + 1, és végiil, ha n =2m + 1, ahol
m paros és k > m.

Most bebizonyitjuk, hogy ez esetekben G,(n, k) valéban értelmezve van
és meghatarozzuk az értékét is.

| S

4. tétel. Ha n — 2 = k> —, tovdbbd ha n = 2m + 1, ahol m pdros és

AV

e

k = m, akkor

(3.3) G2(n,k):{(n—2)k+(n-l)}’

J

&

ahol {x} a legkisebb egész szdmot jeloli, amely = .

Bizonyitas. Legyen (, egy n szogpontu graf, amelyben a pontok foka
o 2)]‘:;— =1 . Legyenek Py, ..., P,
a @, graf szogpontjai és x; a P; pont foka. Akkor

<k és az élek szdma N =

xn+ ... +2,=2N

és mivel z, < k, tehat tetsz6leges i-re és jre (¢ # j)

(n—2)k+(n—1)
9

4

xi+xngN—(n—2)k;2{ }—(n—Z)k.
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Marmost barmely a pozitiv egész szamra 2 {%} > a, tehat

2{(%—2)]0—{—(71—1)
2

y—M—%kgn—l
és igy
(3.4) z+o,2n—1.

Ha P; és P; két olyan pontja a (7, grafnak, amelyek nincsenek egy éllel
osszekotve, akkor (3.4) és a skatulya-elv szerint a tobbi n — 2 pont kozott
kell olyan P, pontnak lenni, amely mindkettével 6ssze van kotve, vagyis a
@, graf valéban 2 atmérdjli. Még csak azt kell kimutatnunk, hogy ha az élek
(m—2)k+(n—1

2
lesz. Legyen el6szor k<n — 2.

Vegyiink egy tetszGleges n — 2 szogpontu G,_, gréfot, amelyben a
pontok fokanak maximuma k£ — 1. Han — 2 vagy k — l paros akkor elérhetd,
hogy @G,,_, csupa k—1 foka pontbdl alljon; ha n — 2 és k — 1 paratlanok,
akkor elérhets, hogy G,_, n—3 darab £ — 1 foku és egy &£ — 2 fokt pontbdl

(n—2)(k—1)

alljon. Az els6 esetben @,,_, éleinek szama ~——— -~ az utébbi esetben

2
(p—3 -1+ k—2)

2
grafot mindig konstrualhatunk, a kovetkezs egyszert lemmabdl lathatjuk be:

szama N < )}, akkor nem bizonyos, hogy G, 2 atmérsju

G, éleinek szama lesz. Azt, hogy egy ilyen

2. Lemma. Legyenek m és [ tetszbleges poztiv egész szdmok, 1 < 1 <
< m — 1. Akkor, ha m és | kézil legaldbb az egyik pdros, megadhaté olyan
m szogponti grdf, amelyben minden pont foka l, mig ha m és | mindketten
pdratlanok, megadhaté olyan m szégponti grdf, amelyben m — 1 pont foka
L és egy pont foka 1 — 1.

Megjegyzés. A 2. lemma specidlis esete a [3] dolgozatban szerepld
altalinos tételnek, amely altalaban megadja annak sziikséges és elégséges
feltételét, hogy tetszdleges megadott fokszamokra létezzék egy graf, melynek
pontjai az elSirt fokszamokkal birnak. Mivel a nekiink sziikséges specialis
esetben a bizonyitas igen egyszert, a teljesség kedvéért a 4. tétel bizonyitasa-
nak befejezése utin a 2. lemma egy kozvetlen bizonyitasat kozoljik.

Méarmost a keresett @, grafot a kovetkezSképpen konstrudljuk meg:
G, tartalmazza a @,_, grifot mint részgrafot és ezen kiviil még két pontot,
amelyek koziil az egyik G, _, tetsz6legesen kijelolt k pontjaval, a masik pedig
a tobbi » — 2 — k pontjaval és csak azokkal legyen osszekotve. Akkor G,
atmérdje nyilvan legalabb 3, pontjai fokdnak maximuma £k, mig éleinek
szdma az elsG esetben

(n—2)(k—1)
2

+n—

’

L e 2)kjf7('n — 2)
o 2
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a masodik esetben

(RS~ 1R ==
2 5 2

m_mk:m_n}—LAk=n—2
(n—2)(n—2)+ (n —1) n—1 Al
| 2 2

G, egy n — 1 szogpontu teljes grafbdl és egy izolalt pontbdl dll, akkor nyil-
van nem is Osszefiiggd, tehat nincs is atmérdje.

Azn = 2m + 1,k = m eset, ahol m paros, konnyen elintézhets. Ez eset-
ben ugyanis

tehat mindkét esetben az élek szama

eset egyszertien elintézhets, mert

)

(m—2)k+(n—1)] _ [nk] _nk
2 2 2
vagyis csak azt kell kimutatni, hogy ha m péros szdm, egy 2m + 1 szogponti
m rend(i regularis graf mindig 2 atméréji. Ez azonban nyilvanvalé, hiszen ha
P és P’ egy ilyen graf két pontja, amelyek nincsenek éllel 6sszekitve, akkor,
mivel mindkét pont foka m és a két ponton kiviil a grafnak 2m — 1 pontja
van, kell lenni a grafban legalabb egy olyan @ pontnak, amely mind P-vel,
mind pedig P’-vel ssze van kotve egy éllel.
Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.

A 2. lemma bizonyitasa. Ha [/ paros, legyenek P,, ..., P, a keresett
graf szogpontjai és kossiik Ossze a P; és P; pontokat (7 = j) egy éllel, akkor

és csak akkor, ha van olyan % szdm, hogy j—i=% modm és |h | é-;— .

Ennek a grafnak nyilvan minden pontjanak foka /. Ha m paros és I paratlan,
kossilk ossze egyméssal a P; és P; pontokat, ha van olyan A szdm, hogy

j—i=hmod més |h| =< ——2—1, tovabbé kossiik 6ssze a P; és P, m pon-
2

tokat

il ,%) . Ennek a grafnak megint csak minden pontjanak foka /.

Ha m és I paratlanok, kossiik 6ssze egymadssal megint a P; és P; pontokat,
ha j—i=hmodm és |7 | él_Tl, tovabbd kossiik 6ssze a P; és P, m-1
: 2

pontparokat, ha i =1, .. .,m =4

. Ebben a gréfban a P, ..., P,,_; pontok

foka 7, a P,, pont foka 7 — 1 lesz. gy mindhdrom esetben konstrualtunk
egy a kivant tulajdonsagokkal biré grafot. '

Ezzel a 2. lemmat bebizonyitottuk.

Az 1. Téblazat tartalmazza F,(n, k) értékeit az Osszes olyan (n, k) szam-
parokra, melyekre értelmezve van és melyekre k<10, n < 10.
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Azt, hogy F,(9,4) = 14, az 5. dbran lathaté graf mutatja; Fy(n, k)
tobbi, a tablazatban szereplG értékei a dolgozatban bebizonyitott tételek
alapjan konnyen igazolhatdk.

K ﬁx% \ﬁ

MK

LT N

5. dabra
1. tablazat
\;1 1 ‘ 2 I 3 4 5 6 ‘ 7 8 ‘ 9
H . |
2 1 i i
3 2
4 4 3
5 5 6 4
6 7 8 5
7f 9 9 10 6
8 12 11 11 12 1
9 14 13 13 14 8
10 | 15 16 15 15 15 16 9
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OB OJJHOM IMPOBJIEME TEOPUH I'PA®OB
P. ERDOS u A. RENYI

[yctb H,(n, k) mHOMKecTBO Bcex (HeopHeHTHpPOBAHHBIX) rpadoB G,
MMEIIIMX 7 3aJaHHbIX BEPLIMH, B KOTOPBIX MAaKCUMyM CTereHU BCeX BepIUUH
poBHo k wm juamerp KoTopbx < 2. Ilyctb F,(n, k) = min N(G,) nns
G,€H,(n, k), rne N(G) os3nauaer uucio pebdep rpadpa G. (B cayuae, eciu
MHOKecTBO H,(n, k) nycToii, nmonoxum Fy(n, k) = + oo.) B pabore aoKka3aHbl
CIIelylolmne HepaBencTsa :

Teopema 1. Foi s A=)
2k
n(n — 1) !
Teopema 2. F,(n, k) = e ecau k%> 8n.
"
Ll S
H k

JlokaspiBaeTcsi jlajiee € TONOIIBI0 KOHCTpyKuuu, yto Teopema 1 B mpejese
JUIsl n— oo He MO)KeT OBbITHb Yyuyumena, u Teopema 2 B mpejesie He MOYKET

OBITh yJIyuIlIeHa, ecin - - —> oo. KOHCTPYKIMST MOUTH-9KCTPEMabHBIX IpadoB

JlaHa MCMOJIb30BaHUEM KOHEUHBIX TI'eOMeTpUid.

BosmoykHasi uHTepnpeTauus 3ajaun onpejenenust F,(n, k) ciepyrowas :
Ecan XOTMM yCTaHaBIMBATL CeThb BO3AYIUHBIX COOOIIEHUI MKy adpornopramu
TaK, uTOOBI HU OJIHOr0 M3 A9PONOPTOB He ObLIO B HEMOCPEJACTBEHHOIl CBSI3U C
0osiee yeM k C JpyrumMm adponopramu, M yTo0bl OBUIO BO3MOYKHBIM €XaTb W3
Ka)XJ0r0 adpomnopra B KayK/Iblil Jpyroil HemocpeCTBeHHO WMJIM ¢ OJHOI eMHCT-
BEeHHOI mepecajKoif, Torjga Tpedyercss HalTX MUHMMAaJIbHOE UHUCIIO Hemoc-
pEACTBEHHBIX CBsI3ell ¢ KOTOPLIMM TaKasi CeThb MOYKET OBITb OCYIeCTBJIEHA.

ON A PROBLEM IN THE THEORY OF GRAPHS
P. ERDOS and A. RENYI

Abstract

Let Hy(n, k) denote the set of all (non-directed) graphs ¢, having =
prescribed vertices, in which the maximum of the valencies of the vertices
is equal to £, and the diameter of which is < 2. We put F,(n, k) = min N(G,,)
G, € Hy(n, k) where N(G) denotes the number of edges of the graph G. (If
H,y(n, k) is empty we put Fy(n, k) = 4 oo). The following inequalities are
proved:

Theorem 1.
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Theorem 2.

Fmlle———— if B>8n.

It is shown further by effective construction that Theorem 1 is asymptoti-
cally best possible, and that Theorem 2 is also asymptotically best possible in the
2

case — — + oo. The constructions are based on the use of finite geometries.
n

A possible interpretation of determining F,(n, k) is as follows: we want
to establish a network of air connections between n airports, so that the
maximal number of airports with which any given airport is connected by
a (direct) connection is equal to %, further that it should be possible to travel
from any given airport to any other either directly or by changing the plane
exactly once; (it is supposed that each plane travels from an airport 4 to
another airport B and back, without landing at intermediate places); the
problem is to determine the minimal number of air connections with which
such a communication network can be realized.

12 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VII. B/t
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