
ÜBER RESTRIKTIVE  LINEARE  PARTIELLE  DIFFERENTIAL-
DIFFERENZENGLEICHUNGEN  MIT  KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN 

von 

T A M Á S F É N Y E S 

Einleitung 

Die auf der Mikusinskischen Operatorenrechnung beruhende Theor ie 
de r Dif ferent ialgleichungen l iefert eine sehr einfache u n d elegante Methode 
f ü r die Lösung von l inearen part iel len Di f ferent ia lg le ichungen mit kons tan ten 
Koef f iz ienten bei vorgeschriebenen Anfangs- und Randbedingungen. 

Lau t [1] können wir die Lösung de r linearen part ie l len Dif ferent ial-
gleichung m i t konstanten Koef f iz ienten 

(1) V ' V e r L l_L =(p(A,t)-, L A < L,0 < t <00 
—, ^ dA»dt" 1— _ 2 -

amx^\A) + am_xx(m~«(A) + .. . a0x(A) = /(A) 

in der Operatorenform 

( 2 ) 

aufschreiben, wo 

% = àöï  s" + • • • ° > y = 0,1, . . . , m, 
und 

(S, + 

x = 0 j u=0 f = 0 

is t . 
Die al lgemeine L�sung der Operatorendi f ferent ia lg le ichung (2) k a n n als 

Summe einer par t iku lären Lösung der inhomogenen Gleichung und der allge-
meinen Lösung der homogenen Gleichung geschrieben werden. Die Anzahl 
der wil lkürl ichen Kons tan ten die letztere allgemeine Lösung enthäl t ist gleich 
der Anzahl der logari thmischen Wurzeln de r charakter ist ischen Gleichung von 
(2). (Siehe [1]). Insofern d ie Anzahl dieser positiv, gleich N ist, müssen wir 
f ü r das Gewährleisten der Eindeut igkei t der Lösung f ü r (1) N Randbed in -
gungen vorschreiben; dadu rch können wir die Werte de r Konstanten bestirn 
men. In diesem Artikel werden wir uns m i t den Anfangsbedingungen im Ein-
zelnen beschäft igen. Aus (3) ist es zu ersehen, dass die Anfangsbedingungen 
von (1) in die Dif ferent ialgleichung (2) e in t re ten und al lgemein in der Fo rm 

(4, x - 0 . 1 « - > • 
/ /=0 v=0 

1 3 
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vorzuschreiben sind. (Das bedeute t , dass wir die Funkt ionen Í/X(A) als Angangs-
bedingungen vorschreiben müssen.) In speziellen Fällen ist die Angabe der 
Funktionen gx(X) äquivalent dem Vorschreiben der Anfangsbedingungen in 
der sogenannten Cauchy'schen Gestalt 

( 5 ) = A " ( A ) ; « = 0 , 1 , 2 n - 1 . 
9 r 

In diesen Fäl len bezeichnen wir die Differentialgleichung (1) als „nicht restr ik-
t i v " . Im entgegengesetzten Fal le ist (1) „ restr ik t iv" . Mikusinski hat diesbe-
züglich folgendes Kriterium bewiesen [1]: 

Die Gleichung (1) ist dann und nur dann nicht restr ikt iv, wenn in ihr ke ine 
Ableitung höchster Ordnung nach t vorkommt, die eine gemischte Ableitung ist. 

W L O K A ha t in seinem grundlagenden Artikel [2] bewiesen, dass man d ie 
Mikusinskische Theorie der Differentialgleichungen auch auf die part ie l le 
Differential-Differenzengleichungen vom T v p 

( 6 ) Z 2 V - ^ T ^ + Z ¹ 9 Ã - = 0 ' 
/è 0 v=0 /4=0 v = 0 

A2  ̂ A  ̂ A2, î   ̂ t < oo, T > 0, und x(A, t) = 0, wenn t < 0, 

erweitern kann, ja sogar man kann sie durch die Operatorenmethode ähnl ich 
wie die Gleichung (1) lösen. 

W L O K A ha t gezeigt, dass die Wurzeln der charakterist ischen Gleichung 
von (6) von der Form 

00 T . 

V = ^ a,(s) hP ' 
i=-q 

sind, wobei afs) eine algebraische Funktion des Differentialoperators s (siehe 
[2]), und h der Verschiebungsoperator ist. Enthä l t diese Entwicklung von v 
eine Potenz von h mit e inem negativen Exponenten, so ist sie kein 
Logarithmus, enthäl t sie keine, so ist sie ein Logarithmus, oder kein Logari th-
mus, je nachdem a0(s) ein Logar i thmus ist, oder nicht. Betref fs weiterer Ein-
zelheiten weisen wir auf die Arbeit [2] von W L O K A hin, bemerken wir jedoch, 
dass bei der Auflösung von (6) die Anfangsbedingungen, analog den Bedingun-
gen (4) in der allgemeinen F o r m 

/1 = 0 i>  = U 
(7) 

^ S „ d ß + v x ( Ä , 0 ) 

2 2 ý ÿ å ýã = ' " = 0 . • • • . « i " 1 

Ii - î 

vorgeschrieben werden müssen. W L O K A ha t zahlreiche numerische Beispiele 
ausgearbeitet, die sich jedoch ausnahmslos auf solche. Gleichungen beziehen, 
fü r welche die allgemeinen Anfangsbedingungen (7) durch die einfacheren 

(8) 9õ æ(ß, 0) _ hK(k) , « = 0,1, . . ., max (òî, nf) — 1 . 
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Cauchy'schen Bedingungen ersetzbar waren . Es entsteht d ie Frage, wann k a n n 
man im Fal le der Dif ferent ial-Dif ferenzengleichungen vom Typ (6) d ie all-
gemeinen Bedingungen (7) durch die Cauchyschen Anfangsbedingungen 
(8) ersetzen, ja sogar es f r a g t sich, was bedeute ten eigentl ich die Bed ingun -
gen (7), fal ls ein solches Ersetzen unmögl ich sein sollte? Es ist nämlich o f fen -
bar, dass d ie Funkt ionen gl(k) und gl(k) im allgemeinen nicht vone inan-
der unabhäng ig vorgeschrieben werden k ö n n e n (zum Beispiel so, dass die bei-
den Gleichungssysteme (7) einander widersprechen), doch ist es auch T a t -
sache, dass d ie Funk t ionen gl(X) im allgemeinen die Funkt ionen gl(f.) 
nicht e indeut ig best immen und umgekehrt . Im Weiteren werden wir fo lgende 
Defini t ion nö t ig haben: 

Definit ion. Unter dem Hauptteil von (6) verstehen wir die Gleichung 

V y « g T ***>' ) = 0 
, i á i á "" 

(siehe W L O K A [ 2 ] ) , und unter dem retardierten Teil die Gleichung 

V V ä n Zj  2J P»v
 9ß"ÝÐ ft = 0 »=0 

Wir werden uns im Folgenden m i t der Frage beschäft igen, was w i r 
eigentlich u n t e r der Lösung der Gleichung (6) mit den Anfangsbedingungen 
von der Fo rm (7) verstehen. Wir werden definieren, wann (6) rest r ik t iv ist 
und werden Sätze in Bezug darau f angeben, wann die Bedingungen (7) du rch die 
Cauchyschen Anfangsbedingungen ersetzbar sind. Aus diesem Gesichtspunkt 
bet rachtet haben nämlich die Funkt ionald i f ferent ia lg le ichungen Eigenschaf ten, 
die von den von (1) stark abweichen. Wi r werden sehen, dass es vo rkommen 
kann, dass sowohl der Haupt te i l , als auch de r retard ier te Teil von (6) res t r ik -
t iv sind und t ro tzdem die Anfangsbedingungen ihrer Lösung in der e in fachen 
Cauchyschen Gestal t vorgeschrieben werden können. Oder, es kann auch vor-
kommen, dass wir Anfangsbedingungen, de ren Anzahl min (n, ù)  ist, in der 
Cauchyschen Gestalt , die übr igen max (n, nf) — min (n, nf) Anfangsbedingun-
gen in der al lgemeinen Gesta l t vorschreiben müssen. Endl ich werden wi r un-
sere erha l tenen Resul tate durch zwei Beispiele erläutern. 

§ 1. Die Kriterien  der Restriktivität  der partiellen 
Differential-Differenzengleichungen 

Definit ion. Die Differential-Differenzengleichung (6) ist nicht restriktiv, 
wenn sämtliche Anfangsbedingungen ihrer Lösungen in der Cauchyschen Gestalt 

9* Æ(ß, 0 ) , , 
— = hl �) , ê = 0, 1, . . ., max (n,n.) — 1 

ÝÐ 

geschrieben werden k�nnen. Im entgegengesetzten Falle ist die Gleichung (6) 
restriktiv. 
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Satz 1. Es sei n =f= nx und derjenige Teil von (6) der nach t von höherer 
Ordnung ist, sei nach Mikusinski nicht restriktiv.1 

Dann ist (6) nicht restriktiv. Es sei n ~ nx und von den beiden Teilen 
(Hauptteil und retardierten Teil) sei wenigstens der eine nach Mikusinski nicht 
restriktiv. Dann ist (6) nicht restriktiv. 

Beweis. Bei dem Beweise des ersten Tei les des Satzes können wir anneh-
men, dass n > nx, da im Fal le n < nx der Beweis vol lkommen analog ist. 

Schreiben wir wieder die Beziehungen (7) auf. 

«À ^ x(k, 0) 

2 ^ +"  Ýß1"  dt"  ~ ' 
[ë=0 r = 0 

î Ê = • * = 1 • • • • > % - 1 • 
/i—0 v=0 

f faben wir d ie Funk t ionen gJX) vorgeschrieben, dann k ö n n e n wir die F u n k t i o -
nen h JA) e indeu t ig bes t immen (siehe M I K U S I N S K I [ 1 ] ) , u n d nachher aus d iesen, 
durch Subs t i tu t ion auch die Funkt ionen gjk). Umgekehr t , s ind die F u n k t i o n e n 
h JA) gegeben, so sind diesen die F u n k t i o n e n g JA) und g'JÂ) eindeutig zuge-
ordnet . Folgl ich sind das Vorschreiben der Funk t ionen gjk) u n d das Vorschrei-
ben der F u n k t i o n e n hjk) e inander äqu iva l en t und demzufolge können die 
Anfangsbedingungen ta t säch l ich in der einfacheren Cauchyschen G e s t a l t 
vorgeschrieben werden u n d die Gleichung (7) ist nicht res t r ik t iv . 

Wenn n u n n = nx =j= 0 ist , so können wir die obige Überlegung gleich-
falls anwenden . I s t der H a u p t t e i l der Gle ichung (6) nicht restr ikt iv, d a n n is t 
das Vorschreiben von gjA), ist der r e t a r d i e r t e Teil nicht restr ikt iv, so is t d a s 
Vorschreiben der Funk t ionen g2(X) äqu iva len t dem Vorschreiben der F u n k t i o -
nen H JA). D a m i t ist der Sa tz 1. bewiesen. 

Satz 2. Es sei n =f= nx und derjenige Teil von (6), der nach t von höherer 
Ordnung ist, sei nach Mikusinski restriktiv, der Teil von niedrigerer Ordnung 
nach t sei nicht restriktiv. Dann ist die Gleichung (6) restriktiv, jedoch können die 
ersten min (n, nx) Anfangsbedingungen (also für die Indices ê = 0, 1, 2, . . ., 
min (n, nj) in der Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden, vorausgesetzt, dass 
min (n, nj =f= 0 ist. 

Beweis. Es ist hier w iederum genügend den Fall n > nx zu be t rach ten . 
Dann kann m a n , nachdem die Funkt ionen gjk) vorgeschrieben worden s ind, 
die Funk t i onen hJX) fü r *  = 0, 1 , 2 . . . , nx—1 eindeutig best immen, n a c h h e r 
aus diesen durch Subst i tu t ion auch die Funkt ionen gJX) für die Ind izes 
0, 1, 2 . . ., nx—1. Folglich können nx Anfangsbedingungen tatsächlich in de r 
Cauchyschen Gestalt 

(9) " = X = 0, 1,2, . . . ,nx — 1 

1 Natürl ich, können wir den Fall min (n, nx) = 0 nicht ausschliessen. Wir wollen 
uns in dem Wortgebrauch übereinkommen, dass wenn ein Teil von (6) kein Ableitung 
nach t enthält, wir diesen Teil als nicht restr ikt iv betrachten. Dann kommt natür l ich 
von den Gleichungsystemen (7) nur das eine vor. Im Weiteren werden wir dies nicht 
immer besonders imterstreichen. Übrigens, natürl ich, kann noch der Fall auch vorkom-
men, dass der eine Teil von (6) überhaupt keine Ableitungen enthält. Der erwähnte 
Wortgebrauch bezieht sich auch auf diesen Fal l . 
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vorgeschrieben werden. Da der Haup t te i l von (6) nach Mikusinski res t r ik t iv ist, 
so müssen wir die übr igen Anfangsbedingungen in der al lgemeinen Gestalt 

m ê xtl 0) 

( 1 0 ) 2 2 V n - x + v ÝÄå ÝÑ = 9 l { k )  ; x = n i - n i + 1 ' • • • ' » - ! 

vorschreiben. 
Offensichtl ich s tehen wir hier e inem solchen Fal le gegenüber, der bei der 

Unte rsuchung der Gleichungen von de r Form (1) übe rhaup t n icht au f t re ten 
kann. Do r t müssen wir nämlich sämt l iche Anfangsbedingungen en tweder in der 
Cauchyschen Gestalt , oder in der al lgemeinen Gesta l t vorschreiben, während 
wir bei dem eben un tersuchten T y p der Dif ferent ial-Dif ferenzengleichungen 
Anfangsbedingungen von der Anzahl min (n, «,) in der Cauchyschen Gestalt, 
doch d ie übrigen max (n, nf)—min (n, nf) Anfangsbedingungen in der allge-
meinen Gestal t angeben. 

Bemerkung 1. Aus dem soeben bewiesenen Sa tze folgt e infach, dass im 
Fal le min (n, nx) = 0 Anfangsbedingungen von der Cauchyschen Gestalt 
übe rhaup t nicht vo rkommen können. (Siehe die Fussno te 1.) 

Bemerkung 2. I n dem Satze 2. kommt , vom Gesichtspunkt der Angabe 
der Anfangsbedingungen in der al lgemeinen Gestalt bet rachtet , von den beiden 
Gleichungssystemen (7) nur das eine in Betracht . Das heisst, h ier t r i t t die 
Kompl ika t ion auf die wir schon in der Einleitung in bezug auf (7) hingewiesen 
haben, noch nicht auf . 

Bisher haben wir uns auf diejenigen Fälle beschränk t , in welchen von den 
Haup t - bzw. re tard ier ten Teil von (6) wenigstens de r eine nicht rest r ik t iv ist. 
Be t rach ten wir nun den Fall in welchem sowohl der Hauptte i l , als auch der 
re ta rd ie r te Teil von (6) nach Mikusinski restr ikt iv is t . 

Satz 3. Es seien der Hauptteil und der retardierte Teil von (6) restriktiv. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass für die Lösungen von (6) 
genau min (n, nf) Anfangsbedingungen in der Cauchyschen Gestalt (d. h. die 
übrigen max (n, nf) — min (n, nf) Anfangsbedingungen nur in der allgemeinen 
Gestalt) angebbar seien, ist, dass die Polynome 

m 

Pa(s) = 2 
/,=0 

m, 

Pfa) = 2 / W 
/i=0 

keinen gemeinsamen Teiler besitzen (Zahlenteiler ausgenommen). Wenn n =j= nv 

so ist (6) restriktiv. Ist n = nl so ist (6) nur dann restriktiv, wenn Pa und Pß einen 
gemeinsamen Teiler haben. 

Bevor wir diesen Satz beweisen, weisen wir da rau f hin, dass die beiden 
Systeme von Dif ferent ia lgleichungen 

/1=0 r=0 
ê = 0, 1, . . ., min (n, nf) — 1 

2 A Mntematikai Kutató Intézet Közleményei VJJI. A /1 -2 . 
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( 1 2 1 V V õ 8 ^ ( 7 , 0 ) 

/í =0 »»=() 

nu r dann höchstens eine gemeinsame Lösung ^ = ^ = 0,1, . . 

m in (n, /ã1)—1 besi tzen k�nnen, wenn die zu (11) und (12) geh�r igen entspre-
chenden homogenen Gleichungssysteme 

(13) V V a -Q 
( 1 3 ) 2 2 ÝÀ^ÝÃ 

/ë=0 v=0 

< U ) Z Ý À " Ý Ã = 0 

/i = o »=o 

keine von der t r iv ia len L�sung verschiedene gemeinsame L �sung haben. Es 
genügt daher zu beweisen, dass die notwendige u n d hinreichende Bedingung 
da fü r , dass die beiden Systeme (13) und (14) ausser der tr ivialen keine gemein-
same Lösung besi tzen sollen ist, dass die Po lynome 

Pa(8) und Pß(8) 

ke inen gemeinsamen Teiler haben. 

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Schreiben wir aus den Systemen 
(13) und (14) die x = 0 entsprechenden Gleichungen auf 

05) V « Vß ^ - Ø - î 
( L O ) ÝÀ" ' 9A" _ 

/1 = 0 /1=0 

H a b e n die Polynome Pa(s) und Pß(s) keinen gemeinsamen Tei ler, so besitzen 
die Fundamenta lsys teme der Di f ferent ia lg le ichungen (15) kein gemeinsames 
E lement , mithin können die Gleichungen (15) nu r die t r iv ia le gemeinsame 
Lösung 

(16) [*(A,0)] G = 0 

besi tzen. 
Für X = 1 erha l ten wir aus (13) und (14): 

X V , 8"* (A, 0) , X V , 0) , 

4 " ' " - 1 9A" + 4 9A'1 dt - ' 
,u — 0 p = 0 

(17) 
X » Î 9 " .R(A. 0) À ÝÅ+1Æ (ß , 0) _ 

9A" + 4 " m 9A"9< ~ / i=0 /,=0 

Mit  Hilfe der Gleichung (16) erhalten wir 

9x(A, 0) ' 

9< 
= 0 , 

g 
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da, doch für (17) auch nur die identisch verschwindende, die einzig mögliche 
gemeinsame Lösung ist. Wenn wir diesen Gedankengang für wachsende Werte 
von X fortgesetzt anwenden, so erhal ten wir, dass 

(18) 
Ý*à;(Ë, 0) 

91" 
= 0 ; « = 0 , 1 , 2 . . . , min (n, nß — 1 

Die angeführte Bedingung ist aber auch notwendig, denn, wenn die Polynome 
Pa(s) und Pß{s) einen gemeinsamen Teiler besitzen, so existiert schon im Falle 
« = 0 eine von der trivialen verschiedene. 

xß, 0)ô0 

gemeinsame L�sung, d. h. jedenfalls, wenn min (n, nß < 1 (wo also nur « = 0 
möglich ist) die beiden homogenen Differentialgleichungssysteme haben 
nichttr iviale gemeinsame Lösungen. I m speziellen Falle n = nl können sämt-
liche Anfangsbedingungen (falls Pa(s) und Pß(s) keinen gemeinsamen Teiler 
haben) in der Cauchyschen Gestalt angegeben werden, mithin ist (6) nicht 
res t r ikt iv . 

Der Satz 3 gibt also ein einfaches Kri ter ium für das Feststellen der 
restr ikt iven, oder nichtrestriktiven Eigenschaft einer linearen partiellen Dif-
ferential-Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten (siehe die unten 
angeführ ten Beispiele) ! 

Auf Grund unserer Untersuchungen ist also der allgemeinste Fall der in 
dem sowohl der Haupt te i l als auch der retardierte Teil von (6) nach Miku-
sinski restriktiv sind, und die Polynome Pa(s) und Pß(s) einen gemeinsamen 
Teiler besitzen. In diesem Falle müssen die Anfangsbedingungen in der allge-
meinen Gestalt (7) angegeben werden. Untersuchen wir nun diese Frage aus-
führl icher. Schreiben wir wiederum die Bedingungen (7) auf: 

Ê x = 0 ' 1  

,1=0 v = 0 

(19) 

,1=0 » = 0 
2 2 = É(ß ) '  * := 1 ~ 1 • 

Die Anfangsbedingungen angeben heisst, dass die Funkt ionen giß) und giß) 
angegeben werden müssen. Diese können, natürl ich, in Allgemeinen nicht 
unabhängig voneinander vorgeschrieben werden. Wir verfahren folgender -
massen. 

Von den beiden Gleichungssystemen (19) wählen wir dasjenige aus, wel-
ches mehr Unbekannte enthält (im Falle n = nl ist es gleichgültig welches wir 
auswählen). Es sei dies das System 

" < u  

// = 0 t '=ü 

2* 
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Die sich auf x = nv nx -f- 1, . . ., n—1 beziehenden Anfangsbedingungen sind 
durch das Vorschreiben der entsprechenden g],(A) angegeben. F ü r die übrigen 
Wer te von x, d. h. x = 0,1, . . ., n1—1 best immen wir bei den gegebenen ent-
sprechenden gl(A) d ie allgemeine Lösung des Dif ferent ialgleichungsystems, 
welches von (20) n u r dadurch unterscheidet , dass in ihm x von 0 bis ù —1 
läu f t . Diese al lgemeine Lösung subst i tu ieren wir in das zweite System (19). 
Auf diese Weise b e k o m m e n wir die Funkt ionen welche natür l ich noch 
wil lkürl iche Kons tan ten enthal ten können. Um die Eindeut igkei t der Lösungen 
von (6) zu sichern, müssen wir auch die Werte dieser Konstanten f ix ieren. 

Auf Grund des Satzes 3 u n d unserer vorhergehenden Überlegungen 
können wir folgende Aussage machen. 

Sind der Hauptteil und der retardierte Teil von (6) restriktiv und haben die 
Polynome Pa{s) und Pß{s) einen gemeinsamen Teiler, so ist das Vorschreiben der 
Anfangsbedingu ngen für die Indizes x = 0, 1, . . ., min (n, nx)—1 äquivalent dem 
Auflösen eines Systems von linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 

Dies bedeutet eine wesentl iche Kompl ikat ion verglichen mi t der Lösung 
durch die Operatorenmethode der jen igen res t r ik t iven partiel len Differential-
gleichungen, welche gleichzeitig ke ine Dif ferenzengleichungen sind ( r = 0.) 

§ 2. Einige weitere Operatoreneigenschaften der linearen partiellen 
Differential-Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 

In diesem Paragraphen wollen wir uns mit einigen weiteren interessanten 
Operatoreneigenschaf ten der l inearen partiel len Differential-Differenzenglei-
chungen mit kons tan ten Koef f iz ienten beschäft igen. Wir werden hierzu fol-
gende Theoreme von M I K Ü S I N S K I [ 1 ] und W L O K A [ 2 ] nötig haben: 

a) Eine reine Differentialgleichung (1) ist niemals restriktiv. 
b) Es sei m > m,. Dann ist (6) logarithmisch, gemischt, oder rein, wenn 

ihr  Hauptteil entsprechend diese Eigenschaft besitzt. 
c) Es sei m ^ m, und n = 0. Dann ist (6) immer logarithmisch. 
d) Es sei mx > m. Dann ist (6) niemals logarithmisch. 
Im Falle de r Di f ferent ia l -Di f ferenzengleichungen ist a) nicht mehr 

gül t ig . 
Wir beweisen folgende Sätze. 
Satz 4. Der Hauptteil von (6) sei nicht identisch Null. Ist m = 0, so ist (6) 

immer rein. 
Satz 5. Es sei ò ë > m und der Hauptteil von (6) sei restriktiv. Dann ist (6) 

immer gemischt. 
Satz 6. Eine reine Differential-Differenzengleichung (6) kann restriktiv 

sein. Ist sie restriktiv und ist m >. mv so ist nx > n > 0, jedoch die Anfangs-
bedingungen 

= hx(A) ; , = 0 , 1 » _ 1 
dt" 

k�nnen  immer in der Ñ auch y sehen Gestalt geschrieben werden. Ist sie restriktiv 
und ml > m, so ist nx > n. 

Beweis des Satzes 4. Bei dem Beweise der Behauptung d) (mx > m) zeigt 
Wloka, dass wenigstens eine Wurzel der charakter ist ischen Gleichung von (6) 
kein Logar i thmus ist, da diese in ihrer Entwick lung Potenzen von h mit nega-
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t i ven Exponenten enthäl t . Noch allgemeiner, es besteht die Tatsache, dass d ie 
charakter ist ische Gleichung von (6) genau m1—m solche Wurze ln besitzt, in 
deren Reihendarste l lung 

V = Ó d/(s) hP ' 
t=—q 

Potenzen von h mi t einem negat iven Exponen ten vorkommen. Die charak-
ter ist ische Gleichung von (6) besitz nämlich m solche Wurze ln deren Reihen-
entwicklung keine Potenzen von h mit einem negat iven Exponen ten en thä l t , 
das heisst Wurzeln, die in der Gesta l t 

«. r 

V = 2 ai(s) h 
i = 0 

darstel lbar sind, da die Operatoren a0(s) eben die Wurzeln de r charakter ist i -
schen Gleichung m-ten Grades des Haupt te i ls von (6) sind. D ie charakter ist i -
sche Gleichung von (6) ist vom m,-sten Grade, d. h. sie ha t m1 Wurzeln. 

Polglich müssen un ter diesen m1—m solche vo rhanden sein, deren 
Reihenentwick lungen Potenzen von h mi t einem negat iven Exponenten 
entha l ten. Es sei m = 0 und der Haupt te i l von (6) sei n ich t ident isch gleich 
Null. 2 Dann können wir auf G rund unserer Über legungen behaupten , dass d ie 
Reihenentwick lungen sämtl icher m1 Wurzeln Potenzen von k mi t einem nega-
t iven Exponenten enthal ten, m i th in sind sie ke ine Logar i thmen. Dies bedeute t 
zugleich, dass (6) eine reine Gleichung ist. 

Beweis des Satzes 5. L a u t d) kann die Gleichung (6) n i ch t logar i thmisch 
sein, mithin b rauch t nur gezeigt zu werden, dass sie auch n icht rein sein 
kann . In der Tat , da der Haup t te i l restr ik t iv ist , so ist m > 0. Folglich können 
auf Grund der i m Beweise des Satzes 4 angeführ ten Tatsachen gewisse Wurzeln 
der charakter is t ischen Gleichung von (6) von der Anzahl m > 0 in der Gesta l t 

oo Ã , 

2 a i(s)hp' 
i = o 

aufgeschrieben werden. Die Operatoren a0(s) sind die Wurzeln der charakter-
ist ischen Gleichung des Haupt te i l s von (6); auf Grund von a) ist wenigstens 
eine von ihnen ein Logar i thmus. Jedoch m1—m von den Wurze ln der charak-
ter ist ischen Gleichung von (6) sind gewiss keine Logar i thmen, folglich is t 
die Gleichung (6) in diesem Fal le gemischt. 

Beweis des Satzes 6. Es sei zunächst m W mv Be t rach ten wir eine re ine 
Gleichung (6). Aus a), b) und c) folgt, dass ihr Haupt te i l n i ch t restr ik t iv sein 
k a n n und, dass n > 0. Haben wir nun (6) so gewähl t , dass ihr retard ier ter Tei l 
nach M I K T T S I N S K I rest r ik t iv ist, dann ist (6) l au t der Sätze 1 u n d 2 zugleich auch 
restr ik t iv , vorausgesetzt , dass nx > n und die n ers ten Anfangsbedingungen 

= æ = 0 , 1 , . . è — 1 

dt" 

k �nnen tatsächl ich in der Cauchyschen Gesta l t vorgeschrieben werden. 

2 In diesem Fal le können wir, natürlich, nicht von einer charakteristischen Glei-
hung des Haupttei les von (6) sprechen. 
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Bet rach ten wir nun den Fall m1 > ò . Wählen wir (6) so aus, dass m — 0 
und der re tard ier te Teil nach Mikusinski restr ik t iv sei. Dann ist die Gleichung 
(6) auf G r u n d des Satzes 4 rein und laut de r Sätze 1 und 2 auch restr ikt iv, voraus-
gesetzt, dass n l > ï. 

Es b le ibt nochübrig zu zeigen, dass im Falle n1 < n die reine Gleichung 
nicht res t r i k t i v sein kann . In der Tat , is t nx g n, so k a n n die Gleichung (6) 
nur dann restr ik t iv sein, wenn ihr Haup t te i l restr ikt iv ist (s. die Sätze 1. und 2.). 
Dann k a n n aber auf G r u n d des Satzes 5 die Gleichung (6) nicht rein sein, da 
sie doch gewiss gemischt ist , w. z. b. w. 

End l i ch weisen wir darauf hin, dass W L O K A [ 3 ] bewiesen hat, dass man 
die Mikusinskische algebraische Theorie der Dif ferent ialgleichungen auch auf 
die Gleichungen von de r Gestalt 

ZZ Z a<" ß^n 01* - ^ 0 ' T° - 0 

k=0 (t=0 v=0 
erwei tern kann . Die in den Paragraphen 1. und 2. mi tgetei l ten Sätze können 
auch fü r solche Gleichungen veral lgemeinert werden. I m gegenwärt igen Art ikel 
wollen wir auf diese F r a g e nicht e ingehen. 

§ 3. Beispiele 

Wir wollen eine Lösung der Gleichung 

93 x (2 ,/ ) Ý2 õ(Ë, t) d2x(X,t) 

dt2 92 Ý22 dt2 

(21) 93 x(2, t — n) _ f sin lex, f ü r OAt^n, 

dt2 92 I 0 , f ü r t > ë 

finden. Offensichtl ich sind sowohl der Haupt te i l als auch der re ta rd ie r te Teil 
von (21) nach Mikusinski restr ik t iv . L a u t des Satzes 3 müssen wir die Po lynome 
Pu(s) und Pß(s) bilden. 

( 2 2 ) Pa(s) = s - 1 , Pß(s) = - s . 

Diese Po lynome haben keinen gemeinsamen Teiler, weiterhin können die 
Anfangsbedingungen in de r Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden, da in 
unserem Fal le n = n v weswegen die Gleichung (21 ) n ich t restr ikt iv ist . 

Die Anfangsbedingungen seien: 

(23) x(2,0) = 0, 
dt 

Von den Randbed ingungen werden wir später sprechen. Schreiben wir die 
Gleichung (21) in der Operatorenform auf , doch beachten wir dabei die Anfangs-
bedingungen (23): 

(24) x"(2) + s2 ( l - h")  x'(X) — ,s-2x(2) = åë 1 . 
1 + s°-
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Bestimmen wir zunächst eine par t iku läre Lösung von (24). Versuchen wir (24) 
durch den Ansatz 

(25) *„(;.)  = Ae2 

zu lösen, wo in dieser Operatorfunkt ion A ein konstanter Operator ist. 
Durch die Subst i tut ion von (25) in (24) ergibt sich 

A = 

und daher 

= 

1 + s2  

1 

1 + s 2 
- eA. 

Um die allgemeine Lösung von (24) zu f inden schreiben wir ihre charakterist i-
sche Gleichung auf 

V2 + s2( l — HN) V — s2 = 0 . 

Sie ist einfach zu lösen; ihre Lösung ist: 

(26) 
â»(Ë"—1) s2 (h71 — 1) /' 

U , 2 = ' ± L / 1 + 
s2(h" 

Wir müssen entscheiden, ob die Wurzeln (26) Logari thmen sind, oder sind sie 
keine. Zu diesem Zwecke müssen wir diesen Ausdruck umformen. Ziehen wir in 
Betracht , dass 

(27) 
s2( 

— = — Ó (ê +  1) = / á ñ , 
1 - h") 2 s* é ) ' 

(s. M I K U S I N S K I [1], S. 149), das heisst, das der Operator (27) im Interval le 
0 t < °° eine stet ige Funkt ion ist. Dann folgt 

(28) /7 + 
s2{h* - l)2 

= 1 2 
(\ 

2 

V " . 

4 V 
= 1 +g, gsc. 

(s. M I K U S I N S K I [1], S. 157.). 
Folglich können die Wurzeln (26) in der Form 

2 7-, 2 , s2{h»~ 1) 
v1 = s h? — s1 -) 2 g , 

(29) 
s2(l — h") 

V2= '-g 

geschrieben werden. Aus (28) ergibt sich sofort, dass v2 ein Logari thmus ist-
vx ist jedoch kein Logari thmus, da —s2 kein Logar i thmus ist. Die allgemeine 
Lösung von (24) ist 

(30) x[X) = 
1 + s2 

+ C j exp 
s2( l - h") 

9* 
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U m die Konstante C\ zu f ix ieren, müssen wir eine Randbedingung angeben, 
diese sei 

x(0, t) = sin t, 
oder 

1 -(- s2 

Aus (30) folgt dann : 

1 + s2 1 + s2 

das heisst, 

C i = 0 , 
und 

x(X, t) = e* sin t. 

Als zweites Beispiel wollen wir die Gleichung 

^ ^ 92:r(A, t) + 92x(A, t — n) _ f — sin t sh X, f ü r 0 
dXdt dXdt \ 0 f ü r t > ë 

aufl �sen. 
Sowohl der Haupttei l , als auch der retardierte Teil sind nach M I K U S I N S K I 

restr ikt iv. Laut des Satzes 3 müssen die Polynome Fa(s) und Pß(s) gebildet 
werden. Wir erhal ten: 

Pa(s) = Pß(s) = s, 

mi th in haben die beiden Polynome einen gemeinsamen Teiler und deswegen 
müssen die Anfangsbedingungen der Aufgabe (31) in der allgemeinen Gestalt 
angegeben werden. 

Die Operatorenform von (31) ist 

, s ,,,, 7 1+h" , , dx(X, 0) , dx(X, 0) 
32 sx IX) + A"1 sx IX) = T — sh A H L ä* \ >. 

V ' W V 1 + s2 9A 9A 
Als Anfangsbedingung schreiben wir 

9A 
und als Randbedingung 

x(0, t) = cos t 
vor. 

Aus (32) unter Beachtung der Anfangsbedingung erhalten wir 

(33) x'(X) + h"  x'(X) = shA ^1 + . 
1 -j- s2 

Eine part ikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung ist 

g 
,ò0(À) ch A . 

1 + s 2 
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Die charakterist ische Gleichung ist 

V + h" V — 0 , 

woraus V = 0 folgt. Sie ist ein Logari thmus. Die allgemeine L�sung von 
(33) ist 

xlX) = —i—chA + C. 
1 + s 2 

Unter Benutzung der Randbedingung erhalten wir: 

® ( 0 ) = — + Ñ = 
s 

I + s2 1 + s2 

das heisst 
Ñ = Î 

und 

Æ(ß, () — cos t ch ß . 

(Eingegangen: 2 August, 1962.) 
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Î  ÐÅÑÒÐÈÊÒÈÂÍÛÕ  ËÈÍÅÉÍÛÕ  ÓÐÀÂÍÅÍÈßÕ  Â ÊÎÍÅ×ÍÛÕ 
ÐÀÇÍÎÑÒßÕ  È Â ×ÀÑÒÍÛÕ  ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ  ñ ïîñòîÿííûìè 

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ 

Ò. FÉNYES 

Ðåçþìå 

Àâòîð èññëåäóåò ïðîáëåìó  ðåñòðèêòèâíîãî ñâîéñòâà ëèíåéíûõ  óðàâ-
íåíèé  ñ ïîñòîÿííûìè  êîýôôèöèåíòàìè  ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî  óðàâ-
íåíèÿìè  â êîíå÷íûõ  ðàçíîñòÿõ è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,  ÷òî èìååò áîëüøîå 
çíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïðè  ïîìîùè  îïåðàòîðíîãî  èñ÷èñëå-
íèÿ  Ìèíóñèíñêîãî.  Îí  äàåò êðèòåðèè, íà  îñíîâàíèè  êîòîðûõ  ìîæíî  è â 
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (6) ðåñòðèêòèâíûì èëè íåò è èëëþñòðèðóåò ïîëó÷åí-
íûé  ðåçóëüòàò íà  ïðîñòûõ  ïðèìåðàõ.  Àâòîð ïðèâîäèò íåñêîëüêî  äàëüíåé-
øèõ òåîðåì,  îòíîñÿùèõñÿ  ê íåêîòîðûì  äðóãèì îïåðàòîðíûì  ñâîéñòâàìè 
óðàâíåíèÿ ( 6 ) . Îíè  òåñíî  ñâÿçàíû ñî ñòàòüåé W L O K A [ 2 ] . 
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