UBER RESTRIKTIVE LINEARE PARTIELLE DIFFERENTIAL-
DIFFERENZENGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

von
Tamis FENYES

Einleitung

Die auf der Mikusinskischen Operatorenrechnung beruhende Theorie
der Differentialgleichungen liefert eine sehr einfache und elegante Methode
fiir die Losung von linearen partiellen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten bei vorgeschriebenen Anfangs- und Randbedingungen.

Laut [1] konnen wir die Losung der linearen partiellen Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten
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Die allgemeine Losung der Operatorendifferentialgleichung (2) kann als
Summe einer partikuliren Losung der inhomogenen Gleichung und der allge-
meinen Losung der homogenen Gleichung geschrieben werden. Die Anzahl
der willkiirlichen Konstanten die letztere allgemeine Losung enthilt ist gleich
der Anzahl der logarithmischen Wurzeln der charakteristischen Gleichung von
(2). (Siehe [1]). Insofern die Anzahl dieser positiv, gleich N ist, miissen wir
fiir das Gewiihrleisten der Eindeutigkeit der Losung fiir (1) & Randbedin-
gungen vorschreiben; dadurch kénnen wir die Werte der Konstanten bestim-
men. In diesem Artikel werden wir uns mit den Anfangsbedingungen im Ein-
zelnen beschiiftigen. Aus (3) ist es zu ersehen, dass die Anfangsbedingungen
von (1) in die Differentialgleichung (2) eintreten und allgemein in der Form
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vorzuschreiben sind. (Das bedeutet, dass wir die Funktionen g,(2) als Angangs-
bedingungen vorschreiben miissen.) In speziellen Fillen ist die Angabe der
Funktionen ¢,(4) dquivalent dem Vorschreiben der Anfangsbedingungen in
der sogenannten Cauchy’schen Gestalt

(5) =T W =0, 1,2 ...=—1.

In diesen Fillen bezeichnen wir die Differentialgleichung (1) als ,,nicht restrik-
tiv’. Im entgegengesetzten Falle ist (1) ,,restriktiv’. Mikusinski hat diesbe-
ziiglich folgendes Kriterium bewiesen [1]:
Die Gleichung (1) ist dann und nur dann nicht restriktiv, wenn in ihr keine
Ableitung hochster Ordnung nach ¢ vorkommt, die eine gemischte Ableitung ist.
WwrokA hat in seinem grundlagenden Artikel [2] bewiesen, dass man die
Mikusinskische Theorie der Differentialgleichungen auch auf die partielle
Differential-Differenzengleichungen vom Typ
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erweitern kann, ja sogar man kann sie durch die Operatorenmethode dhnlich
wie die Gleichung (1) losen.

WrorA hat gezeigt, dass die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
von (6) von der Form

i=—q

sind, wobei a,(s) eine algebraische Funktion des Differentialoperators s (siehe
[2]), und h der Ver%chlebungsoperatm ist. Enthilt diese Eutwmklung von v
eine Potenz von % mit einem negativen Exponenten, so ist sie kein
Logarithmus, enthiilt sie keine, so ist sie ein Logarithmus, oder kein Logarith-
mus, je nachdem a,(s) ein Logarithmus ist, oder nicht. Betreffs weiterer Kin-
zelheiten weisen wir auf die Arbeit [2] von WLoOKA hin, bemerken wir jedoch,
dass bei der Auflosung von (6) die Anfangsbedingungen, analog den Bedingun-
gen (4) in der allgemeinen Form

SRS v+ (4, 0
N Oy s — .t L Y1), »2=0,1,...,n—1,
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vorgeschrieben werden miissen. WrLoka hat zahlreiche numerische Beispiele
ausgearbeitet, die sich jedoch ausnahmslos auf solche Gleichungen beziehen,
fiir welche die allgemeinen Anfangsbedingungen (7) durch die einfacheren
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Cauchy’schen Bedingungen ersetzbar waren. Es entsteht die Frage, wann kann
man im Falle der Differential-Differenzengleichungen vom Typ (6) die all-
gemeinen Bedingungen (7) durch die Cauchyschen Anfangsbedingungen
(8) ersetzen, ja sogar es fragt sich, was bedeuteten eigentlich die Bedingun-
gen (7), falls ein solches Ersetzen unméglich sein sollte? Es ist namlich offen-
bar, dass die Funktionen g¢L(4) und g2(4) im allgemeinen nicht voneinan-
der unabhingig vorgeschrieben werden kénnen (zum Beispiel so, dass die bei-
den Gleichungssysteme (7) einander widersprechen), doch ist es auch Tat-
sache, dass die Funktionen g¢J(1) im allgemeinen die Funktionen g2%(2)
nicht eindeutig bestimmen und umgekehrt. Im Weiteren werden wir folgende
Definition n6tig haben:

Definition. Unter dem Hauptteil von (6) verstehen wir die Gleichung
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(siche WLOKA [2]), und unter dem retardierten Teil die Gleichung
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Wir werden uns im Folgenden mit der Frage beschiftigen, was wir
eigentlich unter der Losung der Gleichung (6) mit den Anfangsbedingungen
von der Form (7) verstehen. Wir werden definieren, wann (6) restriktiv ist
und werden Sitze in Bezug darauf angeben, wann die Bedingungen (7) durch die
(Cauchyschen Anfangsbedingungen ersetzbar sind. Aus diesem Gesichtspunkt
betrachtet haben nimlich die Funktionaldifferentialgleichungen Eigenschaften,
die von den von (1) stark abweichen. Wir werden sehen, dass es vorkommen
kann, dass sowohl der Hauptteil, als-auch der retardierte Teil von (6) restrik-
tiv sind und trotzdem die Anfangsbedingungen ihrer Losung in der einfachen
Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden kénnen. Oder, es kann auch vor-
kommen, dass wir Anfangsbedingungen, deren Anzahl min (n, n,) ist, in der
Cauchyschen Gestalt, die iibrigen max (n, n,) — min (z, n,) Anfangsbedingun-
gen in der allgemeinen Gestalt vorschreiben miissen. Endlich werden wir un-
sere erhaltenen Resultate durch zwei Beispiele erliutern.

§ 1. Die Kriterien der Restriktivitit der partiellen

Differential-Differenzengleichungen
Definition. Die Differential-Differenzengleichung (6) ist nicht restriktiv,
wenn simtliche Anfangsbedingungen ihrer Liosungen in der Cauchyschen Gestalt
d‘x(t};ﬂ =h(A), ==0,1,...,max(n,n) — 1
ot

geschrieben werden kinnen. Im 2ntgegengesetzten Falle ist die Gleichung (6)
restriktiv.



16 FENYES

Satz 1. Es sei n == n, und derjenige Teil von (6) der nach t von hoherer
Ordnung ist, sei nach Mikusiniski nicht restriktiv.!

Dann ist (6) nicht restriktiv. Es set n = n, und von den beiden Teilen
(Hauptteil und retardierten Teil) sei wenigstens der eine nach Mikusiriski nicht
restriktiv. Dann ist (6) nicht restriktiv.

Beweis. Bei dem Beweise des ersten Teiles des Satzes kénnen wir anneh-
men, dass n > n,, da im Falle n < n, der Beweis vollkommen analog ist.
Schreiben wir wieder die Bezichungen (7) auf.
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Haben wir die Funktionen ¢l(4) vorgeschrieben, dann kénnen wir die Funktio-
nen k,(4) eindeutig bestimmen (siehe MIKUsI~NSKI [1]), und nachher aus diesen,
durch Substitution auch die Funktionen g2(4). Umgekehrt, sind die Funktionen
h,(2) gegeben, so sind diesen die Funktionen gl(4) und g%(1) eindeutig zuge-
ordnet. Folglich sind das Vorschreiben der Funktionen ¢g}(4) und das Vorschrei-
ben der Funktionen A, (1) einander dquivalent und demzufolge kénnen die
Anfangsbedingungen tatsdchlich in der einfacheren Cauchyschen Gestalt
vorgeschrieben werden und die Gleichung (7) ist nicht restriktiv.

Wenn nun n = n, 5= 0 ist, so konnen wir die obige Uberlegung gleich-
falls anwenden. Ist der Haupttell der GGleichung (6) nicht restriktiv, dann ist
das Vorschreiben von ¢l(2), ist der retardierte Teil nicht restriktiv, so ist das
Vorschreiben der Funktionen ¢%(1) dquivalent dem Vorschreiben der Funktio-
nen h,(2). Damit ist der Satz 1. bewiesen.

Satz 2. s sei n == n, und derjenige Teil von (6), der nach t von héherer
Ordnung ist, set nach Mikusinski restriktiv, der Teil von niedrigerer Ordnung
nach t sei nicht restriktiv. Dann ist die Gleichung (6) restriktiv, jedoch kinnen die
ersten min (n, n,) Anfangsbedingungen (also fir die Indices x = 0, 1, 2, . . .,
min (n, ny)) in der Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden, vorausgesetzt, dass
min (n, n;) = 0 ist.

Beweis. Es ist hier wiederum geniigend den Fall n > n, zu betrachten.
Dann kann man, nachdem die Funktionen ¢2(4) vorgeschrieben worden sind,
die Funktionen #,(2) fiir 2 = 0, 1, 2. .., n,—1 eindeutig bestimmen, nachher
aus diesen durch Substitution auch die Funktionen gi(1) fiir die Indizes
0,1, 2..., n,—1. Folglich kénnen n, Anfangsbedingungen tatséchlich in der
(aucllvqohnn Gestalt

o
(9) PO nay %x=0,1,2,...,m — 1
ot~

! Naturlich, kénnen wir den Fall min (7, ;) = 0 nicht ausschliessen. Wir wollen
uns in dem Wortgebrauch iibereinkommen, dass wenn ein Teil von (6) kein Ableitung
nach ¢ enthélt, wir diesen Teil als nicht restriktiv betrachten. Dann kommt natiirlich
von den Gleichungsystemen (7) nur das eine vor. Im Weiteren werden wir dies nicht
immer besonders unterstreichen. Ubrigens, natiirlich, kann noch der Fall auch vorkom-
men, dass der eine Teil von (6) iiberhaupt keine Ableitungen enthilt. Der erwihnte
Wortgebrauch bezieht sich auch auf diesen Fall.
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vorgeschrieben werden. Da der Hauptteil von (6) nach Mikusinski restriktiv ist,
so miissen wir die iibrigen Anfangsbedingungen in der allgemeinen Gestalt

LB ety (4, 0
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vorschreiben.

Offensichtlich stehen wir hier einem solchen Falle gegeniiber, der bei der
Untersuchung der Gleichungen von der Form (1) iiberhaupt nicht auftreten
kann. Dort miissen wir néamlich simtliche Anfangsbedingungen entweder in der
Cauchyschen Gestalt, oder in der allgemeinen Gestalt vorschreiben, withrend
wir bei dem eben untersuchten Typ der Differential-Differenzengleichungen
Anfangsbedingungen von der Anzahl min (n, n;) in der Cauchyschen Gestalt,
doch die iibrigen max (n, n;)—min (n, n,) Anfangsbedingungen in der allge-
meinen Gestalt angeben.

Bemerkung 1. Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt einfach, dass im
Falle min (n, n;) = 0 Anfangsbedingungen von der Cauchyschen Gestalt
iiberhaupt nicht vorkommen koénnen. (Siehe die Fussnote 1.)

Bemerkung 2. In dem Satze 2. kommt, vom (esichtspunkt der Angabe
der Anfangsbedingungen in der allgemeinen Gestalt betrachtet, von den beiden
Gleichungssystemen (7) nur das eine in Betracht. Das heisst, hier tritt die
Komplikation auf die wir schon in der Einleitung in bezug auf (7) hingewiesen
haben, noch nicht auf.

Bisher haben wir uns auf diejenigen Fiille beschriinkt, in welchen von den
Haupt- bzw. retardierten Teil von (6) wenigstens der eine nicht restriktiv ist.
Betrachten wir nun den Fall in welchem sowohl der Hauptteil, als auch der
retardierte Teil von (6) nach Mikusinski restriktiv ist.

Satz 3. Es seien der Hauptteil und der retardierte Teil von (6) restriktiv. Die
notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass fiir die Losungen von (6)
genau min (n, n,) Anfangsbedingungen in der Cauchyschen Gestalt (d. h. die
abrigen max (n, ny) —min (n, n,) Anfangsbedingungen nur in der allgemeinen
Gestalt) angebbar seien, ist, dass die Polynome

m
P(L(S) === 20 O.Fn SH
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Pﬁ(s) i 2 ﬁ,u,m 8t
n=0

keinen gemeinsamen Teiler besitzen (Zahlenteiler ausgenommen). Wenn n = n,,
so ist (6) restriktiv. Ist n = n, so ist (6) nur dann restriktiv, wenn P, und P, einen
gemeinsamen Teiler haben.

Bevor wir diesen Satz beweisen, weisen wir darauf hin, dass die beiden
Systeme von Differentialgleichungen

L 0*t" x(4, 0
( 1 1) \‘ \‘ ap,n~;v.+v J_—L(—v*) — gi()')
o b oA+ ot
»=0,1,..., min(n,n) — 1

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIIT. A/1—-2,



18 FENYES
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min (n, n,)—1 besitzen kénnen, wenn die zu (11) und (12) gehorigen entspre-
chenden homogenen Gleichungssysteme

(13) 2’" Zx:%,n—m a0 _
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keine von der trivialen Losung verschiedene gemeinsame Losung haben. Es
geniigt daher zu beweisen, dass die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass die beiden Systeme (13) und (14) ausser der trivialen keine gemein-
same Losung besitzen sollen ist, dass die Polynome

P (s) und P g(s)
keinen gemeinsamen Teiler haben.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Schreiben wir aus den Systemen
(13) und (14) die » = 0 entsprechenden Gleichungen auf

- 0" a(2, 0) o 1(7 0
4a) 2 Fun "5 am Z Bum — aw e

n=0

Haben die Polynome P ,(s) und Pg(s) keinen gemeinsamen Teiler, so besitzen
die Fundamentalsysteme der leferentlalglelchungen (15) kein gemeinsames
Element, mithin konnen die Gleichungen (15) nur die triviale gemeinsame
Losung

(16) [2(2, 0)], = 0

besitzen.
Fiir x = 1 erhalten wir aus (13) und (14):

- e +1 (2, 0)
—_— % = O
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m, 9 d”+1$ )

Mit Hilfe der Gleichung (16) erhalten wir
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(17)
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da, doch fiir (17) auch nur die identisch verschwindende, die einzig mogliche
gemeinsame Losung ist. Wenn wir diesen Gedankengang fiir wachsende Werte
von z fortgesetzt anwenden, so erhalten wir, dass

(18) [d"z(;o)J—o %x=0,1,2...,min(n,n,) — 1.

Die angefiihrte Bedingung ist aber auch notwendig, denn, wenn die Polynome
P,(s) und P(s) einen gemeinsamen Teiler besitzen, so existiert schon im Falle
» = 0 eine von der trivialen verschiedene.

0) 0

gemeinsame Losung, d. h. jedenfalls, wenn min (n, n,) < 1 (wo also nur » =0
moglich ist) die beiden homogenen Differentialgleichungssystemo haben
nichttriviale gemeinsame Losungen. Im speziellen Falle n = n, konnen simt-
liche Anfangsbedingungen (falls P (s) und P 5(s) keinen gemeinsamen Teiler
haben) in der Cauchyschen G estalt angegeben werden, mithin ist (6) nicht
restriktiv.

Der Satz 3 gibt also ein einfaches Kriterium fiir das Feststellen der
restriktiven, oder nichtrestriktiven Kigenschaft einer linearen partiellen Dif-
ferential-Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten (siehe die unten
angefiihrten Beispiele) !

Auf Grund unserer Untersuchungen ist also der allgemeinste Fall der in
dem sowohl der Hauptteil als auch der retardierte Teil von (6) nach Miku-
sinski restriktiv sind, und die Polynome P, (s) und Py(s) einen gememsamen
Teiler besitzen. In diesem Falle miissen die \nfangsbedmgungen in der allge-
meinen Gestalt (7) angegeben werden. Untersuchen wir nun diese Frage aus-
fiihrlicher. Schreiben wir wiederum die Bedingungen (7) auf:

m %

d’““ 2.6
=0 »=0
(19) :
a+v
2 2’3#"1 >¢+Vd z,:“(f)}[l’()) g;:(j')’ %:()!l""’nl_]‘

Die Anfangsbedingungen angeben heisst, dass die Funktionen gL(2) und g2(2)
angegeben werden miissen. Diese konnen, natiirlich, in Allgemeinen nicht
unabhingig voneinander vorgeschrieben werden. Wir verfahren folgender-
massen.

Von den beiden Gleichungssystemen (19) wiithlen wir dasjenige aus, wel-
ches mehr Unbekannte enthilt (im Falle n = n, ist es gleichgiiltig welches wir
auswahlen). Es sei dies das System

m t4

o+ x(4, 0) »
20 E Ea ol gL X = | AR —1.
( ) ’ wn—x+v all‘ at” gy( ) ;) % Oy ] ) n

DA
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Die sich auf » = n;, n, + 1, ..., n—1 beziehenden Anfangsbedingungen sind
durch das Vorschreiben der entsprechenden g(1) angegeben. Fiir die iibrigen
Werte von #%, d. h. » = 0,1, . . ., n;—1 bestimmen wir bei den gegebenen ent-

sprechenden ¢l(1) die allgemeine Losung des Differentialgleichungsystems,
welches von (20) nur dadurch unterscheidet, dass in ihm % von 0 bis n,—1
lauft. Diese allgemeine Losung substituieren wir in das zweite System (19).
Auf diese Weise bekommen wir die Funktionen ¢2(4), welche natiirlich noch
willkiirliche Konstanten enthalten kénnen. Um die Eindeutigkeit der Losungen
von (6) zu sichern, miissen wir auch die Werte dieser Konstanten fixieren.

Auf Grund des Satzes 3 und unserer vorhergehenden Uberlegungen
konnen wir folgende Aussage machen.

Sind der Hauptteil und der retardierte Teil von (6) restriktiv und haben die
Polynome P (s) und Pg(s) einen gemeinsamen Teiler, so ist das Vorschreiben der

Anfangsbedingungen fir die Indizes x = 0, 1, . . ., min (n, n,)—1 dquivalent dem
Auflosen eines Systems wvon linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten.

Dies bedeutet eine wesentliche Komplikation verglichen mit der Losung
durch die Operatorenmethode derjenigen restriktiven partiellen Differential-
gleichungen, welche gleichzeitig keine Differenzengleichungen sind (7 = 0.)

§ 2. Einige weitere Operatoreneigenschaften der linearen partiellen
Differential- Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten

In diesem Paragraphen wollen wir uns mit einigen weiteren interessanten
Operatoreneigenschaften der linearen partiellen Differential-Differenzenglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten beschiftigen. Wir werden hierzu fol-
gende Theoreme von MIkUSINSKI [1] und WLoKA [2] nétig haben:

a) Eine reine Differentialgleichung (1) ist niemals restriktiv.

b) Es sei m = m,. Dann ist (6) logarithmisch, gemischt, oder rein, wenn
ihr Hauwpiteil entsprechend diese Eigenschaft besitzt.

c) Es sei m = m, und n = 0. Dann ist (6) immer logarithmisch.

d) Es set m; > m. Dann ist (6) niemals logarithmisch.

Im Falle der Differential-Differenzengleichungen ist a) nicht mehr
giiltig.

Wir beweisen folgende Sitze.

Satz 4. Der Haupiteil von (6) sei nicht identisch Null. Ist m = 0, so ist (6)
immer rein.

Satz 5. Es sei m, > m und der Hauptteil von (6) sei restriktiv. Dann ist (6)
immer gemischt.

Satz 6. Eine reine Differential-Differenzengleichung (6) kann restriktiv
sein. Ist sie restriktiv und ist m = m,, so ist n, > m > 0, jedoch die Anfangs-
bedingungen

9% x(4, 0)
ot

= ()5 r=20,1,...,.n—1

konnen immer in der Cauchyschen Gestalt geschrieben werden. Ist sie restriktiv
und my; > m, so ist n, > n.

Beweis des Satzes 4. Bei dem Beweise der Behauptung d) (m, > m) zeigt
Wiloka, dass wenigstens eine Wurzel der charakteristischen Gleichung von (6)
kein Logarithmus ist, da diese in ihrer Entwicklung Potenzen von A mit nega-
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tiven Exponenten enthilt. Noch allgemeiner, es besteht die Tatsache, dass die
charakteristische Gleichung von (6) genau m,—m solche Wurzeln besitzt, in
deren Reihendarstellung

v= 2> ai(s)hPl.
i=~q
Potenzen von h mit einem negativen Exponenten vorkommen. Die charak-
teristische Gleichung von (6) besitz ndamlich m solche Wurzeln deren Reihen-
entwicklung keine Potenzen von A mit einem negativen Exponenten enthalt,
das heisst Wurzeln, die in der Gestalt

darstellbar sind, da die Operatoren a,(s) eben die Wurzeln der charakteristi-
schen Gleichung m-ten Grades des Hauptteils von (6) sind. Die charakteristi-
sche Gleichung von (6) ist vom m,-sten Grade, d. h. sie hat m, Wurzeln.

Folglich miissen unter diesen m,—m solche vorhanden sein, deren
Reihenentwicklungen Potenzen von % mit einem negativen Exponenten
enthalten. Es sei m = 0 und der Hauptteil von (6) sei nicht identisch gleich
Null.2 Dann kénnen wir auf Grund unserer Uberlegungen behaupten, dass die
Reihenentwicklungen simtlicher m; Wurzeln Potenzen von 2 mit einem nega-
tiven Exponenten enthalten, mithin sind sie keine Logarithmen. Dies bedeutet
zugleich, dass (6) eine reine Gleichung ist.

Beweis des Satzes 5. Laut d) kann die Gleichung (6) nicht logarithmisch
sein, mithin braucht nur gezeigt zu werden, dass sie auch nicht rein sein
kann. In der Tat, da der Hauptteil restriktiv ist, so ist m > 0. Folglich kénnen
auf Grund der im Beweise des Satzes 4 angefiihrten Tatsachen gewisse Wurzeln
der charakteristischen Gleichung von (6) von der Anzahl m > 0 in der Gestalt

a[(s)hﬁi

[\As

Il
o

f §
aufgeschrieben werden. Die Operatoren q,(s) sind die Wurzeln der charakter-
istischen Gleichung des Hauptteils von (6); auf Grund von a) ist wenigstens
eine von ihnen ein Logarithmus. Jedoch m,—m von den Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung von (6) sind gewiss keine Logarithmen, folglich ist
die Gleichung (6) in diesem Falle gemischt.

Beweis des Satzes 6. Es sei zunichst m = m,. Betrachten wir eine reine
Gleichung (6). Aus a), b) und c¢) folgt, dass ihr Hauptteil nicht restriktiv sein
kann und, dass n > 0. Haben wir nun (6) so gewihlt, dass ihr retardierter Teil
nach MIKUSINSKI restriktiv ist, dann ist (6) laut der Sitze 1 und 2 zugleich auch

restriktiv, vorausgesetzt, dass n, > n und die n ersten Anfangsbedingungen
a—“””é(i—’o—)zh"(z); PO I |

konnen tatsichlich in der Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden.

2In diesem Falle kénnen wir, natiirlich, nicht von einer charakteristischen Glei-
hung des Hauptteiles von (6) sprechen.
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Betrachten wir nun den Fall m, > m. Wihlen wir (6) so aus, dass m = 0
und der retardierte Teil nach Mikusinski restriktiv sei. Dann ist die Gleichung
(6) auf Grund des Satzes 4 rein und laut der Sitze 1 und 2 auch restriktiv, voraus-
gesetzt, dass n, > n.

Es bleibt nochiibrig zu zeigen, dass im Falle n, < n die reine Gleichung
nicht restriktiv sein kann. In der Tat, ist n, < »n, so kann die Gleichung (6)
nur dann restriktiv sein, wenn ihr Hauptteil restriktiv ist (s. die Sitze 1. und 2.).
Dann kann aber auf Grund des Satzes 5 die Gleichung (6) nicht rein sein, da
sie doch gewiss gemischt ist, w. z. b. w.

Endlich weisen wir darauf hin, dass WLokA [3] bewiesen hat, dass man
die Mikusinskische algebraische Theorie der Differentialgleichungen auch auf
die (Gileichungen von der Gestalt

d mp ng

: e+ (At — ;)
1 Va'fu e _L:(p(ﬂ’[) he sty

erweitern kann. Die in den Paragraphen 1. und 2. mitgeteilten Satze konnen
auch fiir solche Gleichungen verallgemeinert werden. Im gegenwiirtigen Artikel
wollen wir auf diese Frage nicht eingehen.

§ 3. Beispiele
Wir wollen eine Losung der Gleichung
9%x(At)  Pax(At) 0*xm(A)

ot2 9A Yk ot?

(21) B (At —m) ([sinte*, fir 0Zt=m,

ot2 94 0 fiir t>x

finden. Offensichtlich sind sowohl der Hauptteil als auch der retardierte Teil
von (21) nach Mikusinski restriktiv. Laut des Satzes 3 miissen wir die Polynome
P.(s) und Pg(s) bilden.

(22) P,(s)=s—1, Py(s)=—s.

Diese Polynome haben keinen gemeinsamen Teiler, weiterhin kénnen die
Anfangsbedingungen in der Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden, da in
unserem Falle n = n;, weswegen die Gleichung (21) nicht restriktiv ist.
Die Anfangsbedingungen seien:
ox(4, 0
(23) 2(%,0) = 0, _%_).- i
t

Von den Randbedingungen werden wir spiter sprechen. Schreiben wir die
Gleichung (21) in der Operatorenform auf, doch beachten wir dabei die Anfangs-
bedingungen (23):

2 1— h”s2_'

(24) o & et s L S e 182
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Bestimmenwir zunachsteine partikulareLésungvon (24). Versuchenwir (24)
durch den Ansatz

(25) * () = A€

zu lésen, wo in dieser OperatorfunktionA ein konstanterOperator ist.
Durch die Substitutionvon (25) in (24) ergibt sich

und daher

Um die allgemeineL6ésungvon (24) zu finden schreibenwir ihre charakteristi-
sche Gleichung auf

V2 + $?(l —Hy v—s= 0.
Sie ist einfachzu l6sen;ihre Lésung ist:

(26) a»(E"—1) f(h*—1) / +
’2 = ' + L / 1
v : £(h"
Wir missenentscheidenob die Wurzeln (26) Logarithmen sind, oder sind sie
keine.Zu diesemZwecke missenwir diesenAusdruckumformen.Ziehenwir in
Betracht, dass

(27) ,— =— 0 @+ 1) =/ah,

s(1- h2 s*¢é)’
(s. mikusiNskl [1], S. 149), das heisst, das der Operator (27) im Intervalle
0 t < °° einestetige Funktion ist. Dann folgt

A av

@9 /7+sz{h*- - 2 2 ='+g  gsc

AV
(s. mikusinskl [1], S. 157.).
Folglich kénnen die Wurzeln (26) in der Form

27-, . Slh»~ 1
s ) i )g

vi =S h?—

(29)
£ — h)
Vo= g

geschriebenwerden. Aus (28) ergibt sich sofort, dassw, ein Logarithmus ist-
v, ist jedoch kein Logarithmus, da —s? kein Logarithmusist. Die allgemeine
Ldésung von (24) ist
2
| - h"
(30) X[X) = + Cj exp s )9*

1+ s
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Um die KonstanteC\ zu fixieren, missenwir eine Randbedingungangeben,
diese sei

x(0, t) = sin t,

oder
1 -(- s?

Aus (30) folgt dann:

1+ &2 1+ &
das heisst,

Ci= 0,

und

X(X,t) = e*sin t.
Als zweitesBeispiel wollen wir die Gleichung

A A Fr(A 1) » Px(A,t—n) _ f—sintshX, fir 0
dXdt dXdt \ 0 fur t > é

aufl sen.

Sowohlder Hauptteil, alsauchderretardierteTeil sind nach MIKUSINSKI
restriktiv. Laut des Satzes3 mussendie Polynome F4(s) und PR(s) gebildet
werden. Wir erhalten:

Pa(s) = Pa(s) = s,

mithin habendie beiden Polynome einen gemeinsamenTeiler und deswegen
mussendie Anfangsbedingungerder Aufgabe (31) in der allgemeinen Gestalt
angegebenwerden.

Die Operatorenformvon (31) ist

s o 7 1+h" , ,  dx(X,0) , dx(X,0)
32 sx IX)+ A'sx IX)= T— shA H L a \ >
Vo w v 1+ & %A %A

Als Anfangsbedingungschreiben wir

9A
und als Randbedingung
x(0, t) = cost
vor.
Aus (32) unter Beachtungder Anfangsbedingungrhalten wir

(33) X'(X) + h" x(X) = shA At *
1-j-¢°
Eine partikulareLésungder inhomogenenGleichung ist
s ¢}
(A) chA.

1 +s?
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Die charakteristischeGleichung ist
V+ h V—20,

woraus V= 0 folgt. Sie ist ein Logarithmus. Die allgemeine L sung von
(33) ist

xIX) = —i—chA + C.

1+ s?
Unter Benutzungder Randbedingungerhalten wir:

s
®(0) = — + N =
| + &° 1+ &2

das heisst

und

£®, () —costchB .
(Eingegangen:2 August, 1962.)
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