
ÜBER RESTRIKTIVE LINEARE PARTIELLE DIFFERENTIAL-
DIFFERENZENGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN 

von 

T A M Á S F É N Y E S 

Einleitung 

Die auf der Mikusinskischen Opera torenrechnung beruhende Theor ie 
d e r Differentialgleichungen l iefert eine sehr einfache u n d elegante Methode 
f ü r die Lösung von l inearen part iel len Different ia lg le ichungen mit k o n s t a n t e n 
Koeff iz ien ten bei vorgeschriebenen Anfangs- und Randbedingungen . 

L a u t [1] können wir die Lösung d e r linearen par t ie l len Different ial-
gleichung m i t kons tanten Koeff iz ienten 

(1) V ' V e r L l_L =(p(A,t)-, L A < L,0 < t <00 
—, ^ dA»dt" 1— _ 2 -

amx^\A) + am_xx(m~«(A) + .. . a0x(A) = /(A) 

in der Opera torenform 

( 2 ) 

aufschreiben, wo 

% = ацп s" + • • • ° > y = 0,1, . . . , m, 
und 

(S, + 

x = 0 j u = 0 f = 0 

i s t . 
Die allgemeine Lösung der Operatorendifferent ia lgle ichung (2) k a n n als 

Summe einer par t ikulären Lösung der inhomogenen Gleichung und der allge-
meinen Lösung der homogenen Gleichung geschrieben werden. Die Anzahl 
de r willkürlichen K o n s t a n t e n die letztere allgemeine L ö s u n g enthäl t is t gleich 
de r Anzahl der logari thmischen Wurzeln d e r charakter is t ischen Gleichung von 
(2). (Siehe [1]). Insofern d ie Anzahl dieser positiv, gleich N ist, müssen wir 
f ü r das Gewährleisten der Eindeut igkei t de r Lösung f ü r (1) N Randbed in -
gungen vorschreiben; d a d u r c h können wir die Werte d e r Kons tan ten bestirn 
men. In diesem Artikel we rden wir uns m i t den Anfangsbedingungen im Ein-
zelnen beschäft igen. Aus (3) ist es zu ersehen, dass die Anfangsbedingungen 
von (1) in die Differentialgleichung (2) e in t re ten und al lgemein in der F o r m 

(4, x - 0 . 1 « - > • 
/ / = 0 v = 0 

1 3 



1 4 FÉNYES 

vorzuschreiben sind. (Das bedeu te t , dass wir die Funktionen Í/X(A) als Angangs-
bedingungen vorschreiben müssen.) In speziellen Fällen is t die Angabe der 
Funktionen gx(X) äquivalent dem Vorschreiben der Anfangsbedingungen in 
der sogenannten Cauchy'schen Gestalt 

( 5 ) = A " ( A ) ; « = 0 , 1 , 2 n - 1 . 
9 r 

In diesen Fäl len bezeichnen wir die Differentialgleichung (1) als „nicht res t r ik-
t i v" . Im entgegengesetzten Fal le ist (1) „res t r ikt iv" . Mikusinski hat diesbe-
züglich folgendes Kriterium bewiesen [1]: 

Die Gleichung (1) ist d a n n und nur dann nicht restriktiv, wenn in ihr ke ine 
Ableitung höchster Ordnung nach t vorkommt, die eine gemischte Ableitung ist . 

W L O K A h a t in seinem grundlagenden Artikel [2] bewiesen, dass man d ie 
Mikusinskische Theorie der Differentialgleichungen auch auf die par t ie l le 
Differential-Differenzengleichungen vom T v p 

( 6 ) Z 2 V - ^ T ^ + Z № 9 Г - = 0 ' 
/и 0 v = 0 /4=0 v = 0 

A2 ^ A ^ A2, о ^ t < oo, T > 0, und x(A, t) = 0, wenn t < 0, 

erweitern kann , ja sogar m a n kann sie durch die Operatorenmethode ähnl ich 
wie die Gleichung (1) lösen. 

W L O K A h a t gezeigt, dass die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
von (6) von de r Form 

00 T . 

V = ^ a,(s) hP ' 
i=-q 

sind, wobei afs) eine algebraische Funktion des Differentialoperators s (siehe 
[2]), und h de r Verschiebungsoperator ist. En thä l t diese Entwicklung von v 
eine Potenz von h mit e inem negativen Exponenten, so ist sie kein 
Logarithmus, enthäl t sie keine, so ist sie ein Logarithmus, oder kein Logari th-
mus, je nachdem a0(s) ein Logari thmus ist, oder nicht. Bet ref fs weiterer Ein-
zelheiten weisen wir auf die Arbeit [2] von W L O K A hin, bemerken wir jedoch, 
dass bei der Auflösung von (6) die Anfangsbedingungen, analog den Bedingun-
gen (4) in der allgemeinen F o r m 

/1 = 0 i> = U 
(7 ) 

^ S „ d ß + v x ( Ä , 0 ) 

2 2 э я е э г = ' " = 0 . • • • . « i " 1 

Ii - о 

vorgeschrieben werden müssen. W L O K A h a t zahlreiche numerische Beispiele 
ausgearbeitet, die sich jedoch ausnahmslos auf solche. Gleichungen beziehen, 
f ü r welche die allgemeinen Anfangsbedingungen (7) durch die einfacheren 

(8) 9х ж(Я, 0) _ hK(k) , « = 0,1, . . ., max (то, nf) — 1 . 
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Cauchy'schen Bedingungen ersetzbar wa ren . Es ents teht d ie Frage, wann k a n n 
man im Fa l le der Differential-Differenzengleichungen v o m T y p (6) d ie all-
gemeinen Bedingungen (7) durch die Cauchyschen Anfangsbedingungen 
(8) ersetzen, j a sogar es f r a g t sich, was bedeu te t en eigentlich die B e d i n g u n -
gen (7), falls ein solches Erse tzen unmöglich sein sollte? E s ist nämlich o f f e n -
bar, dass d ie Funkt ionen gl(k) und gl(k) im allgemeinen nicht v o n e i n a n -
der unabhäng ig vorgeschrieben werden k ö n n e n (zum Beispiel so, dass die bei-
den Gleichungssysteme (7) einander widersprechen), doch ist es auch T a t -
sache, dass d ie Funk t ionen gl(X) im allgemeinen die Funkt ionen gl(f.) 
nicht e indeut ig bes t immen u n d umgekehr t . I m Weiteren werden wir f o l g e n d e 
Definit ion nö t i g haben: 

Definition. Unter dem Hauptteil von (6) verstehen wir die Gleichung 

V y « g T ***>') = 0 
, i á i á "" 

(siehe W L O K A [ 2 ] ) , und unter dem retardierten Teil die Gleichung 

V V ä n Zj 2JP»v 9Я"ЭР ft = 0 »=0 

Wir werden uns im Folgenden m i t de r Frage beschäft igen, was wi r 
eigentlich u n t e r der Lösung der Gleichung (6) mit den Anfangsbedingungen 
von der F o r m (7) vers tehen. Wir werden definieren, w a n n (6) res t r ik t iv ist 
und werden Sä tze in Bezug da rau f angeben, w a n n die Bedingungen (7) d u r c h die 
Cauchyschen Anfangsbedingungen e r se tzbar sind. Aus diesem Ges ich tspunkt 
be t rachte t h a b e n nämlich die Funkt ionaldif ferent ia lgle ichungen Eigenschaf ten , 
die von den v o n (1) s tark abweichen. Wi r werden sehen, dass es v o r k o m m e n 
kann, dass sowohl der Haupt te i l , als auch d e r re tardier te Teil von (6) r e s t r ik -
t iv sind u n d t ro tzdem die Anfangsbedingungen ihrer Lösung in der e infachen 
Cauchyschen Gesta l t vorgeschrieben werden können. Oder , es kann auch vor-
kommen, dass wir Anfangsbedingungen, d e r e n Anzahl min (n, щ) ist, in de r 
Cauchyschen Gestal t , die übr igen max (n, nf) — min (n, nf) Anfangsbedingun-
gen in der allgemeinen Ges ta l t vorschreiben müssen. Endl ich werden wir un-
sere e rha l t enen Resul ta te d u r c h zwei Beispiele erläutern. 

§ 1. Die Kriterien der Restriktivität der partiellen 
Differential-Differenzengleichungen 

Definition. Die Differential-Differenzengleichung (6) ist nicht restriktiv, 
wenn sämtliche Anfangsbedingungen ihrer Lösungen in der Cauchyschen Gestalt 

9* Ж(Я, 0 ) , , 
— = hl À), к = 0, 1, . . ., max (n,n.) — 1 

ЭР 

geschrieben werden können. Im entgegengesetzten Falle ist die Gleichung (6 ) 
restriktiv. 
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Satz 1. Es sei n =f= nx und derjenige Teil von (6) der nach t von höherer 
Ordnung ist, sei nach Mikusinski nicht restriktiv.1 

Dann ist (6) nicht restriktiv. Es sei n ~ nx und von den beiden Teilen 
(Hauptteil und retardierten Teil) sei wenigstens der eine nach Mikusinski nicht 
restriktiv. Dann ist (6) nicht restriktiv. 

Beweis. Bei dem Beweise des ersten Teiles des Satzes können wir a n n e h -
men, dass n > nx, da im Fal le n < nx der Beweis vollkommen analog ist. 

Schreiben wir wieder die Beziehungen (7) auf. 

«А ^ x(k, 0) 
2 ^ +" ЭЯ1" dt" ~ ' 
[л=0 r = 0 

î Ê = • * = 1 • • • • > % - 1 • 
/i—0 v=0 

f faben wir d ie Funk t ionen gJX) vorgeschrieben, dann k ö n n e n wir die F u n k t i o -
nen h JA) e indeu t ig bes t immen (siehe M I K U S I N S K I [ 1 ] ) , u n d nachher aus d iesen, 
durch Subs t i tu t ion auch die Funkt ionen gjk). Umgekehr t , s ind die F u n k t i o n e n 
h JA) gegeben, so sind diesen die F u n k t i o n e n g JA) und g'JÂ) eindeutig zuge-
ordnet . Folgl ich sind das Vorschreiben der Funk t ionen gjk) u n d das Vorschrei-
ben der F u n k t i o n e n hjk) e inander äqu iva l en t und demzufolge können die 
Anfangsbedingungen ta t säch l ich in der einfacheren Cauchyschen G e s t a l t 
vorgeschrieben werden u n d die Gleichung (7) ist nicht res t r ik t iv . 

Wenn n u n n = nx =j= 0 ist , so können wir die obige Überlegung gleich-
falls anwenden . I s t der H a u p t t e i l der Gle ichung (6) nicht restr ikt iv, d a n n is t 
das Vorschreiben von gjA), ist der r e t a r d i e r t e Teil nicht restr ikt iv, so is t d a s 
Vorschreiben der Funk t ionen g2(X) äqu iva len t dem Vorschreiben der F u n k t i o -
nen H JA). D a m i t ist der Sa tz 1. bewiesen. 

Satz 2. Es sei n =f= nx und derjenige Teil von (6), der nach t von höherer 
Ordnung ist, sei nach Mikusinski restriktiv, der Teil von niedrigerer Ordnung 
nach t sei nicht restriktiv. Dann ist die Gleichung (6) restriktiv, jedoch können die 
ersten min (n, nx) Anfangsbedingungen (also für die Indices к = 0, 1, 2, . . ., 
min (n, nj) in der Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden, vorausgesetzt, dass 
min (n, nj =f= 0 ist. 

Beweis. Es ist hier wiederum genügend den Fall n > nx zu be t r ach t en . 
Dann k a n n m a n , nachdem die Funk t ionen gjk) vorgeschrieben worden s ind , 
die F u n k t i o n e n hJX) f ü r * = 0, 1 , 2 . . . , nx—1 eindeutig best immen, n a c h h e r 
aus diesen du rch Subs t i tu t ion auch die Funk t ionen gJX) für die Ind izes 
0, 1, 2 . . ., nx—1. Folglich können nx Anfangsbedingungen tatsächlich in d e r 
Cauchyschen Gestalt 

(9) " = X = 0, 1,2, . . . ,nx — 1 

1 Natürlich, können wir den Fall min (n, nx) = 0 nicht ausschliessen. Wir wollen 
uns in dem Wortgebrauch übereinkommen, dass wenn ein Teil von (6) kein Ableitung 
nach t enthält , wir diesen Teil als nicht restriktiv betrachten. Dann kommt natürl ich 
von den Gleichungsystemen (7) nur das eine vor . Im Weiteren werden wir dies nicht 
immer besonders imterstreichen. Übrigens, natürlich, kann noch der Fall auch vorkom-
men, dass der eine Teil von (6) überhaupt keine Ableitungen enthält . Der erwähnte 
Wortgebrauch bezieht sich auch auf diesen Fall . 
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vorgeschrieben werden. D a der H a u p t t e i l von (6) n a c h Mikusinski res t r ik t iv ist, 
so müssen wir die übr igen Anfangsbedingungen in der allgemeinen Gestalt 

m к xtl 0) 

( 1 0 ) 2 2 V n - x + v ЭДе ЭС = 9 l { k ) ; x = n i - n i + 1 ' • • • ' » - ! 

vorschreiben. 
Offensichtlich s tehen wir hier e inem solchen Fa l le gegenüber, de r bei der 

Un te r suchung der Gleichungen von d e r Form (1) ü b e r h a u p t n ich t au f t r e t en 
kann . D o r t müssen wir nämlich sämt l iche Anfangsbedingungen en twede r in der 
Cauchyschen Gestal t , oder in der allgemeinen Ges ta l t vorschreiben, während 
wir bei dem eben un te r such ten T y p der Differential-Differenzengleichungen 
Anfangsbedingungen v o n der Anzahl min (n, «,) in de r Cauchyschen Gestalt , 
doch d ie übrigen m a x (n, nf)—min (n, nf) Anfangsbedingungen in der allge-
meinen Gestal t angeben. 

Bemerkung 1. Aus dem soeben bewiesenen S a t z e folgt e infach, dass im 
Falle min (n, nx) = 0 Anfangsbedingungen von de r Cauchyschen Gestalt 
ü b e r h a u p t nicht vo rkommen können. (Siehe die Fus sno t e 1.) 

Bemerkung 2. I n dem Satze 2. kommt , vom Gesichtspunkt de r Angabe 
der Anfangsbedingungen in der allgemeinen Gestalt be t rach te t , von den beiden 
Gleichungssystemen (7) nur das eine in Betracht . Das heisst, hier t r i t t die 
Kompl ika t ion auf die wir schon in de r Einleitung in bezug auf (7) hingewiesen 
haben, noch nicht auf . 

Bisher haben wir u n s auf diejenigen Fälle beschränk t , in welchen von den 
H a u p t - bzw. re ta rd ie r t en Teil von (6) wenigstens d e r eine nicht res t r ik t iv ist. 
Be t r ach t en wir nun d e n Fall in welchem sowohl de r Haupt te i l , als auch der 
r e t a rd i e r t e Teil von (6) nach Mikusinski restr ikt iv i s t . 

Satz 3. Es seien der Hauptteil und der retardierte Teil von (6) restriktiv. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass für die Lösungen von (6) 
genau min (n, nf) Anfangsbedingungen in der Cauchyschen Gestalt (d. h. die 
übrigen max (n, nf) — min (n, nf) Anfangsbedingungen nur in der allgemeinen 
Gestalt) angebbar seien, ist, dass die Polynome 

m 
Pa(s) = 2 

/,=0 
m, 

Pfa) = 2 / W 
/i=0 

keinen gemeinsamen Teiler besitzen (Zahlenteiler ausgenommen). Wenn n =j= nv 
so ist (6) restriktiv. Ist n = nl so ist (6) nur dann restriktiv, wenn Pa und Pß einen 
gemeinsamen Teiler haben. 

Bevor wir diesen Satz beweisen, weisen wir d a r a u f hin, dass die beiden 
Sys teme von Different ialgleichungen 

/1=0 r=0 
к = 0, 1, . . ., min (n, nf) — 1 

2 A Mntematikai Kuta tó Intézet Közleményei VJJI . A /1 -2 . 
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( 1 2 1 V V ő 8 ^ ( 7 , 0 ) 

/í =0 »»=() 

n u r d a n n höchs tens eine gemeinsame Lösung ^ = ^ = 0,1, . . 

min (n, /г1)—1 besi tzen können, w e n n die zu (11) u n d (12) gehörigen entspre-
chenden homogenen Gleichungssysteme 

(13) V V a -Q 
( 1 3 ) 2 2 ЭА^ЭГ 

/л=0 v=0 

< U ) Z Э А " Э Г = 0 

/i = o »=o 

keine von der t r iv ia len Lösung verschiedene gemeinsame Lösung haben. Es 
genüg t daher zu beweisen, dass die notwendige u n d hinreichende Bedingung 
d a f ü r , dass die be iden Systeme (13) u n d (14) ausser der trivialen keine gemein-
s a m e Lösung besi tzen sollen ist, dass die Po lynome 

Pa(8) und Pß(8) 

keinen gemeinsamen Teiler haben . 

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Schreiben wir aus d e n Systemen 
(13) u n d (14) die x = 0 en tsprechenden Gleichungen auf 

05) V « Vß ^ - Ш - о 
( L O ) ЭА" ' 9A" _ 

/1 = 0 /1=0 

H a b e n die Po lynome Pa(s) und Pß(s) keinen gemeinsamen Teiler , so besitzen 
die Fundamen ta l sys t eme der Different ia lgle ichungen (15) kein gemeinsames 
E lemen t , mithin können die Gleichungen (15) n u r die t r iv ia le gemeinsame 
Lösung 

(16) [*(A,0)]G = 0 

besi tzen. 
F ü r X = 1 e rha l ten wir aus (13) und (14): 

X V , 8"*(A,0) , X V , 0) , 
4 " ' " - 1 9A" + 4 9A'1 dt - ' 
,u — 0 p = 0 

(17) 
X » О 9 " .R(A. 0 ) А Э Е + 1 Ж ( Я , 0 ) _ 

9A" + 4 " m 9A"9< ~ / i=0 / ,=0 

Mit Hilfe der Gleichung (16) erhal ten wir 

9x(A, 0) ' 

9< 
= 0 , 

g 
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da, doch für (17) auch nur die identisch verschwindende, die einzig mögliche 
gemeinsame Lösung ist. Wenn wir diesen Gedankengang für wachsende Werte 
von X fortgesetzt anwenden, so erhal ten wir, dass 

(18) 
Э*а;(Л, 0) 

91" 
= 0 ; « = 0 , 1 , 2 . . . , min (n, nß — 1 

Die angeführte Bedingung ist aber auch notwendig, denn, wenn die Polynome 
Pa(s) und Pß{s) einen gemeinsamen Teiler besitzen, so existiert schon im Falle 
« = 0 eine von der trivialen verschiedene. 

xß, 0)ф0 

gemeinsame Lösung, d. h. jedenfalls, wenn min (n, nß < 1 (wo also nur « = 0 
möglich ist) die beiden homogenen Differentialgleichungssysteme haben 
nichttr iviale gemeinsame Lösungen. I m speziellen Falle n = nl können sämt-
liche Anfangsbedingungen (falls Pa(s) und Pß(s) keinen gemeinsamen Teiler 
haben) in der Cauchyschen Gestalt angegeben werden, mithin ist (6) nicht 
res t r ikt iv . 

Der Satz 3 gibt also ein einfaches Kri ter ium für das Feststellen der 
restr ikt iven, oder nichtrestriktiven Eigenschaft einer linearen partiellen Dif-
ferential-Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten (siehe die unten 
angeführ ten Beispiele) ! 

Auf Grund unserer Untersuchungen ist also der allgemeinste Fall der in 
dem sowohl der Haupt te i l als auch der retardierte Teil von (6) nach Miku-
sinski restriktiv sind, und die Polynome Pa(s) und Pß(s) einen gemeinsamen 
Teiler besitzen. In diesem Falle müssen die Anfangsbedingungen in der allge-
meinen Gestalt (7) angegeben werden. Untersuchen wir nun diese Frage aus-
führl icher. Schreiben wir wiederum die Bedingungen (7) auf: 

Ê x = 0 ' 1  

,1=0 v = 0 

(19) 

,1=0 » = 0 
2 2 = Й(Я) ' *:= 1 ~ 1 • 

Die Anfangsbedingungen angeben heisst, dass die Funkt ionen giß) und giß) 
angegeben werden müssen. Diese können, natürlich, in Allgemeinen nicht 
unabhängig voneinander vorgeschrieben werden. Wir verfahren folgender -
massen. 

Von den beiden Gleichungssystemen (19) wählen wir dasjenige aus, wel-
ches mehr Unbekannte enthält (im Falle n = n l ist es gleichgültig welches wir 
auswählen). Es sei dies das System 

" < u  

// = 0 t '=ü 

2* 
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Die sich auf x = nv nx -f- 1, . . ., n—1 beziehenden Anfangsbedingungen sind 
d u r c h das Vorschreiben der en tsprechenden g],(A) angegeben. F ü r die übrigen 
W e r t e von x, d. h. x = 0,1, . . ., n1—1 best immen wir bei den gegebenen ent-
sprechenden gl(A) d ie allgemeine Lösung des Different ialgleichungsystems, 
welches von (20) n u r dadurch unterscheide t , dass in ihm x von 0 bis щ—1 
l äu f t . Diese al lgemeine Lösung subst i tu ieren wir i n das zweite Sys tem (19). 
Auf diese Weise b e k o m m e n wir die Funk t ionen welche na tür l ich noch 
willkürliche K o n s t a n t e n enthal ten können . Um die Eindeut igkei t de r Lösungen 
von (6) zu sichern, müssen wir auch die Werte dieser Kons tan ten f ixieren. 

Auf Grund des Satzes 3 u n d unserer vorhergehenden Überlegungen 
k ö n n e n wir folgende Aussage machen . 

Sind der Hauptteil und der retardierte Teil von (6) restriktiv und haben die 
Polynome Pa{s) und Pß{s) einen gemeinsamen Teiler, so ist das Vorschreiben der 
Anfangsbedingu ngen für die Indizes x = 0, 1, . . ., min (n, nx)—1 äquivalent dem 
Auflösen eines Systems von linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 

Dies bedeu te t e ine wesentliche Kompl ika t ion verglichen mi t der Lösung 
durch die Opera torenmethode de r jen igen res t r ik t iven partiellen Differential-
gleichungen, welche gleichzeitig ke ine Differenzengleichungen sind ( r = 0.) 

§ 2. Einige weitere Operatoreneigenschaften der linearen partiellen 
Differential-Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 

In diesem Pa rag raphen wollen wir uns mit e inigen weiteren interessanten 
Opera torene igenschaf ten der l inearen partiellen Differential-Differenzenglei-
chungen mit k o n s t a n t e n Koef f iz ien ten beschäf t igen. Wir werden hierzu fol-
gende Theoreme von M I K Ü S I N S K I [ 1 ] und W L O K A [ 2 ] nötig haben : 

a) Eine reine Differentialgleichung (1) ist niemals restriktiv. 
b) Es sei m > m,. Dann ist (6) logarithmisch, gemischt, oder rein, wenn 

ihr Hauptteil entsprechend diese Eigenschaft besitzt. 
c) Es sei m ^ m, und n = 0. Dann ist (6) immer logarithmisch. 
d) Es sei mx > m. Dann ist (6) niemals logarithmisch. 
I m Falle d e r Different ia l -Differenzengleichungen ist a) nicht mehr 

gül t ig . 
Wir beweisen folgende Sätze. 
Satz 4. Der Hauptteil von (6) sei nicht identisch Null. Ist m = 0, so ist (6) 

immer rein. 
Satz 5. Es sei тл > m und der Hauptteil von (6) sei restriktiv. Dann ist (6) 

immer gemischt. 
Satz 6. Eine reine Differential-Differenzengleichung (6) kann restriktiv 

sein. Ist sie restriktiv und ist m >. mv so ist nx > n > 0, jedoch die Anfangs-
bedingungen 

= hx(A) ; , = 0 , 1 » _ 1 
dt" 

können immer in der С auch y sehen Gestalt geschrieben werden. Ist sie restriktiv 
und ml > m, so ist nx > n. 

Beweis des Satzes 4. Bei dem Beweise der Behaup tung d) (mx > m) zeigt 
Wloka, dass wenigs tens eine Wurzel der charakter is t ischen Gleichung von (6) 
kein Logar i thmus ist , da diese in ihrer Entwicklung Potenzen von h mit nega-
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t i ven Exponen ten enthäl t . Noch allgemeiner, es besteht die Tatsache, dass d ie 
charakter is t ische Gleichung v o n (6) genau m 1 —m solche Wurze ln besitzt, in 
de ren Reihendars te l lung 

V = У d/(s) hP ' 
t=—q 

Potenzen von h m i t einem negat iven E x p o n e n t e n vo rkommen . Die charak-
terist ische Gleichung von (6) besitz nämlich m solche Wurze ln deren Reihen-
entwicklung keine Po tenzen v o n h mit einem negat iven E x p o n e n t e n en thä l t , 
da s heisst Wurzeln , die in de r Ges ta l t 

«. r 

V = 2 ai(s) h 
i = 0 

dars te l lbar sind, d a die Opera to ren a0(s) eben die Wurzeln d e r charakter is t i -
schen Gleichung m- ten Grades des Haupt te i l s von (6) sind. D ie charakter is t i -
sche Gleichung von (6) ist v o m m,-sten Grade , d. h. sie h a t m1 Wurzeln. 

Polglich müssen un te r diesen m1—m solche v o r h a n d e n sein, de ren 
Reihenentwicklungen Po tenzen von h mi t einem nega t iven Exponenten 
en tha l ten . Es sei m = 0 u n d de r Haupt te i l von (6) sei n ich t identisch gleich 
Null.2 Dann können wir auf G r u n d unserer Über legungen behaup ten , dass d ie 
Reihenentwicklungen sämtl icher m1 Wurzeln Po tenzen von k mi t einem nega-
t iven Exponen ten entha l ten , mi th in sind sie ke ine Logar i thmen . Dies bedeu t e t 
zugleich, dass (6) eine reine Gleichung ist. 

Beweis des Satzes 5. L a u t d) kann die Gleichung (6) n i c h t logari thmisch 
sein, mithin b r a u c h t nur gezeigt zu werden, dass sie auch n ich t rein sein 
k a n n . In der Ta t , d a der H a u p t t e i l res t r ikt iv ist , so ist m > 0. Folglich können 
auf Grund der i m Beweise des Satzes 4 ange füh r t en Tatsachen gewisse Wurzeln 
der charakter is t i schen Gleichung von (6) von de r Anzahl m > 0 in der Ges ta l t 

oo Г , 

2 a i(s)hp' 
i = o 

aufgeschrieben werden . Die Opera toren a0(s) s ind die Wurzeln der charakter -
istischen Gleichung des Haup t t e i l s von (6); auf Grund von a) ist wenigstens 
eine von ihnen ein Logar i thmus . Jedoch m 1 —m von den Wurze ln der charak-
terist ischen Gleichung von (6) sind gewiss keine Loga r i t hmen , folglich is t 
die Gleichung (6) in diesem Fal le gemischt. 

Beweis des Satzes 6. Es sei zunächst m W mv Be t r ach t en wir eine re ine 
Gleichung (6). Aus a), b) und c) folgt, dass ihr Haup t t e i l n i c h t res t r ikt iv sein 
k a n n und, dass n > 0. Haben wir nun (6) so gewähl t , dass ihr re tardier ter Teil 
n a c h M I K T T S I N S K I res t r ik t iv ist , d a n n ist (6) l a u t der Sätze 1 u n d 2 zugleich auch 
res t r ik t iv , vorausgesetzt , dass nx > n und die n e rs ten Anfangsbedingungen 

= ж = 0 , 1 , . . и — 1 
dt" 

k ö n n e n t a t sächl ich in der Cauchyschen Ges ta l t vorgeschrieben werden. 

2 In diesem Falle können wir, natürlich, nicht von einer charakteristischen Glei-
hung des Haupttei les von (6) sprechen. 
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B e t r a c h t e n wir n u n den Fall m1 > т . Wählen wir (6) so aus, dass m — 0 
und der r e t a rd ie r t e Teil n a c h Mikusinski res t r ikt iv sei. D a n n ist die Gleichung 
(6) auf G r u n d des Satzes 4 rein und laut d e r Sätze 1 und 2 auch restr ikt iv, voraus-
gesetzt, das s n l > п. 

Es b le ib t nochübrig zu zeigen, dass im Falle n1 < n die reine Gleichung 
nicht r e s t r ik t iv sein k a n n . In der Ta t , i s t nx g n, so k a n n die Gleichung (6) 
nur dann res t r ik t iv sein, wenn ihr H a u p t t e i l restr ikt iv ist (s. die Sätze 1. u n d 2.). 
Dann k a n n aber auf G r u n d des Satzes 5 die Gleichung (6) nicht rein sein, da 
sie doch gewiss gemischt ist , w. z. b. w. 

End l i ch weisen wir da rauf hin, dass W L O K A [ 3 ] bewiesen hat , dass man 
die Mikusinskische algebraische Theorie der Differentialgleichungen auch auf 
die Gleichungen von d e r Gestalt 

ZZ Z a<" ß^n 01* - ^ 0 ' T° - 0 

k=0 (t=0 v=0 
erwei tern kann . Die in d e n Pa rag raphen 1. und 2. mitgete i l ten Sätze können 
auch fü r solche Gleichungen veral lgemeinert werden. I m gegenwärt igen Artikel 
wollen wir auf diese F r a g e nicht e ingehen. 

§ 3. Beispiele 

Wir wollen eine L ö s u n g der Gleichung 

9 3 x ( 2 , / ) Э2 х(Л, t) d2x(X,t) 

dt2 92 Э22 dt2 

(21) 93 x(2, t — n) _ f sin lex, f ü r OAt^n, 
dt2 92 I 0 , f ü r t > л 

finden. Offensichtlich s ind sowohl der Haup t t e i l als auch der r e t a rd i e r t e Teil 
von (21) n a c h Mikusinski res t r ikt iv . L a u t des Satzes 3 müssen wir die Po lynome 
Pu(s) u n d Pß(s) bilden. 

( 2 2 ) Pa(s) = s - 1 , Pß(s) = - s . 

Diese Po lynome haben keinen gemeinsamen Teiler, weiterhin k ö n n e n die 
Anfangsbedingungen in d e r Cauchyschen Gestalt vorgeschrieben werden, da in 
unserem Fa l le n = n v weswegen die Gleichung (21 ) n i ch t restr ikt iv is t . 

Die Anfangsbedingungen seien: 

(23) x(2,0) = 0, 
dt 

Von d e n Randbed ingungen werden wir später sprechen. Schreiben wir die 
Gleichung (21) in der Opera torenform auf , doch beachten wir dabei die Anfangs-
bedingungen (23): 

(24) x"(2) + s 2 ( l - h") x'(X) — ,s-2x(2) = ел 1 . 
1 + s°-
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Bestimmen wir zunächst eine par t ikuläre Lösung von (24). Versuchen wir (24) 
durch den Ansatz 

(25) *„(;.) = Ae2 

zu lösen, wo in dieser Operatorfunktion A ein konstanter Operator ist. 
Durch die Subst i tut ion von (25) in (24) ergibt sich 

A = 

und daher 

= 

1 + s2  

1 

1 + s 2 
- eA. 

Um die allgemeine Lösung von (24) zu finden schreiben wir ihre charakteristi-
sche Gleichung auf 

V2 + s2(l — HN) V — s2 = 0 . 

Sie ist einfach zu lösen; ihre Lösung ist: 

(26) 
в»(Л"—1) s2 (h71 — 1) /' 

U , 2 = ' ± L / 1 + 
s2(h" 

Wir müssen entscheiden, ob die Wurzeln (26) Logari thmen sind, oder sind sie 
keine. Zu diesem Zwecke müssen wir diesen Ausdruck umformen. Ziehen wir in 
Bet racht , dass 

(27) 
s2( 

— = — У (к + 1) = / б с , 
1 - h")2 s* é ) ' 

(s. M I K U S I N S K I [1], S. 149), das heisst, das der Operator (27) im Intervalle 
0 t < °° eine stetige Funktion ist. Dann folgt 

(28) /7 + 
s2{h* - l)2 

= 1 2 
(\ 

2 
V " . 

4 V 
= 1 +g, gsc. 

(s. M I K U S I N S K I [1], S. 157.). 
Folglich können die Wurzeln (26) in der Form 

2 7-, 2 , s2{h»~ 1) 
v1 = s h? — s1 -) 2 g , 

(29) 
s2(l — h") 

V2= '-g 

geschrieben werden. Aus (28) ergibt sich sofort, dass v2 ein Logari thmus ist-
vx ist jedoch kein Logarithmus, da —s2 kein Logari thmus ist. Die allgemeine 
Lösung von (24) ist 

(30) x[X) = 
1 + s 2 

+ Cj exp 
s2( l - h") 

9* 
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U m die Konstante C\ zu f ixieren, müssen wir eine Randbedingung angeben, 
diese sei 

x(0, t) = sin t, 
oder 

1 -(- s 2 

Aus (30) folgt dann : 

1 + s2 1 + s2 

das heisst, 
C i = 0 , 

und 
x(X, t) = e* sin t. 

Als zweites Beispiel wollen wir die Gleichung 

^ ^ 92:r(A, t) + 92x(A, t — n) _ f — sin t sh X, f ü r 0 
dXdt dXdt \ 0 f ü r t > л 

auflösen. 
Sowohl der Haupttei l , als auch der re tardier te Teil sind nach M I K U S I N S K I 

restr ikt iv . Laut des Satzes 3 müssen die Polynome Fa(s) und Pß(s) gebildet 
werden. Wir erhal ten: 

Pa(s) = Pß(s) = s, 

mithin haben die beiden Polynome einen gemeinsamen Teiler und deswegen 
müssen die Anfangsbedingungen der Aufgabe (31) in der allgemeinen Gestalt 
angegeben werden. 

Die Operatorenform von (31) ist 

, s ,,,, 7 1+h" , , dx(X, 0) , dx(X, 0) 
32 sx IX) + A"1 sx IX) = T — sh A H L д* \ >. 

V ' W V 1 + s2 9A 9A 
Als Anfangsbedingung schreiben wir 

9A 
u n d als Randbedingung 

x(0, t) = cos t 
vor . 

Aus (32) un te r Beachtung der Anfangsbedingung erhalten wir 

(33) x'(X) + h" x'(X) = shA ^1 + . 
1 -j- s2 

Eine part ikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung ist 
g 

,т0(А) ch A . 
1 + s 2 
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Die charakteristische Gleichung ist 

V + h" V — 0 , 

woraus V = 0 folgt. Sie ist ein Logarithmus. Die allgemeine Lösung von 
(33) is t 

xlX) = —i—chA + C. 
1 + s 2 

Unte r Benutzung der Randbedingung erhalten wir: 

® ( 0 ) = — + С = 
s 

I + s2 1 + s2 

das heisst 
С = О 

und 

Ж(Я, () — cos t ch Я . 

(Eingegangen: 2 August, 1962.) 
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О РЕСТРИКТИВНЫХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯХ В КОНЕЧНЫХ 
РАЗНОСТЯХ И В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ с постоянными 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Т. F É N Y E S 

Резюме 

Автор исследует проблему рестриктивного свойства линейных урав-
нений с постоянными коэффициентами являющихся одновременно урав-
нениями в конечных разностях и в частных производных, что имеет большое 
значение для решения таких уравнений при помощи операторного исчисле-
ния Минусинского. Он дает критерии, на основании которых можно и в 
частных производных (6) рестриктивным или нет и иллюстрирует получен-
ный результат на простых примерах. Автор приводит несколько дальней-
ших теорем, относящихся к некоторым другим операторным свойствами 
уравнения ( 6 ) . Они тесно связаны со статьей W L O K A [ 2 ] . 
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