
EINE INFORMATIONSTHEORETISCHE UNGLEICHUNG UND 
IHRE ANWENDUNG AUF DEN BEWEIS DER ERGODIZITÄT VON 

MARKOFFSCHEN KETTEN 

von 

I M R E C S I S Z Á R 

Einleitung 

Setzen wir voraus, daß durch einen gestörten Kanal irgendwelche Signale 
über t ragen werden, welche aus zwei verschiedenen Quellen s tammen dürfen. 
Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Signale der beiden Quellen seien 
verschieden. Nun ist es anschaulich klar, daß die Störungen während der 
Über t ragung die Verschiedenheit der Verteilungen nur vermindern können, 
also die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Ausgangssignale, welche Ein-
gangssignalen aus verschiedenen Quellen entsprechen, voneinander nur in 
kleinerem (genauer: nicht größerem) Maße abweichen können, als diejenigen 
der Eingangssignalen selbst. Satz 1 der vorliegenden Arbeit ist eine mathemati-
sche Wiedergabe dieser anschaulichen Aussage, indem er besagt, daß die 
/-Abweichung der Verteilungen der übertragenen Signale nicht zunehmen kann, 
wobei der Begriff der /-Abweichung — definiert durch (4) — die Information 
f ü r Diskrimination von K U L L B A C K und L E I B L E R [ 1 ] (relative Informat ion 
ers ter Ordnung; auch relative Entropie genannt) , die relative Informat ion 
beliebiger Ordnung a > 0 (vgl. [2]) sowie die gewöhnliche Variationsentfernung 
als Spezialfälle en thä l t . 

Die Bedingung dafür, daß die Über t ragung durcli den Kanal keine 
Verminderung der /-Abweichung bedeutet , wird als Ergänzung des Satzes 1 
angegeben. Im § 2 werden noch manche Folgerungen bzw. Spezialfälle des 
Satzes 1 dargestellt. Im § 3 bet rachten wir den Fall der kleinen Abweichungs-
verminderung (Stabilitätsfrage der Ungleichung, Satz 2), und die Verallgemei-
nerung der Ungleichung für nicht normierbare Maße (Satz 3). 

Als eine Anwendung wird ein rein informationstheoretischer Beweis 
der Ergodizität best immer Markoffschen Ke t t en dargestell t1 (§ 4). 

Herrn Professor Alfred Rényi möchte ich f ü r .seine wertvollen Bemer-
kungen meinen D a n k aussprechen. 

§ 1. Bezeichnungen und Hilfssätze 

In den folgenden wird f(u) immer eine f ü r 0 < и < -f- °° definier te 
stet ige und von un ten konvexe, sonst aber beliebige Funkt ion bedeuten. 

1 Der erste informationstheoretische Beweis fü r Ergodizität Markoffscher Ket ten 
s t a m m t von A . R É N Y I [ 2 ] . Dort brauchte man aber auch matrizentheoretische Über-
legungen, nämlich u m die Existenz einer stationären Verteilung zu beweisen. 

85 
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Es werden auch Ausdrücke der Fo rm/ (0 ) , 0 • / und 0 • / (0 < a < + oo) 

vorkommen; diese sind folgendermassen zu verstehen: 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

/(0) = l im/(») 
u-0 

0 • / = 0 

0 •/ lim e / 
e - + 0 

— a lim m (0 < a < + oo) 

Die Größen / (0) und 0 • / 
0 

können also auch gleich + 0 0 sein, — 1 

aber nicht, wegen der Konvexi tä t von / («) . 
Mit den Buchstaben P und Q werden wir Wahrscheinlichkeitsmaße 

auf einem meßbaren Raum (X, Sx) bezeichnen, mit Я ein u-endliches Maß, 
welches P und Q dominiert (also fü r welches P <S Я. Q <§ Я gilt; ein solches 
Maß ist z. В. P + Q). Wir werden uns mit Größen der Form 

(4) 

beschäft igen, wobei p(x) = 

jrf(P. Q) = J q(x)f 
X 

P(dx) 

p(x) 
q(x) 
Q(dx) 

Я (da 

die Я-Dichten von P und Q qix) = — k(dx) X{dx) 
bedeuten . (Die Radon-Nikodymschen Ableitungen sind so best immt, daß sie 
überal l — und n ich t nur fast überall — nichtnegativ und endlich sind.) Das 
In tegra ] in (4) ist immer sinnvoll, da wegen der Konvexi tä t von f(u) f ü r geeig-
ne te reelle Zahlen A und В f(u) А + Bu gelten muß, also kann die Funkt ion 

v 
von unten durch die Я-summierbare Funkt ion Ap -)- Bq abgeschätzt qf 

w ) 
P. Q) von der Wahl des dominieren-werden. Ferner ist der Wert der Grösse j r f 

den Maßes Я offenbar unabhängig. 
Die Größe gXfP. Q) wird der / - Abweichung der Wahrscheinlichkeits-

vertei lungen P und Q heissen, da sie als eine Verallgemeinerung verschiedener 
bekann ten Abweichungsmaßzahlen anzusehen ist. Die relative Information2 

(erster Ordnung) zweier Verteilungen P und Q i s t z. B. nichts anderes, als ihre 
и log и-Abweichung. Es gilt nämlich fü r f(u) = « l o g « 

( 5 ) z Ä o g Р Ф 

log -

q(x) 
P(dx) 

Kdx) = ( p(x)\ogЩщх) 
J q(x) 

X 
Q (dx) 

q(x) 

P {dx) falls P < t Q 

sonst 
IIP Q) 

2 Auch die Bezeichnungen »Information für Diskrimination«, »I-Divergenz«, 
»Informationsgewinn«, »verallgemeinerte Entropie« sind benutzt , vgl. z. В. [1], [2], 
LR, [4]. 
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Auch fü r a =f= 1 sind die Informationsgrössen I a ( P || Q) (relative Infor-
mation von Ordnung a, a > 0, s. [2], vgl. auch [5]) aus den Grössen J f f ( P, Q) 
herleitbar. Setzt man nämlich 

— ua fü r 0 < a < 1 
и" fü r а > 1 

(6) ш = 

so ergibt sich 
(7) j r / e (R . Q ) = sgn (а - 1) f p°(x) qi-(x) X(dx) = sgn ( а - 1) j r j f . Q ) 

x 
wobei P, Q ) = j pa(x)q1~a(x) X(dx) das Informationsintegral von Ordnung 

x 
a bedeutet (vgl. [5]), also gilt 

(8) / a ( P | i Q ) = _ L ^ l o g ^ a ( P . Q ) = - 1 — l o g | ^ a ( P , Q ) | I 
а — 1 а — 1 

d . h. stellt Ia(P Q ) eine monoton zunehmende Funkt ion von ß/fa(P. Q) dar . 
Die gewöhnliche Variat ionsentfernung3 zweierVerteilungen P und Q ist 

auch ein Spezialfall der / -Abweichung; setzt man nämlich / («) = | и — 1 |, 
so gilt offenbar 

jrf(P, Q)= ̂ q(x) | j | - 1 ! X(dx) = J|p(x) - q(x)I X(dx) = |P - Q[ (X). 
X X 

Es soll allerdings betont sein, daß die „ / -Abweichung" zweier Verteilun-
gen — für allgemeines / — auch negativ sein kann . Es gilt aber allgemein 
— s. (35) — 

so daß durch Addieren einer Kons tan te die / -Abweichung immer zu einer 
annehmbaren — obwohl im allgemeinen keiner symmetrischen — Verschieden-
heitsmaßzahl gemacht werden kann . 

Bemerkung. Die relative Information I a ( P Q) ist bekanntlich gleich 
d e m Supremum der relativen Informationen bezüglich aller endlichen Unter-
algebren von S x , also gilt die Beziehung IJP Q) = s u p / а ( Р д | Q A ) , wobei 

ac sx 
P A bzw. Q A die Einschränkung von P bzw. Q auf die endliche Algebra A 
bedeute t (für а = 1 siehe [3], [4]; für beliebiges а > 0 vgl. [5]). Inderse lben 
Weise kann gezeigt werden, daß diese Beziehung auch für J f ß P. Q) bei 
beliebigem konvexem f(u) gült ig ist. 

In den folgenden werden wir die Jensensche Ungleichung of t benützen 
und zwar in der folgenden Fo rm: 

Hilfssatz 1. Ist p ein beliebiges Wakrscheinlichkeitsmaß auf den Boreischen 
AI engen der Halbgerade [0, +°°) mit | и p(du) < + 00, so gilt für jedes konvexe 

f ( u ) b 
(9) j f ( u ) p ( d u ) ^ f ( j u p ( d u ) ) . 

3 Unter der Variationsentfernung zweier Wahrscheinliehkcitsmaße w i r d j d i e 
Totalvariation ihrer Differenz auf dem ganzen Definitionsbereich der beiden Maße, also 

falls P und Q auf (X,Sx) def inier te Wahrscheinlichkeitsmaße sind — die Grösse 
I P — Q j (X) = j-1 p(x) — q(x)\X(àx) verstanden. 

X 
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Ist die Funktion f(u) streng konvex, enthält also ihr Graph keine gerade Strecke, 
so ist für die Gleichheit in (9) notwendig und hinreichend, daß das Maß p auf 
den einzigen Punkt u0 = l up(du) konzentriert ist. 

6 
Wir brauchen auch den folgenden Hilfssatz über die Stabi l i tä t der 

Jensenschen Ungleichung: 

Hilfssatz 2. Ist die Funktion f(u) in der ey-Umgebung von u0 = \ и p(du) 
о 

zweimal differenzierbar, und gilt, hier f"(u) + r > 0, so folgt aus 
|"/(m) fi(du) — / j up(du) r < — ei e 

2 

die Ungleichung p{[u0— ev u0 + ej) >1 — e2. 
Hilfssatz 2 ist ein Spezialfall des Lemmas in [5], § 2, und ergibt sich daraus, 

indem man X = [0, -+- g(u) = и, А = u0, Öl = 0, Ö2 = [ f(u) p(du) — 
~ о — f( \ и p{du)), а = г setzt, 
ri 

Hilfssatz 3. Es gilt für jedes p0 ^ 0, p1 ^ 0, q ^ 0 

(10) 0 •/ 
Po 

+ qf f ^qf Po + Pl 
0 q q 

mit Gleichheit nur im Falle p0 = 0 oder q = 0. Ist ferner f(u) in der ex-U mgebung 
J) "I- J) 

von и о = —1 (q > 0) zweimal differenzierbar und gilt hier flu) ^ т > 0, 
so folgt aus 
11) 0 •/ Po + qf ÍPi -qf 

[Po + Pl 

U q q 
<—e\e2q 

2 
(«2 < 1) 

j j 

die Ungleichung —0 ̂  ev 
Beweis. Für q = 0 ist (10) eine unmit te lbare Folge von (2), (3). Für 

q > 0 folgt (10) aus (9), indem man das Maß p durch p 
q + £ 

i f i q = —q—— definier t (e > 0), und dann e gegen 0 streben läßt . I)ie 

zweite Behauptung folgt ähnlicherweise aus Hilfssatz 2, man soll bloß bemerken, 
daß aus (11) für beliebige Kons tan te К 

f 
q + e 

(Po 
I e - e - f 

Po + Pi 
q + e s — («i -

folgt, falls nur e > 0 genügend klein ist, was nach Hilfssatz 2 die Ungleichung4 

Falls nur К so gewählt ist, daß die (et — A'e)-Umgebung von ^ 0 ein Teil-

intervall der e,-Umgobung von U + f p L darstellt , wofür z .B. К 
Wahl ist. 

q + e p„ + p, . 
———Li eine geeignete 
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Po + Pi {е1-Ке)Л1 ± ^ + ( e i - K e ) 
q + s 

pi gend kleines e > 0, — € 
q 

q + £ 

Po + P 

> 1 — e2 und daher , f ü r genü-

q + e 
I _ (ex _ ks Po + P , 

q + e (4 - Ks) mit sich 

bringt, woraus mit dem Grenzübergang 0 w i r k l i c h — < £, fogt . 
q ~ 

§ 2. Das Abnehmen der f-Abweichung, wenn ein Übertragungskanal 
benutzt wird 

Fassen wir den meßbaren R a u m (X, Sx) dem R a u m der Eingangssignale 
eines Über t ragungskanals auf. Der Ausgangsraum sei mit (F, S Y ) bezeichnet, 
und die Übergangsfunkt ion mit v(B | x). Also sei v(B \x) für jedes fes te x € X 
ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf ( F , sy) und für jedes feste в € sy eine 8x-
meßbare Funktion von x. 

Sind P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf (X, S x ) , die Wahr-
scheinlichkeitsmaße P und Q auf ( F , S Y ) werden durch 

(12) P(B) = \v(B\x) P{dx), Q(B) = $v(B\x) Q[dx) 
X X 

definier t . P bzw. Q stellt offenbar die Wahrscheinlichkeitsverteilung der 
Ausgangssignale dar , wenn die Vertei lung der Eingangssignale P bzw. Q ist. 

Es ist anschaulich klar, daß die Störungen (»Geräusch«) während der 
Über t ragung in Richtung der Verminderung der Verschiedenheit der Verteilun -
gen von Signalen aus verschiedenen Quellen wirken, mit anderen Worten, 
daß das Geräusch einen Verlust an aus den Signalen für Best immung ihrer 
Quelle erhältlichen Information verursacht . 

Man erwartet also die Gültigkeit der Ungleichung 

(13) jr f(P, Q ) ^ j r s (P Q) 

die wir in diesem Paragraphen beweisen wollen. Man bemerke, daß Ungleichung 
(13) im Fal le/(м) = и log и auch in engerem Sinne einen Informationsverlust 
ausdrückt , da J ^ u , o g u (P . Q) = 7 ( P | | Q ) als die Maßzahl der fü r Unterschei-
dung der Verteilungen P und Q erhältl ichen Informat ion gilt [1]. 

Schicken wir noch manche Bezeichnungen voraus. Die Maße P und P bzw. 
Q und Q lassen sich als die Projekt ionen auf (X, S x ) und (F, S Y ) von Maßen 
P* bzw. Q * auf dem Produk t raum (XxY, SxxSY) auffassen, wobei P* 
bzw. Q * fü r Mengen der Form ах в (a £ sx, в £ sy) durch 

(14) P*(AxB) = \v{B\x)P(dx), Q*(AxB) = \v(B\x) Q(dx) 
À À 

und f ü r das ganze Sx X SY in der gewöhnlichen Weise durch Erwei te rung 
def inier t sind. 

Wählen wir ein er-endliches Maß A* auf ( X x Y, SxxSY) mi t P* <i Я*, 
Q Я* derart , daß auch seine Projekt ionen auf (X, Sx) und (Y,SY) <T-endlich 
sind (Я* = P* -(- Q * ist z. B. geeignet); diese Projekt ionen dominieren offenbar 



92 CSISZÁR 

Р und Q bzw. P u n d Q, also dür fen sie als A bzw. 7 gewählt werden. In den 
folgenden werden p(x) und q(x) bzw. p(y) und q(y) die Dichten (also Radon-
Nikodymsche Ableitungen, bes t immt als überall — und nicht nur fast überall 
— nichtnegative u n d endliche Funktionen) von P und Q bzw. P und Q 
bezüglich dieses A bzw. A bezeichnen. 

Nun beweisen wir die Ungleichung (13) u n d zeigen, daß die Gleichheit 
( f ü r streng konvexes f(u) mit <j?G(P. Q) < + °°) dann und nur dann besteht, 

v(x) vív) 
wenn die Likelihood-Quotienen ——• und mi t Q*-Wahrscheinlichkeit 1 

?(*) q{y) 
gleich sind. 

Satz 1. Es gilt für eine beliebiqe konvexe Funktion f(ü) (0 < и < -f 
und beliebiqe Wahrscheinlichkeitsmaße P und Q auf (X, Sx) 
(Iß) ^ ( P . Q ) ^ ^ ( P . Q ) . 

Ergänzung. Ist ferner die Funktion f(u) streng konvex (enthält also ihr 
G r a p h keine ge rade Strecke), so ist für die Gleichheit in der obiqen Unqleichunq 
notwendig und hinreichend, daß entweder JfßP, Q) = + 00 oder 
( i s ) | Q * j 

d. h. 

(16) 

gilt.5 
у • 

q(x) ?(?/) 

p(y) =p(x) 
q{y) <t(x) 

= 1 I Q 

Beweis. Man darf CXßP. Q ) < + °° voraussetzen, da fü r JTßP, Q) = 
+ °° nichts zu beweisen ist. 

Um das Wesen des Beweises besser hervorzuheben, f ü h r e n wir ihn 
zunächs t im Spezialfall P Q durch. Aus P Q folgt offenbar auch P* 

P(dx) 
Q * so daß m a n A* = Q * wählen darf; d a n n gilt p(x) =—-—— , p[y) = 

Q (dx) 
Q(dy) 

Betrachte m a n nun die Wahrscheinlichkeitsalgebra ( X x Y, SxxSY, Q*) 
u n d die auf ihr def inier ten Zufallsveränderlichen 

Ç(x, y) = p(x) 
y{x,y) = p(y) . 

Wir zeigen, daß y = p(y) gleich dem bedingten Erwartungswert von 
f = p(x) bei gegebenem y, oder, genauer gesagt, 

(17) y = E (t\S'y) 
ist , wobei die cr-Algebra Sy с SxxSY durch S'Y = ( X x В : Be NK} definiert 

5 Bezeichnungen wie [Q*], | Q ] u. s. w. bedeuten: fast überall bezüglich des 
Maßes ©*. Q. u. s. w. 



EINE INFORMATION,'^THEORETISCHE UNGLEICHUNG 9 1 

ist. In der Tat ist rj offenbar A / m e ß b a r , ferner gilt für jede Menge aus sy 
d. h. f ü r jede Menge der Form XxB ( В € SY) 

j ÇQ*(dx, dy) = J p(x) Q*{dx,dy) = j" p{x) v{B\x) Q{dx) = 
XxB XxB X 

= J' v(B\x) P(dx) = P(B) = j-p(y) Q(dy) = j' p(y) Q*(dx,dy) = 
X В XxB 

= j í?Q*(dx,dy), 
XxB 

wodurch (17) bewiesen ist. 

Da aus der Konvexi tä t von f(u) bekanntlicherweise 

(18) E(f(ti)\S'Y)^f(E(Ç\S'Y)) [Q*J 

folgt, (vgl. (29)), e rhä l t man auf Grund von (17) 

^ ( P . Q ) = E(/(!)) = E ( E ( / ( f ) | ^ ) ) ^ 

^ E(f(E(Ç\S'Y))) = E(/(,)) = J T / P , Q ) , 
also (13). Für die Gleichheit ist notwendig und hinreichend, daß in (18) Q*-f. ii. 
die Gleichheit besteht, was aber f ü r eine streng konvexe Funkt ion f(u) dann 
und nur dann zu t r i f f t , wenn — vgl. (32) — 

f = E( f | s'y) = ti (Q*J 

also (15) gilt, w. z. b. w. 

Es sei bemerkt, daß für Funkt ionen f(u) mi t lim = -f oo die Vor-
u — - и 

aussetzung P Q keine Beschränkung der Allgemeinheit bedeutet , da sonst 
R f / P . Q ) = -f oo wäre. Im allgemeinen Falle k a n n jedoch die /-Abweichung 
zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch dann endlich sein, wenn P << Q 
nicht gilt . In diesem Falle können wir folgendermaßen vorgehen: man setze 

(19) Xa = {x : q(x) = 0} , Y(t = {y : q(y) = 0} 

und zerlege das Maß P als P = P„ + P t, 

P0(B) = P*(X0X B) = J r ( B | s ) P(dx) 
x„ 

(20) 
PX(B) = P*((X - X0) xB) = J v(B \x) P(dx) . 

X- xt 

Dementsprechend setzen wir 

(2D = pAy) = * j ^ - (Ш+Ыу)=р{у)), 
X{dy) X(dy) 
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fü r 

Be t rach te man wieder die Wahrscheinlichkeitsalgebra ( X x Y , SxxSY, Q*) 
u n d definiere die Zufallsveränderl iche | = | (x, y) durch 

píxY 
(22) f (as, y) = q(x) 

0 f ü r х £ Х 0 . 
E s wird zweckmäßig sein, die bed ing te Verteilung (im schwachen Sinne) von 
I bei gegebenem y, d. h. bezüglich der a-Algebra S'Y = {X X В : В £ SY} 
einzuführen. Diese bedingte Ver te i lung ist — vgl. [6], S. 29 — eine Schar von 
Wahrscheinl ichkei tsmaßen Q„( • | x, y) ({x, у) £ X x Y) auf den Boreischen 
Mengen der Zahlengerade, wobei Q0{M \ x,y) f ü r jede Boreische Menge M 
eine iS"y-meßbare Funkt ion von (x, y) darstel l t — man kann also Q 0 ( • | y) 
s t a t t Q 0 ( • I x, y) schreiben — so daß für jede Boreische Menge M 

(23) = 

u n d fü r jede Bairesche Funkt ion f(u) mit E( | / (£) | ) < + 0 0 

(24) E(№\S'y)= $f(u) Q„(du\y) 
g i l t 6 (mit Wahrscheinlichkeit 1, d . h. Q*-fast überal l ; man k a n n s t a t t dessen 
a u c h Q f. ü. sagen, da es sich u m bloß von y abhängenden (x, y) -Funkt ionen 
hande l t ) . 

Nun beweisen wir die Rela t ion 

(25) E(f|A) = uQ0(du\y) = Px(y) 
g(y) Q | . 

Die Zufallsveränderliche 
Pliy) 

q(y) 

о 

für 

fü r y t y , 

i s t offenbar «S^-meßbar, ferner gil t wegen (22), (14) und (20) f ü r jede Menge 
a u s S'y, d. h. f ü r jede Menge der Form Хх В (B £ SY) 

[ К*, У) <3t*{dx,dy) = P(x) 
q(x) Q *(dx, dy) = 

x-x, 
(26) 

(X -X„)x В 

= J v(B\x) P (dx) = P\(B) = PfB - F0) = ^ 
X-X, B-Y. 

Pi(y) í r](x,y)Q.*(dx,dy). 

q(x) v(B\x) Q(dx) = 

* Ш Q{dy) = 
q(y) 

- J 
Xx(B Y„) 

q(y) 
Q *(dx,dy)--

6 In (24) wurde darum nur J s ta t t f geschrieben, weil die Funkt ion | nach 
0 

ihrer Definition nichtnegativ ist. 
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Hier folgt die Gleichheit p\(b) = P, [b—y 0) daraus, daß wegen (19) 

J v(Y0\x)q(x)X(dx) = J v( Y0\x) Q[dx) = Q( F0) = 0 , 
x-x» x 

also r (F n I x) = 0 A-f. ü. auf X — Xlt gilt, woraus man 

(27) Pi(Y)= j" v(Y0\x)P(dx) = 0 
x~x0 

erhäl t . Da aus (26) E (f | s'y) = y (x, y) (Q*-f. ü., also Q-f . ü.) folgt, ist (25) 
bewiesen. 

Nun gilt 

J q{x) J 
(28) 

p{x) 
q(x)) X(dx) = 

E(/(f)) + P ( Z „ ) l i m ^ 
11—>00 tt 

wobei, wegen (24), (9) und (25) 

E(/(f)) = E(E(/(!) I S'y)) = E | J>(«) Q0(du\y) > E J uQn(du\y) 
(29) 

E / / 'y) = [ q ( y ) i ^ \ k d y ) j q{y) J 

gilt . (Die letzte_ Gleichheit folgt daraus, daß auf F„ wegen (27) auch px(y) 
verschwindet [A].) 

Ferner gilt nach (14), (20) und (3) 

P(A0) l i m ^ = P * ( 2 r o x F ) l i m ^ = 
U-+00 vs II >oo и 

(30) P0( Y ) lim M 
и ( 0 , ро(у) X{dy). 

Aus (28), (29) und (30) folgt — Gebrauch machend auch von Hilfssatz 
3 und (21) — 

J$ (P , Q ) è j q(y)f 
Y 

Pi(y) 

q[y) 
Kdy) j ' o . Poiy) 

0 
kdy) ^ 

;3i) ^ \ m t 

y 

wodurch Satz 1 bewiesen ist. 

Ро(У) + Pi(y) I 

q(y) 
l(dy) = jr}(P, Q) 
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U m auch die Ergänzung zu verifizieren, bemerken wir, daß man in (31) 
nach dem obigen Beweis dann und n u r dann an beiden Stellen die Gleichheit 
s t a t tha t (vorausgesetzt «_^(P, Q) < + wenn 

(32) \ f(u)Q0(du\y)=f{ \uQ0(du\y)) 
ö ö 

und 

(33) 0 •/ Poly) 
0 + m t 

P i(y) 

i l y ) 
= m t 

| Q ] 

Paly) + Pi(y) 

gilt. F ü r ein streng konvexes/(w) bes teh t (32) 
genau im Falle 

was nach (23) mit 

(15') 

gleichbedeutend ist. 

\ M H Y 

1 i l y ) J ' 
= l 

i l y ) 

nach Hilfssatz 1 und (25) 

[ Ö ] , 

[A] 

P(x) = Pi(y) 

q(x) ily) 

Ferne r ist (33) nach Hilfssatz 3 mit pfy) q(y) 

(34) p0(y) = 0 

IQ*] 

О [A] also mi t 

I Q ] 

äquivalent . 
Aus (15') und (34) folgt bereits (15). Gilt umgekehrt (15), so ist |(x, y) 

f)(y) 
bei fast jedem y mit (bedingter) Wahrscheinlichkeit 1 gleich —, also sind 

fast alle Maße Q 0( • | y) auf die P u n k t e ply)  

i l y ) 

ily) 

konzentriert . Daraus folgt aber 

(32) und auch ^ ^ = ^fÛ [ Q]; a i s o a u c h p(y) =p1(y) [ Q ] . Letztere Gleichung 
ily) i l y ) 

ist aber mi t (34) gleichbedeutend, woraus (33) folgt. 
D a m i t ist auch die Ergänzung vollständig bewiesen, da (15) und (16) 

offenbar äquivalent sind. 
W ä h l t man alle Maße v( • \ x) miteinander gleich, so ergibt sich aus dem 

bewiesenen Satz die Ungleichung 

(35) ,7s(p. Q ) è / ( l ) 

mit der Gleichheit — f ü r streng k o n v e x e s / — genau im Falle P = Q Dies läßt 
sich selbstverständlich auch direkt leicht verifizieren. 

Es seien noch einige interessantere und weniger triviale Folgerungen 
des Satzes 1 erwähnt. Die anschauliche Deutung der folgenden Aussagen 
ist klar . 

Folgerung 1. Haben die Maße v( • I x) die Eigenschaft, daß r( • | xr) und v( • I x2) für keine xx € X und хг € X zueinander orthogonal sind (diese 
Bedingung bedeutet, d a ß fü r den Kana l (X, Y, v( • | x)) (kein Code — wohlauch 
der Länge 2 — mit Fehlerwahrscheinlichkeit 0 existiert), so gilt die Gleichheit 
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,7S(P. Q) = ,Jf(P. Q) für eine streng konvexe Funktion f(u) mit ,7f(P. Q ) < 
< -f oo nur im Falle P = Q 

In der Ta t hat im Falle der Gleichheit die Menge 

'-MI.&-«}!-)-! 
nach (16) das Q-Maß 1. Wegen der vorausgesetzten Nichtorthogonali tät d e r 
Maße v( • I ж) gilt für jedes x{) € X', x € X 

ШУ) Ч(Уо) 
> О, 

<n(x\ viX ) 
woraus und aus (36) für x € X' = folgt. Dies bedeutet wegen 

q(x) q(x0) 
Q(X') = 1 und (15), daß 

pw = p i f f ) = ( j : Q * j 
я(х) q(y) 

d. h. 
(37) p(x) = Cq(x) [ Q ] , p(y) = Cq(y) [ Q ] 

gilt, woraus durch Integrieren 

P(X - X0) = CQ(X - X0) = C, P(Y - Y0) = CQ(Y — Y0) = С 
folgt. Hieraus erhäl t man wegen (27) und (20) 

Pi(Y- Y0)=¥1(Y) = P(X-X0) = C, 
also 

С = P( F — F0) = P0(Y — F0) + P l ( T - F 0 ) = [ r ( F — F 0 j x) P(dx) + С , 
x. 

d. h. 

(38) j H F — F01 x) P(dx) = 0 . 
x. 

Da aber wegen [ r ( F 0 | x) Q (dx) = Q ( F U ) = 0 Q-f . ü. r ( F 0 | x) = g i l t , 
x 

kann die Größe v(Y—F0 \x) — wegen der vorausgesetzten Nichtorthogo-
nal i tä t der Maße v( • | x) — fü r kein x € X verschwinden, so daß (38) m i t 
P(X0) = 0 äquivalent ist. Dies bedeutet, daß die erste Gleichung in (37) auch 
A-f. ii. besteht, ferner daß С — P( V — Xa) — 1 ist. Mit dem erhaltenen Relation 

p(x) = q(x) [A] 
ist Folgerung 1 bewiesen. 

Folgerung 2. Läßt sich Y in der Form 
Y= U Bx (Bx € Sy, BXi П ВХг = 0 für ххфх2) 

xgX 
mit v(Bx I x) — 1 darstellen (diese Bedingung bedeutet , daß (X, Y, v( • | x))> 
einen Kanal ohne Verlust darstel l t , also daß die Eingangssignale auf Grund. 
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<ler empfangenen Signale eindeutig bes t immbar sind), so gilt f P, Q ) = 
= <Wj{ P, Q) für je zwei Wahrscheinlichkeitsmaße P und Q 

Wähle man nämlich Я* = P* + Q * ; dann ist Я = P + Q . Я = P + Q. 
also gilt f ü r beliebiges В € S Y 

1(B) = v(B j x) X(dx) = j' v(B Ç\Bx\x) X(dx). 
X X 

Man verif iz ier t dann leicht, d a ß man fü r p(y) und q(y) p(y) = p(r(y)), q(y) — 
— Я(Г(У)) wählen kann, wobei r(y) du rch r(y) = x fü r у € Bx def inier t ist. 
Daraus fo lgt f ü r q(x) > 0 

Ш=Щ\х ^v(Bx\x)=l 
q(y) я(х)\ 

w. z. b. w. 
Folgerung 3. Sind alle Maße v( • | x) auf je einen Punkt Tx konzentriert 

—haben wir also einen Kanal ohne Geräusch, oder, was dasselbe ist, eine meßbare 
Transformation T von (X, Sx) in (Y, SY) —so ergibt Satz 1 die Ungleichung 
,J}{P Q) > ,yf(PT QT !), wobei für die Gleichheit notwendig und hin-
reichend ist (bei streng konvexem f(u) und endlichem JCfPT Q 7' 1 ) ), daß 

uicc] uíi/} 
die Likelihood-Quotienten — - und Q-f .ü. übereinstimmen. Letztere 

g(x) ^ q(y) 
Bedingung ist äquivalent mit der Existenz einer meßbaren Funkt ion 
r(x) mit 

p(x)=p(Tx)r(z), q(x) = q(Tx)r(x) [Я], 
was bedeute t , daß T eine erschöpfende Schätzfunktion bezüglich der Maße P und Q 
darstellt. I m Spezialfall f(u) = и log и e rhal ten wir also den wohlbekannten 
Satz von K U L L B A C K und L E I B L E R [1] (vgl. auch [3]). 

Folgerung 4. Es sei FaSx eine a-Algebra von Teilmengen von X; be-
trachte m a n die Abbildung T von (X, Sx) auf ( X F) def inier t durch Tx = x. 
Dann ist of fenbar ?T~X = PF, QT l = Q F , wobei P F bzw. Q F die Ein-
schränkung von P bzw. Q auf F bezeichnet. Folgerung 3 ergibt also die 
Ungleichung 
(13') Q F ) 

wobei die Gleichheit (bei s t reng konvexem / und endlichem , X ( P F , QF)) dann 
und nur dann besteht, wenn F eine erschöpfende a- Algebra bezüglich der beiden 
Wahrscheinlichkeitsmaßen P und Q darstellt.1 

Es sei noch bemerkt, daß auch umgekehrt , die Folgerung 4 den Satz 1 
selbst zu Folge hat 

Nämlich verifiziert man leicht, d a ß die /-Abweichung von P* und Q* 
immer gleich der /-Abweichung von P und О ist, ferner daß P und Q als die 
Einschränkungen von P* und Q * auf S'Y anzusehen sind (vgl. den Beweis 
von Satz 1). Wendet man also (13') a n s t a t t X, Sx, P, Q und F auf XxY, 
SxxSY, P*, Q* und S'Y an, so ergibt sich ,7f(P. Q ) = ,7f(P*. Q*) ^ 

P- Q ) , also (13). 

7 Die erhaltene Behauptung ist für f(u) = и log и wohlbekannt, und wird gewöhn-
lieh in einer dem Beweis des Satzes 1 im wesentlichen ähnlichen Weise bewiesen (vgl. 
z. B. [3] oder auch [7]), wobei eine Vereinfachung bedeutet, daß man sich auf den Fall 
P Q beschränken darf. 
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§ 3. Die Stabilitätsfrage der Ungleichung «J?Q(P, Q) ^ ZXS(P- Q) und die 
Verallgemeinerung der Ungleichung für nicht normierbare Maße 

Im vorigen Paragraphen wurde die Ungleichung 

(13) jt}(p. Q) ^ j r / p . Q) 

bewiesen, sowie die Bedingung der Gleichheit betrachtet. Nun wenden wir 
uns dem Problem zu, ob was sich über die Maße P und Q behaupten läßt, 
wenn in (13) nur annäherungsweise die Gleichheit besteht, also — mit anschau-
lichem Ausdruck — wenn die Übert ragung die Abweichung der Verteilungen 
der Signale der beiden Quellen nur wenig vermindert . Diese Frage ist nicht 
nur an sich interessant, sondern auch für die Anwendungen (vgl. § 4) wichtig. 

Satz 2. Ist die konvexe Funktion f(u) (0 <w< + zweimal differenzier-
bar und gilt 
(39) inf f"(u) > 0 

0<u<b 
für jedes 0 < 

so kann zu jedem у mit 0 < « < l eine n ur von f und у abhängende positive Zahl 
b derart angegeben werden, daß für beliebiges 0 < e < — und für zwei beliebige 

у 
Wahrscheinlichkeitsmaße P, Q auf (X, Sx) mit endlichem jrf{ P, Q) und 

J f { p . Q ) — Z Z f ( p , Q ) < be2 

p(x) p(y) 

(40) 
die Abschätzung 
(41) Q * | (X,y) : {AZL-^LL ^ fil 

l qß) Q(y) ) 
gilt. 

Bemerkung. Satz 2 bedeutet, daß sich die Abweichung der Verteilungen 
nur in demfalle in kleinem Maße vermindert, wenn die Likelihood-Quotienten 
P(x) 
q(x) und p(y)  

ш 
mit großer Q*-Wahrscheinlichkeit fast übereinstimmen. 

Beweis. Wir benützen dieselbe Bezeichnungen wie im Beweis des Satzes 1. 
Man setze т=т (к ) = inf /"(«•); dann ist nach Voraussetzung r > 0 . 

5 0 < u < -

Bezeichnen wir mit N0, Nv N2 die folgenden Mengen aus SY 

(42) 

(43) Nx = 

(44) 

V 0 = у : J и Q 0 ( d u I у) ф 

о 

j'/(») Q„(du\y)-f 

P i ( ? / ) 1 

m \ 

ту и Q „(du j y) ^ — e2 
I 16 у : 

Po(y)\ 
0 ] 

N.. 

+ m t 

0 

'Pi(y) 
ш 

,p(y) 
q(y) 

-q(y)f р(у)I 

oder 

q(y) ) 
> — e-q(y) 

16 

7 A Matematikai Kutató Intézet, Közleményei VIII. А/1—2. 
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Dann gilt nach (25) 

(45) Q ( N 0 ) = 0 ; 

nach dem Beweis von Satz 1 — vgl. (29) und (31) — folgt aus (40) 

TX 
Q(2V,) • - e 2 á JTßP. Q) - JTßP, Q ) < de2 

16 

also 

(46) 

ferner folgt aus (44) 

Q(NX) < 
16Ő 

(47) Q [Nt) = j Ш l(dy) й У- j Pi(y) Шу) = * P,(N2) < j 

Nun besteht f ü r у (£ N0 U Nl U AU erstens 

f(u) Q„(du у)-f j uQßdu у) 
T 

< — 9 
e 2 x 

wobei in der -Umgebung von | u Q 
q(y) 

> r gilt, woraus 

(48) Q„ 

man nach Hilfssatz 2 

iPi(y) _ ± Pi(y) i 
q(y) 2 q(y) 2 

erhält, und zweitens 

шу) 

2 : 1 - - (у(£ATu U N1 U N2) 

0 • / 
0 

? ( y ) / 
. î (y l ) 

<z(y)/ 
î(y) 

T £ 
о - X 

< — — • — 

9 2 9 

1 • • , £ TT т. 2?о(У) + 2>i(y) p(y) T»/ 1 4 4-
woboi in d e r — U m g e b u n g von - — — f (м) > т gilt, woraus 

2 g(y) q(y) 
sich nach Hilfssatz 3 

(49) Po(y) < £ 

q(y) 2 
( y № и Ar! U n2) 

ergibt. Aus (48) und (49) folgt — vgl. (23) —, d a ß für у $ A r
0U ВД-Ю, 

mit Wahrscheinlichkeit 1 (also Q- f . ii.) 

Q " I P(r) p(y) 
! <7(z) q(y) 

= £ Ü'Y 
x 

9 

silt. 
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Daraus erhäl t man, mit Rücksicht auf (45), (46) und (47) 

( 5 0 ) Q* (Я,у): рМ-Ж 
?(*) q(y) 

> l — i — 16 <5 
rx 

Wählt man nun z. B. b = — , so folgt aus (50) die Abschätzung (41) 

wodurch Satz 2 bewiesen ist. 
Bemerkung. Dem obigen Beweis liegt die folgende Behauptung zugrunde: 

Für jede Funktion f mit der Eigenschaft (39) kann man zu jedem 0 < x < 1 
eine nur von f und x abhängende positive Zahl b derart angeben, daß für jede 
Zufallsvariable £ (mit endlichem Erwartungswert) und jede a-Algebra .5r, с -F 
(wobei (Q, У, P) diejenige Wahrscheinlichkeitsalgebra bezeichnet, auf welcher 
£ definiert ist) aus 

E(/(£)) - Е( / (Е(£Ы))) < 

P ( i f - E ( f e ) ^ 1 - х 

(40') 

die Relation 
(41') 

folgt. 
Der Beweis dieser Aussage ist im wesentlichen in demselben des Satzes 2 

enthalten. Auf diese Tatsache hat mich Herr Professor A. R É N Y I aufmerksam 
gemacht, und auch darauf, daß sich die obige Behauptung im Spezialfall 
f"(u) т > 0 (0 < и < + oo) auch folgendermaßen beweisen läßt: 

Nach der Taylorschen Formel gilt 

/(£) - / ( Е ( £ [ Ы ) = /'(E(£! Ы ) (£ - E ( £ | ^ ) ) + 

+ - / " ( E ( £ | . 7 j ) + Щ - Е ( £ | Ы ) ) (£ - E ( £ | Ы ) 2 ^ 

^ / ' (E(f (£ - Е ( £ [ Ы ) + I (£ - Е ( £ | Ы ) 2 . 

woraus 

und daraus 
E ( / ( £ ) ) - E ( / ( E ( £ | ^ ) ) ) è - ^ E ( ( £ - Е ( £ | Ы ) 2 ) 

folgt. Dies bedeutet , daß (40') die Ungleichung 

Е ( ( £ - Е ( £ | Ы ) 2 ) ^ 
2óe2 

zu Folge hat , woraus sich nach der Tschebyscheffschen Ungleichung 

2 b 

also ( 4 1 ' ) — w e n n man ô = — x wählt — ergibt . 
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Es sei bemerkt, d a ß wenn s ta t t (39) schwächer nur 

(39') inf f"(u) > 0 für jede 0 < a < 6 < + o o 
a<u<b 

vorausgesetzt wird, so braucht die Behauptung des Satzes 2 nicht mehr 
gültig zu bleiben. Dies ist bereits der Fall f ü r die Funkt ionen fa(u) = и" (a > 2) 
— die nur (39') erfüllen, (39) aber nicht — wie es der folgende Beispiel zeigt. 

Beispiel. Betrachten wir einen Übertragungskanal mit je drei Eingangs-
und Ausgangssignale und mit dem Übergangswahrscheinlichkeit-Matrix 

1 

0 

0 

Mit anderen Worten , X bzw. Y bestehe aus je drei Punkten, die mit 
0, 1, 2 bezeichnet werden können. S x u n d S Y besteben aus allen Teilmengen 
von X bzw. Y und v( • I x) sei durch 

0 0 

1 1 

2 2 

1 1 

2 2 

(51) 
r(010) = 1, r ( l | 0 ) = r(2|0) = 0 , r (0 | l ) = v ( 0 | 2 ) — 0 , 

J»(l|l) = r ( 2 | l ) = r ( l |2) = v(212) = — 

definiert. Die Wahrscheinlichkeitsmaße P und Q auf (X, S x ) seien durch 

(52) 
P(0) = l - 2 £ l , P(l) = e 1 + eai P(2) e2, 

Q(0) = 2 c j , Q ( l ) = Q(2) = — e1 

angegeben, wobei e2 ex 1 vorausgesetzt wird. Dann gilt nach (51) und (52) 

(53) P(0) = 1 — 2e t, P ( l ) = P ( 2 ) = e 1 > Q(0) = 2e l f Q ( 1 ) = Q(2) = - -

also 

7 f j p q ) = f j p . q ) = ( 2 s l f ° ( l - 2e+ 

Л — а 

1—о 

(«1 + £
2 г 

1 
£ 

2 

J T j j f . Q ) = t y a ( P . Q ) = ( 2 £ 1 ) 1 - « ( l 

das heißt 

— £•, 

f f a ( P . Q ) - f f a ( P . Q 
2 

2a—1 e" a(a — 1) 
F.-, 

[(«i + «г)" + ( e i — e2)° — 2 e ï ] 

2wa(a — 1 ) e°~2 e\ . 
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Ist nun a > 2 und ist b eine beliebig kleine positive Zahl, so folgt aus (54) 
— indem man die positive Zahl ex so wählt, daß 2a~~1a(a— l)e"~2 <<C б gulte, 
und e = e2 setzt — daß zu beliebig kleinem Ô > 0 ein beliebig kleines £ > 0 
und zwei Maße P u n d Q mit ,_J f JP . Q) —<jT / a(P. Q) < Öe2 derar t angegeben 

werden können, d a ß die Menge у) 
P(x) 

q(x) 
p(y) 
q(y) 

<. e nicht nur keine 

Menge von Q*-Maß nahe zu Eins, sondern — da sie nach (52) und (53) aus 
dem einzigen P u n k t (0, 0) besteht — gerade eine Menge von beliebig kleinem 
Q*-Maß darstell t . 

Obwohl — wie eben gezeigt wurde — aus der Voraussetzung (39') die 
Behauptung des Satzes 2 nicht folgt, eine schwächere Behauptung kann auch 
auf Grund von (39') bewiesen werden. Es gilt nämlich der folgende 

Satz 2'. Ist die konvexe Funktion f(u) (0 < и < + 00 ) zweimal differenzier-
bar und gilt 
(39) inf f"(u) > 0 für jede 0 < а < 5 < + o°, 

a<u<b so kann zu jedem x mit 0 < « < 1 und e' > 0 eine von /, « und e' abhängende 
positive Zahl F derart angegeben werden, daß aus dem Erfülltsein von 
(55) jr}(9. Q) -jrf(P. Q) < &' (Jf{(P, Q) < + 
die Ungleichung 
(56) 

folgt. 
Beweis. Man kann das im Beweis von Satz 2 benütz te Verfahren anwen-

den. Es seien b und e (vorläufig) beliebige positive Zahlen und setzen wir 
voraus, daß (40) gült ig ist. Wir setzen 

T= inf f"(u), 

Q * j(x, y) : P(x) p(y) 
И ^ 1 — X j(x, y) : 

q(x) q(y) ÍJ 

sonst werden die Bezeichnungen des Beweises von Satz 2 unveränder t benützt . 

Für y € У — (N, (J Nx U Лт
2) unterscheiden wir die zwei Fälle > £ 

яку) 
ю . s г 

und _ < £• Im ersten Falle gilt in der — Umgehung von и Qt)(du\y) = 
Я(У) " 2 J 

Pi(y)  
Я(у) 

nach der Definit ion von т f"(u) 4 r, so daß Hilfssatz 2 anwendbar 

ist, wodurch sich die Ungleichung (48) ergibt. Ähnlicherweise erhält man — 
benützend Hilfssatz 3 — auch die Ungleichung (49). 

Im zweiten Falle ist Hilfssatz 2 nicht anwendbar . Doch folgt aus 

и Q0(du\y) = P\fy) 
Я(у) 

die Ungleichung 
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u n d für e < — u m so mehr 
2 

(57) Pi(y) 

Ä i v ) 
ft Pliy) , ft 
2 ' q(y) 2 

1 — 
2t 

р(у) Was nun die Ungleichung (49) anbet r i f f t , im Falle ——_ > E folgt ihr 
9(У) 

p(y) Erfülltsein wieder aus Hilfssatz 3; im Falle 
9(у) 

e wird nur das triviale 

(58) 

benütz t . 

Po(y) 

q(y) 
< e 

Wählt m a n nune < — e', so gelten nach den obigen (vgl. (48), (49), 
4 

(57), (58)) für y € F — (N0 (J Nx U N2) jedenfalls die Ungleichungen 

(48') 

(49') 

Q Piiv) ft Pi(y) , ft 
2 ' 7uu\ 9 я(у) qiy) 

p f t y ) < ft_ 

è i — . 
2 

m 2 
Diese sind mit (48) und (49) vollständig analogisch und haben — bei geeigneter 

W a h l von Ó, z. B. bei Ö = — die Beziehung (56) zu Folge, ebenso wie (48) 
64 

u n d (49) die Beziehung (50), also auch (41) zu Folge hat te . Dadurch ist Satz 
2' bereits bewiesen, bloß soll m a n ó' = be1 setzen. 

Bemerkung zum Satz 2'. Aus den obigen ist ersichtlich, daß hei der 
Voraussetzung (39') die Behaup tung des Satzes 2 im Allgemeinen darum nicht 

t) (u} 
gil t , weil für diejenige y g F , f ü r welche "AP' klein ist, der Hilfssatz 2 nicht 

9(у) 
angewendet werden kann. 

Diese Schwierigkeit k o m m t aber nicht vor, wenn für Q- fa s t alle y ç F 
e twa 
(59) P M è e 0 > 0 

m 

gi l t . Dann folgt nämlich aus (49) für y ç N0 U -V, U N2 auch Piiy) 

q(y) 
2 2 

angenommen e — e0 — also l äß t sich der Beweis von Satz 2 fü r e ^ — e0 

m i t г inf f"(u) — wörtlich durchführen. 

Eine für das Bestehen von (59) hinreichende Bedingung ist z. B. 

(60) 
v(B \xx) ftßftft) > e„ für jede xx ç X, x2f X und B(.SY. 
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Die Bedingung (60) läßt sich auch so formulieren, daß die Maße r( • \x) 
miteinander äquivalent sind und fü r ihre Dichtefunkt ionen h(y [ x) — bezüglich 
eines dominierenden Maßes auf (F , SY) —bei jedem xx 6 X. x2 € X f a s t überall frA8"4-
h(y\x2) 

Zum Schluß des vorliegenden Paragraphen möchte ich die F rage der 
Verallgemeinerung des Satzes 1 fü r n icht normierbare Maße be t rachten . 

Ers tens bemerke man, daß die Mehrzahl der in den Paragraphen 1 und 2 
angeführ ten Bezeichnungen auch d a n n sinnvoll sind, wenn P und Q stat t 
Wahrscheinlichkeitsmaße beliebige er-endliche Maße bedeuten (auf die mög-
lichen Ausnahmen wird unten hingewiesen); daher werden wir sie auch in 
diesem allgemeinen Falle benützen. 

Es ist klar, daß Satz 1 und seine Ergänzung auch dann gültig bleiben, 
wenn P kein Wahrscheinlichkeitsmaß, sondern ein beliebiges endliches Maß 
auf (X, Sx) darstellt, nämlich wurde im Bewies kein Gebrauch von P(A) - 1 
gemacht . Ebenso könnte auch Q ein beliebiges endliches Maß bedeuten, bloß 
sollte m a n in diesem Falle im Beweis die Maße ' Q . —-— P benützen, 

Q(X) P(X) 
wobei Q bereits ein Wahrscheinlichkeitsmaß darstel l t . Will m a n Satz 1 

Q ( X ) 

auch f ü r nicht normierbares (allerdings cr-endliches) P verallgemeinern, so 
betriff t man die Schwierigkeit, daß das Definitionsintegral (4) von jf a P. Q) 
nicht mehr unbedingt sinnvoll, sowie P nicht unbedingt n-endlich zu sein 
braucht . Is t aber mit P auch P ст-endlich und sind у л P, Q) und <улр, Q) 
beide sinnvoll, so läßt sicli der Beweis von Satz 1 und seiner Ergänzung auch 
für n icht normierbares P wörtlich durchführen (falls Q(X) =f= 1 aber doch 
endlich ist , so soll man P und Q erstens durch —-— Q und ' P ersetzen). 

Q(X) Q(X) 
Ist schließlich auch Q nur n-endlich, so kann man folgendermaßen vorgehen 
(vorausgesetzt, daß auch P und Q cr-endlich sind): 

Man stelle die Menge, X in der Fo rm X = U X (X, € Sx, Xt f | X, = 0 
i=o 

für i =f= j) mit Q(Xj) < -f- 0 0 dar,8 und setze 

(61) РДА) = P(A П X[), Q,(A) = Q(A f | X,) (A e Sx ; i = 0, 1, . ..) 

Р](В) =^(Д|а)Р,№0= $v(B\x)P(dx) 
(62) x X ( (BtSy ; г = 0 , 1, ...) 

Q,(B)= \v(B\x)Qti(dx)= f v(B\x) Q(dx) 
X XI 

(63) ш = ^ (i = 0 , 1 , . . . ) . A(dx) A(dx) 

s MrDbei XQ die durch (19) definierte Menge bedeutet (also gilt Q(X0) - 0). 



1 0 4 CSISZÁR 

Dann e rhä l t man durch Anwendung der im Beweis des Satzes 1 benützten 

Methode — s. (28) und (29) — auf die M a ß e - ^ Y — Q, uud ' P, 

(64) p(x)\ 
X, 

qh) 
X(dx) 

Q (X,) P(X,) 

P,(y) è I т / k d y ) (»• = i , 2 , . . . ) 

f e rner gilt 

g(*)f p(x) 
q(x) 

j X(dx) = P(X0) lim f(u) = P( F„) lim Po(y)) 
0 

kdy) , 

x„ 
(65) 

also besteht (64) auch für i = 0 (mit der Gleichheit). 
Nun gilt n a c h Hilfssatz 1. angewandt f ü r das diskrete Wahrscheinlich-

keitsmaß def in ier t durch 

p({u}) V I M 
. .777) ту) 

die Ungleichung 

(66) ] ? q ( y ) f 

q(y) 

I Pi(v)  

\яау) 
= g(y) f p(y) -po(y) 

q(y) 

(es wurden auch die aus (61), (62), (63) folgenden Relationen 2^ pfd) = p(y)> 
i = 0 

2 qfy) = q(y)-> Яо(у) = О benutz t ) , ferner gi l t nach Hilfssatz 2 
<=о 

(67) О • / рощ 
о 

+ g(y)f p(y) - Ро(У) 
q(y) 

^q(y)f 
p(y) 
q(y)J 

Aus (64), (65), (66), (67) ergibt sich sofort 

J Q ( P . Q ) : [q(x)f p(x) 
J q(x). 

X 

\q(y)f 
'p(y) 

\q(y)f 
яку). 

X(dx) s --I 
X{ 

X(dx) è 

X(dy) = jrf(P, Q), 

vorausgesetzt, d a ß beide In tegra le sinnvoll sind. Man erhäl t in dieser Weise 
die folgende Verallgemeinerung des Satzes 1 : 

Satz 3. Sind P und Q beliebige a-endliche Maße auf (X, Sx) mit endlichem 
•Wf(P Q), sind ferner auch P und Q a-endlich, so ist auch JXЛР. Q) sinnvoll, 
und es gilt 

J / P . Q l k J / P . Q ) , 

wobei die Gleichheit für ein streng konvexes f(u) dann und nur dann gilt, wenn 
115) (bzw. (16); besteht. 
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§ 4. Eine Anwendung 

Betrachten wir eine homogene Markoffsche K e t t e mit den те-stufigen 
Übergangswahrscheinlichkeiten р\ф-

I s t die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anfangszustände P(1) = 
= (M0 . Pak • • •) bzw. Q(1> = (<7(,k q(p, • • •) so bezeichne р ф bzw. д ф 
die Wahrscheinlichkeit des fc-ten Zustandes im Zei tpunkt n, und man setze 
p(n) = (p(n) p(n) Q(") _ (q(n) фп) ) Dann bestehen offenbar die 
Gleichungen 

(68) / 4 " + - ) = 2рф р\ф, qAm) = JE чФ рфК 
i i 

die bedeuten, daß P<"+m> } ) z w Q(nun) (für beliebige natürliche Zahlen n 
und m) auffaßbar sind als die Verteilungen best immter , durch einen Kanal 
mit den Übergangswahrscheinlichkeiten pff i über t ragener Signale, deren ur-
sprüngliche Vertei lung P bzw. Q war. 

Es gilt also nach Satz 1 fü r eine beliebige konvexe Funkt ion f(u) 

(69) LZj(PinK Q("))^.Jf /(P("+m) . Q<"+m)) . 

I s t ^f(ph), Q(D) < 4 - 0 0 , so folgt aus (69) (mit der Wahl m = 1 > 
und aus (35), daß die Größen ^ ( P ' k Q , n )) für n °° einen endlichen Grenz-
wert haben, und infolge dessen 

(70) ,yf(p{"\ q(n)) — ß/f(p(n+m\ Q ( "+ m >) ->0 f ü r n —> со 

— gleichmäßig in m — gilt. 
Aus (70) folgt nach Satz 2' — falls die Funktion f(u) die Voraussetzungen 

dieses Satzes erfül l t — die Beziehung 

(71) lim V Ktm = Ui,j): 
n (íj)ín',,.,„ 1 

рф p(p+m)  
дф q(p+m) 

f ü r jedes e > 0. 
Als Anwendung der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit wollen wir 

nun auf Grund von (71) den Markoffschen Satz beweisen, daß jede homogene 
Markoffsche Ke t t e mit endlich vielen möglichen Zuständen n, f ü r die es ein 
mü und j0 mit рфф > 0 (i = 1, 2 IV) gibt, ergodisch ist. 

Wählen wir also eine beliebige in (0, -j- °o) def inier te zweimal differenzier-
bare Funktion f(u) mit 
(39') inf f"(u) > 0 fü r jede 0 < a < f e < + oo 

a<u<b 

u n d /(0) = lim f(u) < -j-00. Wählen wir ferner etwa Q ( 1 ) = — , — , . . . — 
u-^+o j [ n n n 

Dann ist die Endlichkeit von f ?G(P ( k Q ( 1 )) für he iebige Anfangsverteilung 
P (1 ) gesichert, also gilt — nach den oben Gesagten — die Beziehung (71). 

Setzen wir Kn(e) = i : дф > — 1 und 
n 1 

(72) (1 = min pf„o) > 0 
1 
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D a n n muß nach (71) für jedes г € kn(e) und genügend großes n (г, /„) € nr
n m , 

d . h . 

(73) \p(n) gfi+m«) _ q(n) p(ji+m0)j ^ eg(n) q{n+m0) f ü r { ç 

ge l t en , woraus d u r c h Summieren 

(74) \qf+m°) 2 M n ) — pft+mo) 2 ф"]\ ^ i+/!n + m o ) 2 < eqf+mo) 

i€K„(0 i4K„(Í) 0 / € к,m) 
fo lg t . Hier besteht nach der Def in i t ion von Кn(e) 
(75) 2 <7("' > 1 — e ; 

i€K„(<0 
u m auch p H abschätzen zu können, multiplizieren wir (73) durch 

i€K„(0 
pH'" und summieren nach i; d a d u r c h ergibt sich 

I n(.n+m0) V n(n) 7)(rn0) rt(n + m0) "V „WJmo)! < 
У/о -s- ' ' ' i/o /70 ÏI /7уо = 

< £q(n+m„) X' g(n) p(m0) ^ £(/n+mo)j2 

und hieraus — benützend (68) — 

( 7 6 ) l / h + mo) j y p H p H 0 ) p(n + m„) g(n) p(n + m0)\ < е ( / . л + то))2 

Aus (76) folgt nach der Defini t ion von Kn(e) und nach (6 21 

77 

> ,,(") „(m0) 

У » H < < _L 0(n + mo) 
/ Â ) d - ^ Do d 

Berücksichtigt man (75) u n d (77), so erhäl t man aus (74) 

(78) - p#+m»>| ^ £ ( 7 } ™ > + [p#+mo> + ($+m«>)2] i -

I ерф+^о) < 2 1 4 - -//o - ^ d e . 

Auf Grund von (78) und (73) sieht man gleich, indem man auch die aus 
(68) u n d (72) folgende Beziehung y H = ^ berücksichtigt , daß | p H — ç H 
hei genügend großem n für jedes г e Kn(e) , ,klein" sein muß. Dasselbe gilt 
abe r offenbar — vgl. (77) — auch f ü r i Кп(Е). Dadurch ist die Limesrelation 

(79) lim j p H — <jH| == 0 ( i = 1, 2, . . . , n) 
n— О 

fü r Q ( 0 = — , , . . . , und beliebiges P (1 ) bewiesen, woraus aber ihre 
n n A j 

Gül t igke i t für beliebige P(1> und Q ( | ) folgt. 
Es sei nun P ( l ) eine beliebige Anfangsvertei lung und setzen wir Q<1) = 

P<2>; dann gilt Q<"> = P("+»> u n d (79) ergibt 

(80) lim | p H - p ( " + O | = 0 ( i = l , 2 , •• - , n). 
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Wählen wir also eine Folge nv n2, . . . von natürl ichen Zahlen d e r a r t , 
daß jede der Folgen (г = 1, 2, . . ., W) konvergent ist: p f —> p 
(i = 1 , 2 , . . . , N), so muß P - (pv p2, . . ., pN) nach (80) eine stationäre Ver-
teilung der betrachteten Markoffschen K e t t e sein, und aus (79) folgt, i ndem 
man nun P(1> = P setzt, daß die Verteilung Q(n> für n —>- °° bei beliebiger 
Anfangsverteilung Q ( , ) gegen diese stat ionäre Verteilung P strebt. 

Setzt man insbesondere q (p — * ^ ? 

0 sonst 
so ergibt sich 
(81) lim p($ = pk f ( j r je(Je { und k, 

also die Ergodizi tät der bet rachte ten Markoffschen Ket te . 
Bemerkung. Die Homogeni tä t der Markoffschen K e t t e wurde erst beim 

Beweis der Existenz einer stationären Verteilung benutzt . Also ist die Beziehung 
(79) auch für jede inhomogene Markoff sehe Kette bewiesen, für welche die Voraus-
setzung (72) gültig ist (wobei nun /n(1 und j0 sowie die Ubergangswahrschein-
lichkeiten p f = (n) selbst von dem Ausgangszeitpunkt n abhängen 
dürfen, die Zahlen d(n) — inf p\jlf (n) aber eine positive untere Grenze 
haben sollen.) 

F ü h r t man den obigen Beweis mit der Wahl f(u) = « l o g « durch, so 
kann sie als ein rein informationstheoretischer Beweis angesehen werden, 
indem dann im Beweis nur Eigenschaften der relativen Information (von 
Ordnung 1) 7(P Q) benützt werden. 

Die oben benützte Methode scheint nicht nur für den Beweis der Ergodi-
zität von Markoffschen Ket ten , sondern auch fü r den Beweis von anderen 
Grenzverteilungssätzen geeignet zu sein. Da die Ungleichung (13) nicht n u r 
für Wahrscheinlichkeitsmaße, sondern auch fü r best immte rr-endliche Maße 
gültig ist (vgl. Satz 3) kann man erwarten, daß mit Hilfe der in diesem Parag-
raphen angewandten Methode — nach entsprechender Verallgemeinerung 
von Satz 2 bzw. 2' — auch manche Sätze bezüglich nicht normierbaren beding-
ten Verteilungen (vgl. |8]) beweisbar werden. 

(Eingegangen: lß. J anua r , 1963.) 
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ОДНО ТЕОРЕТИКО-ИНФОРМАЦИОННОЕ НЕРАВЕНСТВО И ЕГО 
ПРИМЕНЕНИЕ К ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ ЭРГОДИЧНОСТИ ЦЕПЕЙ 

МАРКОВА 

I. CSISZÁR 

Резюме 

Для некаторой выпуклой функции f(u) и для вероятностных мер Р и 
Q u a некотором измеримом пространстве (A, Sx) мы обозначим через J7f(P, Q) 

Г v 
величину qf — X(dx) где р и q — плотности мер Р и Q относящиеся к а-

• ' я 
X 

конечной мере Я на (X,Sx). Д7ДР, Q) является обобщением понятия относи-
тельной информации (энтропии), так к а к в случае /(м) = «log« мы имеем 
J T / P , Q) = 7 (P | |Q) = / / Q (P) . 

Если мы толкуем Р и Q как распределения сигналов при входе канала 
(A, Y, v(- j х)), происходящих из двух различных источников, тогда распре-
деления Р и Q выходных сигналов получаются формулами Р(Е) 
= j v(E I x) P(dx), Q (E) = J' v(E | x) Q (dx). 

X X 
В настоящей работе доказывается,что ,J f(P. Q) ^ ,7}{Р- О)(теорема 1), 

кроме того даны условие равенства Q) = JT/(P- Q) и его применения 
к некоторым частным случаям а также одна оценка в случае малости раз-
ности ЕЯДР, Q ) — ,7}(Р- Q) (дополнение к теореме 1, теоремы 2 и 2'). Теорема 1 
обобщается и для с-конечных мер (теорема 3). 

В качестве применения результатов статьи в § 3 автор дает теоретико-
информационное доказательство эргодичности некоторых цепей Маркова; 
при этом он не пользуется соображениями теории матриц. Доказательство 
такого характера дается здесь впервые. 
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