IRRFAHRTSPROBLEME MIT EINER SPIEGELNDEN WAND
von

P4AL BARTFAI
Einleitung

Die vorliegende Arbeit enthilt die Betrachtung des folgenden Irrfahrts-
problems: Es seinen &, &,,.. ., &,, ... unabhingige zufillige Variablen mit
derselben Verteilung P(§;, = k) = p,, (k= 0,1, 2, ...). Der wandernde Punkt
befinde sich im Zeitpunkt ¢ = 0 im Punkte Null, und im ersten Schritt gelange
er im Punkt & der Zahlengerade. Die folgenden Schritte des wandernden
Punktes seien folgendermassen angegeben: ist er nach dem (n — 1)-ten Schritt
im Punkte k, so gelange er im n-ten Schritt in den Punkt |k — &, |, (k = 0O,
1,2,...). Mit anderen Worten soll der wandernde Punkt immer Schritte
in die Rlchtung der Nullpunktes von Linge &, machen, aber derart, als ob
sich im Ursprung eine spiegelnde Wand befinde.

Im folgenden wird oft bequemer sein mit einem anderen, dem vorigen
aquivalenten Modell zu arbeiten (dies wird das »zweiseitige« Modell genannt
werden, um es vom vorigen, »spiegelnden« Modell zu unterscheiden). Dieses
Modell entsteht aus dem vorigen durch Weglassen der spiegelnden Wand im
Ursprung: befindet sich also der wandernde Punkt im (n — 1)-ten Schritt
im Punkte %, so gelangt er im Sinne des zweiseitigen Modells im n-ten Schritt
in den Punkt k — &, bzw. k 4 &,, je nachdem %k > 0 oder k < 0 gilt. Wollen
wir in den folgenden das zweiseitige Modell beniitzen, so werden wir es immer
ausdriicklich sagen, andernfalls soll man an das spiegelnde Modell denken.

Das eben beschriebene Modell stammt von einem — bisher ungelosten
— Problem von A. RiNYI. Dieses Problem leutet folgendermassen: zerlegen
wir die Menge der ganzen Zahlen in zwei disjunkte Teilmengen 4 und B,
und der sich nach dem (n — 1)-ten Schritte im Punkte k befindende wandernde
Punkt schreite in k — &, bzw. in k + &, je nachdem k € A oder k ¢ B gilt;
bei welcher Wahl von 4 und B wird der Erwartungswert der Zeit wihrend
der der wandernde Punkt zuerst in den Ursprung wiederkehrt minimal?
Mit anderen Worten: falls man abhingig vom Befindungsort des wandernden
Punktes entscheiden dar, in welcher Richtung der folgende Schritt erfolgen
soll, bei welcher Strategie wird die mittlere Zeit des Wiederkehrens des wandern-
den Punktes am kleinsten.

Der obige »zweiseitige« Modell entspricht der Wahl 4 = {0,1, 2, ...}

= {—1,—2, ...} und wir werden die mittlere Zeit des Wiederkehrens
in dlesem Falle berechnen.

Das in des vorliegende Arbeit betrachtete Problem kann ausser seinem
theoretischen Interesse und Schonheit auch aus praktischem Hinsicht niitzlich
sein, da derartige Probleme auch bei bestimmten regelungstechnischen Metho-
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den auftreten. Kann namlich bei der Kontrolle eines Systems nur die Richtung
nicht aber die Grosse — des etwaigen Fehlers beobachtet werden, erfolgt also
die Korrektion in der beobachteten Richtung durch eine zufillig gewéhlte
Grosse so kann die Situation durch unseren zweiseitigen Modell beschreiben
werden. Die Verteilung der Korrektion &, kann dann im allgemeinen auch stetig
sein, welcher Fall in § 4 betrachtet wird.

§ 2 enthilt die Losung des gestellten Problems sowie die Berechnung
der Grenzverteilung des wandernden Punktes fiir den Fall M = M(&,) < o=.
In §3 wird bewiesen, dass diese Voraussetzung fiir die Existenz der Grenz-
verteilung nicht nur hinreichend sondern auch notwendig ist. In § 4 werden
manche weiteren Probleme erwihnt.

§ 2. Der Fall M(&,) < + oo

Im folgenden wird stets vorausgesetzt, dass der grosste gemeinsame Teiler
der Zahlen k mit p, > 0 gleich 1 ist. Geht die Irrfahrt aus dem Nullpunkt aus
— und wir beschiftigen uns nur mit diesem Fall, was aber keinen wesentlichen
Unterschied im Vergleich mit dem allgemeinen Fall bedeutet — so stellt die
obige Voraussetzung keine Beschrinkung der Allgemeinheit dar. Ist ndmlich
der obige griosste gemeinsame Teiler gleich d, so findet die Irrfahrt auf den
Punkten ld (I = 0,1, .. .) statt und das Erfiilltsein der obigen Voraussetzung
kann erreicht werden, indem man die Zustande einfach umnumeriert.

Vor allem beweisen wir zwei Hilfssétze.

Hilfssatz 1. Das Irrfahrtsproblem stellt eine irreduzible Markoffsche
Kette dar. Die erreichbaren Zustinde sind die folgenden: 0, 1, 2, ..., a,
a=max {k:p,>0}; ist a= -+ oo, so ist jeder der Zustinde 0, 1, 2, ...
erreichbar.

Beweis. Withle man eine so grosse ganze Zahl NV, dass bereits die Zahlen
kaus0, 1, 2,..., N mit positivem p, den grossten gemeinsamen Teiler 1 haben.
Diese k-Werte seien mit k,, k,, . . ., k, bezeichnet, wobei k; = N vorausgesetzt
werden darf.

Nach einem bekannten zahlentheoretischen Satz kann man ganze Zahlen
(o S s DRI 5 70k 11117
(1) k=1
1

\V I
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finden.
Wir beweisen, dass der Ursprung aus jedem Punkt 0 < j < N erreichbar
ist. Multipliziert man (1) mit 4, so ergibt sich

(2)

Beniitzen wir nun das »zweiseitige« Modell; machen wir, ausgegangen von
j, j a, Schritte von Linge k, nach links bzw. nach rechts, je nachdem ob das
Vorzeichen von j o, pozitiv, bzw. negativ ist. Dieses Vorgehen ist aber nicht
immer ohne weiteres moglich; ist z. B. a; > 0 so kann es vorkommen, dass
man z. B. mit dem zweiten Schritt an den negativen Teil der Zahlengerade
gelangt, in welchem Falle ein dritter Schritt nach links nicht moglich ist. Diese
Schwierigkeit kann mit Hilfe von einem »Temposchritt« der Liange N behoben
werden, wodurch man den positiven Teil der Zahlengerade erreicht, von wo

S

jaki=7j.

1

-‘-[..



IRRFAHRTSPROBLEME MIT EINER SPIEGELNDEN WAND 127

man wieder nach links schreiten kann. Mit Einschaltung solcher »Tempo-
schritte« kann man die ja, Schritte in der entsprechenden Richtung durch-
fithren; nach diesen machen wir jo, schritte von Linge k, in der dem Vor-
zeichen von ja, entsprechenden Richtung —falls n6tig, mit Einschaltung von
»Temposchritte« — u. s. w., am Ende sollen ja; Schritte von Linge k; durch-
gefiihrt werden. Dann wird mit dem letzten Schritt notwendigerweise der Ur-
sprung erreicht. Die Irreduzibilitit der Markoffschen Kette ist dadurch bereits
bewiesen, da nach den obigen der Ursprung aus jedem vom Ursprung erreich-
baren Zustand j erreichbar ist.

Die zweite Behauptung des Hilfsatzes, also das jeder Zustand 0 < j < a
vom Ursprung erreichbar ist, kann mit demselben Gedankengang bewiesen
werden, nur kann es vorkommen, das man nach dem letzten Schritt stattjin
j— N < 0 gelangt, von wo aber j bereits mit einem Schritt erreichbar ist.

Hilfssatz 2. Die betrachtete Markoffsche Kelte ist entweder aperiodisch oder
hat die Periode zwe?. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ihre Aperi-
odizitit ist die Existenz einer geraden Zahl k mit positivem p.

Beweis. Bekanntlicherweise hat jeder Zustand einer irreduziblen Markoff-
schen Kette die gleiche Periode. Da die Wiederkehr in den Ursprung mit zwei
Schritten immer moglich ist, muss die Periode ein Teiler von zwei sein, womit
die erste Behauptung bewiesen ist.

Nehmen wir nun py, > 0 (mit irgendwelchem ganzen k,) an; um die
Aperiodizitit der vorliegenden Markoffschen Kette zu zeigen, geniigt einzu-
sehen das der wandernde Punkt auch mit einer ungeraden Anzahl von Schritten
in den Ursprung wiederkehren kann, also das der Ursprung aus 2k, auch mit
einer geraden Zahl von Schritten erreichbar ist. Der Beweis verliuft demselben
des Hilfssatzes 1 idhnlich. Wihle man die Zahl N derart, dass neben den
dortigen Voraussetzungen auch noch N> 2k, gilt. Zu den Zahlen 2k, k,, k,, ..., k;
(pr, >0, t=1,2,...15 (2kg, Wy, ky, . .., k) = 1) seien die ganze Zahlen
o, A, . .., 0, bestimmt, dass

1
as 2k + Sak=1,
i=1
d. b,

1
(3) 2hotg-2ky + > 2kg0;- by = 2k,
i=1

gilt. Fithre man die in (3) vorgeschriebene Schritte — mit den nétigen ,, Tempo-
schritte” — durch (ebenso wie es bei (2) gemacht wurde).

Die Zahl der gemachten Schritte wird dann gerade sein —da auch eine
gerade Anzahl von Temposchritten nétig ist — wodurch die Erreichbarkeit
des Ursprungs aus 2k, mit einer endlichen Anzahl von Schritten also auch die
Aperiodizitit der vorliegenden Markoffschen Kette bewiesen ist. Gilt umge-
kehrt fiir jede ganze Zahl kp,, = 0, so hat die Markoffsche Kette offenbar
die Periode zwei.

Bemerkung. Das eben behandelte Problem fiihrt zu einer intersssanten
zahlentheoretischen Aufgabe, wenn man nach der minimalen ungeraden
Anzahl der Schritte fragt, mit denen der vom Ursprung ausgehende wandernde
Punkt in den Ursprung wiederkehren kann. Im Falle [ = 1, wenn also nur
Schritte von Linge 2k, und k, (k, ungerade) moglich sind, ist diese minimale
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ungerade Anzahl von Schritten gleich 2k, + k,. Fiir I > 2 ist die Losung
unbekannt.

Satz 1. Im Falle M(& 2 kpy= M < oo ist jeder Zustand der be-

trachteten Markoffschen Kette oft wzederkehrend also sind sie wiederkehrende
Zustinde mit endlicher mittlerer Wiederkehrszeit.

Beweis. P{” bezeichne die Wahrscheinlichkeit dafiir, das sich der wan-
dernde Punkt nach dem n-ten Schritt im Punkte & befindet. Dann gelten offen-
bar die folgenden rekursiven Formeln:

(4) P = 2 P{p;,
=
(5) P =j=20 5 +j=2: PPNp; i (k=1,2,...).

Setzen wir
(6) oRp = 2 PP.
k=N
Erstens werden wir
(7) e <, wenn N > N,(e)

beweisen, wobei N, von n unabhingig ist. Aus (5) erhilt man durch Summieren

QR = 2 5 = et Sk ) - P,
j=0 k=j+N k=0" " j<k+N

Daraus ergibt sich fiir Q¥ die folgende Abschiitzung — mit der Bezeich-
nung B, = 3p, —
i=k
(8) QY < By + %Pk Q.
Indem man die Ungleichungen der Form (8) ineinander substituiert, erhilt man

QP < Ry + gopk R, N+ ’% g?’kpt Qﬁ:ni:;?f-)N =

;;Ms

< By+ k%;pk By N+ %pkpl Byan+

/) 8
MV:

k‘ 20 PP Birajen+ - -

Also, die Glieder mit RN +» zusammenfassend,

9) QP=<Ry+ ZRBy,p,+ > nm+ = wpipj+--.).
+—0 k+l=» k+1l+j=v
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Fiir die Glieder (9) fithren wir neue Bezeichnungen ein:

A= T PO+
i+...+ig=»
und
‘BS:):_ 2 pilpig "'pik‘
t,+2_..+01k=v
5>
Dann gilt
k
also
(10) Sap=3 Sppi—gt By,
k=1 k=1 j= 1—1pj= 1

Die Grosse > B(”) hat die folgende Bedeutung: betrachten wir das Irrfahrts-
1

=
problem, wenn der wandernde Punkt im n-ten Schritt um eine Strecke &,

nach rechts geht (im ersten Schritt vom Ursprung aus); dann ist 2 B(")

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das der wandernde Punkt nach 1rgend{w’velchem
Schritt in den Punkt » gelangt Es gilt also

(11) Shped.
J=1

Aus (10) und (11) folgt

1
= 4P = )

f=1 1 —p

und infolgedessen aus (9)

On = By + gRN+v Pl

Da die Reihe > R, nach Voraussetzung konvergent ist |beniitzend > R, = M
k=0 k=0

strebt fiir N — oo ebenso Ry wie > Ry, nach Null, womit (7) bewiesen ist.
0

Die Behauptung des Satzes fovlfgt nun folgendermassen: hat die betrachtete
Markoffsche Kette einen Zustand, der nicht oft wiederkehrend ist, so kann
keiner ihrer Zustinde oft wiederkehrend sein, also gilt, wie bekannt, PP->0

fir n— o (k= 0,1, 2,...). Das widerspricht aber der eben bewiesenen Un-
Nl

gleichung > = ' P{Y > 1—¢, also muss jeder Zustand oft wiederkehrend sein,

Wsz

Der folgende Satz sagt etwas mehr, er gibt die mittlere Wiederkehrszeit
und auch die Grenzverteilung der Markoffschen Kette an.

9 A Matematikai Kutaté Intézet Kcz'eményei VITL. A/1—2
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Satz 2. Auf Grund von Hilfssatz 2 kann entschieden werden ob die M arkoff-
sche Kette aperiodisch oder von der Periode zwei ist. Ist sie aperiodisch, so hat sie
eine Grenzverteilung und zwar

R

12 P, = lim PM —= L

(12) BFS AL ERAE s
: R, 4+ R,

13 Pe—=im PW== "9 "% ~J51 =1,2, %
(13) = oM (7 )
also ist die miltlere Zeit des Wiederkehrs in den Ursprung

-
Pe 2B
Hat die Markoffsche Kette die Periode zwei, so gilt
P(szn-z—l =0,
lim P§M — o = L
n—>eo M M
lim P&V — By + Boryy _ 2Ry (k=1,2,...),
n—soo M M

ferner
P;%("+ L) 0

lim P(2l<"+11) - Rty + Borys - Ryjeyy + Boris (k=0,1,2,...).
o M M ’

Die mittlere Zeit des Wiederkehrs in den Ursprung ist T = 2M.

Beweis. Bekanntlich hat jede aperiodische Markoffsche Kette mit oft
wiederkehrenden Zustinden eine Grenzverteilung, welche als die einzige
Losung eines (unendlichen) Gleichungssystems darstellbar ist, die in unserem
Falle — nach (4) und (5) — folgendermassen lautet:

(14) Po:j;(; Pip;
(15) P, = %‘Pjpﬁ,‘ +J%‘P,pj_k k=12, ...).
Jj= =

Es geniigt also zu zeigen, das (12) und (13) eine Losung dieses Gleichungs-

systems darstellt und dass ZPJ- = 1 gilt, was man aber durch Einsetzen

J_
unmittelbar verifizieren kann. Z. B. ist das Erfiilltsein von (15) mit (12)
und (13) folgendermassen einzusehen: multipliziert man beide Seiten von
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(15) mit 2 und setzt man (12) und (13) ein, ergibt sich an der rechten Seite

2MP, = 2P1+kR =5 2 Pjrr By (ZP,—kR Gl ZP,—kR;ﬂ =4 + B,

B = ij—ksz"l’ap]— 21’1

j=k

=g(1 Biyy) Pjyr + 2 1—RB) P>

also A + B = R, + R, ., was mit der hnken Seite iibereinstimmt.

Ahnlicherweise — durch Einsetzen — kann die Behauptung fiir den
periodischen Fall verifiziert werden.

Bemerkung. Nach (12) und (13) befindet sich der wandernde Punkt im
aperiodischen Fall am wahrscheinlichsten im Punkte 1.

Satz 3. Die mittlere Anzahl pro Schritt der Spiegelungen im Ursprung ist

T =g3F ZRk(Rk + Biyy)

(wobei das Erreichen des Ursprunges als eine Spiegelung gerechnet wird, das
Ausgehen vom Ursprung jedoch nicht).

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das im n-tenSchritt eine Spiegelung
stattfindet, ist offenbar

T,= 2P§¢n_1) By,
k=1
woraus sich die Behauptung durch den Grenziibergang n — oo ergibt.

§ 3. Der Fall M(&,) = + o

Satz 4. Ist die Reihe 2 kp, divergent, also der Erwartungswert von &,

unendlich, so hat die betrachtete Markoffsche Kette keine oft wiederkehrende
Zustdnde.

Beweis. Bezeichne P{® die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der wandernde
Punkt in n Schritten von % in den Ursprung gelangt. Dann gilt die folgende
Rekursionsformel:

(16) PG = 2 0 ) Dt + 2 )Pk —} (k=0,1,2,...).
Fiithren wir noch die Bezelchnungen
(17) Xo= Ry,
L&) Xj=E;+ By
ein. Dann folgt aus (16), durch Multiplizieren mit X, und Summieren nach &
(19) > PRt X, = ZP(")X;« ZPkaZRkSI

k=0 k=

9*
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indem man beniitzt, dass die Zahlen X, (k =0,1,2,...) eine Losung des
Gleichungssystems (14), (15) darstellen.

Setzen wir nun vor, dass der vorliegende Markoffsche Kette aperiodisch
ist. Dann folgt aus der Existenz eines oft wiederkehrenden Zustandes, dass alle
Zustinde oft wiederkehrend sind, und das es eine, von der Ausgangsverteilung
unabhiingige Grenzverteilung gibt, also gilt P{ — ¢, > 0.

Das widerspricht aber (19), da wegen j By = j kp, = + oo,
0

- i=0 k=

>'a;= + oogilt. Der periodische Fall kann auf dhnliche Weise erledigt
i=0

werden. |

§ 4. Der stetige Fall und andere Probleme

Der Fall, dass die &, stetig verteilt sind, wird nicht ausfiihrlich behandelt;
wir beschrinken uns darauf, das folgende Analogon des Satzes 2 auszusagen.

Satz 5. Haben die Zufallsverinderlichen &, die Dichtefunktion ¢(x), dann
hat der durch die &, in der obigen Weise definierte Markoffsche Prozess eine
stationdre V erteilung mit der Dichtefunktion

oo

(20) fe) = [r@az,

wenn
M= | zgx)dz < oo.
0

Beweis. Bezeichnet f(z) die Dichtefunktion der Verteilung des wandern-
den Punktes nach dem n-ten Schritt, so gilt

oo

(21) Fasa® = [ Fule + ) o) de + j’ fule — ) @(@) de.

0

Die Behauptung des Satzes ergibt sich durch Einsetzen von (20) in (21).

Am Ende mochten wir manche offene Probleme erwihnen.

Es ist unbekannt, ob die betrachtete Irrfahrt im Falle M = + oo
wiederkehrend ist, oder bei welchen Bedingungen wird es wiederkehrend.
Im Falle M < 4 oo wire es von Interesse, die mittlere Anzahl der zum
Erreichen des Nullpunktes aus einem Punkt k > 0 nétigen Schritte zu bestim-
men. Eine andere Frage besteht darin, ob was sich iiber die betrachteten
Probleme sagen lisst, wenn die £, auch negative (etwa einer negativen Kon-
stante grossere) Werte annehmen diirfen.
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0 3AJAUAX BJIV)KJIAHUSI C OTPAKAKOILENA CTEHOM

P. BARTFAI
Pe3iome

B craTee uccienyercs cuenywoumas 3ajavya onyrxkpanusi: Ilyers &, &,,. ..,
&,... He3aBUCHMBle, OJIMHAKOTO0 pacIpejesieHHble CilydyaifHble BeJIMYMHBL
P& =k =p (k=0,1,2,..).

Bay)kpawomas TouKa, 0TIpaBJsoLasch U3 HyJIeBOi TOUKM UMCJIOBOM mps-
MOHM, ABMraeTcsi Mo clefyIOLIUM NpaBUJIaM: eclid OHa Oblaa B Touke &k mocre
(n—1)-oro mara, To oHa Oyjer wWwaraTb B TOuKy |k — &,| (B n-om Iuare).
Llenb MapkoBa, nojyyaemasi TakuM crocobom, Hecokpatuma (Jlemma 1), Heme-
pUOJMYHA, MJIM MMeeT Iepuoi AauHHO#K nBa (Jlemma 2). Eciu M(&,) < 4 oo,
TOTJla MaTeMaTHUecKoe O)KUJaHue BPeMeHM BO3BpAlLlleHUsI B HYJIEBYIO TOYKY
siBnsieTcsi KoHeunbiM (Teopema 1); B amepuojnyeckoM cliyuyae npejiesibHOe pac-
npejiesieHde BpeMeHM BO3BpallleHusi moJiydaercss B Bujae ¢opmyn (12) u (13).

2M(&
MaremaTiuecKoe 0)KUIaHKe BPeMeHH BO3BpalleH!s B 9TOM cJlyyae paBHO 2 Mie)

1 —po
(Teopema 2). Eciu M(§,) = oo, Tora maTemaTuyecKoe O)KujaHue BPEMEHHU BO3-
BpalleHust sipasiercst 6eckoneunbim (Teopema 4), a HeM3BeCTHO, NPU KaKUX yCJI0-
BUSIX Ony)kjaiomasi Touka OyjeT BOo3BpallaThesi ¢ BeposiTHocTbio 1. Teopema
5 jmaer craumoHapHoe pacmnpejenenue uenu MapkoBa (20) BToM ciyvae, ecyu
(GYHKUMS TUIOTHOCTM BeJUuUuMHBEL &, cymecTByer, a M(&,) < + oo.
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