NEUER BEWEIS EINES TUTTE’SCHEN SATZES
von

T. GALLAI
Paul Erdés zum 50. Geburtstag

Unseres Wissens nach gibt es im wesentlichen zwei verschiedene Beweise
des bemerkenswerten Satzes von Turrte iiber die Existenz von 1-Faktoren
endlicher Graphen. Der eine beruht auf der Anwendung der hyperprimen Gra-
phen (s. [12] und [7]), der andere gebraucht die Methode der alternierenden
Zige (s. [1], [3], [13], [2] und [9]). In der vorliegenden Note wollen wir einen
neuen Beweis mitteilen, der sich auf den folgenden bekannten Satz iiber
paare Graphen! stiitzt ([8] Theorem 7., s. auch [2] S. 92 und [10] S. 112.)

(I) Es seien die Punkte des (paaren) Graphen? I"so in zwei Klassen
A und B zerlegt, dall jede Kante von I einen 4-Punkt?® mit einem
B-Punkt verbindet. Ist fiir eine jede Teilmenge 4’ von A die Anzahl
derjenigen B-Punkte, die durch Kanten von /" mit 4’-Punkten
verbunden sind, nicht kleiner als die Anzahl der A’-Punkte, so kann
man simtliche 4A-Punkte durch Kanten von /" mit je einem ver-
schiedenen B-Punkt paaren, d. h. man kann zu jedem A-Punkt eine
zu diesem Punkt inzidente Kante von I so auswihlen, daB die aus-
gewihlten Kanten paarweise keinen gemeinsamen Punkt enthalten.

Unser Beweisverfahren kann auch auf andere Probleme angewendet
werden. Auf diese mochten wir in einer anderen Arbeit zuriickkommen.

Wir fithren einige Bezeichnungen ein und geben einige Erklirungen.

Mit I" werden wir immer einen Graphen bezeichnen, mit @(I") die Menge
der Punkte von I'. Ist 4 C @(I"),so soll I'—-A denjenigen Graphen bezeichnen,
der aus I'durch Weglassen der A-Punkte und der zu den A-Punkten inzidenten
Kanten von I" entsteht. Fiir eine beliebige Menge M soll mit »(M) die Anzahl
der Elemente von M bezeichnet werden.

Unter einem 1-Faktor von I' versteht man eine Menge F von Kanten
von I, die folgende Eigenschaften besitzt: Je zwei Kanten von F haben keinen

1 Dieser Satz, der mit bekannten Sitzen von KoNi¢, HALL und RADO (s. [6]S. 232—
235, [4]und [11]) in enger Beziehung steht, wurde zuerst von OrEe formuliert [8]. Kiirzlich
hat A.J. HorFmaN [5] eine Reihe kombinatorischer Sitze auf den eben erwihnten Hall’-
schen Satz zuriickgefiihrt. Er stellte ferner die Frage, ob das gleiche auch fiir die Faktori-
sationsséitze ungerichteter Graphen moéglich ist. Da man nach Turrte [14] die Existenz-
séitze beziiglich beliebiger Faktoren auf diejenigen der 1-Faktoren zuriickfithren kann,
gibt unser Beweis eine bejahende Antwort auf die gestellte Frage.

*Die vorkommenden Graphen sind stets endlich und ungerichtet, und erhalten
keine Schlingen. Statt Knotenpunkte sagen wir kurz nur Punkte.

3d. h. einen Punkt von 4
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gemeinsamen Punkt und jeder Punkt von I'ist mit einer Kante von F inzident.
Wir wollen sagen, dal der leere Graph den 1-Faktor # = @ besitzt. Einen
Graphen, der keinen 1-Faktor besitzt, werden wir prim nennen und die Anzahl
der primen Komponenten von I' mit A(I") bezeichnen.

Nun kann man den zu beweisenden Tutte’schen Satz folgendermassen
formulieren:

Satz von Tutte. Der Graph I besitzt dann und nur dann einen 1-Faktor,
wenn fiir jede beliebige Menge B von Punkten aus I' die Anzahl derjenigen
Komponenten von I'— B, die eine ungerade Anzahl von Punkten enthalten,
< »(B) ust.

Den Beweis fiihren wir in mehreren Schritten durch.
(IT) Ist I’ prim, so ist A(I") > 0.
(III) Ein Graph mit ungerader Anzahl von Punkten ist prim.
Diese beiden Aussagen sind trivial.
(IV) Besitzt I' einen 1-Faktor, so gilt fiir ein jedes B C @(I")
AI'— B) < »(B).

Beweis. Wir konnen A(I'— B) > 0 annehmen. Es sei F ein 1-Faktor
von I"und I,..., I, (k=1) die primen Komponenten von I'— B. Da
I'(1 < 7 < k) prim ist, konnen diejenigen Kanten von #, die mit Punkten
von [';inzident sind, nicht alle I”; angehoren. Es gibt also fiir jedes ¢(1 < ¢ < k)
eine Kante von F, von deren Endpunkten der eine I, der andere B angehort.
Daraus folgt die Behauptung.

Wir beweisen nun die Notwendigkeit der Tutte’schen Bedingung. Es sei
I"ein Graph, fiir den ein solches B C @([I") existiert, da die Anzahl derjenigen
Komponenten von I'— B, die eine ungerade Anzahl von Punkten enthalten,
> »(B) ist. Nach (III) ist dann A(I"— B) > »(B), und daraus folgt nach (IV),
da3 /" prim ist.

Die Behauptung (IV) gibt AnlaB zur folgenden Begriffsbildung:

(V) Definition. Ein Graph I"heiB3t kritisch, falls I" prim und zusam-

menhingend ist, und fiir jedes nichtleere B C (1)

AI'— B) < ¥»(B)
besteht.
So ist z. B. ein Graph, der aus einem einzigen Punkt besteht, kritisch_
(VI) Ist I" prim, so gibt es ein solches B C @(I'), daB A(I'— B) > »(B)
gilt und simtliche prime Komponenten von I'— B kritisch sind.

Beweis. Es sei /"' prim. Dann existieren Mengen B C @( ") mit A(I'— B) >
> »(B) (nach (II) ist B = ¢ eine solche Menge). Es soll B, ein solches B mit
maximaler Anzahl von Punkten bezeichnen. Es seien I, ..., I, die primen
Komponenten von I'— B (k > »(B,)). Es geniigt zu zeigen, dal simtliche
I'(1 <7 < k) kritisch sind. Nehmen wir an, dafl z. B. I'| nicht kritisch ist.
Dann existiert ein nichtleeres B, C @(I) mit A(l} — B;) > »(B,). Sind
Iy, ..., I; die primen Komponenten von It — B, (j > »(B,)), so sind fiir
B"=B,U B, I},..., I, I, ..., I, die primen Komponenten von I'— B”.
Die Anzahl dieser ist j + k—1 > »(B)) + »(B,) = »(B’) > »(B,). Dies
widerspricht jedoch der Definition von B,.

(VII) Ist I"kritisch und ist z ein beliebiger Punkt von I, so besitzt

der Graph I'— { « } einen 1-Faktor.
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Beweis. Wir fithren den Beweis mit Induktion beziiglich der Anzahl
der Punkte von I" durch. Enthilt I' nur einen Punkt, so ist die Behauptung
richtig. Nehmen wir an, daf} sie fiir simtliche solche Graphen richtig ist, die
weniger als n(n > 1) Punkte enthalten, und es sei /" ein kritischer Graph mit
n Punkten. Es sei  ein Punkt von I"und nehmen wir an, dal IV = I'— {z}
prim ist. Nach (VI) gibt es dann ein solches B’ C ®(1"), daf} die primen Kom-
ponenten von I”— B”: I, ..., I, simtlich kritisch sind und k> »(B’)
gilt. Setzen wir B” U {x} — B. Es gilt I'— B= I"— B’ und

‘o k>v(B).

Die Behauptung »I'(1 < ¢ < k) ist mit dem Punkt b € B verbunden«
soll bedeuten: Es gibt in I'; einen Punkt, der mit b durch eine Kante von I”
verbunden ist.

Wir betrachten nun eine beliebige Teilmenge H, der Menge H =
= {I, ..., I} und bezeichnen mit B, die Menge derjenigen B-Punkte, die
mit wenigstens einem Element von H, verbunden sind.

Wir behaupten,dafl »(B,) = »(H,) ist. Die Elemente* von H, sind namlich
auch Komponenten des Graphen I'— B,. Es ist also A(I'— B)) > »(H,).
Die Behauptung »(H,) > »(B,) wiederspricht daher im Falle B, # @ unmit-
telbar der Annahme, da3 I” kritisch ist. Im Falle B, = & gelangen wir gleich-
falls in Widerspruch mit dieser Annahme, da ein kritischer Graph zusammen-
hinged sein muf}, und in diesem Falle /' = I"'— B, mindestens zwei Kompo-
nenten besitzt: eine solche, die Element von H, ist und eine andere, die den
Punkt @ enthilt.

Da »(B,) = »(H,) fiir jedes H, C H gilt, so kann man nach (I) aus B
die verschiedenen Punkte b,, . . ., b, so auswihlen, dal b, mit I';(i =1, ..., k)
verbunden ist.®> Wegen (*) mufl dann B = {b,, ..., b} bestehen, und wir
kénnen in [7; einen Punkt ¢; finden, der durch eine Kante e; von I[' mit b;
verbunden ist (¢ = 1, ..., k). Da I kritisch ist, besitzt nach der Induktions-
annahme I; — {¢;} einen 1-Faktor F(i =1, ... k). Bezeichnet ferner ¥,
einen 1-Faktor desjenigen Teilgraphen von I7, der durch die Vereinigung
der nichtprimen Komponenten von I” — B’ zustandekommt, so bildet die
Vereinigung der Mengen ', F,, . .., Fyund {e,, .. ., ¢,} einen 1-Faktor von I,
Dieser Widerspruch beweist die Behauptung (VII).

Aus (VII) folgt unmittelbar die Behauptung:
(VIII) Die Anzahl der Punkte eines kritischen Graphen ist ungerade.

Jetzt beweisen wir, daf3 die Tutte’sche Bedingung hinreichend ist. Neh-
men wir an, daf " prim ist. Es gibt dann nach (VI) ein solches BC ®(I),
daB A(I'— B) > »(B) gilt und samtliche prime Komponenten von I'— B
kritisch sind. Nach (VIII) enthilt jede dieser Komponenten eine ungerade
Anzahl von Punkten. I" geniigt also nicht der Tutte’schen Bedingung. Damit
haben wir den Beweis des Tutte’schen Satzes beendet.

4 Wir diirfen H, # g annehmen.

5 Zur formalen Anwendung von (I) betrachte man denjenigen paaren Graphen
I'*, deren Punktklassen H und B sind, und ein »Punkt« I'; von H dann und nur dann
mit einem Punkt beB durch eine Kante von I'* verbunden ist, falls die Komponente
Iy in I' mit b verbunden ist.
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Um die Bezeichnung »kritisch« zu rechtfertigen, wollen wir noch die
folgende einfache Behauptung beweisen:

(IX) Ist I' prim und besitzt fiir jeden Punkt = von I' der Graph
I' — {x} einen 1-Faktor, so ist I" kritisch.

Beweis. Nehmen wir an, daf 1" den gestellten Bedingungen geniigt.
I" ist dann zusammenhingend. Im entgegengesetzten Falle gibe es nimlich
nach (II) eine prime Komponente /', und eine von [ verschiedene Komponente
I'y von I'. Ist x ein Punkt von I, so miiite I'— {#} — entgegen unserer
Annahme — prim sein. Ist nun der zusammenhéngende Graph I'nicht kritisch,
so gibt es ein nichtleeres BCP(I") mit A(I"— B) > »(B). Es sei x ¢ B, B’ =
= B— {x} und I" = I'— {z}. Dann gilt I"— B’ = I'— B und daher
MI"— B’) > »(B) > »(B’). Nach (IV) ist also I” prim, was unserer Annahme
widerspricht.

Nach (VII) und (IX) lassen sich die kritischen Graphen folgendermafen
charakterisieren: B

(X) Ein kritischer Graph ist ein solcher primer Graph, der durch
Weglassung eines beliebigen Punktes nichtprim wird.

Endlich wollen wir noch folgendes bemerken: In jenen Beweisen des
Tutte’schen Satzes, welche die Methode der alternierenden Ziige gebrauchen,
kommen gewifle »Blocke« vor (s.z. B. [3]S. 137 oder [9] S. 123). Man kann
nun leicht zeigen, daf} diese Blocke kritische Graphen sind, und umgekehrt,
daB jeder kritische Graph, der mehr als einen Punkt enthilt, als ein solcher
Block aufgefasst werden kann.

(Eingegangen: 6. Februar, 1963.)
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HOBOE [JOKA3ATEJIbCTBO OJHOW TEOPEMbI TYTTE

T, GATLTAL
Pesiome

ABTOp JaeT HOBOe [I0KAa3aTeJbCTBO 3HameHuToif Teopmenl TUTTE [12]
OTHOCSIIIeHCST K CyllecTBOBaHUIO 1-MHOKUTesiel. JloKasaTesbCTBO OCHOBAaHO Ha
O/IHOU M3BeCTHOM Teopeme 0 ueTHBIX rpadax ([8], Teopema 7).
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