KRITISCHE GRAPHEN I
von

T. GALLAI
Einleitung

In der vorliegenden Arbeit kommen nur solche endliche Graphen vor,
die weder Schlingen, noch mehrfache Kanten enthalten. Unter einer zulissigen
Firbung des Graphen G verstehen wir eine Zuordnung von ,,Farben” zu den
Knotenpunkten (im folgenden kurz: Punkten) von G, wobei jeder Punkt eine
Farbe bekommt, und je zwei durch eine Kante verbundenen Punkte stets
verschiedene Farben erhalten. Die kleinste Anzahl von Farben, mit der eine
zuliassige Firbung des Graphen ¢ durchgefiihrt werden kann, heif3t die chroma-
tische Zahl von @, die wir mit »(@) bezeichnen. Fiir den leeren Graphen @ sei
#(G@) = 0. Der Graph G heilt kritisch, wenn fiir jeden echten Teilgraphen G’
von G x(G") < »(Q) gilt. G heil3t k-kritisch (k = 1), wenn G kritisch ist und
#(() = k besteht. Der Begriff der kritischen Graphen wurde von G. A. Dirac
eingefithrt, und er bewies auch eine Reihe interessanter Eigenschaften dieser
Graphen (s. [2]—[8]). In der vorliegenden Arbeit zeigen wir einige weitere
Eigenschaften der kritischen Graphen. Mehrere der Resultate sind Verschiir-
fungen gewisser Ergebnisse von Dirac und anderer Verfasser.

Man kann leicht zeigen (s. [2], [12]), dal in einem k-kritischen Graphen
der Grad! eines jeden Punktes > k—1 ist. Der Kiirze halber werden wir die
Punkte (k—1)-ten Grades eines k-kritischen Graphen die Nebenpunkte, alle
ibrigen Punkte die Hauptpunkte des Graphen nennen. Es existieren kritische
Graphen, die nur Nebenpunkte besitzen. Die vollstindigen Graphen? und die
ungeraden Kreise? sind solche Graphen, und man kann zeigen (s. (3.1)), daf
aufler diesen keine weitere existeren. Fiir £ = 1, 2, 3 existieren iiberhaupt
keine anderen k-kritischen Graphen (s. [12]). Die aus lauter Nebenpunkten
bestehenden Graphen sind also von sehr einfacher Natur. Nun stellte sich heraus,
daf die Nebenpunkte in jedem kritischen Graphen einen Teilgraphen von sehr
einfacher Struktur spannen?, sowie daf dieser Teilgraph eben aus vollstindigen
Graphen und ungeraden Kreisen zusammengesetzt ist. Es gilt diesbeziiglich der

! Der Grad eines Punktes ist die Anzahl der zu dem Punkt inzidenten Kanten.

2 Ein vollstandiger j-Graph (j = 0) besitzt j Punkte, und je zwei dieser sind
durch eine Kante des Graphen verbunden. (Wir betrachten also den leeren Graphen
als vollsténdigen 0-Graphen, den einpunktigen Graphen als vollstindigen 1-Graphen.)

3 Ein Kreis heifit ungerade, wenn er eine ungerade Anzahl von Kanten besitzt.

#Ist A eine Menge von Punkten des Graphen @, so besteht der durch 4 gespannte
Teilgraph von G aus den Punkten von A4 und aus sdmtlichen solchen Kanten von (7,
die Punkte von A4 verbinden.
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Satz (E.1). Es set G ein k-kritischer Graph und Gy der durch die Neben-
punkte von G gespannte Teilgraph von G. Dann sind die Glieder® von Gy voll-
stindige j-Graphen (0 < §j < k) und ungerade Kreise. (Enthilt G keinen Neben-
punkt, so ist Gy der vollstindige 0-Graph, d. h. der leere Graph.)

Lafit man den vollstindigen k-Graphen aufBler Betracht, so reicht im
Falle &£ = 4 die in (E.1) ausgesprochene Eigenschaft, mit einer trivialen
Ergéanzung, zur Charakterisierung der Teilgraphen G aus. Dies besagt der

Satz (E.2). Es sei k= 4 und G’ ein Graph, dessen Glieder vollstindige
j-Graphen (0 £ j < k—1) und ungerade Kreise sind und in dem jeder Punkt
einen Grad < k—1 besitzt. Dann existiert ein solcher k-kritischer Graph G, in dem
die Nebenpunkte einen mit G’ isomorphen Graphen spannen.

Satz (E.2) enthilt auch die Behauptung, dafl es fir £ > 4 k-kritische
Graphen ohne Nebenpunkte existieren. Bei dem Beweis dieser Behauptung ist
die Angebung einen 4-kritischen Graphen ohne Nebenpunkte die Hauptauf-
gabe. Man kann nimlich mit Hilfe einen solchen 4-kritischen Graphen in sehr
einfacher Weise fiir jedes beliebige k& > 4 einen k-kritischen Graphen ohne
Nebenpunkte konstruieren (s. unter (2.1)). In (2.3) geben wir unendlich viele
solche 4-kritischen Graphen an, in denen jeder Punkt den Grad 4 hat. Beziig-
lich diesen Graphen werden wir auch die folgende interessante Tatsache bewei-
sen (s. (2.4)): Man kann unter den angegebenen Graphen unendlich viele solche
Graphen finden, die keine | kleine”” ungerade Kreise enthalten, genauer gesagt

deren ungerade Kreise mindestens |2 Kanten enthalten, wobei n die Punktan-
zahl der Graphen bezeichnet.®

Neben der Angebung k-kritischen Graphen ohne Nebenpunkte, beruht der
Beweis von (E. 2) auf solche Konstruktionen, mit Hilfe derer man aus kritischen
Graphen neue kritische Graphen herstellen kann. Zum Beweis von (E.1)
wenden wir dieselbe Methode des Farbenwechsels an, mit welchem BRrooxs
seinen Firbungssatz bewiesen hat.

Wir zeigen mehrere Anwendungen des Satzes (E.1). Der vorher erwithnte
Brooks’sche Satz ergibt sich als unmittelbare Folge (s. (3.2)). Wir stellen dann
mit Hilfe (E.1) in direkter Form diejenigen kritischen Graphen dar, die genau
einen Hauptpunkt besitzen (Satz (3.3)). Diese Graphen waren vorher von Dirac
durch ein rekurrentes Verfahren hergestellt worden (s. [8]). Unsere Darstel-
lung gibt die Moglichkeit aus diesen Graphen solche auszuwihlen, deren grof}-
te Kreise ,klein” sind. Wir kénnen so bei jedem festen k& > 4 fiir unendlich
viele n solche n-punktigen k-kritischen Graphen angeben, deren groBten Kreise
weniger als ¢,logn Kanten enthalten (¢, bezeichnet eine nur von k& abhiingige
Konstante) (Satz (5.2)). Dies bedeutet eine Verschirfung friiherer Resultate von
J. B. KErLLy und L. M. KgrLy, Dirac und R. C. ReaD ([10], [5], [13]). Es sei

5 Die Glieder eines zusammenhédngenden, mehrpunktigen Graphen ' sind durch
die folgenden Eigenschaften bestimmt: Durch je zwei Kanten desselben Gliedes geht
ein Kreis von @, durch zwei solche Kanten, die zu verschiedenen Gliedern gehéren, geht
kein Kreis von . Der leere sowie der einpunktige Graph besitzt ein einziges Glied:
den Graphen selbst. Man versteht unter den Gliedern eines nicht zusammenhingenden
Graphen die Glieder seiner Komponenten (s. [11], [12]).

6 Siehe ErDGs, P.: ,,On circuits and subgraphs of chromatic graphs®. Mathematika
9 (1962) S. 171.
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noch erwiahnt, da man mit Hilfe von (E.1) auch jene kritischen Graphen
herleiten kann, die genau zwei Hauptpunkte besitzen.

Der Satz (E.1) gibt auch die Moglichkeit zur Bestimmung einer unteren
Schranke fiir die Kantenanzahl kritischer Graphen. Wir zeigen, daf ein k-kri-
tischer (k = 4) Graph mit » (n > k) Punkten stets mehr als n(k—1)/2 +
+n/(2(k+9)) Kanten enthilt (Satz (4.4)). UnsereSchranke ist zwar fiir ’kleine”
n kleiner, als die von DIrAC angegebene (s. [8] und (4.2)) — diese hat den Wert
n(k—1)/2 + (k—3)/2 — sie hat jedoch die Eigenschaft, dafl ihr Unterschied
von der ,,trivialen Schranke’ n(k—1)/2 mit n ins Unendliche wichst.?

1. Beweis des Satzes (E.1)

In diesem Abschnitt fithren wir zuerst mehrere Bezeichungen ein und
geben einige Erklirungen. Dann beweisen wir mehrere Hilfsiitze und gelangen
durch diese zum Beweis des Satzes (E.1).

(1.1) Bezeichnungen und Erkldrungen. Ist M eine
endliche Menge, so bezeichne /" (M) die Anzahl der Elemente von M. Mit G
(auch mit verschiedenen Zeichen versehen) werden wir immer Graphen bezeich-
nen. . (@) bzw. .% (@) bezeichnet die Menge der Punkte bzw. Kanten von G;
7(G) bzw. »(G) die Anzahl der Punkte bzw. Kanten von G. Ist .%(G) = @ und
¥ (G)-= @, so heilit G leer (G = @).

Der Graph G, U G,, bzw. G, N G,ist durch 5(G, U G,)
K (G U G,) = % (G) U .¥(Gy) bzw. (G N Gy)
K (G N G) = F(G) N-K(G,) definiert. Falls G; N G,
wir daf3 G und @G, fremd sind.

og(x) ist der Grad des Punktes x in G. Ist gpg(x) = 0, so heilt x ein
isolierter Punkt von G. xy oder yx bezeichnet die Kante, die die Punkte
x und y verbindet. Sind 4 und B Punktmengen, dann nennen wir ihre Punkte
kurz A-bzw. B-Punkte. Eine A B-Kante ist eine solche Kante, die einen A-Punkt
mit einem B-Punkt verbindet. Ist 4 = {a}, so schreiben wir statt 4 B-Kante
aB-Kante. x ¢ G ist gleichbedeutend mit x € .%(@), xy € G mit zy € ¥ (Q).8
Ist zy € G, =0 sagen wir auch, dafl  und y in G verbunden oder benachbart sind.
Gilt 4 C P(G), B C %(@G) und enthilt ¢ jede AB-Kante, dann sagen wir,
daBl 4und B in G vollstindig verbunden sind.

G’ C @ driickt aus, daf} G’ ein Teilgraph von G ist (G" C G, dal G’ ein
echter Teilgraph ist). Ist 4 C .%(G), so bezeichnet [A]; den durch A
gespannten Teilgraphen von G. Wir setzen G—A4 = [(%(Q)—A4]; (4 C P(G))
und G—x = G—{z} (z € .A(G)). Ist @y € G, dann bezeichnet G—awxy jenen
Graphen, der aus ¢ durch Weglassung der Kante xy entsteht.

Fiir den mit G bezeichneten Graphen werden wir von den Zeichen pg()
und [A4]; den Index G meistens weglassen. Die Begriffe ,,Grad” , benachbart”
u. s. w. beziehen sich — wenn anders nicht gesagt wird — gleichfalls auf den
mit G bezechneten Graphen.

S(Gy) U A (Gy),
S(Gy) N P(Gy),
%)

ist, so sagen

[

7 Unseres Wissens nach hat auch DirAac bewiesen, dall der Unterschied zwischen
der Kantenanzahl und n(k — 1)/2 mit n ins Unendliche wéchst.

8 Die Punkte werden immer mit kleinen lateinischen Buchstaben, die Kanten mit
Buchstabanpaaren bezeichnet.
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Die Punktmenge A ist eine trennende Punktmenge des zusammenhin-
genden Graphen @, wenn 4 C (@) besteht und G—A nicht zusammen-
hangend ist. Ist {«} eine trennende Menge von G, so heil3t x ein trennender
Punkt von G. Unter den trennenden Punkten eines nicht-zusammenhingenden
Graphen G verstehen wir die trennenden Punkte der Komponenten von G. Ist
x kein trennender Punkt von @G, so gehort er zu genau einem Glied von G (s. die
FuBnote® der Einleitung). Wir nennen ein solches x einen inneren Punkt des
Gliedes, dem es angehort. Ein Glied von G heil3t Endglied, wenn es hochstens
einen trennenden Punkt von G enthilt. Jeder Graph besitzt mindestens einen
Endglied, diejenigen mit trennenden Punkten mindestens zwei (s. [12] S. 88).
Ist (¢ zusammenhingend und mehrpunktig, so enthilt jedes Endglied von G
innere Punkte.

W= (z,...x,) (n = 1) bezeichnet im Falle n > 2 jenen Weg, der aus
den (verschiedenen) Punkten x,, . . ., , und aus den Kanten zz,, .. ., x,_, x,
besteht; im Falle n =1 den einpunktigen Graphen (Weg) (z,), der aus x,
besteht. Wir werden W auch einen x,x,-Weg nennen.

V = (%@, . .. %,x) (n = 3) bezeichnet jenes Vieleck (Kreis), das aus
den (verschiedenen) Punkten z;, w,,..., x, und aus den Kanten zz,, . . .,
x,_ 1%, ¢,x; besteht. Zwei Punkte x; und ; von V zerlegen V in zwei Wege,
diese heiflen die durch x; und x; bestimmten Bogen von V. Die Diagonalen
von V sind diejenigen Kanten, die Punkte von V verbinden, jedoch nicht zum
Graphen V gehoren.

Unter der GriBe (Linge) eines Weges bzw. Kreises (Vielecks) verstehen
wir die Anzahl seiner Kanten. Ein Weg bzw. ein Kreis heif3t gerade oder
ungerade, je nach dem seine Linge gerade oder ungerade ist.

Den ausdruck ,,vollstindiger j-Graph™ werden wir mehrmals durch das
Zeichen (j) ersetzen. G = {(j) bedeutet also, dafl G ein vollstindiger ;-
Graph ist.

Fir die Farbung der Punkte sollen die nichtnegativen ganzen Zahlen
beniitzt werden. Ist f eine Farbung von @, ist ferner € G G’ C G und
A C 9(G), dann bezeichnet f(x) die Farbe von zin f, f(G’) bzw. f(4) die
Menge der in G” bzw. 4 vorkommenden Farben von f. Eine k- Féarbung (k = 1)
von @ ist eine zulissige Fiarbung von G mit hochtens k Farben. G heil3t k-firb-
bar, wenn er eine k-Firbung besitzt. (Ein k-farbbarer Graph ist also auch
(k -+ r)-farbbar (r > 0).) Ist (GQ) = k, so heillt G k-chromatisch. Gilt fiir jedes
x € G »(G—2x) < x(@), so heiBt G punktkritisch.

Es sei #(G) = k und « € G. f heilt eine zu x gehorige Farbung (von @),
wenn [ eine solche k-Firbung von G ist, bei der die Farbe f(z) in keinem von
x verschiedenen Punkt vorkommt.

Die folgenden drei Behauptungen sind trivial:

(1.2) Zu jedem Punkt x des kritischen Graphen G existiert eine zu x gehorige
Férbung von G.

(1.3) Es sei G k-kritisch (k = 2), x ein Nebenpunkt von G (p(x) = k—1)
und f eine zu x gehérige Farbung wvon G. Sind dann x, ..., x, , die
Nachbarpunkte von x in G, so sind f(x,), . . ., f(x,_,) verschieden.

(1.4) Es sei G kritisch, x € G, f eine zu x gehorige Farbung von G und y ein
solcher Nachbarpunkt von x, dessen Farbe f(y) bei keinem anderen Nachbarpunkt
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von x vorkommdt. V ertauscht man dann die Farben von x und y, ohne die Farbe der
iibrigen Punkte zu dndern, so geht f in eine zu y gehorige Farbung 4iber.

Aus (1.3) und (1.4) folgt unmittelbar

(1.5) Es sei G k-kritisch (k = 2), @ ein Nebenpunkt von G und f eine zu x
gehorige Firbung von G. Ist y ein beliebiger Nachbarpunkt von x, so fihrt die
Vertauschung der Farben von x und y, bei Festhaltung der Farben der iibrigen
Punkte, die Fdrbung f in eine zu y gehorige Férbung iiber.

Der in (1.5) vorkommende Farbenwechsel wurde erst von BROOKS im
Beweis seines Fiarbungssatzes angewendet [1].

(1.6) Lemma. Es sei G k-kritisch (k = 3), x,, x,, . . ., x; Nebenpunkte von
Gund V = (xyx, . .. x@,) ein Vieleck von G. Ferner sei f eine zu x, gehirige
Firbung von G. Permutiert man dann die Farben von w,, . . ., x; in zyklischer

Ordnung, ohne die Farbe der iibrigen Punkte zu dndern, so gelangt man wieder
zu einer zu x, gehorigen Fdrbung von G.

Beweis. Es sei f(x,) = 0 und f(x;) = o; (: =1, ..., l). Vertauscht man
nacheinander die Farben von 2, und #,, 2, und x,, . . ., 2;_, und «,;, und endlich
diejenigen von x; und x,, ohne die Farbe der iibrigen Punkte zu indern, so
erhilt man zufolge (1.5) der Reihe nach die zu den Punkten z, z,, . . ., @, x,
gehorigen Farbungen f), f,, ..., f, und f". In f; (1 <4 < [—1) erhalten die
Punkte z,, z,, . . ., ¢, die Farben oy, a,, . . ., a;, 0, @;.,, . . ., oy, in f, diejenigen
von a,, dy, . . ., @;, 0 und in f” die Farben 0, a,, a,, . . ., a;, ;.

(1.7) Es sei G k-kritisch (k = 3) und V ein solches Vieleck von G, das nur
Nebenpunkte von G enthdlt. Gibt es dann in V einen Punkt x, mit der Eigenschaft,
dal3 G keine aus x, ausgehende Diagonale von V' enthdlt, so mul3 V' ein ungerades
Vieleck sein.

Beweis. Es sei V = (xy; . . . 22,) (Il = 2) und A die Menge jener Nach-
barpunkte von x, die nicht zu V' gehoren, also die Menge simtlicher Nachbar-
punkte mit Ausnahme von x; und ;. Ferner sei f eine zu x, gehorige Firbung
von G. Wir zeigen erst, dafl keine der Farben f(z,), f(z,), ..., f(z;) in f(A4) ent-
halten ist. Fiir f(x,) ist das trivial, fiir f(z,) und f(z,) folgt dies aus (1.3). Im
Falle I > 2 sei f(x;) = a (1 <7 < l). Durch (i—1)-malige zyklische Permutation
der Farben von z,, . .., @, (in den iibrigen Punkten werden dabei die Farben
festgehalten) bekommt man eine solche Firbung f” von G, fir die f'(z,) = «
besteht. Nach (1.6) ist f” eine zu x, gehorige Firbung von @, und so ist nach
(1.3) ag f(4) = f(4).

Anderseits folgt nach (1.3) aus unsern Annahmen, dafl f(A4) genau k#—3
Farben enthilt. Die Farbe f(x,) kann in keinem von z, verschiedenen Punkt
vorkommen. Es bleiben also fiir die Punkte ..., 2, nur zwei Farben.
Diese miien in der Folge f(x,), ..., f(x) abwechselnd auftreten. Nach
(1.3) ist jedoch f(x;) =~ f(x;), und so muf} [ gerade sein.

(1.7) ist mit der folgenden Aussage gleichwertig:

(1.8) Ist G k-kritisch (k = 3) und V ein solches gerades Vieleck von G, das
nur Nebenpunkte von G enthdlt, dann liuft aus jedem Punkt von V mindestens
eine zu G gehorige Diagonale von V aus.
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Zum Beweis des Satzes (E.1) wird nur von der in (1.8) formulierter
Jigenschaft der kritischen Graphen Gebrauch gemacht. Es geniigt sogar
weniger: Wir werden nur beniitzen, dad der Graph G von (1.8) mindestens zwei
Diagonalen des Vielecks von (1.8) enthilt. Es gilt nimlich folgender Satz:

(1.9) Satz. Es enthdlte der Graph G zusammen mit jedem geraden Vieleck
auch mindestens zwei Diagonalen dieses Vielecks. Dann sind samtliche Glieder von
G vollstindige Graphen und ungerade Vielecke.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf ein beliebiges mehrkantiges Glied von
G ein vollstiandiger Graph oder ein ungerades Vieleck ist.

I) Wir zeigen zuerst, dafl (¢ zusammen mit einem geraden Vieleck auch
samtliche Diagonalen des Vielecks enthélt. Nehmen wir das Gegenteil an, und
bezeichne V' = (x,, ... xx;) ein kleinstes gerades Vieleck von @, dessen Diagona-
len nicht alle zu G gehoren. Da mindestens zwei Diagonalen von V in (Genthalten
sind, muf3 / > 6 sein. Nennen wir in diesem Beweis eine Diagonale xy von
V gerade oder ungerade, je nachdem ob die durch z und y bestimmten Bogen
von V beide gerade oder beide ungerade sind. (Da [ gerade ist, ist jede Diago-
nale von V' entweder gerade oder ungerade.)

a) Wir beweisen, dal ¢ auch ungerade Diagonalen von V enthilt.
G enthiilt zwei Diagonalen von V. Wir diirfen annehmen, da} z,z; € G, x,v, € G
(1 <g<j<l g+ 1<h) besteht. Es seien diese beiden Dlagonalen gerade
(sonst gibt es mchtq zu beweisen). Es ist also j=1 und A = ¢ (mod 2), und so
besteht

(*) g—1=h—q lmod 2],

Ist h < j, dann ist wegen (*) V' = (2, ... xx), ... 2x) ein gerades
Vieleck von G. Dieses ist kleiner als V, und so enthilf nach unserer Annahme
G alle Diagonalen von V’. Es ist also x,x; € G und x,x; ist eine ungerade Diago-
nale von V.

Ist h > j, so sind wegen (¥) die zu G gehorigen Vielecke V, =

= (X . . - Ty - . . Tywy) und Vy, = (22, - . . T L Tpy, - - - T@,) beide
gerade. Die Summe der Langen von V und V', mt l + 4. Da [ > 4 ist, muB} der
eine von V', und V, kleiner als V sein. Wir durfon annehmen, daf V kleiner
als V ist. G enthalt dann simtliche Diagonalen von V. Es gilt also x,x; € G
und z,z; , € G. Wegen [ > 4 ist jedoch der eine von @,r; und z,x; sicher eine
Dlagon@le von V, undzwar eine ungerade Diagonale.

b) Es sei nun x,z; eine zu (¢ gehorige ungerade Diagonale von V. Dann
sind die in ¢ liegenden "Vielecke V = (2, . . .x@y) und Vy, = (wz@; - . 2@)
bPldP gerade und beide kleiner als V. G enthalt also alle Dlagonalen von V, und

. Es sei x,x), (4 xz;) eine solche Diagonale von V, die weder Dlagonalo
von vy noch’ von v, ist. Wir kénnen 1 < g <j<h =1 annehmen. Nach den
obigen hegt das Viereck Vy = (v,2,22,2,) in G, und so enthilt G beide Diagona-
len von V,. Es ist also x,2;, € G. G enthalt daher simtliche Diagonalen von V.
Dieser Wlderspruch beweist unsere Behauptung.

IT) Es sei jetzt V = (a2, . . . ;) ein ungerades Vieleck von G und nehmen
wir an, daf3 G eine Diagonale von V enthalt. Z. B. sei z,2; € G (1 < j < [). Wir
zeigen, dafl dann @ simtliche Diagonalen von V entha{t Da vV ungerado
ist, mul} das eine der zu G gehorigen Vielecke V, = (zx, ... 2x) und V, =
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= (2 2;2; . - - - Tx;) gerade sein. Es sei z. B. V; gerade. Dann enthiilt nach
I @G simtliche Diagonalen von V,. Daher gehort das gerade Vieleck V, =
= (2@; 1)1y - - - 7T zu G, und so enthilt G auch simtliche Diagonalen
von V Fiir eine solche Diagonale von V, die weder Diagonale von V,, noch
von V3 ist, kann man in der gleichen Weise wie in I) b) beweisen, daf} sie zu
G gehort. G enthilt also tatsichlich alle Diagonalen von V.

III) Es sei jetzt G, ein mehrkantiges Glied von G und V = (z; . . . ;) ein
grofites Vieleck von G.

a) Nehmen wir erst an, dal ¢, simtliche Diagonalen von V enthilt. Wir
beweisen dann, daf} jeder Punkt von G, zu V gehort, woraus G = (I} folgt
({ly = vollstindiger I-Graph). Es sei nimlich x ein solcher Punkt von G, der
nicht zu V gehort. G enthiilt ein solches Vieleck V,, das den Punkt z und eine
Kante aus V enthilt. Es sei V, = (2z;x; . . . ;,x) und ¢ der kleinste, » der
eroBte Wert jener Indizes i (1 < i < m) fir die a:, € V besteht. Dann ist
1 <g<h<mund von dem Bogen W’ = (zg . llxx . zp) liegen nur x, und
2, auf V.Wir diirfen annehmen, daB T, = X, und xp =; (1 <j=1) besteht.
Nach unseren Annahmen gehort der Weg W = (2, ...z, ,2,...)) zu G,
und dann gehort auch das Vieleck W U W’ zu G;. WU W’ 1st jedoch grofer alq
V. Dieser Widerspruch beweist unsere Bohaptung

b) Nehmen wir jetzt an, dall ¢; und damit auch ¢ nicht alle Diagonalen
von V enthilt. Nach I) und II) ist dann V' ungerade und G, enthilt keine der
Diagonalen von V. Wir beweisen dafl in diesem Fall G, = V ist. Es geniigt
dazu zu 7oigen daf jeder Punkt von G, zu V gehort. Essei x € G, und a¢V . Fer-
ner sollen g, a4, W', x; dieselbe Bedeutung haben, wie in @). Es gilt j =& 2 und
j 5= 1. Sonst wiire das zu G, gehorge Vieleck W’ U (a, . . . x@,) bzw. WU (2;...x)
groBer als V. xz; ist also eine Diagonale von V und es besteht daher vx 4G,
Bezeichnen ferner W, und W, die durch x, und z; bestimmten Bogen von V, so
bildet (da V untrerddo ist) W’ ontwedor mit W, oder mit W, ein gerades Vieleck
von G,. x,z; ist Dlaﬂonale dieses Vielecks, und daher gehort nach I) x, x; zZu
a, und damit auch zu G,. Dieser Wlderspruch beweist unsere Behauptung
Damit haben wir den Bewmq von Satz (1.9) beendet.

(1.10) Der Satz (E.1) der Einleitung ist nun eine unmittelbare Folge von
(1.8) und (1.9). Man kann sogar mit Hilfe unseres Beweisverfahren zu einem
schirferen Satz gelangen. Man kann namlich bei jedem beliebigen (nicht unbe-
dingt kritischen) Graphen von Neben- und Hauptpunkten sprechen: Der Punkt
x des Graphen G heif3t ein kritischer Punkt von G, wenn x(G—ax) < »(G) gilt.
Ist #(G)) = kund @ ein kritischer Punkt von G, so gilt g(x) = k—1. Der kritische
Punkt z des k-chromatischen Graphen @ heifit ein Nebenpunkt oder ein Haupt-
punkt je nach dem ob g(x) =k (x) > k—1 besteht. Offensichtlich
gibt es zu jedem kritischen Punkt @ von @ eine zu x gehorige Fiarbung von
@ (s. (1.2)) und man sieht, dafl die Behauptungen (1.3), (1.4), (1.5), (1.6), (1.7),
(1.8), und demzufolge auch der Satz (E.1), auch dann richtig bleiben, wenn man
in diesen statt k-kritische Graphen beliebige k-chromatische Graphen nimmt.

2. Der Beweis des Satzes (E.2)
Verfahren, die aus kritischen Graphen kritische Graphen ergeben

Wir wollen uns zuerst mit der Herstellung k-kritischen Graphen ohne
Nebenpunkte beschiftigen. Haben wir einen 4-kritischen Graphen ohne
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Nebenpunkte, so kann man auf Grund des folgenden einfachen Satzes? fiir
jedes beliebige k > 4 leicht einen k-kritischen Graphen ohne Nebenpunkte
angeben.

(2.1) Ist G, ky-kritisch, G, ky-Ekritisch und G, N Gy = @, so ist derje-
nige Graph, der aus G, U G, dadurch entsteht, daff man similiche
Punkte von Gy, mit simtlichen Punkten von G, verbindet, (k, -+ k,)-kritisch.

Wiahlt man nédmlich fiir ¢, den oben erwidhnten 4-kritischen Graphen
(dieser mufl mehr als 4 Punkte enthalten), fir G, einen (k — 4) (d. h.
einen vollstindigen (k — 4)-Graphen), so ergibt die Konstruktion von (2.1)
einen k-kritischen Graphen mit lauter Hauptpunkten.

Wegen spiiteren Anwendungen soll hier auch derjenige 4-kritische Graph
erwiahnt werden, der durch das Verfahren (2.1) aus einem ungeraden Kreis
(3-kritischer Graph) und aus einem einpunktigen Graph zustande kommt
(s. [6]). Wir wollen diesen ein ungerades Rad nennen.

(2.2) Gleichfalls wegen spateren Anwendungen formulieren wir hier auch
zwei triviale Umkehrungen von (2.1) und fiithren eine neue Benennung ein.

Ist G ein kritischer Graph, und besitzt 59(G) eine solche Zerlequng in zwei
nichtleere Teilmengen A, und A,, dal3 A, und A, in G vollsf('in(lz'g verbunden sind,
so sind [A,] und | A,] kritische Graphen und es gilt »([A,]) + =([4,]) = »(G).

Ist G ein kritischer Graph und gibt es eine solche Zerlequng von .5(G) in
zwei nichtleere Teilmengen A, und A,, dal [ A,] und | A,] beide kritisch sind und
x([A4,]) + ([ 4,]) = =(G) besteht, so sind A, und A, in G vollstindig verbunden.

Es sei bemerkt, dafi die beiden Umkehrungen zusammen mit (2.1) ihre
Griiltigkeit auch dann erhalten, wenn man in diesen iiberall statt kritischen
Graphen punktkritische Graphen nimmt.

Wir nennen einen kritischen (punktkritischen) Graphen & zerlegbar, wenn
eine solche Zerlegung von .%(() in zwei nichtleere Teilmengen A, und A,
existiert, dal 4, und 4, in @ vollstindig verbunden sind.

(2.3) Wir wollen jetzt solche 4-kritischen Graphen angeben, in denen jeder
Punkt den Grad 4 hat. Ks seien p und ¢ (p = 4, ¢ = 3) natiirlich Zahlen und ¢
sei ungerade: ¢ = 2¢° + 1. Betrachte man die Gitterpunkte

a;; = (¢, 7) (=050 - wiiP3 =08 1 wm5i0)

der Ebene und die Strecken

ayagy wit | — i + | — | =1

(6,9 =01,...,p; 7 =0,1,...,9).
Diese btrecken zerlegen das Rechteck @ = oo )ap,,aoq in die Quadrate
Qlj @i 11,/ % 11,j+1%i,j + 1(7’ =0, 1, p_l 7= ) L. q—l) Durch die
Identlf 1z1erung der gegenuberhegonden Seiten stelle man aus Q einen Klein’schen
Schlauch S her. Die Identifizierung soll in solcher Weise durchgefiihrt werden,
daB a;, mit a;, (¢ =0, 1, ..., p) und @y, mit @pq—;j (=0, 1, ... q) zusam-
menfalle.

® Wir haben die Behauptung (2.1) von G. A. Dirac kennengelernt. Die triviale
Verifizierung von dieser wollen wir iibergehen.
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Es sei nun @ derjenige Graph, dessen Knotenpunkte bzw. Kanten die in
S vorkommenden Punkte a,; bzw. ,Strecken” a;a;; (|i"—i|+|j'—j|=1) sind.
Dann enthilt G genau pg Knotenpunkte und jeder Knotenpunkt hat den Grad 4.

Wir beweisen zuerst, dafl »(@) > 4 ist. Nehmen wir das Gegenteil an,
und es sei f eine 3-Firbung von G. Die in f vorkommenden Farben sollen mit
a,, a,, o4 bezeichnet werden. Betrachte man den eindimensionalen simplizialen
Komplex

F = {a,, a,, ay, 0,a,, a0, ayag}

sowie jenen eindimensionalen simplizialen Komplex K, der aus den Knoten-
punkten @, und aus den ,gerichteten” Kanten a,a,; = —a;;a; von G
besteht. Bilde man nachher die eindimensionalen Ketten

Bij= ;@41 + Qi41,jBit1,j+1 T Fitr,j+1 Bijpr + Qi jar @

(B;; is der ,,Rand” von ;) sowie die Kette

p—1 q-1
= > By,
=0 j-o0
Offensichtlich gilt dann
q—1
(1) R:—ng0 @ Ao j41-

Wir wollen nun die Farbung f als eine simpliziale Abbildung von K in #
auffassen. Es soll dann f die durch finduzierte Abbildung der Ketten von K in
den Ketten von F bezeichnen. Da man in jeder 3-Farbung eines Vierecks
zwei solche nicht benachbarte Knotenpunkte finden kann, die die gleiche Farbe
besitzen, gilt fiir jedes B;;(¢ =0,1,...p—1;j=0,1,...,¢—1) f(R,-j) =0"
{n der Tat, ist z. B. f(a;) = Haiyrj41) =2, (1=£9¢g<3), so ist mit
Haiy)) = ap und f(a;;4,) = o (1Sh<3, 1 <h <3)

fA(Rij) " agah + ahag + agah' _{_ ah'ag =0.
Daraus folgt
-
f(B) =2 2 f(B;)=0.

=0 j

©
£

I
(=}
I
(=]

~

Anderseits ist nach (1), wenn wir f(a,;) = o;; (1 <i; < 3) setzen

~ q——l
(2) Jif8) = — 21,;; gy iy, -

Die auf der rechten Seite von (2) stehende Kette kann jedoch nicht gleich 0 sein,
da wegen der Zulassigkeit von f a;, = a;, und dahera; a;, #0(j=0,1,...,9—1)
gilt und ¢ eine ungerade Zahl ist. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung
%(G) = 4.
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Um zu beweisen, dafi ¢ 4-kritisch ist zeigen wir, dafl die Weglassung
einer jeden Kante von G einen 3-fairbbaren Graphen ergibt (s. (2.6)). Wegen
Symmetriegriinden geniigt es nur die Weglassung folgender Kanten zu unter-
suchen:

1) ayay (i=0,1,....9),

=8¢ 41
2) Ay 0y j41(1= 0,1, ...,q'). (7 . )
Wir wollen hier nur jenen Fall behandeln, wo p gerade ist: p = 2p’. (Im Falle
wo p ungerade ist, kann man dhnlich schlieBen.)

Bezeichne G’ jenen Graphen, der aus G durch die Weglassung einer der
erwihnten Kanten zustandekommt. Die 3-Fiarbbarkeit von G’ werden wir
folgendermaf3en beweisen: Wir geben eine solche Menge A von Knotenpunkten
aus G’ an, daf} je zwei Knotenpunkte von 4 in G’ nicht verbunden sind, und
von der man (durch eine Skizze) einfach einsehen kann, dafl der Graph G"—A4
2-farbbar ist. (Um die Schreibweise zu vereinfachen geben wir die Punkte a;
in der Form (7, j) an.)

1) Die weggelassene Kante ist a,a,; (0 < 7 < ¢’).

Ist ¢ = 2¢’, so besteht 4 aus den Punkten:

(2,2a—1), (1,2a) (=" 0, o0, 0')s
(28—1,2¢"), (28,2¢"+ 1) (B=2, .. D)

und im Falle ¢ > 0 auBler diesen noch aus den Punkten

(2,279), 1,2y + 1) (F="105 55050 = 1)
Ist ¢ = 2i"—1, so besteht 4 aus den Punkten
(1,2a), (2,2a4+1) (a=74,...,9),

(28—1,2¢), (28,2¢ +1) (B=2,...,p)
und im Falle ¢ > 1 auler diesen noch aus den Punkten
(L2y—1), (2,29) (=1, ...yt —=1).

2) Die weggelassene Kante ist aya, ; ., (0 < j < ¢').
Ist j = 2j’, so besteht 4 aus den Punkten

(2,27 + 1)
(1,2 a), (2,2a04+1) (a=j4+1,...,4),
(28—1,2¢"), 28,2¢+1) (B=2,...,p)

und im Falle j7 > 0 auBler diesen noch aus den Punkten

(L2y—1), (2,2y) y=1....7).
Ist j= 2" — 1, so besteht 4 aus den Punkten

(0,0),(1,1)

(3,2a), (2,20+4+1) (a=4§,...,q),

(28.2¢' + 1), (28+1,2¢) (B=1,...,p" — 1)
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und im Falle 7 > 1 auBler diesen noch aus den Punkten

Damit habén wir im Falle p = 2p” bewiesen, dall @ ein 4-kritischer Graph ist.

(2.4) Wir wollen im Falle p = 2¢” noch eine interessante Eigenschaft des
oben definierten Graphen G zeigen. Wir beweisen ndamlich, dafl die kleinsten
ungeraden Kreise von G die Linge 2¢” + 1 besitzen. Betrachte man die
Punktmenge

B ={(0.¢), (L.¢),-.-.(2¢" —1.¢), (2¢'.9)}

Man kann dann den Graphen G—B mit zwei Farben zulissig firben, woraus
folgt, daB jeder ungerade Kreis von G einen B-Punkt enthalten mufl. Es ist
ferner [ B] ein Kreis mit der Liange 2¢” 4+ 1. Man setze

C ={(0,0), (1,0), ...,(2¢ —1,0)}

und
Dr=A8, 00, (8.1}, « o .. 05, 24")} (t=0,1,...,2¢" —1).

Es sei nun V ein beliebiger ungerader kreis von G. Enthilt V Punkte aus C so
mufl »(V) > 2¢” + 1 sein, da der ,,Abstand’ zwischen einem C- und einem
B-Punkt mindestens ¢”ist. Enthilt anderseits V fiir jedes (i = 0,1, . . ., 2¢"—1)
einen D-Punkt, so ist offensichtlich »(V) = 2¢” 4+ 1. Nehmen wir nun an, daf3
V' keinen C-Punkt enthilt und daB ein 7, (0 < ¢, < 2¢°—1) gibt fiir das V
keinen D, -Punkt enthilt. Wir diirfen ¢, = 0 annehmen. Dies fiihrt jedoch zum
Widerspruch, da man den Graphen G—(C' U D) offensichtlich mit zwei Farben
zuliissig firben kann. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Fiir den betrachteten Graphen @ ist

@) =2q¢(2¢+1) < (2¢+1)%

und so haben wir fiir unendlich viele n solche n-punktigen 4-kritischen Graphen
konstruiert, in denen die Lingen der ungeraden Kreise grofer als |/n sind.

(2.5) Die kleinsten Werte von p und ¢, mit welchen die Konstruktion von
(2.3) einen 4-kritischen Graphen ergibt, sind p = 4 und ¢ = 3. Wegen spiiteren
Anwendungen wollen wir den zu diesen Werte gehorigen Graphen einen
I'4y-Graphen nennen. Ferner wollen wir einen solchen k-kritischen (k > 4)
Graphen, der aus einem [, -Graphen und aus einem (k—4) durch das
Verfahren (2.1) entsteht, einen I'y,-Graphen nennen.

(2.6) Wir wollen einige bekannte einfache Tatsachen iiber kritische
Graphen erwihnen.

Jeder kritische Graph ist zusammenhdngend und enthdlt keinen trennenden
Punkt (s. [2]).

Ist G k-kritisch und xy € G, so gilt x(G—axy) = k—1 und fir jede (k—1)-
Firbung f von G—uwy besteht f(x) = f(y).

Wollen wir beweisen, daf} ein Graph @, der keine isolierten Punkte ent-
hilt (also z. B. ein zusammenhingender Graph) kritisch ist, so geniigt es zu

zeigen, dall er kantenkritisch ist, d. h. dal} fiir jedes xy € G »(G—zy) < x(Q)
besteht.



176 GALLAI

Wir fithren zwei neue Begriffe, nimlich diejenigen der Vereinigung und
Zerspaltung von Punkten, ein.

Es sei G ein Graph, 2, z, € G, 2,2, ¢ G und bezeichne 4; die Menge der
Nachbarpunkte von z; in G (i = 1, 2).

Nimmt man dann zu dem Graphen G—{z,, x,} einen neuen Punkt z
hinzu, und verbindet man 2z mit simtlichen Punkten von 4, U 4,, so entsteht
ein neuer Graph, von dem wir sagen wollen, daf} er aus G durch die Vereini-
gung der Punkte x;, und z, zustande gekommen ist. Der Punkt « heif3t die Ver-
einigung der Punkte x, und w,.

Umgekehrt, sei G ein Graph, y € G, o(y) = 2 und bezeichne B die Menge
der Nachbarpunkte von y in G. Zerlegt man in irgendeiner Weise B in die zwei
nichtleeren Teilmengen B, und B,, nimmt man zu dem Graphen G—y zwei
neue Punkte y, und %, hinzu und verbindet man y, mit jedem Punkt von B,
(i = 1, 2), so entsteht ein neuer Graph, von dem wir sagen wollen, daf} er aus
G durch die Zerspaltung des Punktes y in die Punkte y, undy, zustande gekom-
men ist.

Es gilt nun der folgende Satz von Dirac (s. [4] und das Theorem 1 der
Arbeit ,,On the structure of 5- and 6-chromatic abstract graphs” (erscheint in
Journal f. reine w. angew. Math.)):

(2.7) (Dirac) a) Es sei G ein k-kritischer (k = 3) Graph und {a, b}
ein trennendes Punktpaar von G. Dann ist ab ¢ G und G—{a, b} besteht aus
genau zwei Komponenten. Bezeichne man diese Komponenten mit [C)] und
[C,] (C;U(@), t =1, 2) und selze G; = [C; U {a, b}] (¢=1, 2). Dann
sind Gy und G, beide (k—1)-farbbar und man bekommt aus dem einen (und
nur aus einem) dieser Graphen durch die Hinzunahme der Kante ab, aus
dem anderen (und nur aus diesem) durch die Vereinigung der Punkte a wund
b einen k-kritischen Graphen.

b) Es seien G’ und G’ zwer fremde k-kritische (k = 3) Graphen, ab € G,
G, = G"—ab, ¢ € G”" und G, derjenige Graph, der aus G’* durch die Zerspaltung
des Punktes ¢ in die Punkte ¢, und c, zustande kommt (c,, ¢, ¢ G'). Ist dann G,
(k—1)-farbbar, so wird jener Graph G, der aus G, U G, dadurch entsteht, dal3 man
die Punkte a und c, vereinigt und b mit c, verbindet, k-kritisch.

Bemerkungen. 1) Bisher ist kein vollstindiger Beweis von (2.7) erschienen.
Wir haben deshalb fiir nétig gehalten einen solchen Beweis mitzuteilen (beziig-
lich des ersten Absatzes des Beweises s. [4]).

2) Wegen k = 3 ist pg(c) = 2. Die Zerspaltung von ¢ kann also tat-
sichlich durchgefiihrt werden.

3) Der Teil a) des Satzes bleibt auch dann richtig, wenn man statt kri-
tische Graphen punktkritische Graphen nimmt. Fiir den Teil b) gilt jedoch die
gleiche Aussage nur dann, wenn man auch die (k—1)-Farbbarkeit von G,
voraussetzt.

Beweis. a) Bezeichnen wir mit [C,] (# = 1, ..., [; [ = 2) die Komponen-
ten von G—{a, b} und esseiG; = [C; U {a,b}] (s =1, . ) Da G kritisch ist,
sind die Graphen G, (i =1, ..., l) (k—1)-farbbar. Betraehte man eine (k—1)-
Farbung (k—1 = 2) eines Graphen @, (1 < ¢ < [). Enthalten in dieser die
Punkte a und b verschiedene (gleiche) Farben, so gibt esein j 1 (1 < j <)
mit der Eigenschaft, daBl in jeder (k—1)- Farbung von G; a und b ) gleiche
(verschiedene) Farben bekommen; sonst wire niamlich G (k — 1)-farbbar.
Daraus ausgehend ergeben sich nacheinander die folgenden Behauptungen:
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Es existieren unter den Graphen G; (i =1, .. ., l) zwei solche, sagen wir G,
und G,, daB} in jeder (k — 1)-Fiarbung von G,(bzw. G,) a und b die gleiche
(bzw. verschiedene) Farben erhalten; es gilt I = 2 und ab ¢ G; G, und G, sind
zusammenhingend; G' = G, U (ab) und derjenige Graph G’’/, der aus G,
durch die Vereinigung der Punkte @ und b entsteht, sind k-chromatisch. (Die
Rollen von G und @G, kénnen nicht vertauscht werden !)

Da @, und @G, zusammenhingend sind, gilt das gleiche auch fiir G” und G”’.
Um zu beweisen, dafl G’ und G’ kritisch sind, geniigt es daher zu zeigen, daf3
sie kantenkritisch sind.

G’ —ab ist (k— 1)-farbbar. Es sei nun zy € G’, zy =~ ab. Dann ist
a2y € G, C G. Da @ kritisch ist, gibt es eine (kK — 1)-Farbung f von G — xy.
Dann muf3 wegen G, f(a) == f(b) bestehen, und so ergibt f auch eine (k — 1)-
Firbung von G — zy. Es ist also G tatsichlich kritisch.

Bezeichne ¢ in G’ die Vereinigung von a und b und es sei 2y € G’. Wir
konnen y = ¢ annehmen. Wir definieren den Punkt # folgendermafen: Ist
x ¢, so sei & = @x. Ist x = ¢, so ist in G, mindestens das eine von a und b,
sagen wir @, mit y verbunden. Es sei dann & = a. In beiden Fillen gilt #y € G, C
C G. Da @ kritisch ist, gibt eseine (k—1)-Fiarbung f von G —zy. Wegen G,
muB f(a) = f(b) bestehen. Daher ergibt f auch fir G’ — zy eine (k— 1)-
Farbung. Es ist also auch G’” kritisch.

b) Es gibt in " und G’” keinen trennenden Punkt. Daher sind G,, G,
und @ zusammenhingend. Da G’ k-kritisch ist, ist G, (k — 1)-farbbar, und in
jeder (k— 1)-Farbung von G, enthalten @ und b die gleiche Farbe. G, ist
zufolge unseren Voraussiatzungen (k — 1)-farbbar, und da G’” k-chromatisch ist,
erhalten @ und b in jeder (k — 1)-Firbung von G, verschiedene Farben. Daraus
folgt, dal G nicht (k— 1)-farbbar sein kann. Um zu beweisen, dal G k-kri-
tisch ist, geniigt es noch zu zeigen, daf3 die Weglassung einer jeden Kante
von @ einen (k — 1)-firbbaren Graphen ergibt.

Ist zy € G, so gilt entweder xy € G; oder ay € G,. Es sei erst ay € G,.
Da @’ kritisch ist, gibt es eine (kK — 1)-Farbung f, von G’— zy. Es sei ferner
f» eine (k— 1)-Fiarbung von G,. Dann besteht f,(a) = f,(b) und f,(c,) = f,(¢,)-
Wir kénnen annehmen, daB in f; und f, dieselben Farben vorkommen, und
daB f(a) = f,(c;) und f,(b) = f,(c,) besteht. Dann geben jedoch f, und f, zusam-
men eine (k — 1)-Fiarbung von G — zy.

Es sei jetzt ay € G,. Man kann annehmen, dall y & ¢,, y 5 ¢, gilt. Wir
definieren den Punkt & folgendermaflien: Ist « von ¢, und ¢, verschieden, so sei
% = x. Fillt  mit einem der Punkte ¢, und ¢, zusammen, so sei £ = ¢. In bei-
den Fillen gilt #c € G””. Da G’ kritisch ist, gibt es eine (k — 1)-Fiarbung f**
von G’ —xy. Diese ergibt eine solche (k— 1)-Farbung von G, — xy, in
der f,(¢;) = f,(c,) gilt. Betrachte man noch eine (k— 1)-Firbung f, von G,.
Es besteht fi(a) = f,(b). Wir diirfen annehmen, da8 in f; und f, die gleichen
Farben vorkommen, und daB f,(a) = f,(c,) ist. Dann ergeben jedoch f; und f,
zusammen eine (k — 1)-Farbung von @ — xy. Damit haben wir den Beweis
des Satzes (2.7) beendet.

(2.8) Der Teil b) von (2.7) gibt die Moglichkeit, aus k-kritischen Graphen
k-kritische Graphen zu konstruieren. Das Verfahren kann man auch in der
folgenden Weise formulieren:

Es seien G” und G’’ fremde k-kritische (k > 3) Graphen. Wéhle man in
@’ eine Kante ab, in G’ einen Punkt ¢, und zerlege man die Menge der Nach-
barpunkte von ¢ (es ist pg-(c) = 2) in zwei nichtleere Mengen 4 und B. Lasse

12 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei VIII. A/1—2,
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man ferner aus G’ die Kante ab, aus G’” simtliche ¢B-Kanten weg, identi-
fiziere man die Punkte @ und ¢ und verbinde b mit simtlichen B-Punkten. Der
so entstehende Graph G ist k-kritisch, vorausgesetzt, daf3 derjenige Teilgraph
G, von @, der durch die Punkte von ' — ¢ und a und b gespannt ist, (k — 1)-
farbbar ist.

Besondere Bedeutung hat der Fall, in dem/ (B) < k — 2 besteht. Dann
ist niimlich G, ohne jeder Voraussetzung stets (k — 1)-farbbar.

(Da G,—b C G ist, existiert eine (k— 1)-Farbung f von G, —b.
Falls7 (B) < k— 2 besteht, enthilt f(B) hochstens k£ — 2 Farben, und so
kann man f stets zu einer (k — 1)-Firbung von G, erweitern.)

Im Falle-/(B) =1 (wegen k = 3 ist dann immer / (B) < k — 2)
wird die Konstruktion beziiglich G’ und G’” symmetrisch. Wegen ihrer Wichtig-
keit wollen wir in diesem Falle die Konstruktion mit geéinderten, der Symmet-
rie entsprechenden Bezeichungen nocheinmal darstellen:

(2.9) Es seien G’ und G fremde k-kritische (k = 3) Graphen. Ldift
man aus G die (beliebige) Kante a’b’, aus G’” die (beliebige) Kante a’’b’" weg,
identizifiert man a’ und a’’ und verbindet b’ mit b”’, so entsteht ein k-kritischer
Graph G.

Die in (2.9) beschriebene Konstruktion wurde erst von Hasés zur
Herstellung simtlicher nicht (k — 1)-fairbbaren Graphen verwendet (s. [9],
[14]).1° Wegen spiterer Anwendungen soll hier noch die folgende Eigenschaft
der Konstruktion hervorgehoben werden:

Der Grad eines jeden Punktes, mit Ausnahme desjenigen, der durch die
Identifizierung von a’ und a’’ entsteht, (dieser Punkt soll mit a bezeichnet
werden) bleibt unverdndert. Ist k = 4, so st p(a) = 2(k — 2) = k.

Hasés hat auch ein allgemeineres Verfahren zur Konstruktion nicht
(k — 1)-farbbarer Graphen ersonnen. (Miindliche Mitteilung.) Dies enthilt als
Spezielfall auch das aus Satz (2.7) sich ergebende Verfahren. Es lautet
folgendermalfien:

(2.10) Es seien Gy und G, fremde, nicht (k — 1)-fdarbbare (k = 3) Graphen.
Man wdihle in Gyt = 1, 2) einen Punkt a;, zerlege die Menge der Nachbarpunkte
von a; in G, in zwei nichtleere Mengen B; und Bj, und lasse simtliche a,B;-
Kanten von G; weg. Ferner identifiziere man die Punkte a, und a, und verbinde
samiliche B,-Punkte mit simitlichen B,-Punkten. Dann ist der zustande gekom-
mene Graph nicht (k— 1)-fdrbbar.

Man kann dieses Verfahren auch zur Herstellung kritischer Graphen
beniitzen. Es gilt ndmlich die folgende Behauptung:

(2.11) Sind G, und G, k-kritische Graphen (k = 3), dann ist auch der nach
dem obenstehenden Verfahren konstruierte Graph k-kritisch, vorausgesetzt, dal3
A(By) + A (By) < k—1 besteht.

Statt (2.11) beweisen wir folgenden allgemeineren Satz:

10 Das Hag6s’sche Verfahren war zur Konstruktion spezielle kritische Graphen
schon von DIrAC benutzt worden (s. [5], [8]).
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(2.12) Satz. Essei bk = 3, p=>1,p" = Oundesseien G; (¢ =1,...,p + 1)
paarweise fremde k-kritische Graphen. Man zerlege die Menge der Punkte von

Gi(i=1,....p+1)soin dic (paarweisen fremden) Mengen A; = {a,, .. .
@ pip}s By Cp, daBA7(B;) > 0 und

p+1
(1) g )Sk—(p+P)
bestehen, [A;]g, vollstindig ist und A; mit B; in G, vollstindig verbunden ist.
Setze man A; = {ay, . . ., a;,}, 4 = A — A,;, lasse samiliche 4;B-Kanten aus
Giweg (t=1,..,p+ 1) und nachher identifiziere die Punlkte Qs+« s Bpyy
miteinander (j =1,..., p + p’). Ferner verbinde man jeden B;Punkt mzt

jedem Bi-Punkt (i=14, i, j=1,..., p+ 1). Dann ist der entstehende Graph
G k-kritisch.

Bemerkungen. 1) Aus den Voraussetzungen folgt, dall fiir jedes
it=1,..,p+1) A (B U 4,) £ k—1 besteht. Es kann daher C; nicht
leer sein (7, =l
2) Die Behauptung von ( 2.12) bleibt auch dann richtig, wenn man zulaft,
dall gewisse 4;B;-Kanten in G, nicht vorhanden sind (¢ = 1, ..., p + 1). Wir
wollen jedoch die diesbezﬁgliche Verschirfung von (2.12) hier nicht genau
formulieren.

Beweis. Bezeichne a; (j =1,..., p 4 p’) jenen Punkt, der durch die
Identifizierung der Punkte Qyjy - - - Qpyq,; entsteht und es sei.

A:{al, cens@pyp}y A={ay,...,a}, A Py ey

I) Zuerst beweisen wir, daBl G nicht (k — 1)-fairbbar ist. Nehmen wir
den Gegentell an, und bezeichne f eine (k— 1)-Farbung von G. Da
f(B nf )= @ ( z-,4=7,z7‘=1,...,p+1)besteht,gibteseinh(l§h§
= p +1 m1t f(By) N f(4) = @. Dann bilden jedoch jene Farben, die durch
f zu den Punkten von Gh zugeordnet sind, eine (k— 1)-Firbung von G,.
Dies widerspricht der Annahme, dal G, k-kritisch ist.

II) Wir zeigen, daB fiir jedes 2y € G der Graph G — vy (k—1)-firbbar ist.

a) Es sei zuerst zy eine solche Kante von @, die zu einem G, z. B. zu
G, gehort, jedoch nicht in [ A] enthalten ist. Es bezeichne b, einen beliebigen
Punkt von B; (i =1, .. ., p). Den Punkt bp 41 definieren wir nur in jenem Falle,
wenn zy eine 4, +1Bp+1 -Kante ist. b, sei dann der zu B, , gehorige End-
punkt von xy. Wir diirfen in diesem Falle annehmen,dal @, ,4,der zu 4,
gehorige Endpunkt von ay ist. Nun bezeichne f; eine k— 1)-Farbung von
G—ab, t=1,... p) und fp+1 eine (k—1)- Fdrbung von G, — zy. Wir
nehmen an, daB in den fi(z=1,..., p+ 1) dieselben k¥ —1 Farben vor-
kommen. Es gelten dann folgende Behauptungen:

1) Samtliche Punkte von 4, enthalten in f; verschiedene Farben (¢ =
=L..., p+p)

2) ES gilt fi(b)) = fi(a,;) und f(B; — {b}) N fi(d) = @ (i=1,..., p).

3) E b ist  fp11(bp41) = fp41(@p 41, p+1) und Jo il Bya— {bp+1}) n
r]fp+1(4p 1) = @, falls xy eine 4, ,B, -Kante ist, und f,.,(B,.,) N
n fp+1(Ap+ ) = @, falls xy keine A;,+1Bp+1~Kante ist.

12*
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Da man die Farben eine jeder Fiarbung f; beliebig permutieren kann,
diirfen wir

(2) fi(aij) :fp+1(a’p+1,j) (Zzlyypa7:11’p+pl)

annehmen. Nach (1) ist
p
éf(Bi— {bi})+/(Bp+1)§k— L—{g4 )

und so kann man ebenfalls wegen der Permutierbarkelt der Farben annehmen,

daB je zwei der Farbenmengen fi(B; —{b}) 6=1,..., p) und f, (Bps1 —
— {bp+1}) bzw. f,.,(B,,,) einen leeren Durchschnitt besitzen. Wegen (2)
ergeben die Firbungen f; (¢ =1, ..., p + 1) zusammen eine Firbung f von

G — xy, und nach unseren Annahmen und Behauptungen ist f eine (k— 1)-
Fiarbung von G.
b) Es sei a2y € [A]. Dann besteht auch ay € [4, ]G, (2 = Ly p=1).

Bezeichne f; eine (k— 1)- Farbung von G;—zy(i=1,..., p —I— 1). Es gilt
film) =Ffim) =1,... p 1) Wir diirfen annehmen, "daB’ die Farbungen
fi i=1,..., p+1) dieselben £ —1 Farben enthalten und daB# j(a;) =

_fp+1( p+1]) (7‘ =Ly - Ps 7 = 1 i ’p+ p ) beSteht fp+1 p+1) enthalt
genau p + p” —1 Farbenund esmtf, ﬂf, , = @ (@=L p1),
In Bezug auf (1) kann man daher f,(B nfj ) =0 (CF7; z', h=150 505
p + 1) annehmen. Dann ergeben die Farbungen f, t=1,...,p+ l)zusammen

eine (k—1)- Farbung von G.
¢) Endlich sei xy eine B;B-Kante (i 5 j). Wir diirfen z € B, y € B, ,
annehmen. Es sei b, =2, b, .; = y und im Falle p > 2 b, ein beliebiger Punkt

von B, (i =2, ..., p). Bezeichne f, eine (k— 1)- Farbung von G, — a;b;
(=1 5.D) undferl eine (k — 1)- Farbung von Gy —@p 10,44 Wir diir-
fen annehmen dal} die Farbungen FlF= L e D) dieselben k—l Farben
enthalten und daf filay) = fp1(@p41;) (7,—1 s 5 P =Ty R0

besteht. Es gelten dann folgende Behauptungen:
1) fp+1(A.p+1) enthdlt p + p’ Farben.
2)  fulb) = rilay) ((=1,...,p) und
fo+1(0p41) = fp1(@p411) = fr(an) = f1(By)-
3) MBi—{®)Nfd)=02 (=1 ....,p+1).

Nach (1) besteht

+1

=

A (B;— b)) <k—1—(p+7p),

T

und daher kann man annehmen da,B aufler ¢ =1, j = p + 1 fiir jedes ¢,
jG<ig 4 j=1,.., p+1) f(B)Nf(B) =@ besteht und fl(Bl) n
N fp+1(Bpi1) = {fi(b))} gilt. Dann ergeben die Fiarbungen f; (i = %
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p -+ 1) zusammen eine (k — 1)-Fiarbung von G — xy. Der Beweis von (2.12)
ist damit beendet.

(2.13) Wir wollen jetzt fiir das Verfahren (2.10), (2.11) jenes Beispiel bet-
rachten,wo G, und G, vollstindige k-Graphen (k = 3) sind. Es ist dann .%9(@;) =
= {a;} U B; U Bj (i =1, 2; keine der Mengen B; und Bj ist leer). Die Menge
der Punkte des entstehenden Graphen G*

(1) S (G*) = B, U B, U {a} U B, U B,.

Hier bezeichnet a jenen Punkt, der durch die Identifizierung von @, und a,
entsteht. Simtliche Mengen B,, Bj, B,, B; spannen in G* vollstindige Graphen,
und die auf der rechten Seite von (1) nebeneinander stehenden Mengen sowie
B, und B, sind in G* vollstindig verbunden. G* enthilt keine weiteren Kanten.
Der Graph G* ist jetzt dann und nur dann kritisch, wenn

(2) A (B) +A(By) =k —1
besteht. Es gilt ferner-7 (B;,) +# (Bj) = k—1 (i =1, 2). Daraus folgt
(3) A(B)<k—2 (= 1.2).

(2.14) Besteht die eine der Mengen B; und B, des vorangehenden Bei-
spieles aus einem einzigen Punkt, so folgt (2) aus (3). Der Graph G* besitzt
dann interessante Eigenschaften, welche von Dirac entdeckt wurden (s. [8]
S. 174, und 187). Wir wollen diesen Graphen aus Symmetriegriinden auch mit
anderen Bezeichnungen nocheinmal darstellen. Es seien 4, {¢}, {¢,}, C}, C,
nichtleere fremde Punktmengen (mit der fritheren Bezeichnung ist z.

A = B] {¢,} = By, ¢ =0, C, = B,, 0; = B;) und es bestehe

SA)=k—2, S(C))+ A(C))=k—1 (k=3).
Dann ist G* folgendermaflen definiert:
(1) S(G*) = C,U{c;}U 4 U{c,}UC,.

Je zwei Punkte von 4, C; bzw. C, sind in G* verbunden ([4];+ [C,]ge [Cslge
sind also vollstindige Graphen). Die auf der rechten Seite von (1) neben-
einander stehenden Mengen, sowie C; und C, sind in G* vollstindig verbunden,
und G* hat keine weiteren Kanten.

Wir bemerken: Simtliche Punkte von A4, C; und C, sind Nebenpunkte
von G*.

Setzt man 7 (C;) = j; (¢ = 1, 2), so wollen wir wegen spiteren Anwen-
dungen die mit diesem G* isomorphen Graphen I'f; -Graphen nennen. Bei der
Beniitzung des Zeichens I'f; wird stets k = 8,7, + j,=k—1,§;>0, j,> 0
vorausgesetzt.

Zum Beweis des Satzes (E.2) benotigen wir noch ein Verfahren, mit
dem man die Nebenpunkte eines kritischen Graphen in geeigneter Weise ver-
mehren kann. Der folgende Konstruktionsverfahren geht von einem voll-
stindigen Teilgraphen des umzuformenden Graphen aus.
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(2.15) Es sei G ein k-kritischer Graph (k > 4) und die Punktmenge
B C (@) spanne einen wvollstindigen q-Graphen (1 < q <k—2) in G.
Ferner sei a € G, a § B und es sei a in G mit B vollstindig verbunden.

Lasse man nun simtliche aB-Kanten von G weg, und nehme die paar-
weise fremden Graphen G; (i = 0, 1, . . ., m) folgendermalBen auf: Firl < i < m
set G;=<k—q—1), und es gelte G N G; = @. Ist ¢ = 2, so set m = 2s
(s =2 1) und Gy =(azxy- - - %, 0). Ist ¢ = 1 oder g > 2, s0 sei m =4,

Gy} = {0, Fyy + + s @} und Gy =4q+ 1.

In beiden Fillen sollen die Punkte xy, . . ., x,, verschieden sein und nicht zu G
gehoren. Nachher verbinde man x; mit jedem Punkt von G,, und jedem Punkt von
G, mit jedem B-Punkt (i =1, ..., m). Dann entsteht ein solcher k-kritischer
Graph, in dem die Punkte z,, . .., x, sowie simtliche Punkte von G, (i =1,
.., m) Nebenpunkte sind.
Der Nachweis der Behauptung (2.15) bietet keine Schwierigkeiten. Wir
wollen ihn iibergehen.

(2.16) Nun wenden wir uns zum Beweis von (E.2). Ist G ein k-kritischer
Graph, so soll im folgenden G stets jenen Teilgraphen von G bezeichnen, der
durch die Nebenpunkte von G gespannt ist. Es sei k = 4 ein festgehaltener
Wert und bezeichne G’ stets einen solchen Graphen, dessen simtliche Glieder
vollstindige j-Graphen (0 < j < k—1) und ungerade Kreise sind und in
dem jeder Punkt einen Grad < k — 1 besitzt. Unser Ziel ist zu zeigen, dal} zu
jedem solchen G’ ein k-kritischer Graph G mit G, = G’ konstruiert werden
kann.

Einer der wichtigsten Schritte unseres Konstruktionsverfahrens ist die
,, Verwandlung eines Nebenpunktes in einem Hauptpunkt”. Dies bedeutet
folgendes: Es sei x ein Nebenpunkt des k-kritischen Graphen G, (G, soll bei
diesem Verfahren als ,,Grundgraph” bezeichnet werden). Nehmen wir ein
von G, fremden I, -Graphen G, (s. (2.5); G, enthilt nur Hauptpunkte) und
wendet das unter (2.9) beschriebene Hajés’sche Verfahren fiir ¢; und G, in
solcher Weise an, dal}  mit einem beliebigen Punkt von G, identifiziert wird.
Es wird dadurch der Grad von z erhoht, die Grade der iibrigen Punkte von G,
bleiben jedoch unverdndert.

I) Wir beweisen zuerst den Satz fiir zusammenhéngende G”. Ist G’ leer,
so ist ein I;,-Graph ein gewiinschtes . Besteht G’ aus einem einzigen Punkte
x, so bekommt man folgendermalien ein gewiinschtes G: Nehme man einen
vollstindigen k-Graphen @, der den Punkt x enthilt und verwandle auller x
samtliche Punkte von (; in Hauptpunkte. Im Falle mehrpunktige G wendet
man vollstindige Induktion beziiglich der Anzahl der Glieder von G’ an. Man
mul} jedoch, um den Induktionsschlufl durchfiihren zu konnen, etwas mehr
beweisen: Man zeigt, dall zu G” (falls 7(G”) > 1 ist) auch ein solcher k-kritischer
G existiert, der den folgenden Bedingungen geniigt

1) esist Gy =G’

2) fiir jedes x € G spannen die mit x verbundenen Hauptpunkte von
G einen vollstindigen Graphen.

a) Bestehe zuerst G aus einem einzigen Glied. Ist G ein ungerader
Kreis, der mehr als drei Punkte enthilt, so besitzt jener Graph @G, der aus G’
und aus einem (k— 3) durch die Konstruktion (2.1) zustande kommt die
Eigenschaften 1) und 2).
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Es sei nun G = {j) mit 2 < j < k— 1. In diesem Falle nehme man
einen solchen unter (2.13) konstruierten Graphen G*, fiir dem (mit den dortigen
Bezeichnungen)

AB)=j—1, S(B)=k—j, A(B)=k—j A(B)=j—1
und
Ha}U Bilge = G
besteht. G* ist dann k-kritisch, und die Menge der Nebenpunkte von G* ist
{a}U B{U B, , falls 2<j<k—1
{a}UB{UByUB,, falls j=2,
{a}UBUB;UB,, falls j=Fk—1.

Man verwandle nachher simtliche nicht zu {a} U B gehorige Nebenpunkte
in Hauptpunkte, undzwar in solcher Weise, dafl man bei dem Hajds’schen
Schritt von dem Grundgraphen folgende Kanten weglifit: Bei der Umwandlung
der Bj-Punkte stets B;B,-Kanten, bei der Umwandlung der B,- bzw. B,-
Punkte (im Falle j = 2 bzw. j = k — 1) stets B, B,-Kanten. Der so entstehende
‘Graph @ geniigt den Forderungen 1) und 2).

b) Es sei nun [/ > 1 und nehmen wir an, dal} fiir jeden solchen mehr-
punktigen G’, der aus I — 1 Glieder besteht, ein k-kritischer G' mit der Eigen-
schaften 1) und 2) existiert. Es bestehe ferner im folgenden G aus ! Glieder.
Es sei G”” ein beliebiger Endglied von ¢’ und man setze .%(G”’) = B’ U {a},
a ¢ B’, wobei a den zu G’/ gehorigen trennenden Punkt von G bezeichnet.
Betrachte man den Graphen G=@q—pB. @ ist zusammenhéngend und
mehrpunktig, ferner besteht er aus I — 1 Glieder und jedes Glied ist ein voll-
stindiger j-Graph (2 < j < k— 1) oder ein ungerader Kreis. Jeder Punkt
von G’ hat einen Grad < k— 1. Nach der Induktionsannahme gibt es ein
k-kritischer Graph @, dessen Nebenpunkte den Graphen @ spannen und in

dem fiir jedes x € G’, die mit @ verbundenen Hauptpunkte einen vollstindigen
‘Graphen spannen. Setzt man pg-(a) = ¢, soist 1 < ¢ < k— 2 und
05 (@) = 05.(a) —og(a) =k —1—gq.
Andererseits ist gz(a) = k — 1, und daher gilt fiir die Menge B, der mit
«a verbundenen Hauptpunkte von @

A (B) = 0g(a) — 0z.(a) = ¢.

Bezeichne B eine beliebige Teilmenge von B mit -#7(B) = ¢. Man kann jetzt
die Konstruktion von (2.15) mit den dortigen Bezeichnungen auf den Graphen

G anwenden, undzwar man darf G, = G’ annehmen. Bezeichnet G* den
entstehenden Graphen, so ist 59(G%) = %(G” U (UG;)). Man verwandle dann
i=1

samtliche Punkte von G; (i =1,...,m) in Ha.uptf)unkte, undzwar in solcher
Weise, dall man bei dem Hasds’schen Schritt von dem Grundgraphen stets eine
solche Kante weglif3t, die ein Punkt von G, (1 < 7 < m) mit einem B-Punkt ver-



184 GALLAI

bindet. Der so entstehende Graph G geniingt dann den Bedingungen 1) und 2),
und unser Beweis ist damit fiir zusammenhingende G beendet.

Wendet man das Hajés’sche Verfahren geniigend vielmal mit je einem
I'y-Graphen in geeigneter Weise an, so kann man aus einem G mit Gy = ¢

zu solche k-kritischen @ gelangen, die ebenfalls die Eigenschaft Gy = G”
besitzen und beliebig viele Hauptpunkte enthalten.

II) Ist G’ nicht zusammenhingend, so bekommt man ein gewiinschtes
G dadurch, dafl man zu jeder komponente von G’ einen solchen entsprechenden
kritischen Graphen konstruiert, in dem auch solche Kanten existieren, die
Hauptpunkte verbinden, und nachher aus diesen mit Hilfe des Hajés schen
Verfahrens in geeigneter Weise einen k-kritischen Graphen zustande bringt.
Damit ist der Beweis von (E.2) beendet.

3. Kritische Graphen, die hochstens einen Hauptpunkt besitzen

Wir haben uns in der Einleitung auf die folgende Tatsache berufen

(3.1) AuBer den wvollstindigen Graphen und ungeraden Kreisem, enthdl
jeder kritische Graph Hauptpunkte.

Wir wollen jetzt zeigen, dal} diese Behauptung eine einfache Folge des
Satzes (E. 1) ist. Nehmen wir an, dal} ein solcher k-kritischer Graph G existiert,
der keine Hauptpunkte besitzt, und der weder ein vollstindiger Graph, noch
ein ungerader Kreisist. Dann mul erstens £ > 4 bestehen. Ferner spannen jetzt
die Nebenpunkte den Graphen selbst. Nach (E.1) haben dann die inneren
Punkte der Endglieder von @ einen Grad < k — 1. Dieser Widerspruch beweist
die Behauptung (3.1).

Der bekannte Brooks’sche Farbungssatz folgt nun unmittelbar aus (3.1).
Der Satz lautet folgendermalen: (s. [1]):

(3.2) (BrOOKS) Ist der Grad jedes Punktes eines Graphen G Kleiner als

k(k=4) und ist keine Komponente von G ein vollstindiger k-Graph, so ist G
(k — 1)-fdrbbar.

Beweis. Nehmen wir an, da G die erwiihnten Eigenschaften besitzt
und nicht (k— 1)-farbbar ist. @ enthilt einen k-kritischen Teilgraphen
G (s. [2]). G kann kein vollstindiger k-Graph sein, sonst miilte G' einen
Punkt enthalten, dessen Grad groBlerals k — 1 wire. Es ist ferner der Grad
jedes Punktes in ¢ < k — 1. Diese Behauptungen stehen jedoch mit (3.1)
in Widerspruch.

Wie schon in der Einleitung erwéhnt wurde, hat DIrac ein rekurrentes
Verfahren zur Herstellung simtlicher solche kritischer Graphen angegeben,
die hochstens einen Hauptpunkt enthalten (s. [8]). Wir werden jetzt mit
Hilfe der Siatze (E.1) und (2.7) diese Graphen in direkter Form herstellen.
Unsere Darstellung kénnte man auch aus dem Dirac’schen Verfahren her-
leiten, doch scheint uns die Anwendung von (E.1) und (2.7) der naturgemile
Weg zu sein.

(3.3) Satz. 1) Es sei G ein k-kritischer (k = 4) Graph, der hichstens einen
Hauptpunkt enthdilt, und es bezeichne z den Hauptpunkt von G, bzw. wenn kein
solcher existiert (dann ist G = (k)), so sei z ein beliebiger Punkt von G. Dann

besitzt der Graph G — z die folgenden Eigenschaften:
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a) Der Graph ist nichtleer und zusammenhdngend.

b) Jedes mehrkantige Glied des Graphen ist ein wvollstindiger (k— 1)-
Graph (k = 4) bzw. im Falle k = 4 ein ungerader Kreis.

c) Jedes Endglied des Graphen ist mehrkantig . ‘

d) Mit jedem trennenden Punkt des Graphen sind genauw zwei Glieder,
undzwar ein mehrkantiges und ein einkantiges inzident.

e) Die trennenden Punkte von G — z haben in G — z alle den Grad k — 1,
die iibrigen Punkte den Grad k — 2.

(Die Eigenschaft e) ist eine einfache Folge von b), ¢) und d).)

o) Im urspriinglichen Graphen G ist z mit denjenigen Punkten von G — z,
und nur mit jenen verbunden, die keine tremmenden Punkte von G — z sind.

2) Es besitze der Graph G’ die Eigenschaften a), b), ¢), d) und z sei ein
nicht zu G’ gehoriger Punke. Verbindet man dann z mit simtlichen nichttrennenden
Punkten von G’, so ensteht ein solcher k-kritischer Graph G, in dem nur z Haupt-
punkt sein kann.

Beweis. I) Der kiirze halber nennen wir jene Graphen, welche die Eigen-
schaften a), b), ¢) und d) besitzen, ¢,-Graphen. Besteht ein ¢,-Graph aus einem
einzigen Glied, so ist nach ¢) und b) der Graph ein (k — 1) bzw. im Falle k = 4
ein ungerader Kreis. Betrachte man nun einen mehrgliedrigen ¢,-Graphen
und in diesem ein Endglied. Dies enthilt einen einzigen trennenden Punkt z,
mit welchem nach d) genau ein weiteres, undzwar ein einkantiges Glied (xy)
inzidiert. Lalt man das Endglied zusammen mit der Kante xy weg, so enthilt
man nach d) wieder einen ¢,-Graphen, und in diesem ist y kein trennender
Punkt. Umgekehrt: verbindet man einen beliebigen nichttrennenden Punkt
eines ¢,-Graphen mit einem Punkt eines dem Graphen fremden vollstindigen
(k — 1)-Graphen, bzw. im Falle k¥ = 4 mit einem Punkt eines dem Graphen
fremden ungeraden Kreises, so entsteht wieder ein g,-Graph.

II) Es besitze G und z die in 1) vorausgesetzten Eigenschaften. Dann
ist @ — z nicht leer. Da @G keinen trennenden Punkt enthilt (s. (2.6)), ist G — 2
zusammenhingend. Ist G = (k), so ist G —z = (k— 1). Ist G == (k), dann
ist nach (E.1) jedes Glied von G — z ein (j) (2 < j < k — 1), oder ein unge-
rader Kreis. Ist also z ein innerer Punkt eines Endgliedes von G — z, so ist
der Grad von zin ¢ — z gleich j— 1 oder 2. Der Grad eines Punkteskann jedoch
in G nur mit 1 gréfler sein, als in G — 2. Daraus folgt, da pg(z) = k — 1 ist,
daB jedes Endglied von G —z ein (k — 1) bzw. im Falle k = 4 ein ungerader
Kreis ist sowie daf} sdmtliche inneren Punkte jedes Endgliedes mit z ver-
bunden sind. Demzufolge ist mit dem in einem Endglied enthaltenen trennenden
Punkt a genau ein weiteres, undzwar ein einkantiges Glied (ab) inzident, und
es besteht o;_.(a) = k—1 und za ¢ G. Wir haben so, unter anderen, das
Bestehen der Behauptungen a) und c¢) fiir ¢ — z nachgewiesen.

III) Die Giiltigkeit von b), d) und @) wird durch Induktion iiber die
Anzahl der Glieder von G — z bewiesen. Besteht G — z aus einem einzigen
Glied, so gelten die Behauptungen nach II). Nehmen wir an, daf} sie in jedem
solchen Falle bestehen, wo G — zweniger als (I > 1) Glieder enthilt und bestehe
jetzt G — z aus I Gliedern. Essei [A];_, = [4] (4 C 9(G — 2)) ein Endglied
von G — z. Nach II) ist [A4] ein (k— 1), bzw. im Falle k = 4 ein ungerader
Kreis, und es ist genau ein weiteres Glied von G —z, das Glied (ab) (a € 4),
mit [ 4] inzident. Es sind ferner simtliche Punkte von 4 — {a} mit z verbun-
den, der Punkt a jedoch nicht. Es folgt nach ¢), da3 b ein trennender Punkt
von ' — z sein mul}, und demzufolge ist {b, z} ein trennendes Punktpaar von G.
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Nach (2.7) gilt dann bz ¢ G. Man bekommt nun aus dem Graphen [4 U {b, z}]
durch Vereinigung von b und z einen vollstindigen k-Graphen, bzw. im Falle
k = 4 ein ungerades Rad (s. unter (2.1)), also in beiden Fillen einen k-kritischen
Graphen. Daraus ergibt sich wieder nach (2.7), da auch der Graph @, =
= (G — A) U (bz) k-kritisch ist. Fiir jeden Punkt x von @,, mit Ausnahme
von z, gilt pg () = pg(x), also kann auch in G nur der Punkt z ein Haupt-
punkt sein. In G — z ist jedoch die Anzahl der Glieder mit 2 kleiner, als in
G —z, und so ist nach der Induktionsannahme G; —z ein ¢,-graph, ferner
sind simtliche nichttrennenden Punkte von ), —z, und nur diese, in G,
mit z verbunden. b ist also kein trennender Punkt von G, — z, und so ist nach
I) auch G —z ein ¢,-Graph. Ferner ist nach II) und den obigen jeder nicht-
trennende Punkt von ¢ — z in G mit z verbunden. Damit haben wir den Teil
1) unseres Satzes bewiesen.

IV) Der Teil 2) des Satzes wird durch Induktion iiber die Anzahl der
Glieder von G’ bewiesen. Ist G’ ein aus einem einzigen Gliede bestehender
&,-Graph, so ist @ ein vollstindiger k-Graph, bzw. im Falle £ = 4 ein ungerades
Rad. Die Behauptungen sind also richtig. Nehmen wir an, daf} sie fiir jeden
solchen ¢,-Graphen richtig sind, der weniger als /(l > 1) Glieder enthiilt, und
es bestehe jetzt G aus [ Gliedern. Es sei [4];- ein Endglied von G”, und mit
diesem soll das Glied (ab) im Punkt @ inzidieren. Dann ist nach I) auch G" — 4
ein g,-Graph und b ist kein trennender Punkt dieses Graphen. Verbindet man
jeden nichttrennenden Punkt " — 4 mit einem nicht zu G’ gehérigen Punkt
2, so bekommt man nach der Induktionsannahme einen solchen k-kritischen
Graphen G, in dem nur 2z, ein Hauptpunkt sein kann. Jener Graph G,, der
aus [A]; und aus einem nicht zu G gehérigen und von z,; verschiedenen Punkt
2, in solcher Weise zustande kommt, dafl man z, mit simtlichen A-Punkten
verbindet, ist gleichfalls ein solcher k-kritischer Graph, indem nur der Punkt
2, ein Hauptpunkt sein kann. Wendet man nun das Verfahren von Hasés
(s. (2.9)) auf die Graphen @) und G, in solcher Weise an, dal} man von G,
die Kante z,b von G, die Kante z,a weglifit, die Punkte z; und z, mit dem Punkt
z identifiziert und @ mit b verbindet, so bekommt man gerade den Graphen G,
und dieser besitzt nach (2.9) und nach den obigen eben die gewiinschten Eigen-
schaften. Damit haben wir den Beweis von (3.3) beendet.

4. Untere Schranken fiir die Kantenanzahl kritischer Graphen

(4.1) Aus der Tatsache, dal} in einem k-kritischen Graphen G der Grad
jedes Punktes > k —1 ist, bekommt man fiir die Kantenanzahl »(G) die
folgende ,,triviale” untere Schranke:

n(k — 1)
(1) (G) %-—’é——,

wobei n die Anzahl der Punkte von G bezeichnet. Nach (3.1) gilt hier das
Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn G ein vollstindiger Graph oder
ein ungerader Kreis ist.

Das folgende tiefliegende Ergebnis von Dirac (s. [8] Theorem 15)
gibt eine Verbesserung von (1):
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(4.2) (Dirac) Ist G k-kritisch (k = 4) und a(G) = n > k, dann ist
nk—1)  k—3

(2) WGl E2=—0—+=

Das Gleichheitszeichen gilt im Falle n = 2k — 1 fiir die unter (2.14) definierten
Dirac’schen Graphen.

In den erwithnten Dirac’schen Graphen kénnen nur die Punkte ¢; und ¢,
Hauptpunkte sein. Besteht o7 (C}) = k — 2, so ist ¢, der einzige Hauptpunkt.

Dies und andere Zeichen lassen es vermuten, daf} jene kritischen Graphen,
die genau einen Hauptpunkt besitzen, bei der Bestimmung der minimalen
Kantenanzahl eine wichtige Rolle spielen.

(4.3) Wir wollen jetzt die Punkt- und Kantenanzahlen der hochstens
einen Hauptpunkt besitzenden kritischen Graphen berechnen. Diese Werte
sind zuerst von Dirac bestimmt worden (s. [8]).

Aus dem Teil I) des Beweises von (3.3) folgt leicht durch Induktion, dal}
ein solcher ¢.-Graph G’, der genau ¢ (g = 1) mehrkantige Glieder enthilt,
g — 1 einkantige Glieder und 2(¢ — 1) trennende Punkte besitzt. Im Falle
k > 4 gilt daher

(@) = gk — 1) um_vquf_l

-
g gty

Diese Formeln sind auch im Falle £ = 4 richtig, vorausgesetzt, daf} jedes mehr-
kantige Glied von G’ ein Dreieck ist. Fiir jenen k-kritischen Graphen G, der
nach dem Teil 2) von (3.3) aus G’ zustande kommt, gilt daher

(1) Q) =gk —1)+1

und
kE—1
9(6) = (@) + (G") — 2(g — 1>=[ : ]g+ (k—2)g+1.
Mit der Bezeichnung w(G) = n bekommt man so
k—1) (k—3)(n—k)
2 2(k — 1)

Nach Satz (3.3) besteht (2) fiir jeden solchen k-kritischen (¢ = 4) Graphen,
der hochstens einen Hauptpunkt besitzt, vorausgesetzt, dafl im Falle4 = k < n
die mehrkantigen Glieder der durch die Punkte 3-ten Grades von (G gespannten
Teilgraphen alle Dreicke sind. Moglicherweise gibt der Wert von (2) die mini-
male Kantenanzahl k-kritischer Graphen bei festgehaltenen und der Bedingung
n = g(k —1) + 1 geniigenden Werten von n» an. Der Dirac’sche Satz (4.2)
und die Untersuchung der hichstens zwei Haiptpunkte besitzenden kritischen
Graphen unterstiitzen diese Vermutung. Der Beweis scheint eine schwierige
Aufgabe zu sein. Wir konnen mit Hilfe der Sitze (E.1) und (3.3) nur die fol-
gende, von der vermuteten recht weit liegende Schranke angeben:

(4.4) Satz. Ist G ein k-kritischer (k = 4) Graph mit n(G) =n >k, so gilt
n(k — 1) n

2 +2(k+9)'

@ ’G) =2 (k>4).

y(G) >
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Der Beweis von (4.4) ruht auf dem folgenden Lemma:

(4.5) Lemma. Es sei jedes Glied des nichtleeren Graphen G’ ein vollstindiger
j-Graph (1 < j < k—1, k > 4) oder ein ungerader Kreis. Es soll ferner der
Grad jedes Punktes von G’ nicht groBer als k — 1 sein. Dann gilt

1 (@ a(@)|——+ ——|—1,

(1) @) < ()(2+k_1]

und das Gleichheitszeichen besteht hier dann und nur dann wenn G’ ein &,-Graph
ist, undzwar im Falle k = 4 ein solcher ¢,-Graph, dessen similiche mehrkantigen
Glieder Dreiecke sind.

Beweis. Wir wenden bei festgehaltenem k& Induktion beziiglich #(G”’) an.
Wir setzen

Fir n(G") =1 gilt »(G") = 0 <y (1, k). Da die Funktion e +_1_
@
fiir > 2 monoton wachsend ist, besteht fiir #(G") =n", 2 < n" <k—1

die Ungleichung »(G’) < 7; < y(n’, k), und das Gleichheitszeichen gilt hier

dann und nur dann, wenn G’ ein vollstindiger (k — 1)-Graph ist (dieser ist
ein g,-Graph).

Es sei nun n > k—1, und nehme man an, daB unseres Lemma fiir
samtliche G mit 7(G”) < n richtig ist. Es sei n(G’) = n. Besteht G aus lauter
isolierten Punkten, so ist »(G’) < y(n, k). Wir diirfen daher annehmen, dal
G’ Kanten enthdlt. Es bezeichne dann @, ein beliebiges mehrpunktiges
Endglied von G’. Den Punkt a definieren wir folgendermafien: Enthilt G, einen
trennenden Punkt von G’, so sei @ dieser Punkt. Enthilt G, keinen trennen-
den Punkt von G’ so sei a ein beliebiger Punkt von @,. Es bezeichne ferner A
die Menge der von a verschiedenen Punkte von G und man setze -7 (4) = j.
Es ist j = 1.

1) Es sei zuerst G, ein vollstiandiger (j 4+ 1)-Graph mit 1 < j < k— 3.
Betrachte man den Graphen (" = G — 4. G’” geniigt simtlichen Bedingun-
gen von (4.5) und es ist

AM@)=n—j<n und @)= [7*2‘ 1) + (@),
Nach der Induktionsannahme ist
” . L —— 2
WG S vl =3B = wlw B — 172 ]

L—2
2

Es ist jedoch (] T ] < 7( ], und daher gilt

v(G’) < yp(n,k).
2) Es sei jetzt G, ein vollstandiger (k — 1)-Graph. Man betrachte dann
den Graphen G* = G" — (A U {a}).
G* geniigt simtlichen Bedingungen von (4.5) und es gilt #(G¥*) =
=mn—(k—1) <n. Da gz(a) £ k—1 ist, kann mit @ hochstens eine nicht
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zu G, gehorige Kante von G’ inzidieren. Daher gilt
") é[k; IJ 14 9(0%).
Nach der Induktionsannahme is£

»G*) < p(n — (k — 1), k) = p(n, k) — _1(—+k—1)

=y)(n,k)——[k—1]—1.

G)

&

Es gilt daher »(G") < y(n, k), und das Gleichheitszeichen kann nach dem Teil I)
des Beweises von (3.3) dann und nur dann bestehen, wenn G’ ein solcher
g,-Graph ist, dessen simtliche mehrkantige Glieder im Falle k£ = 4 Dreiecke
sind.

3) Endlich sei G, ein (21 + 1) - Eck (I = 2). Man betrachte dann wieder
den Graphen G = G — A. Dieser geniigt auch in diesem Falle siimtlichen
Bedingungen von (4.5). Es ist

w(@)=n—2l<n und »G')=21+1+4%G").
Nach der Induktionsannahme ist
k
Q") < wn — 21,k n, k) — 2l|—— + ——
(@) < ¥ )= vl k) — 217 bl
und so gilt »(G’) < y(n, k). Damit ist der Beweis von (4.5) beendet.

Mit Hilfe von (4.5) bekommt man nun den Satz (4.4) wie folgt:

Es bezeichne K die Menge der Nebenpunkte und L die der Hauptpunkte
des k-kritischen (k > 4) Graphen G. Wir setzen a(G) =n (n > k), o/ (K) = ny,
A (L) = ny (ng + ny = n). Dann gilt

G) 2 S e(x) —»((K]).
XeK

Nach (E.1) und (4.5) ist »([K]) < nK[k = ks icl—l . Daher besteht
k— k 1
3 Q) >ne(k—1) — — | = i S S 1
® A0 ml =) —m [ ] =g~
Anderseits gilt (fiir jedes x € L ist o(x) = k)
(4) 1’(G);nK(k—1)—|—n,_k___n(k—l) ny
2 2 2

1

und addiert die entstehende Unglei-

Multipliziert man (4) mit 2 [g —
chung zu (3), so ergibt eine einfache Rechnung

n(k—1)+n(k—3)2n(k——1) n

(@) > :
2 2(k?— 3) 2 2(k + 9)
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5. GrofBte Kreise kritischer Graphen

(5.1) Wie zuerst J. B. Kerry und L. M. KELLy gezeigt haben, wiichst
die Linge der grofiten Kreise der k-kritischen (k > 4) Graphen, bei festgehal-
tenem k, zusammen mit der Punktanzahl » ins Unendliche ([10] Theorem 3.3).
Im Verhiltnis zu » kann jedoch diese Linge ,,klein” sein. Betrachte man die
grofiten Kreise der n-punktigen k-kritischen Graphen und bezeichne man
mit L,(n) die Linge des kleinsten von diesen. Es haben sich mehrere Verfasser
mit der Bestimmung von L,(n) beschiftigt. Zuerst zeigten J. B. KeLLy und
L. M. Kerry ([10] Theorem 4.1), dal}

lim Lyn)
—log?n

I

c

ist, wobei ¢ eine Konstante bezeichnet. Dann bewies Dirac ([5] Theorem 3),
dafB

—log*n

[IA

(¢, hingt nur von k ab) fiir jedes k > 4 gilt. Dieses Resultat wurde von R. C.
READ verschirft [13]. Er zeigte, dal} fiir jedes k > 4 unendlich viele n mit

Ly(n) < (

9

p

k—2

] logn-loglogn... .logg_gn-(logy—sn)?

log 4

existieren. Wir wollen nun mit Hilfe von (3.3) die folgende Verbesserung
dieser Ergebnisse beweisen:

(5.2) Satz. Zu jedes k = 4 existieren unendlich viele Werte von m mit

2(k — 1
Li(n) < g logn .
log (k — 2)

Beweis. Es sei k > 4 ein festgehaltener Wert. Zu jedes j =1, 2,
werden wir einen k-kritischen Graphen G; so konstruieren, daf} fiir 7—> co
n; = 7(G;) — o= bestehe und die Linge emes groBten Kreises von G, kleiner
als ¢, logm; sei, wobei ¢, = 2(k — 1)[log (k — 2) ist.

I) W1r Wollen G;(j > 1) so definieren, dal er genau einen Hauptpunkt
besitze. Bezeichnet z; dlesen Hauptpunkt, so wird in der Tat erst der Graph
G =G;— zj erklirt’ werden. G; bekommt man dann aus G} nach der Vor-

schrlft von (3. ) Die G} deflnleren wir durch Induktion. Es sel Gi=<k—1)
und nehmen wir an, dal Gj_; (j > 1) in solcher Weise deflnlert wird, dal} er
die folgenden Elgenschaften besitzt: Gj_; ist ein ¢-Graph (s. I) von Beweis
von (3.3)), undzwar im Falle & = 4 elner, dessen simtlichen mehrkantigen
Glieder Dreiecke sind. Aufler den inneren Punkten der Endglieder hat jeder
Punkt von G_; den Grad k — 1. (Diese Punkte sind also alle trennende Punkte
von G_,. Dieinneren Punkte der Endglieder haben den Grad k—2.) Wir
bemerken, dall Gy die angefiihrten Eigenschaften besitzt. Nun soll G} durch
das folgende Verfmhren aus Gj_, hergestellt werden:

Man fiige zu jedem inneren Punkt der Endglieder von G;_, je eine neue
Kante zu, undzwar in solcher Weise, dafl die neuen Kanten miteinander
keinen, mit Gj_, jedoch nur einen gemeinsamen Punkt haben. Nachher fiigt
man zu jenen Endpunkten der neuen Kanten, die nicht zu Gj_, gehéren, je
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einen (k — 1) zu, undzwar in solcher Weise, daf} diese weder paarweise noch
mit Gj_, gemeinsame Punkte enthalten.

Man sieht dann, dal Gj alle jene Eigenschaften besitzt, die fiir G}
angenommen wurden. Unsere Erklirung definiert also tatsichlich fiir ]edes
j =1,2,...einen Graphen G/, und alle diese Graphen besitzen die angefiihrten
Eigenschaften.

Bezeichnet man die Anzahl der Punkte (k— 2)-ten Grades von G
mit a(Gj), so gilt

a(@)=k—1 und o(G)=(k—2)a(G}_,).

Es ist also

(1) a(G)) = (k—1) (k — 2)/1

Es besteht ferner

(2) n(G)=k—1 und =G ) =n(Gj_,)+ (k—1)a@) @GF>1).

Aus (1) und (2) folgt fiir j > 1

&”@ﬁzk—1+@—iﬁ+W~DHh—m+~.+W—JVW—2V4:
| (k—2)i1—-1

=g § L=
+l ) —

> (k—1)(k—2—1—2.

Den Graphen G; bekommt man jetzt nach dem Teil 2) von (3.3) aus G}
dadurch, dafl man einen nicht zu Gj gehorigen Punkt z; mit simtlichen i inneren
Punkten der Endglieder von G} verbindet. G, ist dann k-kritisch und es gilt
nach (3)

>k —1)(k—2)1— 1> (k—2)J =
Daraus folgt, dal} n;— oo, wenn j— o> und
@) log n;
Iog (k—2)
besteht.

IT) Jeder Kreis von G}, der nicht durch z; geht, liegt in einem Glied von .
Seine Linge ist daher < k.-1. Ein groB3ter Kreis von G; mul3 also den Punkt
z; enthalten. Nun sei V ein grofter Kreis von G,. Dann’ist V;—z;einin Gj
hegender Weg. Wir zelgen daf} die Linge eines jeden Weges von G nlcht
grofer sein kann, als (k— 1) (2 — 1) — 1. In der Tat, ein Weg von G' (7>1)
kann nach I) hochstens mit 2(k— 1) Kanten mehr enthalten, als em Weg
von Gj_;. Da ein grofiter Weg von G genau k — 2 Kanten be&tzt kann ein
Weg von G} hochstens & — 2 + 2(k— 1) (j — 1) Kanten enthalten. Dies
bestiitigt unsere Behauptung. Wir kénnen jetzt, in Bezug auf (4) fiir die Liange
von V; die folgende Abschitzung geben:

2(k — 1)

G L N e L e

logn;.
Damit ist der Beweis von (5.2) beendet.

(Eingegangen: 14. Mai, 1963.)
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KPUTHUYECKHE I'PA®BI I
T. GALLAI

Pe3ome

Mbl Ha3oBeM rpad) A-KpUTHYECKUM, €CJIM ero KpoMaTHUeCKOe YMCJI0 PaBHO
k n KpomaTHueckoe uucsio Jo6oro ero co6erBeHHoro moarpadga < k. B smoGom
k-xputnyeckom rpade crerneHb Ka)koi BepIUMHbl = k£ — 1. ["1aBHBIM pe3yJIbTaToM
CTaTbi SIBJISIETCST CJIEYIOIasi.

Teopema. B k-kpumuueckom 2page daersl nodzpada HAMAHYmMo20 Ha 6epulu-
Hax cmenst k — 1 26410McA NOAHBIMU 2paamu U OKPYHCHOCMAMU C HEYemHbIM
qucaom pébep.

Crenyromiee obpalleHue 3TOoi Teopembl SIBISIETCA TaKyKe BepHbIM: Eciu
ujieHpl rpaga G SABAAIOTCA OKPY)KHOCTSIMM C HEYETHBIM uMcjoM pébep M MoJi-
HBIMH TpadaMu, COJIEp)KAlIMMU MeHee yeM % BepliH (kK = 4) u eciu CTeneHb
KKI0# BepumuHbl oT G < (k— 1), Torga cyuiecTByeT Takoil k-KpuTHuecKui
rpad, B KoTopom nojarpad, HaTsIHYTHI Ha BepILIMHAX cTeneHn = k& — 1, ABJysieTcs
u3oMoppHbBIM G. CTaTbsl COJAEPIKHUT TaK)Ke HEeCKOJIbKO MNpPUMEeHEeHUH TIyiaBHOM
TEO0PEeMBI.
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