
ÜBER DIE REKURSIVITÄT DER BEGRIFFE DER 
MATHEMATISCHEN GRAMMATIKEN 

von 

R Ó Z S Á P É T E R 

Einleitung 

1. Die na tür l ichen Zahlen 

0, 1, 2, 3, . . . 

we rden von 0 ausgehend du rch sukzessive „Nachfo lgerb i ldung" (d.h. Weiter-
zählen um 1) gebi ldet . Daher is t die natür l ichs te Def in i t ion einer zahlentheo-
re t i schen F u n k t i o n (einer f ü r natür l iche Zahlen def in ier ten Funk t ion) die 
sogenannte primitive Relcursion, welche den f ü r 0 angenommenen Funkt ions-
w e r t angibt, f e r n e r die Art, au f welcher aus einem Funk t ionswer t der F u n k -
t ionswer t an de r folgenden Stel le berechnet werden kann . D u r c h endlichmalige 
Anwendung dieser einfachen Def in i t ionsar t nebs t Subs t i tu t ionen k a n n man 
v o n 0 und von der Nachfo lger funkt ion ausgehend auch die verwickel ten 
gebräuchlichen Funk t ionen de r e lementaren Zahlentheor ie e rha l t en (z.B. die 
те-te Pr imzahl als Funk t ion v o n n). Auch kompliz ier ter aussehende Defini -
t ionsar ten der Zahlentheorie , wie z.B. die simultane rekursive Definition 
mehrerer Funk t ionen , oder d ie Wertverlaufsrekursion, wobei zur Defini t ion 
des Funkt ionswer tes an einer Stel le beliebig viele Wer te des f rühe ren Wer t -
ver laufs ve rwende t werden k ö n n e n , lassen sich auf pr imi t ive Rekurs ionen u n d 
Subs t i tu t ionen auf lösen. Es g e b e n aber auch solche Ausdehnungen des Rekur -
sionsbegriffes (z.B. wobei d ie Rekurs ion zugleich nach mehre ren Variablen 
ver läuf t ) , die bere i t s h inaus füh ren von der Klasse der pr imi t iv- rekurs iven 
Funk t ionen . All diese sind Spezialfäl le des von K L E E N E e ingeführ ten Begriffes 
d e r allgemeinen Rekursion.1 

2. Auf verschiedenen Geb ie ten der Ma thema t ik ha t m a n mi t Mengen zu 
t u n , die ähnlich wie die na tü r l i chen Zahlen aufgebau t werden können: von 
gewissen „Ausgangse lementen" ausgehend (diese spielen die Rol le der 0), durch 
endlichmalige Anwendung gewisser Funk t ionen (welche die Rolle der Nachfol-
ge r funk t ion spielen). Auch auf solchen „zahlenar t ig a u f b a u b a r e n Mengen" bie-
t e n sich als die na tür l ichs ten Def in i t ionsar ten f ü r Funk t ionen die (sinngemäss 

' S i ehe : P É T E R , R . , Rekursive Funktionen. ( B u d a p e s t , 1957), 2 - t e Auf lage . 
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über t ragenen) Rekurs ionen, u n d f ü r diese gelten ähnl iche Sätze wie in der 
Zahlentheorie.2 

3. Z.B. en t s t eh t formal b e t r a c h t e t ein Wor t aus dem (üblich du rch Л 
bezeichneten) „leeren W o r t " du rch sukzessive A n k n ü p f u n g je eines Buchs taben 
(hier is t belanglos, dass so meis tens sinnlose Wor t e ents tehen) . W i r d eine 
Menge beliebiger Zeichen als , ,Alphabet" angegeben, so en thä l t die darauf 
b e r u h e n d e ,, Wortemenge" als einziges Ausgangselement Л, u n d als Nachfolger -
f u n k t i o n e n dienen die A n k n ü p f u n g e n der einzelnen Buchs taben des gege-
benen Alphabets . Die Wor temengen können vielfach angewandt werden . Ich 
habe z .B. bewiesen3, dass die Begri f fe der f ü r P r o g r a m m i e r u n g der Rechen-
a u t o m a t e n kons t ru ie r ten Sprache „Algol 60" auf einer geeigneten Worte-
menge pr imi t iv-rekurs iv sind. Das bezügliche „ A l p h a b e t " en thä l t ausser 
Buchs taben , Ziffern, Zeichen f ü r logische Werte , Operationszeichen, K l a m m e r n 
u n d Trennzeichen auch einige f e t t gedruck ten Wor t e u n d sogar Wortefolgen, 
die als einzige „ B u c h s t a b e n " des „Alphabe t s " zu b e t r a c h t e n sind (z.B. eise 
oder go to). 

D a die g rammat i schen Gebilde (z.B. Sätze), die in dieser Arbei t be t rach-
t e t werden , durch Nache inanderse tzung von Wor t en ents tehen, so werden 
sämtl iche „ B u c h s t a b e n " des hier ve rwende ten „ A l p h a b e t s " eigentlich Wor te 
sein: d a s „Alphabe t " wird eigentlich ein Vokabular sein. (Freilich können die 
e inzelnen Worte des Vokabulars durch je einen Buchs taben , z .B. durch 
vv v2, v3, . . . bezeichnet werden.) 

4. Es ist eine n e u e Tendenz in der Grammat ik , die Eigenschaf t „g ramma-
tisch r ichtiger Satz zu sein" genau so exak t zu def in ieren , wie das in der 
M a t h e m a t i k fü r „wohlgebildete F o r m e l n " geschieht. I n vorliegender Arbeit 
beweise ich, auf Anregung von L . K A L M Á R , dem ich die k la re Formul ie rung der 
ma themat i schen G r a m m a t i k e n verdanke , dass diese E igenschaf t sowohl in der 
„ka tegor ia len G r a m m a t i k " 4 als auch in der „ S a t z s t r u k t u r - G r a m m a t i k " 5 in der 
en t sprechenden Wor temenge pr imi t iv - rekurs iv ist, in dem Sinne, dass es eine 
pr imi t iv- rekurs ive F u n k t i o n gibt , die f ü r g rammat i sch r icht ige Sätze6 u n d nur 
f ü r solche den Wer t Л a n n i m m t ; fe rner , dass die g rammat i sch r icht igen Sätze 
der CHOMSKY-Schen „ T r a n s f o r m a t i o n s - G r a m m a t i k " (neben sinngemässen 
Bedingungen) in der en t sp rechenden Wortemenge rekurs iv abzahlbar sind, 
in d e m Sinne, dass es eine rekurs ive F u n k t i o n gibt, welche als Wer te sämtl iche 
g r a m m a t i s c h richtige Sätze u n d n u r solche ann immt . 

De r Gedankengang des § 2 e rg ib t auch allgemein, dass die Hilfsbegriffe 
einer beliebigen „Metaalgol-Sprache" , falls sie ü b e r h a u p t def inier t sind, und-

2 PÉTER, R., „ Ü b e r die Verallgemeinerung der Theorie der rekursiven Funk t ionen 
fü r a b s t r a k t e Mengen geeigneter S t r u k t u r als Defini t ionsbereiche", Acta Math. Acad. 
Sei. Hungaricae, I . Teil 12 (1961) S. 271—314; I I . Teil 13 (1962) S. 1—24; Bericht igungen 
dazu in : PÉTER, R „ „ Ü b e r die Pr imi t iv -Rekurs iv i t ä t einiger den A u f b a u von Formeln 
charakter is ierenden Wor t f imk t ionen" , Ebenda 14 (1963) S. 149—172. 

3 PÉTER, R., „Pr imi t iv- rekurs ive Wortbeziehungen in der Programmierungs-
sprache 'Algol 60"' , Publications of the Math. Inst, of the Hungarian Acad, of Sciences 
6 (1961) S. 137—144. 

4 Siehe z . B . : B A R - H I L L E L , Y., G A I F M A N , C . , S H A M I R , E . : „ O n categorial a n d phrase-
s t r u c t u r e g rammars : " Bulletin of the Research Council of Israel 9 F (1960) S. 1—-16. 

5 Siehe z. В.: C H O M S K Y , N., Syntactic Structures ( 'S-Gravenhage, 1957). 
6 Z.B. ist auch ein Satz wie: „Die schlechtgelaunte Gleichung d u f t e t " — gram-

mat isch richtig. 
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zwar de ra r t zirkelfrei, dass sie sich n ich t selber generieren, primitiv-rekursiv 
sind. 

5. Da sich die folgenden Betrachtungen in Wortemengen vollziehen, 
zähle ich hier die zu r Verwendung kommenden Ergebnisse bezüglich einer 
Wortemenge MA über ein Alphabet A der in2 z i t ier ten Arbeiten auf: 

1) Als Vorgänger eines „Wor te s " gelten seine zusammenhängende 
Bestandteile, und f ü r diese wird eine zweckmässige Reihenfolge f ixier t . Z.B. 
sind in der Wortemenge MA für av o2, a3 € A die Vorgänger des „Wortes" 
x = axa2a3 in dieser Reihefolge: 

Die von x verschiedenen Vorgänger sind „echte Vorgänger" von x und 
unter diesen gelten axa2 und a2a3, welche nicht ech te Vorgänger echter Vor-
gänger von x sind, als seine „unmit te lbaren Vorgänger" ; diese enthal ten 
insgesamt als Vorgänger sämtliche echte Vorgänger von x. Die Beziehung 
, ,1/ ist ein Vorgänger (bzw. echter Vorgänger) von x" wird durch 

bezeichnet. 
2) I n der Wortemenge MA l au te t die primitiv-rekursive Defini t ion einer 

F u n k t i o n f(x): 

wo к und ka für jedes a € A konstante Elemente von MA und die gb fü r jedes 
b € A bereits def inier te Funktionen sind, (ax und xb sind die unmit te lbaren 
Vorgänger von axb.) Dabei können auch Parameter auf t re ten: Variablen, die 
bei der Rekursion unveränder t bleiben. 

E ine Wortefunkt ion in MA ist primitiv-rekursiv, wenn sie von dem leeren 
Wort Л und von den Anknüpfungsfunkt ionen xa (wo a € A) ausgehend durch 
endlich viele primitive Rekursionen u n d Substi tut ionen aufgebaut werden kann. 

E ine Wortebeziehung B(xv . . ., xn) in MA ist primitiv-rekursiv, wenn ihre 
charakteristische F u n k t i o n primitiv-rekursiv ist, welche etwa wie folgt definiert 
werden kann: 

Л, av a2, axa2, a3, a2a3, axa2a3 = x. 

y g x (bzw. y < x) 

(D) 

f(A) = k, 
f ü r beliebiges a € A 

f(a) = К 
u n d f ü r beliebige о, 6 € А 

f(axb) = д„(ах, xb, f(ax), f(xb)), 

A, falls B(xv . . ., xn) 
a0 sonst, 

wobei a0 ein festgewähltes Element des Alphabets A ist. 
3) Die natür l ichen Zahlen 

0, 1, 2, 3, . . . 

können in MA etwa durch 

A, a0, a0a0, a0a0a0, 
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vertreten werden; die Bezeichnung al
0 ist eine kürzere Schreibweise für eine 

г-gliedrige K e t t e anan. . . a0. 
4) Die „Ordnung" o{x) eines „Wortes" x bedeute t die Anzahl der Buch-

staben von x, und ist eine in MA primitiv-rekursive Funktion von x. 
5) Die „Aneinanderknüpfung" xy ist in MA eine primitiv-rekursive 

Funkt ion von x un y. 
6) Die Beziehungen 

x = y, x < y, x ^ y 

sind primitiv-rekursiv in MA, ebenso zusammen mit Bx und Вг auch ihre 
Disjunktion und Konjunkt ion 

Bx V B2 und BX&.B2. 

7) Is t f(x) eine primitiv-rekursive Funkt ion und B(x, y) eine primitiv-
rekursive Beziehung in M A , d a n n ist da auch die auf y si / (x) beschränkte 
„es gibt-Beziehung" 

(Ey) [y^f(x)ikB(x,y)] 

primitiv-rekursiv (auch hier können beliebig viele Parameter auf t re ten) . 
8) Falls in MA für jede Wahl von xv x2, • • ., xr eine u n d n u r eine der 

primitiv-rekursiven Beziehungen Bx(xv . . ., xr), . . ., Bn(xv . . ., xr) gilt, so ist 
auch die aus den primitiv-rekursiven Funktionen fy(xlt ..., xr),..., fn(xv ..., xr) 
„zusammengefl ickte" Funkt ion 

fy(Xy, . . ,x r) , falls By(Xy, . . •>xr) 

,fn{xl> • . ,x r) , falls Bn(xy, . 

primitiv-rekursiv. 
Die letzte Zeile dieser Defini t ion kann auch als 

„fn(x xr) sons t" 
formuliert werden. 

9) Jede r Wortefolge x0, xv . . ., xn kann ein „Wor t" cn(x0, xv . . ., xn) 
als für festes n in M A primitiv-rekursive Funkt ion derart zugeordnet werden, 
dass sich daraus die Glieder x0, xv . . ., xn der Folge mit Hilfe einer in MA 
primitiv-rekursiven Funktion k,(x) folgendermassen ergeben: fü r г = 0, 1,..., n 
i s t 

^i(cnixo> • • • > xn)) — xi • 
Dabei gilt f ü r x =f= Л immer 

1c f x ) < x. 
10) Mit diesen Funkt ionen lässt sich eine „Wertver laufsfunkt ion" 

f(x) der F u n k t i o n / ( x ) folgenderweise angeben: sind 

A = Xq, Xy, . . . , xm = x . 

sämtliche Vorgänger von x, in der in 1) angegebenen Reihenfolge, dann sei 

M = °m(f(xo) . f(Xl). • • •. 1(Xm)) • 
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Man sieht, dass f(x) die Werte von f(x) für alle Vorgänger der Stelle x zusam-
menfasse 

Wird in der Definition (D) f(ax) und f(xb) durch f(ax) b z w . f ( x b ) ersetzt , 
so wird aus (D) eine Wertverlaufsrekursion. Weder die Wertverlaufsrekursion, 
noch die simultane ßekursion mehrerer Funktionen führt von der Klasse de r 
in M A primitiv-rekursiven Funktionen heraus. 

§ 1. Die kategoriale Grammatik 

6. Hier hä l t man vor Augen ein (natürlich endliches) Vokabular, das 
sämtliche Worte (genauer Wortformen, d.h. z.B. nicht nur „Haus" , sondern 
auch „Hauses", „Häuser", usw.) einer Sprache enthält; wobei neben jedem 
Wort endlich viele „einfache Kategorien" aufgezählt werden, worunter das-
jenige Wortfä l l t . Diese einfache Kategorien können nicht nur „primitive Ka te -
gorien" (wie „Hauptwor t" , „Mehrzahl", usw.) sein, sondern allgemein ent-
stehen sie aus den primitiven Kategorien, die e twa in einem Anhang zum Voka-
bular aufgezählt werden, durch endlichmalige Anwendung zweier Operationen, 
welche wie folgt bezeichnet werden: 

(x/y) bzw. (y x), 

da sie sich ähnlich wie die links- bzw. rechtsseitige Division in der Algebra 
verhalten: bei Nacheinandersetzung von einfachen Kategorien (als Multiplika-
tion) muss nämlich nach Definit ion 

НУ) У = x und y{y\x) = x 

gelten. Nämlich einer Kette (Nacheinandersetzung) wxw2. . . wn von Worten 
lässt man Kategorien, d.h. K e t t e n (auch eingliedrige) von einfachen Kategorien 
zuordnen (und zwar erstens sämtliche Ketten je einer der einfachen Kategorien, 
die der Reihe nach zu wv w2, . . ., wn gehören); und dabei werden (x/y) bzw. 
(y\x) als Kategorien solcher Worteket ten erklärt , die vor bzw. nach eine Worte-
ke t t e der Kategorie у gesetzt, eine Wortekette der Kategorie x erzeugen. Wird 
z.B. (nach Muster der Kategorien „Ausdruck" und „Formel" in den mathe-
matischen Formelsprachen) eine Kategorie solcher Worteketten, die einen 
grammatisch richtigen Satz (kurz: „Satz") bilden, mit s bezeichnet, und sol-
cher Worteketten, die in einem Satz Eigennamen vertreten können, ohne die 
Satz-Beschaffenheit zu zerstören, mit n, so ist (n\s) eine Kategorie solcher 
Worteketten, die nach eine Worteket te der Kategorie n gesetzt einen Satz 
erzeugen. Z.B. ist „Hans a rbe i t e t " ein Satz, und auch dann wird daraus ein 
Satz, wenn darin „Hans" durch eine beliebige Wortekette der Kategorie n 
(z.B. durch „der tüchtige Schmied") ersetzt wird; daher is t „arbeitet" de r 
Kategorie (n\s). 

So charakterisieren die Kategorien einer Wortekette die Rolle dieser 
Worteket te in Satzbildungen; u n d da diese Rolle verschieden sein kann, kom-
men einer Worteket te auch mehrere Kategorien zu. 

Kommt in einer Kategorie einer Worteket te ein Teil der Form (x/y)y 
bzw. y(y\x) vor, und wird dieser durch x ersetzt, so sagt man, dass eine „Kür -
zung" durchgeführt wurde. Mit einer Kategorie werden auch alle daraus durch 
Kürzungen entstehende Kategorien einer Worteket te zugeordnet. 
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So erhäl t man in der kategorialen Grammatik die Eigenschaft „Satz zu 
sein" durch folgende Definition: Unter den primitiven Kategorien gibt es 
eine ausgezeichnete s, u n d eine Worteket te ist ein Satz, wenn unter den ihr 
zugeordneten Kategorien auch s vorkommt, d.h. wenn eine ihr zugeordnete 
Kategorie sich zu s kürzen lässt. Und eine Sprache heisst kategorial, wenn 
hei geeigneter Wahl der primitiven Kategorien (darunter s) und hei geeigne-
ter Zuordnung von aus diesen aufgebauten einfachen Kategorien zu den Wort-
formen ihres Vokabulars, ihre Sätze mit den eben als Sätze definierten Worte-
ketten übereinstimmen. Man sieht leicht ein, dass die Formelnsprachen der 
Mathematik kategorial sind; ob es auch unter den natürl ichen Sprachen kate-
goriale gibt, ist noch unbekannt . 

7. In exakter Fassung bedeutet eine kategoriale Grammatik ein geord-
netes Quadrupel 

(V,P, s, Z), 

wobei V („Vokabular") u n d P („Menge der primitiven Kategorien") je eine 
beliebige nicht leere endliche Menge, s ein ausgezeichnetes Element von P 
{„Satz"), und Z die Menge von Zuordnungen ist, welche je einem Element von 
V endlich viele Elemente der durch P mit den Operationen (xjy) u n d (y\x) 
generierten Menge E („Menge der einfachen Kategorien") zuordnet. 

Die Elemente e von E sind nach Definition entweder Elemente von P, 
oder sie besitzen eine der Formen e = (xjy), e = (y\x), wobei x und y auch 
Elemente von E sind; diese sollen die „unmittelbaren Konst i tuenten" von e 
genannt werden. Sämtliche Konsti tuenten von e sind: e selbst, seine unmittel-
baren Konstituenten, die unmittelbaren Konsti tuenten seiner unmittelbaren 
Konsti tuenten, usw.; es ist klar, dass jedes Element von E endlich viele Konsti-
tuenten besitzt (ein Element von P en thä l t als einzige Konsti tuente sich 
selbst). 

Da Z jedem Element der endlichen Menge V endlich viele Elemente von 
E zuordnet, so kommen dabei insgesamt nur endlich viele Elemente von E 
zur Verwendung, und diese besitzen insgesamt nur endlich viele Konst i tuenten; 
seien diese 

kv k2, • •., kr. 

Unter diesen muss unbedingt auch s auf t re ten , sonst könn ten in der betrachte-
ten Sprache überhaupt keine Sätze vorkommen. 

Zu den folgenden Untersuchungen wird die Wortemenge M v über das 
Alphabet V zugrunde gelegt. Dann sind die (Wortformen bedeutenden) Ele-
mente des Vokabulars „Buchstaben" des Alphabets V, und die in Nr. 6 be-
handelten Worteketten sind „Worte" der Wortemenge M v . 

J edem der „Buchstaben" des Alphabets V wurden durch die Elemente 
von Z endlich viele Я-Elemente zugeordnet. Werden die „Buchstaben" eines 
Elementes w von Mv durch je einem der ihnen zugeordneten /7-Elementen 
ersetzt, so erhält man eine der zu w gehörigen Kategorien; wird das auf alle 
mögliche Ar t vollzogen, u n d werden auch alle gekürzten Formen der erhaltenen 
Kategorien hinzugenommen, so ergehen diese insgesamt sämtliche zu w gehö-
rigen Kategorien. 

8. Sei v0 ein beliebiges festgewähltes Element von V. Ferner sei к ein 
beliebiges der in Nr. 7 eingeführten Я-Elementen kv . . ., kr. Unser Ziel ist, in 
Mv eine Funktion fk(x) zu definieren, welche den Wert Л oder v0 annimmt, je 
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nachdem 1c unter den zu x gehörigen Kategorien vorkommt oder nicht. Im Fall 
Je = s ist ja fk(x) die charakteristische Funkt ion der Eigenschaft „Satz zu 
sein". Tr i t t ein fk«(x) auf, wo k* nicht un t e r kk, ...,kr vorkommt, so soll 
-darunter die Konstante v0 verstanden werden. 

Für das leere Element von Mv kann fk(x) als v0 def inier t werden. 
Seien 

a\ ) a2 I i unk 

diejenigen Elemente von V, welchen die Kategorie к zugeordnet wurde (diese 
können aus den endlich vielen Zuordnungen herausgesucht werden). So 
beginnt die Definition von fk(x) mit 

f M ) = v0 

und für beliebiges v Ç V 

Л, falls v = láp v v = v . . . V v = 
Ш = v0 sonst. 

Besteht ein x С Mv aus mehreren „Buchstaben", so k a n n ihm die ein-
fache Kategorie к nur so zugeordnet sein, dass man durch Kürzungen einer zu 
x gehörigen Kategorie zu к gekommen ist, und dabei musste die letzte Kürzung 
darin bestehen, dass entweder fü r ein (&/&,)&,• oder für ein ki(ki k) das к 
gesetzt wurde. (Da jede Kürzung zu eine Konsti tuente einer der betroffenen 
F-Elementen führ t , und auch die Konsti tuenten der Konst i tuenten eines 
F-Elementes e Konsti tuenten von e sind, muss fc, und auch (kjk) bzw. (k\k) 
unter kv . . ., kr vorkommen.) So muss x der Form x = yxy2 sein, wo yl der 
Kategorie (fc/fc,) und y2 der Kategorie fc,, oder yl der Kategorie ki und y2 
der Kategorie (k\k) ist. So gilt fü r tv t2 <E V 

r 
Л, falls V {(%i) [Ey2) {Hi A hx & Уг ̂  xt2 & 

i= 1 
& txxt2 = yky2 & 

h M = А((/№Л)Ы = л = Л) V 

vifbiVi) = ^ & f(kt\k){y2) = Л))]} 
va sonst. 

Wird in den Definitionen von fk(A), fk(v) und der Reihe nach 
kv k2, ..., кT fü r к gesetzt, so erhält man, wie man leicht sieht, eine simultane 
Wertverlaufsrekursion für die Funktionen 

/ f t iH . /*»(*). • • •. fkXx) • 

Diese kann genau so, wie ich dies an einem Beispiel in meiner in Fusstone3 

zitierten Arbeit ausführlich durchgeführt habe, auf primitiv-rekursive Def i -
nitionen der einzelnen Funkt ionen aufgelöst werden. Da nun unter diesen 
Funktionen auch fs(x) vorkommt, und diese die charakteristische Funkt ion 
der Eigenschaft „Satz zu sein" ist, so ist diese Eigenschaft in einer kategorialen 
Grammatik tatsächlich primitiv-rekursiv. 

9. Es ist klar, dass alles genau so geht , wenn nicht nu r ein einziges s, 
sondern beliebig viele (natürlich endlich viele) s1;. . ., sm ausgezeichnet werden 
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(diese k ö n n e n z.B. verschiedene S a t z a r t e n bedeuten), u n d auch d a n n , wenn 
unter diesen nicht nur pr imi t ive , sondern auch beliebige einfache Ka tegor i en 
vo rkommen . 

K o m m e n darunte r a u c h nicht-e infache Kategor ien vor, so m u s s jede 
von diesen de r Form 

s = k t l k l t . . . k i e 

sein, wo ix, i2, . . ., ie u n t e r 1, 2, . . ., r vo rkommende Zahlen sind, u n d die 
Definit ionsgleichungen 

A, f a l l s (Eyx) . . . (Eyc) [yx ^ t x xdb . . . db yc_x ± txx As 

fs(kxk) = 
& Ус

 xk de txxt2 = yxy2 . . . уc ál 

*fkh (yl) = Ads . . . A fK(yc)=A] 

v0 sonst 
können zu d e n bisherigen h inzugenommen werden, o h n e die s imultane Wer t -
verlaufsrekursionsbeschaffenhei t der Def in i t ion zu s tören . 

§ 2. Die Satzstruktur-Grammatik 

10. H i e r handelt es s ich um ähnl iche Defini t ionen wie im „Metaa lgo l" , 
mi t der Abweichung, das s hier das Zeichen :: = als „ i s t nach einer d e r mög-
lichen Def in i t ionen" zu lesen ist. Z.B. l a u t e t eine solche Defini t ion des a r i th -
metischen Ausdrucks (wobei, wie üblich, x' den Nachfolger von x beze ichnet , 
und ( A u s d r u c k ) keinen konkre ten , s o n d e r n einen beliebigen Ausdruck be-
deutet ; ähnl iches gilt a u c h f ü r die a n d e r e n Anwendungen solcher spi tz igen 
Klammern ; is ist belanglos, dass C H O M S K Y eine a n d e r e Bezeichnung s t a t t 
spitzigen K l a m m e r n ve rwende t , und a u c h die Spazien zwischen den W o r t e n 
irgendwie bezeichnet h a t ) : 

( A u s d r u c k ) 
( A u s d r u c k ) 
( A u s d r u c k ) 
( A u s d r u c k ) 

= 0 
= ( V a r i a b l e ) 
= ( A u s d r u c k ) ' 
= ( ( A u s d r u c k ) (Ze ichen 

t i o n ) (Ausdruck) ) 
(Zeichen einer zweigliedrigen O p e r a t i o n ) 
(Ze ichen einer zweigliedrigen O p e r a t i o n ) 

einer zweigliedrigen Opera-

: = + 

( V a r i a b l e ) 
( V a r i a b l e ) 
( B u c h s t a b e ) 
( B u c h s t a h e ) 

= ( B u c h s t a b e ) 
= ( B u c h s t a b e ) ( I n d e x ) 
= a 
= b 

( B u c h s t a h e ) 
( I n d e x ) 
( I n d e x ) 
( u n t e r e Ziffer) 
( u n t e r e Ziffer) : : = ( v o n 0 verschiedene untere Z i f f e r ) 
(von 0 verschiedene un t e r e Z i f fe r ) : : = j 

= ( v o n 0 verschiedene untere Z i f f e r ) 
( I n d e x ) (un te re Z i f f e r ) 

(von 0 verschiedene un te re Z i f f e r ) : : = 9 
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C H O M S K Y versucht ähnlich den ,,Satz"-Begriff der na tür l ichen Sprachen durch 
Abbau seiner St ruktur bis auf konkrete Wor te eines Vokabulars zu definieren. 

11. So ist in exakter Fassung eine Sa tzs t ruktur -Grammat ik ein geordnetes 
Quadrupel 

(T, H, s, P), 

wo T (das „terminale Vokabular" f ü r Worte, die f ü r sich stehen) u n d H 
(„Hilfsvokabular" fü r die Hilfsbegriffe in spitzigen Klammern) beliebige 
endliche, nicht leere Mengen sind, und s (<Satz>) ein ausgezeichnetes Element 
von H ist. Ferner ist P eine endliche Menge von Definitionsgleichungen im 
Sinne der „möglichen Gleichheit : : = " , die Produkt ionen genannt werden. 
Genau formuliert ha t eine Produktion die Form 

w :: = wxw2 ...wn, 

wo w € H und wv w2, .. ,,wni T + H. 
Jeder Hilfsbegriff muss definiert werden, daher k o m m t jedes Element 

von H auf der linken Seite von : : = mindestens eines Elementes von P vor. 
Seien sämtliche Hilfsbegriffe 

hv h2 h,. 

Sind fü r ein t € T die Produkt ionen 

hir:: = t 

Elemente von P, dann sollen zu t im Vokabular T diese Kategorien kh, kit, 
. . ., kir zugeordnet werden. 

Eine K e t t e wxw2 . . . wn mit wv w2, . .., wn Ç. T -f- H soll eine „Kons t ruk-
t ion" genannt werden, u n d n die Ordnung dieser Kons t rukt ion . 

Man sagt, eine Kons t ruk t ion у wird durch die Kons t ruk t ion <p = vx . . . vm 
„unmit te lbar generiert" , falls für ein 1 g. i g. m 

V = vx ... Vi_xwx . . . wnvi+l ...vm 

ist, wobei 

Vi :: = w 1 . . . w n 

unter den Elementen von P vorkommt. Und eine Kons t ruk t ion y wird durch 
eine Konstrukt ion rp „generier t" , wenn es eine Folge 

(*) q>i = <p>4>2, •••,<Pr = v 

von Konstrukt ionen gibt , wobei g?, fü r i = 2, 3 , . . ., r durch unmit te lbar 
generiert wird. 

Eine Konst rukt ion wyw2. . . wn heisst „terminal", wenn wv w2, . . ., wn € T, 
also wenn darin schon keine Hilfsbegriffe vorkommen. 
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Nun wird in einer Sa tzs t ruk tur -Grammat ik eine Kons t ruk t ion „ S a t z " 
genannt , falls sie terminal ist, u n d durch s generiert wird. Auch das ist b i s 
heu t e nicht geklär t , ob es zu einer natürl ichen Sprache e ine Satzstruktur-
Grammatik gibt , deren Sätze m i t den Sätzen der be t rach te ten natürlichen 
Sprache übereinstimmen. 

12. Dami t die Definition des ,,Satz"-es nicht z i rkelhaf t ausfallen soll, 
muss die Bedingung gestellt werden, dass ke in Element von H sich selbst 
generieren soll. 

Da nach Definition die Ordnung einer generierten Konst rukt ion n ie 
kleiner als die Ordnung der generierenden Konstrukt ion sein kann, könn te 
ein hh Ç H sich selber nur durch eine Folge aus Elementen von P 

(**) К • • = К ' К = K< • • - Л , - = К + 1 

generieren, wo Л,- = hh ist. (Natürl ich kann hier auch r — 1, also eine ein-
zige Produkt ion hh : : = hit s tehen.) Es muss also ver langt werden, dass 
keine solche Elementenfolge in P vorkommen soll. Auch f ü r A(V =f= htl d a r f 
ke ine solche Elementenfolge in P existieren, falls r ^ l ist, weil dabei un t e r 
r -f- 1 Indizes iv . . ., ir+1 unbed ing t auch gleiche auftreten müssen, und z .B. 
f ü r iu = iv mi t 1 g и < v g r 1 würde mit te ls eines Teils der Produktio-
nenfolge (**) h(u durch sich selber generiert. 

Nach dieser Bedingung k a n n eine generierende Konstruktionenfolge d e r 
A r t (*) in Nr. 11 n u r für j g l m i t 

<Pi = К ' <Рг = К <Pj = hi i 

beginnen; for tgesetzt werden k a n n es dann entweder durch ein Element von T , 
oder durch eine Konstrukt ion mindestens 2-ter Ordnung. U n d unbedingt 
k a n n es fortgesesetzt werden, d a die Forderung gestellt wurde , dass jedes 
A;- € H an der l inken Seite von : : = mindestens eines Elementen von P vor-
kommen muss. 

13. Die in P auf t re tenden Produktionen gehen nur je eine mögliche 
Defini t ion je eines Hilfsbegriffes A(. Die vollständige Definition eines h; ist eine 
Alternative: sind die rechten Seiten von : : = in jenen Produkt ionen, in 
welchen auf der l inken Seite Л,- s t eh t , die (eventuell vorkommenden) terminalen 
Kons t rukt ionen 

f. Ai) ..АО 

Ш1 i •••J W
rw 

u n d nicht-terminalen Kons t rukt ionen 

<p[i) = w(0 А® со® Щ . . . ,,,01® ;i)+1, . . . 

wo jedes h mit beliebigen Indizes eines der hv . . ., A, ist, und jedes со mit belie-
bigen Indizes entweder leer oder eine terminale Konstrukt ion ist , so ist 

h t = off oder . . . ode r wf() oder cpf oder . . . oder </+ . 

Bestehen hier einige der cpf, cpf, . . ., <ff> aus je einem einzigen A-Element von Ii, 
so können diese durch die diese Elemente definierende Al ternat iven ersetzt 
werden, und so wird Л, durch e ine eventuell mehrgliedrige Alternat ive def i-
n i e r t . Darauf k a n n dasselbe wiederholt werden, usw., aber n u r in höchstens 
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l Schri t ten, d a sonst eine in Nr. 12 ausgeschlossene generierende K o n -
s t rukt ionenfolge vorhanden wäre. So k a n n m a n annehmen, dass bereits in der 
obigen vol ls tändigen Def in i t ion von ht j edes (p(i) eine Kons t ruk t ion mindes t ens 
2-ter Ordnung ist, so dass jedes darin v o r k o m m e n d e h £ H ein echter B e s t a n d -
teil von i h m ist . 

14. N u n k o m m t es da rau f an, die charakter i s t i sche Funkt ion g f x ) der 
Eigenschaf t „ein Hilfsbegriff h i zu sein" d . h . „durch Л, generierbar zu s e i n " 
fü r i= 1, 2 . . . , ( i n der Wor temenge MT ü b e r das A lphabe t T als p r i m i t i v -
rekursiv zu def inieren, da u n t e r diesen Hilfsbegrif fen auch das ausgezeichnete 
s („Satz") vo rkommt . 

Sei a u c h hier 

g Át) 

g ÁH = t0, 
on T bezeic 

№ *<0 /(0 1 ' 2 ' ' 'n 
chen nach N r . 
ges t £ T 

Л, falls t = 4 ° v t = 4'1 v . . . v í = 4P 

t0 sonst. 

wo t0 ein festgewähltes E l emen t von T bezeichnen soll. 
Seien fe rner 

diejenigen E lemente von T, welchen nach Nr . 11 die Ka tegor i e A, zugeo rdne t 
wurde. D a n n gilt f ü r ein beliebiges t £ T 

W e n n endlich die in Nr . 13 angegebene vollständige Defini t ion v o n h t 

in Be t r ach t gezogen, u n d die charakter is t i sche Funkt ion v o n „ein Hi l fsbegr i f f 
zu se in" f ü r с = 1 , 2 , . . . , те = 1 , 2 , . . . , r(ß mit gf>u bezeichnet w i rd , so 

ist f ü r beliebige tv t2£ T 

Л, falls txxt2 = ojW v . . . v txxt2 = a>$) v 

v V {(EyÁ) СEy2) . .. (.Ey[yx g txx <& 
c= 1 

gÁkxt2) = 
& y2 g txX & . . . & yfU) g xt2 & 

<Sô txxt2 = w(
c
l\yM% V f - & 

& д%{уi) = Л <Ù . . . dt g[%{yrß = Л]} 

t0 sonst, 

wobei die со m i t allen vorkommenden Ind izes feste E l e me n t e von MT sind 
(und freil ich n icht alle Dis junkt ionsgl ieder au f t r e t en müssen) . 

Genau so, wie zum Schluss der Nr . 8 geschildert wurde , sieht m a n ein, 
dass die Def in i t ionen von g,(A), g f t ) u n d gftyXtß f ü r i = 1, 2, . . ., I e ine 
s imultane Wer tver laufs rekurs ion für die Funk t ionen <7,(x) liefern, woraus sich 
diese F u n k t i o n e n als pr imit iv-rekurs iv in MT ergeben. D a u n t e r diesen F u n k -
tionen auch die charakter is t ische F u n k t i o n der E igenschaf t „Satz zu sein" 
vorkommt , so ist diese Eigenschaf t in einer Satzstruktur-Grammatik primitiv-
rekursiv. 

Der Gedankengang war ganz al lgemein, so ergibt sich daraus, d a s s in 
einer beliebigen Metaalgol-Sprache — die aus einem Tripel (T, H, P) mit T, I I , P 
in unserem Quadrupel (T, H, s, P) beschriebener Art bes teh t , wo belanglos ist,. 
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ob gewisse Hilfsbegriffe ausgezeichnet werden — sämtliche Hilfsbegriffe, falls 
es überhaupt j e eine definierende Produkt ion für sie vorliegt, und sie sich 
nicht selber generieren können , in der entsprechenden Wortemenge primitiv-
rekursiv sind. 

15. Die Vorangehenden beziehen sich auf die „Kon tex tunabhäng ige" 
Satzs t ruktur-Grammatik . C H O M S K Y unterscheidet auch eine „kontextbe-
dingte" Sa tzs t ruk tur -Grammat ik , worin d ie Produkt ionen je einen Hilfsbe-
griff in verschiedenen Kon tex ten verschieden definieren. Hier hat also eine 
Produktion d i e Form: 

p hj V : : = pcov , 

wo ht € H, f e r n e r /л, v und со Konst rukt ionen sind. K o m m e n z.B. P r o d u k -
tionen 

<Satz> : : = <Subjektteil> <Prädikatteil> 
<Subjektteil> : : = de r Schmied 
{Subjekt te i l ) : : = die Arbeiter 
( P r ä d i k a t t e i l ) : : = arbei te t 
( P r ä d i k a t t e i l ) : : = essen 

vor, so können daraus die grammatisch falschen Sätze „der Schmied essen" 
und „die Arbe i te r arbeitet" generiert werden. Das Präd ika t „arbei tet" d ü r f t e 
nur nach S u b j e k t e wie „der Schmied", da s Subjekt „die Arbeiter" nur vor 
Prädikate wie „essen" gesetzt werden. Das bedeutet die Verwendung solcher 
Produktionen : 

Der Schmied (Präd ika t t e i l ) : : = Der Schmied arbe i te t 
(Sub jek t t e i l ) essen : : = die Arbeiter essen. 
Das k a n n aber dadurch erledigt werden, dass m a n als Hilfsbegriffe 

auch „Subjekt te i l in Einzahl" , „Subjekttei l in Mehrzahl", „Prädikat te i l in 
Einzahl", „Präd ika t t e i l in Mehrzahl" e in füh r t , und folgende Produkt ionen 
anwendet: 

(Satz) : : = (Subjekttei l in Einzahl) (Prädikat te i l in Einzahl) 
(Satz) : : = (Subjekttei l in Mehrzahl) (Prädika t te i l in Mehrzahl). 
Ahnlich können auch andere kontextbedingte Fälle erledigt werden, u n d 

so vermutlich jede prakt i sch auf t re tende kontextbedingte Satzs t ruktur-
Grammatik au f kontextunabhängige Sa tzs t ruk tur -Grammat ik zurückgeführ t 
werden. 

16. C H O M S K Y hat einen Satz eigentlich nicht als Worteket te , sondern als 
Morphemenket te betrachtet , wo z.B. „ H a u s " eine Stamm-Morpheme ist , 
aus welcher „ H ä u s e r " durch Anwendung d e r Zusatz-Morphemen der U m l a u t -
bildung und des Anknüpfen der Mehrzahl-Endung (welche vom Stammwor t 
abhängig manchma l nichts, sonst -e, -n, -er oder -en ist) gebildet wird . 
I n exakter Fassung sind also die Zusatz-Morpheme Funkt ionen (seien die 
„einfachen" d a r u n t e r mit zv z2, ..., zm bezeichnet), die f ü r Stamm-Morpheme 
erklärt sind u n d als Werte Elemente von T annehmen. Ket ten einfacher 
Zusatz-Morphemen-Zeichen ergeben die Zeichen der notwendigen zusammen-
gesetzten Funkt ionen , z.B. einer Funkt ion , die auf die Stamm-Morpheme 
eines Zeitwortes angewandt, dieses zugleich in Mehrzahl, erste Person u n d 
Imperfekt se tz t . Der Wert einer Funkt ion zh . . . zir an der Stelle t soll mi t 
zix . . . Zjrt bezeichnet werden. Unter zv . . ., zm muss auch das Zeichen der 
nichts ände rnden Ident i tä tsfunkt ion ztx = x vorkommen. 

In dieser Auffassung ersetz t man das aus Wortformen bestehende te r -
minale Vokabular T einer Satzs t ruktur-Grammat ik durch ein Morphemen-
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Vokabular T*, welches alle S t amm-Morpheme und die Funkt ionsze ichen 
zv . . ., zm e n t h ä l t . Alles andere geh t dann genau so wie in der e r s t be t rach te ten 
Sa t z s t ruk tu r -Grammat ik , d a r u m beschränken sich die Wei t e ren auf eine 
solche. 

§ 3. Transformations-Grammatik 

17. Am nähes ten zur Gener ierung der Sätze der na tü r l i chen Sprachen 
scheint die Trans fo rmat ions -Grammat ik zu f ü h r e n . Hier hande l t es sich da rum, 
d a s s nur die einfachsten Sätze , die den „ K e r n " der Sprache ausmachen, die 
sogenannten „Kernsä t ze" d u r c h eine Sa t z s t ruk tu r -Grammat ik generier t wer-
d e n , und alle Sä tze ents tehen aus diesen d u r c h i terierte A n w e n d u n g endlich 
vieler „Trans format ionen" ; ähnl ich wie die wahren Formeln einer axiomati-
schen mathemat i schen Theorie aus den Axiomen durch i ter ier te Anwendung 
gewisser Schlussregeln (welche gewisse Formeln in eine neue Formel über-
f ü h r e n ) gener ier t werden. Z u m Beispiel k a n n ein Kernsa tz Dieses Haus ist 
schön in seine Verneinung: Dieses Haus ist nicht schön, oder in eine der ver-
schiedenen Frageformen t r ans fo rmie r t werden: Ist dieses Haus schön? Welches 
Haus ist schön? Wie schaut dieses Haus aus? Was ist dieses schöne Ding? — oder 
d i e beiden Sä tze : 

Ein Märchen lcommt mir nicht aus dem Sinn 
Das Märchen ist aus alten Zeiten 

lassen sich d u r c h eine „e igenschaf te inführende Trans fo rma t ion" in den Satz : 
Ein Märchen aus alten Zeiten das kommt mir nicht aus dem Sinn 

t r ans formieren . 
Die Transformat ionen, die in einer Sprache verwendet werden, können 

annehml ich so beschrieben werden , dass sie sich in exakte r Fassung in der 
geeigneten Wor temenge als r ekurs iv erweisen. 

Da eine axiomatische Theor ie allgemein n icht rekursiv entscheidbar ist , 
k a n n man allgemein nicht e rwar t en , dass der Satzbegriff einer Transformat ions-
G r a m m a t i k pr imi t iv- oder auch n u r allgemein-rekursiv sei. I ch zeige aber, dass 
e r rekurs iv-abzähibar ist. 

18. Sei e ine Sa tz s t ruk tu r -Grammat ik ( T , II, s, P) z u m Generieren de r 
K e r n s ä t z e gegeben, und MT d ie Wor temenge über das Alphabe t T. Sämtl iche 
zulässige Transformat ionen , welche Elemente xv . . ., xr von MT i n ein Element 
von MT ü b e r f ü h r e n , seien d ie Funk t ionen 

f l f v • • • Xr)> • • • > f n f v • • ' > Xr) 

(dabei kann r e ine feste Zahl sein, da die Funk t ionen auch f i k t i v e Variablen 
besitzen können , in welchen sie kons t an t sind). Zu diesen sollen der Reihe nach 
d i e Beziehungen 

B f x v . . ., xr) Bn(xit .. ., xr) 

gehören, welche bestehen müssen, dami t die entsprechenden Trans fo rmat ionen 
S ä t z e xv . . ., xr (wobei je tz t auch der leere Satz zugelassen wird) wieder in 
S ä t z e übe r füh ren sollen (es w ü r d e z.B. die in Nr . 17 e rwähn te „eigenschaft-
e in führende Trans fo rma t ion" n i c h t aus beliebigen Sätzen einen Satz erzeugen; 
es war wesentlich, dass die be iden Sätze des Beispiels dasselbe S u b j e k t ha t ten) . 
Sei endlich s(x) die nach § 2 pr imi t iv-rekurs ive charakter is t ische Funk t ion 
d e r Eigenschaf t „Kernsa tz zu se in" . 

1 5 A Matematikai K u t a t ó Intézet Közleményei VIII . A / 1 - 2 . 
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Dann kann mit Hilfe der in Nr . 5 eingeführten primitiv-rekursiven 
Funkt ion k f x ) folgenderweise eine Funkt ion f(x) def inier t werden, welche als 
Werte nur Sätze (darunte r auch den „leeren Satz Л") und sämtliche Sätze 
annimmt, welche also die Sätze „abzäh l t " : 

f(A) = A 

und fü r x ф Л £ MT 

ky(x), falls k0(x) = Л óc s(kx(x)) = А 

fx{f{K(X)) / (M*)))- foils o(k0(x)) = Ich 
«^(/(ВД), ...,/(/,(*))) 

f ( x ) 

fn(f(ky(x)), ...,f(kr(x))), falls o(k0(x)) = n<b 
&Bn(f(kx(x)) f{kr(x))) 

A sonst. 

Ers tens sind näml ich sämtliche Wer te von f(x) (eventuell leere) Sätze: 
für x ф А, k0(x) = Л sind sie Kernsätze, da s(x) genau fü r Kernsätze gleich 
A ist; ferner gilt /(M) = A als Satz, und falls f(x) f ü r jedes x < x bereits ein 
Satz ist, so ist auch f ü r k0(x) ф Л, da 

k f x ) < x, .. ., kr(x) < x 

gilt, nach der Definition auch f(x) ein Satz. So gilt die Behauptung der Reihe 
nach hei o(x) = A, o(x) = 1, o(x) = 2, . . ., also fü r jedes x. 

Zweitens kommen unter den Wer ten von f(x) sämtliche Sätze (mehr-
mals) vor. Is t nämlich zunächst у ein Kernsatz, dann gilt nach Nr. 5. un t e r 
anderem f ü r 

x = Cy(A,y) 
laut Definit ion 

f(x) = у . 

Sind ferner yv . . ., yr Sätze, für welche B,(yv . . ., yr) bei einem der i = 1,2, ..., n 
gilt, und wurden diese bereits von f(x) angenommen, e twa der Reihe nach an 
Stellen xv . . ., xn d.h. gil t 

f ( x i ) = Vv • ••>/(+) =Vr> 

so ist un te r anderem f ü r 

X = Cr(tl
0,Xy ...,xr) 

laut Definition 

/(*) = ШV • • •. Vr) • 

Die Sätze der Transformations-Grammatik werden aber alle auf diese Ar t 
generiert . 

Man sieht ganz ähnlich wie am Beispiel in Nr. 17—18 mit Benutzung von 
Nr. 30 des I. Teils meiner in Fussnote2 zitierten ersten Arbeit ein, dass falls 
die Funkt ionen fv . . . , / „ und die Beziehungen Bv . . ., Bn primitiv- (bzw. 
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allagemein-) rekursiv sind, so die Definition von f(x) eine Wertverlaufsrekur-
sion, und daher / (x ) eine primitiv- (bzw. allgemein-) rekursive Funktion in MT 
ist. Daher ist in diesem Fall der Satzbegriff einer Transformations-Grammatik 
primitiv- (allgemein-) rekursiv abzählbar. 

(Eingegangen: 24. Jul i , 1963.) 

О РЕКУРСИВНОСТИ ПОНЯТИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ГРАММАТИК 

R . P É T E R 

Резюме 

Наиболее естественным способом определения теоретико-числовых 
функций, соответственно образованию натуральных чисел по определенным 
шагам исходя из нуля, является примитивная рекурсия. Известно, что слож-
ные функции, употребляемые в элементарной теории чисел, также являются 
примитивно-рекурсивными, то есть, исходя из нуля и из последующего 
образования они могут быть заданы через конечное число примитивных 
рекурсий и подстановок. 

В различных областях математики находят применение множества, 
построенные из некоторых основных элементов по образцу множества нату-
ральных чисел путем применения некоторых функций конечное число раз. 
Появляется мысль о соответствующем обобщении рекурсии, как наиболее 
естественном способе построения функций, определенных на таких мно-
жествах; и так по большей части обобщения результатов, полученных в 
теории чисел, остаются в силе и для обобщенных рекурсивных функций. 

С точки зрения приложений особенно важен случай «множества слов», 
в котором, исходя из пустого слова (его символ Л), мы строим его элементы 
последовательными прибавлениями элементов («букв») произвольного задан-
ного множества («альфавита»). В настоящей статье используются такие 
«альфавиты», которые в каждом случае означают по одному словарю и 
поэтому его «буквы» являются собственно говоря словами. 

Настоящая статья связана именно с тем новым грамматическим стрем-
лениям, согласно которому понятие «грамматически правильной фразы» 
(коротко «фразы») должна быть определено таким же точным способом, как 
в математике может быть определено понятие «правильно построенной фор-
мулы». «Категоричная грамматика», «форазово-структурная грамматика» и 
«трансформационная грамматика» — они все три дают различные опреде-
ления этого понятия; до сих пор еще не решено, существует ли (кроме мате-
матических языков-формул) также такой естестенный язык, для которого 
применение этого понятия действительно дает все фразы данного языка. 

В настоящей статье по инициативе L. KALMÁRa автор доказывает, 
что понятие фразы как в категоричной грамматике, так и в фразово-струк-
турной грамматике является примитивно-рекурсивным на соответствующем 
множестве слов в том смысле, что существует функция, которая принимает 
значение А, если ее применяют к фразам и только к фразам; далее автор до-
казывает, что множество фраз трансформационной грамматики является 
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рекурсивно-перечислимым на соответствующем множестве слов (при разум-
ных условиях) в том смысле, что существует такая рекурсивная функция, 
которая принимает в качестве значений все фразы и только их. 

Общий характер доказательства относящегося к фразово-структурной 
грамматике, сразу дает в общем виде тот результат, что понятия любого 
«мэтаалгольного языка» являются примитивно-рекурсивными, если только 
они вообще появляются вследствии их определения, а именно без ложного 
круга, в том смысле, что они не смогут «производить» самых себя (в некото-
ром смысле, заданном точным способом). 
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