UBER EINE EXTREMALEIGENSCHAFT DER AFFIN-REGULAREN
POLYGONE

von

G. HAJOS

1. A. RExYI und R. SULANKE sind in ihren wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Untersuchungen (Uber die konvexe Hiille von 7 zufillig gewiihlten
Punkten, Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandte Gebiete
2 (1963) 75—84) auf ein geometrisches Problem gestollen, das sie durch
folgenden Satz erledigten:

Unter allen konvexen Polygonen gleicher Seitenzahl und gleichen Inhalts
ist das Produkt der Inhalte aller durch zwei Nachbarseiten (als thre konvexe
Hiille) bestimmten Dreiecke dann und nur dann maximal, wenn das Polygon
affin-requlir ist.

A. RENYI hat das Problem gestellt, diesen Satz moglichst elementar
zu beweisen, da ihr urspriinglicher, infinitesimaler Beweis rechnerische Hilfs-
mittel in starkem MaBe benutzt. Diese Arbeit enthilt einen elementaren
Beweis, verwendet jedoch die aus dem Weierstrass’schen Satz folgende Tat-
sache, daB} es Polygone gibt, die ein maximales Produkt aufweisen. Im Folgen-
den wird mit elementargeometrischen Hilfsmitteln bewiesen, daf das fragliche
Produkt nur bei affin-reguliren Polygonen maximal sein kann.

Der Gedankengang des Beweises ist derselbe, wie ich ihn im Dezember
1962 in unserem Forschungsinstitut vorgetragen hatte; ich habe aber Einzel-
heiten umgestaltet, um Fallunterscheidungen moglichst zu vermeiden.

2. Wir zeigen zuerts, dal bei einem Extremalpolygon alle Winkelpaare
affin-symmetrisch sind, d. h. es gibt zu je zwei Winkeln eine affine Symmetrie,
die diese Winkelbereiche einander zuordnet. Fiir Nachbarwinkel trifft dies
natiirlich immer zu.

Es seien <¢ 4 und < B keine Nachbarwinkel (Fig. 1). Da ihre Schenkel
nicht an beiden Seiten der Geraden AB zu einander parallel laufen konnen,
schneiden zwei Schenkel einander im Punkte C. Wir halten eine der durch
AB begrenzten Halbebenen fest, und unterwerfen die andere, den Punkt C
enthaltende Halbene einer inhaltstreuen axialen Affinitit mit der Achse
AB. Die Punkte dieser Halbebene werden dabei parallel zu 4B verschoben.
Der Punkt C selbst kann — wenn unser konvexes Polygon nach dieser
Transformation noch immer konvex bleibt — durch die Strecke 4,B; laufen,
wobei 4, und B, die Schnittpunkte der durch C gelegten, zu 4B parallelen
Geraden mit den Geraden der von 4 und B auslaufenden festgehaltenen
Seiten sind.

Unsere Transformation #indert weder den Inhalt des Polygons, noch die
Inhalte der betrachteten Dreiecke, aufler den beiden bei 4 und B liegenden.
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Bei einnm extremalen Polygon mul} also das Produkt der Inhalte dieser bei-
den Dreiecke maximal sein. Diese Inhalte stehen aber in festem Verhiltnis
zu den zu ihren festen Seiten gehorenden Hohen, also auch zu den Abstinden
des Punktes C von den Geraden 44, und BB, folglich auch zu den Strecken
CA4, und OB,. Bei einem extremalen Polygon mul} also das Produkt C4,-CB,
maximal sein, was dann zutrifft, wenn O die Strecke 4,B, halbiert, d. h.
die Winkel <t 4 und <¢ B affin-symmetrisch sind.

3. Die gefundene notwendige Bedingung geniigt schon, um zeigen zu
konnen, dal das extremale Polygon affin-regulir ist. Wir behaupten also:

Sind in einem konvewen Polygon alle Winkelpaare affin-symmetrisch,
so ist das Polygon affin-regulir.

Es ist mir nicht gelungen, diesen Satz irgendwie direkt zu beweisen.
Der Beweis gelingt jedoch, indem wir einen Umweg benutzen mit der Grund-

Fig. 1. Hig. 2.

idee, dal} die geforderte Eigenschaft die Fortsetzung eines Streckenzuges
eindeutig bestimmt.

4. Wir beweisen zuerst, dal} ein konvexes Polygon derart affin trans-
formiert werden kann, daf fiir drei aufeinanderfolgende Ecken A4’, B’, C” die
Bedingungen 4’B’ = B’C” und <t B’ = < 0’ erfiillt sind.

Es geniigt zu zeigen, dal} es aufeinanderfolgende Eckpunkte 4, B,C
gibt, fiir welche die affine Symmetrieachse a der Winkel <t B und <t C die
Halbgerade BD (die affine Symmetriachse der Strecken B4 und BC) schneidet,
wobei D der Mittelpunkt der Strecke AC ist (Fig. 2). Es ist dann unmittelbar
ersichtlich, daf3 die Richtungen (die unendlich fernen Punkte) der Geraden
a und BC die Richtungen der Geraden BD und AC voneinander trennen.
Da diese Richtungen einander trennen, kénnen diese Geradenpaare durch
eine Affinitdt gleichzeitig in orthogonale Lage gebracht werden. Diese Affi-
nitat iiberfiihrt also die Winkel <¢ B und <t C, ferner die Strecken BA und
BC' in orthogonal symmetrische, also gleiche Winkel und Strecken.

Um nun Eckpunkte 4, B, C' der gewiinschten Eigenschaft zu finden,
konnen wir von der lingsten Seite (bzw. einer der lingsten Seiten) BC des
Polygons ausgehen, und diirfen voraussetzen, dafl die nach dem Inneren des
Polygons gerichtete Achse @ mit der Richtung C'B keinen stumpfen Winkel
einschlieft. Wegen AB < BC ist aber <t DBC spitz, woraus folgt, dafi @ und
die Halbgerade BD einander schneiden.
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Wir . hitten Eckpunkte 4, B,C auch anderswie finden konnen.
Betrachtet man alle das Polygon zerschneidenden Strecken der affinen Symme-
trieachsen von zwei Nachbarseiten und von zwei Nachbarwinkeln, so folgt,
daB es von einem Endpunkt und von dem Mittelpunkt einer Seite auslaufende
Achsenstrecken geben muf}, die einander im Inneren des Polygons schneiden,
da man sonst von einer Achse ausgehend und auf einer Seite fortschreitend
auf immer neue Achsen stoffen miilite.

5. Wir erbringen nun den Beweis, indem wir zeigen: kennt man die
Seiten 4B = BC und die Winkel < B= <t C = a eines Polygons mit
lauter affin-symmetrischen Winkeln, so ist die Fortsetzung des Polygonrandes
iiber C hinaus eindeutig bestimmt. Wir beweisen also, daB diese Daten die
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Lage des nichsten Eckpunktes D und die Gerade d der von D auslaufenden
weiteren Seite eindeutig festlegen. Es folgt dann tatsichlich, daf3 der regulire
Teil, zu dem wir in 4 angelangt sind, nur regulidr fortgesetzt werden kann,
dafl also die dort gefundene Affinitidt das urspriingliche Extremalpolygon
in ein regulires Polygon transformiert.

Wir bemerken zuerst, dal die affine Symmetrieachse der Winkel < A4
und <¢ C durch die Strecken AB, BC schon bestimmt ist, daf3 also auch
<X A = o sein mul}. Die Geraden der von A auslaufenden Seiten schneiden
die Gerade CD in E und F (Fig. 3), und die Geraden der von B auslaufenden
Seiten die gesuchte Gerade d in G und H. Wir rechnen natiirlich damit, daf
diese Punkte im Unendlichen liegen kénnen. Die affine Symmetrie der Winkel
X A und < D iiberfiihrt die Dreiecke A AFE und A DFG ineinander, und
ebenso ordnet die affine Symmetrie der Winkel < B und <t D die Dreiecke
A BCF und A DCH einander zu. Diese Dreieckspaare haben also gleichen
Inhalt, wobei wir auch daran denken, dal} die Inhalte ausgearteter Dreiecke
(mit zwei parallelen Seiten) unendlich sind. Wir wissen also, daf} die gesuchte
Gerade d aus den bekannten Winkelbereichen <t DFG und <¢ DCH Dreiecke
bekannten Inhaltes abschneidet, und miilen zeigen, daf} diese Aufgabe nicht
durch zwei verschiedene Geraden gelgst werden kann.

Unm die storende Wirkung der Ausartungen auszuschalten bemerken wir,
daf} nur einer der Punkte E, ¥ im Unendlichen liegen kann, wenn nimlich
a = 120° bzw. a = 90° ist. Liegt £ im Unendlichen, so muf3 d parallel zu
AB laufen, und aus dem Winkelbereich <t DCH ein Dreieck bekannten
Inhaltes abschneiden, was seine Lage eindeutig bestimmt. Liegt # im Unend-
lichen, so sind beide Dreieckspaare ausgeartet, und man kann nur folgern,
dal} d parallel zu BC lauft; in diesen Fall ist aber a = 90°, also BC parallel zu
der in A einlaufenden Seite, woraus fiir unser konvexes Polygon folgt, daf3
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d mit dieser letzterwihnten Seite zusammenfallen muf}, dafl also das Polygon
ein Quadrat ist.

Wire a < 90° so wiirde A BCF das Polygon enthalten (Fig. 4), das-
selbe miilte dann wegen der affinen Symmetrie der Winkel <t B und < D
auch fiir das A DCH zutreffen, was aber unmoglich ist, weil entweder 4
aullerhalb der Seitengeraden d liegen wiirde, oder D auBerhalb der Geraden,
die die in 4 einlaufende Seite enthilt. Folglich ist o > 90°, und das A BOF
liegt auBerhalb des Polygons. Hieraus folgt, daf das A DCH ebenfalls aufier-
halb des Polygons liegt und B nicht zum Schenkel CH gehort, daf} also die
beiden Schenkel CH und FG einander nicht schneiden. Die Winkelbereiche
< DCOH und < DFG konnen also entweder an beiden Seiten der Geraden
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CD liegen, oder auf derselben, aber mit einander nicht schneidenden zweiten
Schenkeln.

Schneiden zwei Geraden inhaltsgleiche Dreiecke aus einem Winkel-
bereich ab, so miilen sie einander innerhalb des Winkelbereiches schneiden.
Liegen also <t DCH und <t DFG an verschiedenen Seiten der Geraden CD,
so kénnen zwei Geraden nicht gleiche Dreiecke aus ihnen abschneiden, da sie
einander nicht an beiden Seiten von CD schneiden konnen.

Dasselbe trifft aber auch dann zu, wenn CD die Winkel <2 DCH und
<L DFG nicht trennt (Fig. 5). Dann miiten nimlich die beiden Geraden
auch aus dem abgestumpften Winkelbereich GFCH inhaltsgleiche Teile
abschneiden, was wieder nur dann moglich ist, wenn die Geraden einander
innerhalb dieses Bereiches schneiden. Es ist aber unmdoglich, daf3 sie einander
zugleich auch innerhalb des Winkelbereiches <¢ DCH schneiden. Die behauptete
Eindeutigkeit ist also auch in diesem Fall bewiesen.

5. Wir fragen noch, welche konvexe Polyeder lauter affin-symmetrische
Paare von Eckbereichen besitzen, und zeigen, dafl nur das Tetraeder und das
affin-regulire Oktaeder von dieser Beschaffenheit sind. Als Eckbereich
bezeichneten wir dabei jene Pyramide, die man durch Projektion des Poly-
eders von einem Eckpunkt aus erhilt.

Die gesuchten Polyeder besitzen offenbar folgende Eigenschaft (£): sind
A und B zwei Eckpunkte, so enthilt jede durch die Gerade 4B begrenzte
offene Halbebene entweder je eine von beiden diesen Eckpunkten auslaufende
Kante oder keine.

Wir beweisen, dafl nur das Tetraeder und das projektiv-regulire Oktaeder
die Eigenschaft (E) besitzen. Dadurch wird offenbar auch unsere obige Behaup-
tung bestitigt.
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a) Besitzt ein Polyeder die Eigenschaft (£), so ist jede seiner Seiten-
flichen ein Dreieck. Sonst gibt es nimlich eine Diagonale 4B einer Seiten-
fliche. Ist aber BC eine diese Seitenfliche nicht berandende Kante, so enthilt
die durch die Gerade AC berandete und den Punkt B enthaltende offene
Halbebene die Kante C B, aber keine von 4 auslaufende Kante, was der Eigen-
schaft (E) widerspricht.

b) Besitzt ein Polyeder von der Eigenschaft (Z) eine innere Diagonale
AB, und legt man durch diese und durch eine Kante 44, eine Ebene, so ent-
hilt diese je zwei von 4 und B auslaufende Kanten. Wendet man niamlich die
Eigenschaft () auf die die Kante 44, enthaltende und durch die Gerade
AB bzw. A,B berandete offene Halbebene an, so folgt die Existenz der in
der betrachteten Ebene liegenden Kanten BB, und BB,. Diese sichern dann
dhnlicher Weise die Existenz einer weiteren Kante A4, in dieser Ebene.

Man betrachte nun ein Polyeder von der Eigenschaft (£). Laut dieser
Eigenschaft laufen von jedem Eckpunkt gleichviele Kanten aus. Da das Polye-
der wegen a ) zugleich ein Dreieckpolyeder ist, muf} es einem reguliren Polye-
der, und zwar einem reguliren Dreieckpolyeder, also einem Tetraeder, Oktaeder
oder Tkosaeder topologisch dquivalent sein. Das Ikosaeder fillt aber aus, da
es innere Diagonale besitzt, und deshalb die durch sie gelegten Ebenen die
von ihren Endpunkten auslaufenden Kanten laut b) in Paare ordnen miif3ten,
was wegen der Anzahl 5 unmdoglich ist. Das Oktaeder muf} wegen b) drei
ebene Kantenvierecke besitzen, d. h. projektiv-regulir sein. Da die geblie-
benen Moglichkeiten, also das Tetraeder und das projektiv-regulire Oktaeder
die Eigenschaft (Z) besitzen, ist der Beweis beendet.

(Eingegangen: 11. Juni, 1963.)

06 OJIHOM 3KCTPEMAJIbHOM CBOWCTBE A®®UHHO-ITPA-
BUJIbBHbIX MHOI'OYIroJIbHUKOB

G. HAJOS

Pe3iome

RENY1 ¥ SULANKE JI0Ka3aju, 4TO:

Jast ebinyKabX MHO20Y20A6HUK0E € 00UHAKOBHIM HUCAOM CMOPOH U 00UHA-
K060l naowaou npouseeoerue naoyadell mpey204bHUKO0E, NOCMPOEHHLIX HA nape
COCCOHUX CMOPOH, M020a U MOALKO M020a MAKCUMAALHO, €CAl MHO20Y20/bHUK —
aPPuHHO-NPABUALHBLL (M. e. NOAYYeHHbIT U3 NpasuabHo20 nymém adgurrozo
npeolpasosanus).

B palore 0Ka3aTeJbCTBO 3TOTO TNPOBOJAUTCS JJIEMEHTAPHBIM TI'eOMETpPHU-
yeCKUM MyTEM 0e3 BBIUMCIIEHH, CylecTBOBaHUE TAKOT0 dKCTPEMaIbHOI0 MHOI0-
yrojbHUKa BBbITeKaeT M3 Teopembl Weierstrass. JlokasaTesbCTBO ympoliaer
TEOpeMy CJIeJyIOIUM 00pasom: H

Ecau y 6blnyKa020 MHO20y20/4bHUKA Kakue-HubOy0b 0éa yeaa afurro-
CUMMEMPUYHbL, MO IMOM MH020Y20/AbHUK — afPuHHO-NpasuAbHbIL.

B paGore pewanoTrcs Tak)Ke COOTBETCTBYIOLIME IIPOCTPACTBEHHBIE ITPO-
0J1eMBI.
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