UBER EINE EXTREMALEIGENSCHAFT DER AFFIN-REGULAREN
VIELECKE
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Im vorliegenden Aufsatz geben wir einen einfachen Beweis fiir den von
RENYI und SULANKE herriihrenden

Satz. Unter den flichengleichen konvexen n-Ecken haben die affin-reguliren
n-Ecke das grosstmogliche Inhaltsprodukt der Randdreiecke.

Unter einem Randdreieck wird dabei das durch drei aufeinander folgende
Ecken des Vielecks bestimmte Dreieck verstanden. Im folgenden bezeichnen
wir ein Vieleck und sein Flicheninhalt mit demselben Symbol.

Es sei T ein konvexes n-Eck (n > 3); die Randdreiecke seien in zyklischer
Reihenfolge ¢, ...,t,. Gesucht wird das Maximum des Quotientes @ —
=1t ... t,/T". Die Existenz eines besten n-Ecks folgt leicht aus dem Weier-
strass’schen Satz. Dieses n-Eck muss bei jeder infinitesimalen Verinderung
der Bedingung

Q L i 14

geniigen. Variieren wir nur eine Ecke, so verindern sich nur drei Randdrei-
ecke, etwa ¢, #,, t,, und wir haben wegen d7T = dt,

dt,  dt dt. n
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Wir formen diese Bedingung um. Es sei ¢ = ABC ein Dreieck mit der
Basis BC = a und der Hohe h. Verschieben wir 4 um den Vektor dr, so gilt
dh = —edr, wobei e den von A ausgehenden, auf die Gerade BC senkrechten
Einheitsvektor bedeutet. Mithin gilt

iif_ﬁdh_ e
¢ h h

Bezeichnen wir die entsprechenden Hohen und Einheitsvektoren in den
Dreiecken ¢, t,, t; mit entsprechenden Indizes, so haben wir

e e e na
— + =4 =|dr =—e,dr,
hy £l b k) g2
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wo a die entsprechende Basis in #, ist. Dies kann aber fiir jeden Vektor dr
nur so bestehen, wenn

) 2 + | —)

Die Bedingungen (1) und (2) sind gleichwertig. Da aber die Bedingung
(1) affin-invariant ist, gilt dasselbe auch fiir die Bedingung (2). Sind also
A, B,C, D, E aufeinander folgende Ecken eines konvexen Vielecks und ist
(2) in C erfiillt, so gilt (2) auch fiir die Ecke C” des Streckenzuges A’B’C’D’E’,
der aus A BCDE durch eine flichentreue Affinitit entsteht.

Wir zerlegen die Bedingung (2) in zwei Teile:

a) Fiir eine geeignete Zahl 1 gilt

e , €
(3) e = 2, =Ae,.
b) Es gilt
_ na 1
T oT  hy

Aus a) folgt, dass C' auf der »affinen Symmetrieachse« der Halbgeraden
BA und DE liegt (wie dies in einer euklidisch symmetrischen Lage einleuch-
tet). Die Bedingung b) bestimmt die Lage von C auf dieser Symmetrieachse.

Fiir ein Viereck folgt aus der Bedingung a), dass die Diagonalen den
Flicheninhalt des Vierecks halbieren. Mithin ist das Viereck ein Parallelogramm.
Wir setzen deshalb voraus, dass n > 4ist. 4, B, C, D, E seien fiinf aufeinander
folgende Ecken des extremalen n-Ecks. Die Seitengeraden 4B, BC,CD und
DE seien bekannt, aber die Punkte 4 und E nicht.Wir zeigen, dass die Be-
dingungen a) und b) beziiglich D die nichste Seitengerade EF (und damit
zugleich die Ecke E) eindeutig bestimmen.

Ist BC parallel zu DE, so muss wegen der Bedingung a) beziiglich C
auch CD parallel zu 4B sein. Wegen der Bedingung a) beziiglich D ist aber
dann auch EF parallel zu CD. Folglich fallen die Seiten 4 B und EF zusammen.
Das n-Eck wire also im Gegensatz zu unserer Voraussetzung ein Parallelo-
gramm. In dhnlicher Weise sieht man ein, dass der Schnittpunkt O der Geraden
BC und DE nicht auf der Verlingerung der Strecke CB nach B liegen kann.
Wir kénnen deshalb annechmen, dass O auf der Verlingerung der Strecke BC
nach C liegt.

Wir fithren die Punkte O, C, D durch eine flichentreue Affinitit in die
Punkte (0, 0), (0, —b), (b, 0) eines rechtwinkligen Koordinatensystems zy
itber, wo b > 0 ist. Wir betrachten den Punkt E = (&, 0) (£ > b), sowie den
(eventuell im Unendlichen liegenden) Schnittpunkt S = (0, ) der Geraden
BC und EF. Ist S vorgegeben, so bestimmt die Bedingung a) eindeutig die
Gerade EF. Ist n endlich, so besagt diese Bedingung, dass die Dreiecke CDS
und EDS flichengleich sind. Deshalb gilt b(b + 7) = n(& —1b), d. h.

b
=b2 ===l
=i

Diese Gleichung gilt auch im Grenzfall 7 — oo.
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Lassen wir § den ausserhalb der Strecke CO liegenden Teil der y-Achse
von O ausgehend in positiver Richtung durchlaufen, so nihert sich Z monoton
gegen den Punkt D. Deshalb nimmt bei dieser Operation sowohl a = CE,

wie h, ab. Folglich verindert sich auch LY S monoton von - oo bis — oo,

2
Wir zeigen jetzt, dass der durch (3) definierte Wert A bei der betrachteten
Bewegung von § von — oo bis - oo monoton zunimmt. Aus der Normal-
gleichung
‘ e+ fy—=n_,
J&+ o

Fig. 1.

der Geraden SE ergeben sich fiir die Koordinaten von e, die Werte
n 3
e+ Vet
und fiir den Abstand der Geraden von D

Vet

Somit sind die Koordinaten von %
3

1 3
E—b nE—0b)

A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIIL. A/3.
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Da ferner die Koordinaten von ©1 Jie Werte —% , 0 haben, sind die Koordi-
1

e e
naten von—-L =2
Wy
2b— & &

b —b) n(&—0)

Folglich haben wir

b\2

1+M2+—]
,_@b—gr & ( n
BE—bR  mE—b2 BB+

Hieraus geht klar hervor, dass 22 fiir > 0 eine abnehmende Funktion
von 7 ist. Wir behaupten, dass 22 fiir < — b eine zunehmende Funktion

von 7 ist. Setzen wir namlich e z, so haben wir

’

B g2 — __1 ( 1 1
(z — 1)

was fiir z > 1 mit zunehmendem z tatsichlich abnimmt. Damit ist die Mono-

z—1 2

. . : 1
tonie von 1 bewiesen. Aus der Monotonie von L e und 2 folgt aber,

2
dass der Punkt S, und damit auch die Gerade EF durch die Bedingung b)
eindeutig bestimmt ist.

Wir betrachten jetzt einen Kegelschnitt K, der die Polygonseiten BC
und CD in ihren Mittelpunkten und die Gerade 4B irgendwo beriihrt. Dann
beriihrt K auch die Gerade DE. Wihlen wir die Gerade EF so, dass sie K
beriihrt, so sind die Streckenziige ABCDE und BCDEF affin-iquivalent.
Mithin sind die Bedingungen a) und b) in D erfiillt und die nichste Seiten-
gerade des besten Vielecks ist zwangsliufig EF. Unser Vieleck ist also so
dem Kegelschnitt K umbeschrieben, dass jede Seite K in ihrem Mittelpunkt
beriihrt. Folglich ist K eine Ellipse und das Vieleck affin-regulir.

(Eingegangen: 28. Januar, 1963.)

06 0JHOM 3KCTPEMAJIbHOM CBONCTBE A®®UHHO-
NMPABHJIbHBIX MHOI0YroJIbHUKOB

L. FEJES TOTH

Pe3ome

PaGora cojiep)KuT mpocToe 0Ka3aTesbCTBO cjejyiolleil Teopembl RENYI
U SULANKE:

Cpedu ebtnyKablX n-y20AbHUK08 00UHAK060U naowyadu 6 caydae agdurro-
NPasubHo20 n-y20AbHUKA Npou3sedeHue naAoyacell mpey20AbHUK0E, NOCMpOeH-
HbIX HA 08YX COCEOHUX CMOPOHAX n-y20AbHuKa 0Oydem HaubobUIUM.
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