UBER DEN ANNAHERUNGSGRAD DER APPROXIMATION
IM STARKEN SINNE VON STETIGEN FUNKTIONEN

von
G. ALEXITS und D. KRALIK!

Prof. P. Erdés anldBlich seines
50. Geburtstages zugeeignet

1. Einleitung

Es sei [a, b] ein endliches, abgeschlossenes, und (a, b) das entsprechende
offene Intervall, ferner f(x) eine in [a, b] definierte stetige Funktion; bezeichne
aullerdem

w(0; a,b) = } su}l)gélf(x’) — f(z)| (@', x € [a, b])
X=X
den Stetigkeitsmodul von f(z). Wird f(x) im Intervall [a, b] nach den
Funktionen des zur Gewichtsfunktion w(xz) > 0 gehoérenden Orthonormal-
polynomsystems bzw. des trigonometrischen Systems {1; cos nz, sin nx}
entwickelt (in diesem Fall ist [a, b] = [0, 2x] und f(x) periodisch), so bezeichne
8,(x) die n-te Partialsumme bzw. '

So(x) + 8y(x) 4+ ... + Sn(®)
n—+1

das n-te arithmetische Mittel dieser Entwicklung.
Es ist bekannt, daf} einerseits der Anniherungsgrad der Summen o, (z)
von der Groflenordnung
Lig b) ,
n

max |f(x) — o,(x)| = O[w

c=x<d
wenn o (0; a, b) < w(d) = (5") mit einem positiven a < 1 ist und fiir eine
geeignete Zahl 0 < C 1 (8)/6°4 mit 6 | 0 gilt, anderseits aus dem Bestehen
der Abschitzung

Gn(x) =

max |f(x) — o,(x) = O lw [l”

as=xzbh n

1

fiir alle » mit einem w( ) } 0, o|—|n® 4 o= die Stetigkeit von f(x) folgt, und

zwar gilt fiir seinen Stetigkeitsmodul w(é; ¢, d) in jedem inneren Teilintervall

[¢,d] von (a,b)
w l;c,dJ:O[w l]]
n n
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Diese Behauptungen sind klassisch, wenn sie sich auf die Entwicklung
nach trigonometrischen Funktionen beziehen (vgl. A. Zvemunp [9], I. Kap.
III. § 13), wihrend sie fiir die nach Orthogonalpolynomen fortschreitenden
Entwicklungen ganz neulich von G. FREuD [5] bewiesen wurden unter der
Annahme, daf} die Gewichtsfunktion in [a, b] der Forderung

O<m=2w) =M
Geniige leistet.

Obwohl die zitierten Sitze die Klasse der Funktionen mit vorgegebenem
Stetigkeitsmodul entsprechend charakterisieren, geben sie keinen Aufschlul3
dariiber, ob der angegebene Anniherungsgrad dadurch entsteht, dal} sich
die »schlecht« annihernden Partialsummen im arithmetischen Mittel aus-
gleichen, oder die »schlecht« annihernden Partialsummen nur so selten auf-
treten, dafl das arithmetische Mittel dennoch den erwiinschten Anniherungs-
grad erreicht? Wir wollen zeigen, daf} tatsichlich der letztere Fall zutrifft,
wodurch wir die oben erwihnten Approximationssitze wesentlich verschirfen
konnen.

Fiihren wir statt der Differenz |f(x) — o,(x) | die Differenz im starken
Sinne, d. h. die Grofle

X |f(@) — s,@)]

b (f, ) = %— 1 T

ein. Wir beweisen den folgenden

Satz 1. Die Funktion f(x) besitze einen Stetigkeitsmodul (6; a,b) =
= 0(6%) mit einem positiven o < 1, welcher der folgenden Bedingung geniigt :
es ist w(d; a,b) < w(0), wobei w(d) mit & monoton wichst und es existieren

Zahlen 0 < £ <& < <1 derart, daP w(8)/6°1 + o=, w(8)/6* } 0 fiir 60

2
gelten. Wird f(x) in [a,b] in eine Reihe mach trigonometrischen Funktionen
oder nach den Funktionen des zur Gewichtsfunktion w(x) = 0 gehorenden Ortho-
gonalpolynomsystems entwickelt, wobei

0<m=wa)< M (x € [a, b])

vorausgesetz wird, so gilt in jedem inneren Teilintervall [c, d] von (a, b)

Ist f(z) nach 2z periodisch und hat der Stetigkeitsmodul von f(z) eine
Majorante w(d) wie im Satz 1, so enthilt unser Satz eine Verschirfung eines
klassischen Satzes von S. BERNSTEIN. Dann gilt ndmlich der .

Satz 2. Besitzt die nach 2z periodische Funktion f(x) den Stetigkeitsmodul
w(d) < 0* mit 0 < a <1, so besteht fiir die Approximation im starken Sinne
durch die Fejérschen Mittel ihrer Fourierreihe durchweg die Beziehung

(1) max &, (f,z) = O[w (l

csx<d n

max  h(f,z) = O[w (;{H .

—o X<t oo
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In der Tat gilt diese Abschitzung nach Satz 1 in jedem Teilintervall

[i , 2 — g mit beliebig kleinem ¢ < 0. Da f(x) nach 2z periodisch ist, kann
2

dieses Teilintervall von der Linge 27— ¢ mit beliebigem Anfangspunkt
gewithlt werden. Dann lil3t sich [0, 2z] mit zwei derartigen Teilintervallen

iiberdecken, die Abschitzung O|w = gilt also im ganzen Intervall [0, 2x]
n

und daher iiberall. Es soll nicht unbemerkt bleiben, daf} eine derartige Aus-
dehnung fiir Orthogonalpolynomentwicklungen im allgemeinen nicht moglich
ist, da schon die klassischen Orthonormalpolynome in den Endpunkten des
Orthogonalititsintervalls unbeschrinkt werden, und daher in den Endpunkten
die entwickelte Funktion evtl. iiberhaupt nicht darzustellen vermogen.

Um auf die Tragweite der Approximation im starken Sinne ein Licht
zu werfen, denke man an den Lebensgueschen Satz, nach welchem die Parti-
alsummen s,(x) einer periodischen Funktion f(z), welche einer Lipschitz-
bedingung o-ter Ordnung geniigt, die Funktion mit dem Anniherungsgrad

0 logn

approximieren, und diese Abschiitzung kann im allgemeinen nicht

n"
mehr verbessert werden (vgl. Zvemunp [9], 1. S. 315). Auf Grund unseres
starken Approximationssatzes konnen wir jedoch behaupten, dal} die den
Anniitherungsgrad verderbenden Partialsummen, wie aus dem folgenden Satz
ersichtlich, nur selten auftreten:

Satz 3. Wichst die positive, monotone Zahlenreihe {1,} beliebig langsam
gegen Unendlich, so approximieren die Partialsummen s,(x) die Funktion
f€Lipa in jedem Punkt x mit dem Annéiherungsgrad
An

~] 0<a<1),
n(l

f(@) — s,(0) = 0

aufer hochstens einer Teilfolge {sn(x)}, deren Indizes eine Folge {n,} der
Dichte Null?* bilden.

Bezeichne in der Tat »(n) die Anzahl der Indizes n, < n, und wihlen
wir n derart, dal} :

sei. Setzen wir w(d) = 0* (Lipschitzbedingung), so folgt aus unserem Satz 2
die Existenz einer Konstante 4, so dal}

A : . i
sm() | = =™, und es ist keine Beschrinkung der

Nach Annahme ist | f(z)
N

* Bezeichnet »(n) die Anzahl der Indizes n, = n, so heilit n, von der Dichte

Null, wenn lim Ln) = 0 ist.

n—-w

5%



320 ALEXITS —KRALIK

Allgemeinheit, wenn 2,/ng | 0 vorausgesetzt wird, da die Folge {1,} nach
Annahme langsam wiichst. Dann folgt aber

A
;L_a>;2|ft)—3 )r;nZIf — sm(®)| 2

y= np=n
;}AEM%Q.M;X 11—”(”)’
— N n* n n* 2n-- n
also gilt
lim —u < — 25 ,
noe N A

n

woraus sich wegen 1, — -+ oo die Behauptung ergibt.
Es ist erwidhnenswert, wie wir unseren Hauptsatz 1 beweisen. Die

1 : :
Behauptung wurde fir w |—; a, b| < 0* mit a <% schon bewiesen (ALEXITS

n
[1], S. 295—300). Daraus und aus der oben erwihnten Tatsache, daf3 die
Behauptung des Satzes fiir alle o < 1 gilt, wenn man nicht die starke, sondern
die gewohnliche Approximation betrachtet, folgt unsere verschirfte Behaup-
tung auf Grund zweier Hilfssiitze {iber numerische Reihen. Der Gedanke,
einen Teil der Approximationstheorie auf einfache reihentheoretische Sitze
zu griinden, war schon bisher fruchtbar. Er scheint zuerst bei ArLexiTs [2]
und [3]) aufgetreten zu sein, wo er zur approximationstheoretischen Charakteri-
sierung der Klasse Lip 1 diente. Mit derselben Methode konnte KRALIK [6]
die Eigenschaften des Weylschen Integrals gebrochener Ordnung, inshesondere
die tiefliegenden Hardy-Littlewood-schen Satze sehr einfach herleiten. Neuer-
lich wurden diese Ergebnisse von ALEXITS und KRALIK [4] wesentlich ver-
schirft. Aullerdem konnten auf diesem Weg auch Approximationssitze fiir
allgemeine Orthogonalreihen gewonnen werden. (ALEXITS—KRALIK [4] und
Taxporr [8]). Dies alles weist darauf hin, dafl die Methode, approximations-
theoretische Untersuchungen auf einfache reihentheoretische Hilfssitze zu
griinden, auch weiter angewendet werden kann, inshesondere dann, wenn die
explizite Darstellung der approximierenden Funktionen hoffnungslos zu sein
scheint.

2. Reihentheoretische Hilfssitze

Hilfssatz 1. Die Reihe X u,, sei konvergent zu A und es bestehe

1 n
21 — 4| = 0[6(n)],
e g 1, — 4| = 0[6(n)]

wo s, = Zuk, O(x) > 0 eine monoton gegen Null abnehmende Funktion ist,

so dap fur groﬁe x die Beziehungen O(x)x* 4 und Ozl [ mit 0<f <& <1
gelten. Ist A(x) konvex, differentierbar und A(x ¢O /1 (x)x" 4 fiir ein n > 0
und n + &< 1, so konvergiert auch die Rmhe 2/1( n) u, und es ist

1 & —
Vo= I ey k=v+1

A(k) u.,‘.! = 0[A(n) O(n)] .
|
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Beweis. Die Konvergenz der Reihe X A(n) u, ergibt sich durch eine
einfache Abel-Transformation, die Abweichung ihrer »-ten Teilsumme von

der Reihensumme ist daher S‘ A(k) u,. Fithren wir die Reihe (u,— 4) +
k=v+1
+u +u,+... +u, + ... mit den Bezeichnungen

y—Ad=uf, w,=u firn>0
k

: sEt+sF+ ...+ s
bzw. 8’,':2 2_1 u:!" O’t o 0 + ]_+ + k

oy k+1

ein, so haben wir
K

¥ 1 k| — 1 ; —
loﬂkl< m 2 18”1_]6—-*—1 g |8v_A|_0[0(k)]

Es ist offenbar

oo

T
hss
o8

k=v+1

Nach zweimaliger Abel-Transformation erhalten wir

il “ - 1 —
A(kyux| < (k -+ 1) |at| A2A(k) +
(Sl B ] P Wisp Lo i, :
1 n 1 n
_— 1)|o*| 44 1 A A 1) |s¥| =
frew i (v + 1) |o¥| AA(v + )+n+12 (v + 1) |s¥]

= 0(n1) E,HEH k O(k) A2A(k) + O(n—1) 2 V() AA(W + 1) +

+ O(n™Y) 2 A+ 1)|s*| =8, +8,+ 85

v=0
S, geniigt offensichtlich der Beziehung
n oo

S, =0mn1) > 2 k)- k1= - kPO(k) .
»=0

Da k? ©(k) nach Annahme monoton abnimmt, kann die rechte Seite folgender-
weise geschrieben werden:

O(n1) é;vﬂ@(v)-k :,2?1 A2A(k) B1—F —

= 0(n™") _2: PO (v) { 2 k=P AA(k) + v* A(v)}

k=v+1
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Fiir die Differenz AA(k) gil’c die Beziehung:
AA(k) = |AA(k)| < kL A(k) ,

so dal} das erste Glied in der geschweiften Klammer durch

oo

k1P A(k) = O[A(»)] 2 k—1—F = O[v—" A(v)]

k=v+1 k=v+1

abgeschitzt werden kann. Infolgedessen erhalten wir wegen der Eigenschaften
von @(z) und A(x) das Ergebnis:

n

8, =0(n1) ié‘ A@) O(v) = O(nY) > v A(v) O)r—1—% =

v=1

n
= O[n=1+"*¢ A(n) O(n)] 2 v = O[A(n) O(n)] .
r=1
Fiir 8, gilt die Beziehung
8, = 0(n™) 2 AWy~ O() = O(n™" 2
y=1 e
also erhalten wir wie im Fall von S, die Abschitzung
S, = O[A(n) O(n)] .

Zu einer dhnlichen Abschitzung gelangen wir fiir §; durch eine Abel-Trans-
formation:

S, = O(n1 [2AAv+ v+ )1;—12@":{%—/1@—5—1))(

k—0
1 n
e st =L Ay 4+ 1) O@) + O[A(n) O(n
H%’Ikl} )2 [A(n) O(n)] =
= 0 [A(n) O(n)]
womit der Hilfssatz 1 bew1esen ist.
Hilfssatz 2. Sei A(x)} + oo eine von unten konkave, dszerenzzerbare

Funktion mit folgenden Ezgenschaften Es gibt ein m > 0 so, daff Ax)z~" |,
und A*A(x) = O[A(z)[x?]. Sei weiterhin w(d) eine monoton wachsende Funktzon

fiir die lim w(d) = 0 ist und auferdem positive Zahlen n <9 < { < 1 ewistieren,
é—~+0

3 Wegen A(x) 71 haben wir [A(x)2"] >0, d.h. A’(z) 2" + nA(x) 2"* =0,
und daraus A’(zr) = — 5 A(z) ™! bzw.

|A(@)} = — ANz) < nAfx) et < Ax)a~.
Auf Grund des Mittelwertssatzes der Differentialrechnung gilt
AA(k) = A(k) — A(k 4 1) = — A’(k + 1) o<y,

woraus wir erhalten:
[ Ak + )| = |A'(k)| < A(k) - k7"



ANNAHERUNGSGRAD DER STARKEN APPROXIMATION 323

fiir die (fir geniigend kleine 6 > 0) die Beziehungen w(0)[0°1 und w(0)/6”
gelten. Konvergieren die (C, 1)-Mittel o,, der Reihe X' u, zu o und gilt

ool f)

so konvergieren die (C, 1)-Mittel o,(2) der Reihe XA(n) w, zu einer Zahl o(2)
mit der Approximationsgeschwindigkeit

a,() — o) = O[ﬂ.(n) » (%” :

Beweis. Bezeichne o* das n-te (C, 1)-Mittel der Reihe (u,— o) +
+u, + ... so gilt
g =o0,—o0,
und wir haben

o1l S0, 0| = 0o

x

il

Bezeichnen wir das n-te (C. 1)-Mittel der Reihe A(0) (u,— o)+ A(1) u,+
mit o%(2), so gilt

() — o(A) = 0,(2) — ,(2) .

Nach einer bekannten Transformationsformel ([7]) ist aber

m—1 =
) —ond) £ 3|1 = (1= =) @y et 2]+

k=0

'R k h 2 n—1
——|(k A2 (% .
+;(1 n+1)( +1)f6’:?r|4}.(k)[+n——+lk2:0 (k - 1) |of| |AA(E + 1)| +

2 m—1
e k 1) |o*| [AA(k A(n) | ok Alm y
+m+1;0'( + 1) | o] |AA(E + 1)| + A(n) |o%| + A(m) |o%|

Es seien S und S¥ die beiden ersten Glieder der rechten Seite. Nach unseren
Voraussetzungen gilt fiir S¥ die Abschitzung:

8% — O(m—1) S’ o l/lc] AR)E—2 = O[m—1A(m)] fl

k=1 k=1

A ' ”k k—5=0[l(m)w(—7—;-”.

Zur Abschitzung von S¥ bemerken wir, dal fiir S% die Relation

o (l] it s
i

:0

n—1

S*~0(1)2kw( J}.(k —Z—O(I)Zk "+"k"w[ )A(k)k"l
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; 3 1
besteht. Im Sinne unserer Voraussetzungen sind aber o [—
x

2 und A(x)z—"

monoton abnehmend, daher ergibt sich

oo {tp] 5 e

woraus wegen ¥ — 1 > 0 fiir S; die GroBenordnung Am) @ (i] folgt. Damit
m

haben wir fir S; + S; die GréBenordnung A(m) w[i bewiesen. Da nun aus
m

A(z) 27" und aus der monotonen Abnahme des nichtnegativen Differential-

quotienten A’(x) in dhnlicher Weise wie beim Beweis des Hilfssatzes 1 in der

Fulinote 2 die Beziehung

|AA(k)| < A(k) k1
folgt, erhalten wir die Abschitzung

2<lc+ )|t |AA(E + 1) = (mﬂ)fkw[—;—)k—u(k):

=

Da fiir die iibrigen Glieder die Groflenordnung A(m (—] offensicht-

lich gilt, haben wir den Beweis des Hilfssatzes 2 vollendet.

3. Beweis des Satzes 1

ilt fiir den Stetigkeitsmodul (é; @, b) die Beziehung
w(d; a, b) [0}~ — 4 oo

fiir 6 — 0 mit einer geeigneten Zahl y > 0, so folgt aus dem schon zitierten
Satz von ALExITS ([1],S. 295—300) die Beziehung (1). Strebt aber der Quotient
(d; a, b)[o¥—7 fiir kein y > 0 gegen + oo wenn & — 0, so existieren nach

Annahme des Satzes 1 Zahlen 0 < — <9 < { < 1, fiir die die Beziehungen
2

@(0)[6* | 0, w(8)[6° 4+ + oo mit 6 |0 giiltig sind, wo w(d) die Majoranten-
funktion von w(6; a, b) bedeutet. Die Funktion A(x) = 22 erfiillt die Voraus-

[

setzungen des Hilfssatzes 2, wenn wir dort 7 = %setzen. Sodann folgt fir

die Punkte z eines jeden inneren Teilintervalls von (a, b) : o,(x) —f(z) =

= i [a, (_1.

n
von f(x) bezeichnen kann (S. BERNSTEIN), oder das n-te (C, 1)-Mittel der
Entwicklung nach dem zur Gewichtsfunktion w(x) gehorigen Orthonormal-

polynomsystem bedeutet (G. FreuD [5]). Nach dem Hilfssatz 2 approxi-
mieren die n-ten (C, 1)-Mittel der transformierten Fourierreihe 3'v**(a, cos vx -+

], wo o,(x) entweder das n-te Fejérsche Mittel der Fourierreihe
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+ b, sinvx) bzw. der Polynomreihe 3 2¢, p(x)* in allen diesen Punkten
x die der transformierten Reihe entsprechende Funktion f,,(x) gleichmifig in

der GroBenordnung n°? o Li . Auf Grund der in der Einleitung zitierten
n

Sitze ist somit der Stetigkeitsmodul w(é; fy,) von fy,(x) in jedem inneren
Teilintervall [c,d] C (a,b) von der GroBenordnung w(8)/6°2. Fiir diesen
letzteren Stetigkeitsmodul gilt aber bei § — 0 die Bedingung w(d; f )07 —
— + oo mit geeignetem y > 0, da w(0; fy,)[0°* = O[w(0)/6°], wo w(d 65T +oo

und — < llst. Infolgedessen sind die transformierten Reihen stark (C, 1) —
2 2

summierbar und fiir ihre Teilsummen s, [2; —
2

besteht die Relation (ALEXITS
[1], S. 295—300):

Waihlen wir fiir die Funktionen A(x) bzw. € (x) des Hilfsatzes 1 die Aus-

— fua(®) ’ = O[nc/2 )
J s

den Exponenten des Hilfssatzes 1 & f bzw.

¢

1 entsprechen in unserem Fall die Zahlen—2«, & — ibzv.£
‘ 2 2

- - 1
driicke %2 bzw. x*’zw[—
x

, so folgt aus dem

4 DaBl diese Reihen wieder die Fourierentwicklungen einer L2-integrierbaren
Funktion sind, kénnen wir z. B. folgenderwelse einsehen. Sei s,(x) die n-te Teilsumme
der F ounerenthcklung von f(z), T,(z) das in [a, b] am besten approximierende Polynom
hochstens n-ter Ordnung, so haben wir:

b

b
[ t@) = so@ P u@ de < [ @) — @ wi@) do= 0wt ()], an.

a a

2 4ol

y=2"141
und eine éhnliche Beziehung gilt fiir den trigonometrischen Fall mit a3 -+ b? = ¢} Sodann
haben wir:

2n+1 ont1
W <2®.2f 3 c;~’=0[2"¢w2(21)] 0(1) 2 . g=% _ o2~ (@9=0n)
y=27-11 r=2"41

wegen (2") 2" | 0 mit n— + oo.

Es ist also

oo nt1

2 Hi=0(1) 3 3 vei=0() ) ( = c) 2 cu, RSB — £ 5 Diet

n=0 y=2"41]

woraus nach dem Riesz-Fischerschen Satz folgt, daB die transformierten Reihen Fourier-
reihen einer L? [a, b]-integrierbaren Funktion f;/,(x) sind.
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Hilfssatz 1 fiir die Teilsummen s,(x) der urspriinglichen Reihen die Beziehung

]
n b
wie wir es behauptet haben.

Der Fall o(0) = 6°mit 0 < a < 1 soll eigens hervorgehoben werden.
Dann geniigt f(x) in [a, b] einer Lipschitzbedingung a-ter Ordnung. Aus
unseren beiden Sitzen ergibt sich unmittelbar das folgende

Korollar. Geniigt f(zx) in [a, b] einer Lipschitzbedingung o-ter Ordnung
mit o <1, so gilt in [c,d] C (a, b)

Ll
n“] y

Ist f(x) nach 2n periodisch und sind die o,(x) die Fejérschen Mittel, so gilt
dieser Anndherungsgrad auf der ganzen Zahlengerade.

max h,(f, x) = O[w
csx<d

max h,(f, ) = 0O
c<x<sd

(Eingegangen: 14. Mirz, 1963.)
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0 MOPAOKE AINMNPOKCUMALIUHU CHJIBHOIO CYMMHPOBAHUA
HENPEPBIBHBIX ®YHKLHA

G. ALEXITS u D. KRALIK

Pe3lome

[Tycth s,(x) 0o603HAUYaeT n-Hble YaCTUYHble CyMMbl psifia Pypbe (HyHKUMH
f(x) mo cucreme OPTOHOPMMPOBAHHBIX ITOJIMHOMOB, NOPOYKIEHHBIX Ha OTpe3Ke
[a, b] BecoBoit (QyHkuMedl w(x), COOTBETCTBYIOILEr0 IO TPUIOHOMETPHYECKO
cucreme (B najnbHeiiwem [a, b] = [0,2 7] u f(r) nepuoanyeckass GyHKUUSA ¢
nepuojom 2 m). Ilycrh TaroKe

1f(x — 5,(x)]
n+1

b () =

Jloka)xem cnenyxoume TEOPEeMbI:

Teopema 1. [Tycms Oaa mooyaa Hefpepbvigrocmu o (0, a,b) Pynkyuu f(x)
6yoem: o (0, a, b) 0(0%) (0 < a< 1), kpome mo20 nycms o (9,a,b) < w(é)
ede o)} u ora nooxooswyux uducen 0 <2<V <l <1 o )/65 T + oo,

(0)/0* | 0 npu 6 | 0. Ecau na [a,b] secosas gynkyus w(x) yoosaemeopsem
Hepaeencmey 0 <m =< w(x) < M, moeoa Ha kancoom [c, d] C (a, b)

l}
S

Teopema 2. Ecau f(x) — nepuooudeckas @PyHKyus ¢ nepuooom 2w u
() < 0" (0 < a < 1), moeoa

max h,(f;x) =0 [w(l

—o <X f oo n ]

Teopema 3. /l1a nepuooudeckoti pynrkyuu f(x) € Lip a (0 < a < 1) ¢ nepuo-
0om 2 7 6 Kawcooll mouke = Oyoem:

@) — s,(2) = 0

max h,(f,z) = O|w

c<x=d

A

nll

3

3a uckaroderuem moxncem Ovtms makoil noonocaedogamensrocmu {sn(x)}, UHOEKCb
Komopoii o6pazyom noonocaedosamensHocms {n,} HyAeoll niomHocmu 6 nocae-
0osamenbHOCMU HANMYpPatbHbIX 4ucea. 30ect {A,} — uquca06as nocaeo0osameb-
HOCIMb, NPOU3BOALHO MEOACHHO, HO MOHOMOHHO cmpemayasnca k + oo.
JloKa3aTesbCTBO BbIle MepeYncJeHHbIX TeOPeM OIMUPAeTCsl Ha JIBE dJIEMeH-
TapHble, 0000IEHHOIO XapakTepa BCIIOMOTaTesbHblE TEOPEMBI TEOPHUH PSJIOB.
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