
ÜBER DEN ANNÄHERUNGSGRAD DER APPROXIMATION 
IM STARKEN SINNE VON STETIGEN FUNKTIONEN 

von 
G. A L E X I T S und D. K R A L I K 1 

Prof . P . Erdős anläßl ich seines 
50. Gebur ts tages zugeeignet 

1. Einleitung 

Es sei [a, b] ein endliches, abgeschlossenes, und (a, b) das entsprechende 
offene Intervall , ferner f(x) eine in [a, b) definierte stetige Funkt ion; bezeichne 
außerdem 

co(ô;a, b) = s u p ' / ( z ' ) —f(x)I (x',xt\a, 0]) 

den Stetigkeitsmodul von f(x). Wird f(x) im Interval l [a, b] nach den 
Funkt ionen des zur Gewichtsfunktion w(x) 0 gehörenden Orthonormal-
polynomsystems bzw. des trigonometrischen Systems {1; cos nx, sin nx} 
entwickelt (in diesem Fall ist [a, b~\ — [0, 2л] und / (x ) periodisch), so bezeichne 
sn(x) die n-te Par t ia l summe bzw. 

S0{x) + Si(^) + • • • + Sqfo) 
П + 1 

1 A" 
со — ; a, 6 

n ) 

das тг-te arithmetische Mittel dieser Entwicklung. 
Es ist bekannt , daß einerseits der Annäherungsgrad der Summen an(x) 

von der Größenordnung 

m a x I f ( x ) — an(x)\ = О 
c<,x<.d 

wenn со (ö; a,b) ^ co(ö) = 0 (ôa) mi t einem positiven a< 1 ist und f ü r eine 
geeignete Zahl 0 < С < 1 co(á)/á{ f mit ô j 0 gilt, anderseits aus dem Bestehen 
der Abschätzung 

m a x i f ( x ) — cjn(x)\ = 0 
1 

со 
n 

für alle n mit einem со —I 4 0 , со 
n 

7ic f oo die Stet igkei t von f(x) folgt, und 

zwar gilt für seinen Stetigkeitsmodul co(ô; c,d) in jedem inneren Teilintervall 
[c, d] von (a, b) 

со — ;c,d 
n 

= 0 
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Diese Behauptungen sind klassisch, wenn sie sich auf die Entwicklung 
nach trigonometrischen Funkt ionen beziehen (vgl. A. Z Y G M U N D [9], I. Kap. 
I I I . § 13), während sie für die nach Orthogonalpolynomen fortschreitenden 
Entwicklungen ganz neulich von G . F R E U D [5] bewiesen wurden unter der 
Annahme, daß die Gewichtsfunktion in [a, b] der Forderung 

0 < m g w(x) g M 
Genüge leistet. 

Obwohl die zit ierten Sätze die Klasse der Funkt ionen mi t vorgegebenem 
Stetigkeitsmodul entsprechend charakterisieren, geben sie keinen Aufschluß 
da rüber , ob der angegebene Annäherungsgrad dadurch ents teht , daß sich 
d ie »schlecht« annähernden Par t ia l summen im ari thmetischen Mittel aus-
gleichen, oder die »schlecht« annähernden Par t ia lsummen nur so selten auf-
t r e t en , daß das ari thmetische Mit te l dennoch den erwünschten Annäherungs-
g r a d erreicht? Wir wollen zeigen, daß tatsächlich der letztere Fall zutr i f f t , 
wodurch wir die oben erwähnten Approximationssätze wesentlich verschärfen 
können. 

Führen wir s t a t t der Differenz | f(x) — on(x) | die Differenz im starken 
Sinne, d. h. die Größe 

V j f ( X ) - Sv(x)\ 

K ( f i X) = 
v = 0 

n + 1 
ein. Wir beweisen den folgenden 

Satz 1. Die Funktion f(x) besitze einen Stetigkeitsmodul co(b; a,b) = 
= 0(ô°) mit einem positiven а < 1, welcher der folgenden Bedingung genügt: 
es ist co(b; a, b) g co(b), wobei co(b) mit ó monoton wächst und es existieren 

Zahlen 0 < — <#<£<1 derart, daß co(ő)/<7 f + со(Ь)\Ьд | 0 für b | 0 
2 

gelten. Wird f(x) in [a, 6] in eine Reihe nach trigonometrischen Funktionen 
oder nach den Funktionen des zur Gewichtsfunktion w(x) R 0 gehörenden Ortho-
gonalpolynomsystems entwickelt, wobei 

0 <mgw(x)gM (®€[л,6]) 

Vorausgesetz wird, so gilt in jedem inneren Teilintervall [c, d) von (a, b) 

(1) max hn(f,x) = 0 
c<.x<,d 

Ist f(x) nach 2л periodisch und hat der Stetigkeitsmodul von f(x) eine 
Majoran te co(b) wie im Satz 1, so enthäl t unser Satz eine Verschärfung eines 
klassischen Satzes von S. B E R N S T E I N . Dann gilt nämlich der . 

Satz 2. Besitzt die nach 2 л periodische Funktion f(x) den Stetigkeitsmodul 
io(b) g b" mit 0 < a < 1, so besteht für die Approximation im starken Sinne 
durch die Fejér sehen Mittel ihrer Fourierreihe durchweg die Beziehung 

m a x hn(f, x) = О 
— °° < x < + °° 

1 
CO 

n 

M l CO — 
n) 
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In der Tat gilt diese Abschätzung nach Satz 1 in jedem Teilintervall 

mit beliebig kleinem e < 0. Da f(x) nach 2л periodisch ist , kann 
£ £ 

— ,2л  
2 2 

dieses Teilintervall von der Länge 2 л — e mit beliebigem Anfangspunkt 
gewählt werden. Dann läß t sich [0, 2л:] mit zwei derart igen Teilintervallen 

1 
überdecken, die Abschätzung О gilt also im ganzen Intervall [0, 2л] 

und daher überall. Es soll nicht unbemerk t bleiben, d a ß eine derar t ige Aus-
dehnung fü r Orthogonalpolynomentwicklungen im allgemeinen nicht möglich 
ist, da schon die klassischen Orthonormalpolynome in den Endpunk ten des 
Orthogonalitätsintervalls unbeschränkt werden, und daher in den Endpunk ten 
die entwickelte Funkt ion evtl. überhaupt nicht darzustellen vermögen. 

U m auf die Tragweite der Approximation im s tarken Sinne ein Licht 
zu werfen, denke man an den Lebensgueschen Satz, nach welchem die Part i-
alsummen sn(x) einer periodischen Funkt ion f(x), welche einer Lipschitz-
hedingung a-ter Ordnung genügt, die Funktion mit dem Amiäherungsgrad 

approximieren, und diese Abschätzung k a n n im allgemeinen nicht 
na 

mehr verbessert werden (vgl. Z Y G M U N D [ 9 ] , I. S. 3 1 5 ) . Auf Grund unseres 
starken Approximationssatzes können wir jedoch behaupten, daß die den 
Annäherungsgrad verderbenden Part ial su m m en, wie aus dem folgenden Satz 
ersichtlich, nur selten auf t re ten : 

Satz 3. Wächst die positive, monotone Zahlenreihe {An} beliebig langsam 
gegen Unendlich, so approximieren die Partialsummen sn(x) die Funktion 
f £ Lip a in jedem Punkt x mit dem Annäherungsgrad 

f(x) — sn(x) — oi—\ (0 < a < 1), 

О 

außer höchstens einer Teilfolge (s„t(x)}, deren Indizes eine Folge {nk} der 
Dichte Null2 bilden. 

Bezeichne in der Ta t v(n) die Anzahl der Indizes nk g n, und wählen 
wir n derar t , daß 

n 2 n-+- n 

sei. Setzen wir co(Ô) = ôa (Lipschitzbcdingung), so folgt aus unserem Satz 2 
die Existenz einer Kons tan te A, so daß 

л 
- У I / ( * ) - • , ( * ) ! ' 

Ал 

п г' п" 
V=1 

Nach Annahme ist | f(x) — sm(x) | ik. —, und es ist keine Beschränkung der 
na

k 

- B e z e i c h n e t v(n) d i e A n z a h l de r I n d i z e s uk g n, so h e i ß t nk von d e r D i c h t e 

Nu l l , w e n n l im -1—— 0 i s t . 
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Allgemeinheit, wenn XnJn% [ 0 vorausgesetzt wird, da die Folge {Яп} nach 
Annahme langsam wächst. D a n n folgt aber 

А 
^ - V I f ( x ) - + (x ) | è - У , i m - sni(x)\ > / \J \ / V\ / I / n 

»=1 Пк<,п 

also gilt 

> J L y Xn* - >, 1 Шп 
ni na n ~~ na  

mán « 

v(ri) 2 A 

n na n na 2 n 

lim _ 
та A„ 

Behauptung w u r d e für со 

woraus sich wegen Xn -> + die Behauptung ergibt. 
Es ist erwähnenswert , wie wir unseren Hauptsatz 1 beweisen. Die 

* ; a, 7>j áL ôa mit a < — schon bewiesen ( A L E X I T S 
та j 2 

[1], S. 295—300). Daraus u n d aus der oben erwähnten Tatsache, daß die 
Behauptung des Satzes für alle а < 1 gilt, wenn man nicht die starke, sondern 
d ie gewöhnliche Approximation betrachtet , fo lg t unsere verschär f te Behaup-
t u n g auf Grund zweier Hilfssätze über numerische Reihen. Der Gedanke, 
einen Teil der Approximationstheorie auf einfache reihentheoretische Sätze 
zu gründen, w a r schon bisher f ruchtbar . E r scheint zuerst bei A L E X I T S [ 2 ] 
u n d [3]) aufget re ten zu sein, wo er zur approximationstheoretischen Charakteri-
sierung der Klasse Lip 1 diente . Mit derselben Methode konn te K R Á L I K [6] 
d ie Eigenschaften des Weyischen Integrals gebrochener Ordnung, insbesondere 
d ie tiefliegenden Hardy-Litt lewood-schen Sätze sehr einfach herleiten. Neuer-
lich wurden diese Ergebnisse von A L E X I T S u n d K R Á L I K [4] wesentlich ver-
schär f t . Außerdem konnten auf diesem Weg auch Approximationssätze f ü r 
allgemeine Orthogonalreihen gewonnen werden . ( A L E X I T S — K R Á L I K [ 4 ] und 
T A N D O R I [8]). Dies alles weist darauf hin, d a ß die Methode, approximations-
theoretische Untersuchungen auf einfache reihentheoretische Hilfssätze zu 
gründen, auch wei ter angewendet werden k a n n , insbesondere dann, wenn die 
explizite Darste l lung der approximierenden Funkt ionen hoffnungslos zu sein 
scheint. 

2. Reihentheoretische Hilfssätze 

Hilfssatz 1. Die Reihe 1' un sei konvergent zu A und es bestehe 

- L - У К - Н | = О[0(та)], n + l 

V 

wo sv = uk< V)(x) > 0 eine monoton gegen Null abnehmende Funktion ist, 
k=о 

so daß für große x die Beziehungen 0(x)x£ { und 0(x)xß j mit 0 < ß < | < I 
gelten. Ist A(x) konvex, differentierbar und A(x) j 0, A(x)xn f für ein ц > 0 
und r\ + < 1, so konvergiert auch die Reihe E A(ri) un und es ist 

n + 1 1 t> = () 
2 л ^ и х = 0[Л(п) 0(та)]. 
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Beweis. Die Konvergenz der Re ihe 2 A(n) u n ergibt sich d u r c h eine 
einfache Abel-Transformat ion, die Abweichung ih re r r-ten Te i l summe von 

der Re ihensumme is t daher 2 Л(к) uk. Führen wir die Reihe (u0 — A) + 
k=v+l 

-f- щ -f- u2 + . . . + « „ + . . . mi t d e n Bezeichnungen 

м0 — А = w* , u n = u* f ü r n > 0 
bzw. sf = У u*, of = 

s* + «*+...+ sf 

k+ 1 

ein, so haben wir 

1 v—0 1 v=0 

Es ist o f fenbar 

л(к)и%= 2 л(к)ик. 
fc=v+l k=r+1 

Nach zweimaliger Abel -Transformat ion erhalten wir 

n -"T" r=0 |Ä=v+1 те -1- 1 f = 0 fc=„+1 

+ - Í - V ( , + 1)-|о*|21Л(»+1)+—Î— у Л(г+l)|s?| = 

n - л 
= Оф-1) ^ 2 + Oíw-1) ^ P0(v) ИЛ(г + 1) + 

»=0 Ä=r+1 r=0 

»=0 

.S, g e n ü g t offensichtl ich der Beziehung 

= O(n-ï) 2 2 АЩк) • • ¥ в ( к ) . 
,,=0 k=v+1 

Da ä;'3 0(&) nach A n n a h m e monoton a b n i m m t , k a n n d ie rechte Sei te folgender-
weise geschrieben werden : 

л — 
0(те-!) 2 • 2; Л2Л(£) = 

v=0 k=v+l 

= 0(71-') 2 vß0(v) 2 AA(k) + v-ß A(v)\ • 
r=0 lk=r+l J 
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Für die Differenz AAlfc) gilt die Beziehung: 

АЛ(к) = \AA(lc)\ < k~l A(k), 3  

so daß das erste Glied in der geschweiften K lammer durch 

2 k~x~ßA(k) = 0[A(v)] к-*-? = 0[v-ßA(y)] 
fc=v+l /i=v+1 

abgeschätzt werden kann . Infolgedessen erhalten wir wegen der Eigenschaften 
von 0(x) und A(x) das Ergebnis: 

n n 
Sx = 0(n~x) 2 A(v)0(v) = 0(n-1) v*A(v)v*e(v)v-i-i = 

V — 1 v=1 
n 

= 0[n-x+"+í A(n) 0(n)] v-4-t = 0[A(n) ein)] . 
>.= i 

F ü r S2 gilt die Beziehung 
n n 

S2 = 0(n-x) 2 A(v)v~xv0(v) = 0(n-x) 2 Mv) fJ(v) ' 
,=1 v~1 

also erhalten wir wie im Fall von Sx die Abschätzung 

S2 = 0[A(n) 0(n)\ . 

Zu einer ähnlichen Abschätzung gelangen wir f ü r S3 durch eine Abel-Trans-
format ion: 

S3 = O(n-i) í V 4A(v + 1) • (V + 1) ' ^ |ejf I + A(n -f 1) X 
l ,=0 " + 1 k=0 

x (n+1) — L _ 2 \ s t ! J = ос*-1) 2 A ( V + ! ) 0 E ) + ° [ Л Н = 
71 + 1 fc=0 J v = 0 

= О [A(n) 0(n)] , 

womit der Hilfssatz I bewiesen ist . 
Hilfssatz 2. Sei X(x) f +00 Une von unten konkave, differenzierbare 

Funktion mit folgenden Eigenschaften : Es gibt ein rj > 0 so, daß k(x)x~i | , 
und A2?.(x) = 0[X(x)lx2]. Sei weiterhin a>{ô) eine monoton wachsende Funktion, 
für die lim co(Ó) = 0 ist und außerdem positive Zahlen rj < & < £ < 1 existieren, 

3 Wegen Л(х) x'1 \ haben wir [Л(ж) x 4 ] ' > 0, d . h . Л'(х) .гл -f г)Л(х) x*1'1 > О, 
u n d d a r a u s Л'(х) > — g Л(х) a;-1 bzw. 

| Л'(х)| = - Л ' (х) < у Л(х) х-1 < Л(х) х"1. 

Auf G r u n d des Mit telwertssatzes der Dif ferent ia l rechnung gilt 

ZlA(ifc) = Л(к) — Л(1с + 1) = - Л'(к + rk) (0 < тк < 1) , 
woraus wir e rha l ten : 

\Л'(к + тк)\<\Л'(к)\<Л(к).к~и 
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für die (für genügend kleine Ö > 0) die Beziehungen co(b)jb^ j und co(ő)/á® j 
gelten. Konvergieren die (С, 1 )-Mittel on der Reihe В un zu a und gilt 

an — а = О ^co 

so konvergieren die (С, 1 )-Mitte\ crn(2) der Reihe 27(те) un zu einer Zahl a().) 
mit der Approximationsgeschwindigkeit 

an(X) - or(2) = О |2(те) со 

Beweis. Bezeichne a* das те-te (С, 1)-Mittel d e r Reihe (u 0 — a) -f 
-f Mj + . . . so gilt 

a* = an — а , 
und wir haben 

°t\^ — o\ = О 
1 у 

CO -
ni 

Bezeichnen wir das те-te (C, 1)-Mittel d e r Reihe Я(0) (u 0 — a) + 2(1) u x + . . . 
mit cr*(2), so gilt 

<r*(2) - u* (2) = an(k) - <rm(2) . 

Nach einer bekann ten Transformat ionsformel ([7]) is t abe r 

№ ) - <(2)1 
те + 1 

— I l — 
к 

m + 1 

v n + k=m v 
- I (k + 1)\a*k\\A4[k)\ + - L - V (k + 1) |ojf| IAX(k + 1) 
l j n + lk"i 

4 — 
m + 

in— i 

\ a * \ + + M") |oJî| + Цт)I«! 
k—0 

+ 

Es seien Sf und Sf die beiden ersten Glieder der r e c h t e n Seite. Nach unseren 
Voraussetzungen gilt f ü r Sf die Abschä tzung: 

S* = 0(m-1) V k2°J 

fc=i 

m —1 
2(k)k~* = 0[m-4(m)] ^ kcco -

A=1 

1) 

= 0 m ~ 1 + i 2(тег) со 
тег 

о 
1 

2(тег) со — 
Ш, 

Zur Abschä tzung von bemerken wir, daß für S% d ie Relation 

S* = 0(1) 2 k ы ( j Mk) k ~ 2 = 0 (1 ) 2 2:öco|i 
k=m 

X(k) k~" 
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besteht. Im S inne unserer Voraussetzungen sind aber со |—| x& und A(x)x~4 

monoton abnehmend, daher e rg ib t sich 

St = 0 со j—I A(m) m*- ' 
m k=m 

woraus wegen & — g > 0 fü r S 2 die Größenordnung A(m) со 

1 

•— folgt. D a m i t 
m 

haben wir fü r Sy + S2 die Größenordnung ).(m) со 
m 

bewiesen. Da nun aus 

A(x) x - 4 j und a u s der monotonen Abnahme des nichtnegativen Differential-
quotienten A'(x) in ähnlicher Weise wie beim Beweis des Hilfssatzes 1 in der 
Fußno te 2 die Beziehung 

\ Л Щ ) \ < X(k) k~ x 

fo lg t , erhalten wir die Abschätzung 

2 

m + 1 ' • к-1 k = 1 
к-1 X(k) = 

О Цт) со — 
m 

Da für d ie übrigen Glieder die Größenordnung X(m) со 

lieh gilt, haben wir den Beweis des Hilfssatzes 2 vollendet. 

offensicht-

3. Beweis des Satzes 1 

Gilt für d e n Stetigkeitsmodul co(ô; a, b) die Beziehung 

co(ô• a, b)lôi~y-++ oo 

f ü r ó —>- 0 mit e iner geeigneten Zahl у > 0, so folgt aus dem schon zitierten 
Sa t z von A L E X I T S ( [ 1 ] , S. 2 9 5 — 3 0 0 ) die Beziehung ( 1 ) . Strebt abe r der Quotient 
co(ô; a,b)/ôi~y f ü r kein y > 0 gegen + oo w e n n ô —у 0, so existieren nach 

Annahme des Sa tzes 1 Zahlen 0 < — < & < £ < 1 , für die d i e Beziehungen 
2 

co(ő)/ő9 j 0, со(0)/0с f + oo m i t <5 j 0 gültig s ind, wo co(Ö) d ie Majoranten-
funk t ion von co(ö; a, b) bedeutet . Die Funktion A(x) = xil2 e r fü l l t die Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 2, w e n n wir dort rj = — s e t z e n . Sodann folgt f ü r 

2 
d ie Punkte x e ines jeden inne ren Teilintervalls von (a, b) : crn(x) —f(x) = 

= О coi— , wo cr„(x) entweder das те-te F e j ersehe Mittel de r Fourierreihe 
\nj 

v o n f(x) bezeichnen kann (S. BERNSTEIN), ode r das те-te (С, 1)-Mittel der 
Entwicklung n a c h dem zur Gewichtsfunkt ion w(x) gehörigen Orthonormal-
polynomsystem bedeute t (G. F R E U D [5]). N a c h dem Hilfssatz 2 approxi-
mieren die те-ten (С, 1)-Mittel de r t ransformier ten Fourierreihe 2 J v t l 2 ( a

v
c o s vx~\~ 
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-f- bv sin vx) bzw. der Polynomreihe 2 / c v PÂX)1 m allen diesen Punkten 
x die der t ransformier ten Reihe entsprechende F u n k t i o n /f ;2(x) gleichmäßig in 

der Größenordnung n i l 2 со — . Auf Grund der in der Einlei tung zitierten 

Sätze ist somit der Stetigkeitsmodul co(6; /£/2) von fy2{x) in j edem inneren 
Teilintervall [c, d~] с (a, b) von der Größenordnung co(á)/őf/2. Für diesen 
letzteren Stetigkeitsmodul gilt aber bei ô —>- 0 die Bedingung co(ô; fy2)lôî~Y  

—>- oo mit geeignetem y > 0, da co(ő;/ t/2)/áf '2 = O[eo(ö)/<5f], wo со(0)/<5{ f + 
£ 1 

und — < —ist. Infolgedessen sind die t ransformier ten Reihen s ta rk (С, 1) — 
2 2 

И 
summierbar und f ü r ihre Teilsummen s x; — 

2 
[1], S. 295—300): 

bes t eh t die Rela t ion (ALEXITS 

i .Л. 
— 2 

i . X, 
2, 

— fi/ii*) = О «г/2< 
n + - n 

1 v=0 

Wählen wir fü r die Funkt ionen A(x) bzw. С (x) des Hilfsatzes 1 die Aus-

drücke x bzw. ri'2 , ÍI u den Exponenten des Hilfssatzes 1 ß bzw. 

С с с 
r> entsprechen in unserem Fall die Zahlen — , & — bzv. — 

2 2 2 
, so folgt aus dem 

4 D a ß diese Re ihen wieder die Four ierentwicklungen einer L2- integrierbaren 
F u n k t i o n sind, können wir z. B. folgenderweise e insehen . Sei sn(x) d ie n-tc Teilsumme 
der Four ierentwicklung v o n j(x), Tn(&) d a s in [a, b] a m bes t en approximierende Polynom 
höchstens n-ter Ordnung , so haben wi r : 

b b 
j* [f(x) - s2»(x)]2 w(x) dx < J [f(x) - T„n(x)Y w{x) dx — О [ш2 j j , d. h. 

а а 

r=2»+l L v ' л 

und eine ähnliche Beziehung gilt f ü r den t r igonometr ischen Fal l mit ai + bi — c'i. Sodann 
haben wir: 

2»+' 2»+' r , 
2 / с 2 < 2"c • 2C £ t ; = 0 2 л Е « ! i = 0 ( 1 ) 2 л £ . 2 - ! л ' = 0 [ 2 - ( , Н » ] 

»=2"+l v=2"+l L V 

wegen cu j ^ j 2"" J, O m i t n - > + oo. 

E s ist also 

oo oo 2n+1 oo 
i 4 = 0(l) rc2 = 0(l) У, K s = ç r < ~ , d a 2 0 - C > O i s t , 

k= 1 n=0 r=2»+I ~0 2 

woraus n a c h dem Riesz-Fischerschen Sa tz folgt, daß die t rans formier ten Re ihen Fourier-
reihen einer L2 [a, b]-integrierbaren F u n k t i o n s i n d . 
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1 
CO — 

n 

Hilfssatz 1 fü r die Teilsummen de r ursprünglichen Reihen die Beziehung 

max hn(f, x) — 0 
cüx^d 

wie wir es behauptet haben. 
Der Fall co(ö) — b" mit 0 < a < 1 soll eigens hervorgehoben werden. 

Dann genügt f(x) in [а, b] einer Lipschitzbedingung a-ter Ordnung. Aus 
unseren beiden Sätzen ergibt sich unmit te lbar das folgende 

Korollar . Genügt f(x) in [a, 6] einer Lipschitzbedingung a-ter Ordnung 
mit a <1, so gilt in [с, d) с (a, b) 

max hn(f, x) = 0 
c^x^d 

Ist f(x) nach 2л periodisch und sind die an(x) die Fejérschen Mittel, so gilt 
dieser Annäherungsgrad auf der ganzen Zahlengerade. 

(Fingegangen: 14. März, 1963.) 
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О ПОРЯДКЕ АППРОКСИМАЦИИ СИЛЬНОГО СУММИРОВАНИЯ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

G . ALEXITS и D . K R Á L I K 

Резюме 

Пусть sn(x) обозначает те-ные частичные суммы ряда Фурье функции 
f(x) по системе ортонормированных полиномов, порожденных на отрезке 
[а, 6] весовой функцией w(x), соответствующего по тригонометрической 
системе (в дальнейшем [а, 6] = [0,2 л] и f(x) периодическая функция с 
периодом 2 л). Пусть также 

K ( f , *) = -
f(x) - s„(x)| 

n + 1 
Докажем следующие теоремы: 

Теорема 1. Пусть для модуля непрерывности со(д,а,Ь) функции f{x) 
будет : ш (ô, a, b) = 0(ôa) (0 < а < 1), кроме того пусть со (б, a,b) geo (<5), 
где co(ô) I и для подходящих чисел 0<CI2<R<C<1 w(à)/ôc f -p оо, 
co(ô)lô» j 0 при д j 0. Если на [et, b] весовая функция w(x) удовлетворяет 
неравенству 0 < m g w(x) g M, тогда на каждом [с, ci] с (а, Ъ) 

max hn(f, x) = О 
c<,x£d 

1 
ft) 

п 

Теорема 2. Если f(x) — периодическая функция 
co(ô) g ô" (0 < а < 1), тогда 

периодом 2л и 

max 
— ~ < х < + 

ад x) = о 
1 

ft) 
п 

Теорема 3. Для периодической функции / (x)£Lip а (0 < а < 1) с перио-
дом 2л в каждой точке х будет : 

f{x) - sn(x) =OÍL 

за исключением может быть такой подпоследовательности ]>*(х)}, индексы 
которой образуют подпоследовательность {%.} нулевой плотности в после-
довательности натуральных чисел. Здесь {Ап} — числовая последователь-
ность, произвольно медленно, но монотонно стремящаяся h + 

Доказательство выше перечисленных теорем опирается на две элемен-
тарные, обобщённого характера вспомогательные теоремы теории рядов. 
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