UBER EINEN SATZ DER KETTENBRUCHLEHRE

von

PirER SZUSZ

Herrn Professor P. Erdés
zum 50. Geburtstag gewidmet

Ein bekannter Satz! besagt folgendes: Ist P ein irreduzibler Bruch, so
folgt aus q
1
(1) la = f—' et
| 9| 2¢
dass 2 ein Niherungsbruch der regelmissigen Kettenbruchentwicklung von
q

a sein muss. Dies lisst sich auch folgendermassen ausdriicken: Im Intervall
- -3 " 5 4 —1— liegen nur solche «a, in deren regelmiissigen Kettenbruch-
79 29" ¢ 2¢°

entwicklung der Bruch P alsN dherungsbruch vorkommt. Im folgenden bezeich-

q
ne ich mit I . das Intervall maximaler Linge derjenigen o (0 < a < 1), in
deren regelmassigen Kettenbruchentwicklung der schon in irreduzibler Ge-

stalt geschreibene Bruch P s Niiherungsbruch vorkommt. Bezeichnet | I |

q
die Linge von I, so ist stets

(2) q2|IM|g1.
¢*|1,, | hiingt nur von p und ¢ ab und lisst sich durch die (endliche) Ketten-
bruchentwicklung von £explizit angeben. Es gilt?
3

(3> q2|Ip,ql = ql qr ’

9

q q
wobei ¢” den »vorletzten« Niherungsnenner des endlichen Kettenbruches
(4) Lt00y...,0]
q

1Vgl. PErRrON [1], S. 39.
2Vgl. PErRrON [1], S. 39 (3) ist dort nicht explizit angegeben, lésst sich aber von

der dortigen Formel # << —— %1 Jeicht herleiten.
o = By, + By '
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bedeutet; hier hingt k von p und ¢ ab. Es gilt

(5) -
Wegen (3),

(6) —Z—I = 05 @, Qi
und (5) gilt jedenfalls

(7) -;- <@L, | < % .

P. Erpos hat die Frage aufgeworfen, den Mittelwert der ¢*| I, , | fiir
q — o= asymptotisch zu bestimmen, wenn p simtliche Zahlen unterhalb q
durchlauft, fir die (p, ¢) = 1 gilt, d. h. den Grenzwert

(8) lity ——
g ‘P(Q) (L<2p)<q 7| qu
’q i

zu bestimmen. In der vorliegenden Note bestimme ich schirfer die asymp-
totische Verteilung der ¢* |1 iy [, d. h. den Grenzwert

.
9) B, %
g—-= P(q) 002«1
p, 9=
q llpdSt

wobei ¢ eine beliebige reelle Zahl ist, die den Ungleichungen
4

10 —=<lt=Z—

(10) T

geniigt. Es wird der folgende Satz bewiesen:
Satz. Man setze

1
(11) A7 PP S
) =5 o,
P, 9)=1,
‘I'“p¢|§’
Dann gilt fiir 4, <t <3,
(12) lim F,(¢) = 1/9 — lt—2 = F(l).
g—>eo

Die folgenden zwei Paragraphen enthalten die zum Beweis von (12)
notigen Hilfssitze; im § 3 wird der Beweis von (12) vollendet.
Aus unserem Satz folgt unmittelbar, dass

(13) i I .|= (td F(t) _210 2 =—1,3863...
it w(q) 0<p2)<q | Lp.al= Y g
(p,9=1

womit die Frage von P. ErpOs beantwortet ist.
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§ 1. Uber die Funktion ¢.(n)

Es sei n eine natiirliche Zahl, ¢ eine positive Zahl mit ¢ < 1. Man setze

(Lo} per)= S 1.
0<m<cn
(m,n)=1
Es ist also ¢, (n) = @(n), wobei ¢(n) die Eulersche Funktion bedeutet.
Dann gilt
Hilfssatz 1.1. Es st
(1.2) ‘ gc(n) = cp(n) + O(n*) (n->e0)

- wobei & > 0, aber sonst beliebig klein ist.
Beweis. Es gilt

} cn S cn
o Pen) = X p(d) [7J = 2 p(n) — + 0@®),
djn d/n
wobei »(n) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n bedeutet. Nun ist
(1.4) v(n) = o(log n) .

(1.4) liasst sich folgendermassen beweisen: es ist

~

n= ]I pi*
. k=1
also
(1.5) n= I p= o,
p/n

wobei p, die y-te Primzahl bedeutet. Aus (1.5) folgt

logn > (v(n) — »)log p,,
also

1 7
v(n) < i e + %,
log p,

woraus (1.4) schon folgt. Aus (1.3) und (1.4) erhélt man
Feln) = cp(n) + 0(2%%m) = cq(n) + O(n*)

womit Hilfssatz 1.1 bewiesen ist.

§ 2. Ein Hilfssatz aus der Kettenbruchlehre

Es sei n gegeben. Dann lisst sich jede Zahl 2 mit (g, n) =1, a <mn
n

in einen regelmissigen Kettenbruch

(2.1) —Z—:[O:al,... )
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entwickeln, wobei
(2.2) ag = 2
ist. Bezeichnet B,_; den »vorletzten« Niherungsnenner des Kettenbruches

(2.1), so ist wegen (3)

e BB

Wegen (2.2) ist
(2.4) L LN

Nun gilt der folgende
Hilfssatz 2.1. Es sei a’ eine natiirliche Zahl mit

(2.5) (@, n) =1
und
(2.6) 2a’ S n.

Dann gibt es genau zwei zwischen 0 und n gelegene natiirliche Zahlen a, und a,
((ay, n) = (ay, ) = 1) derart, dass a’ der »orletzte« Néaherungsnenner der
endlichen regelmdssigen Kettenbruchentwicklung von

a a
L amd ==
n n

ist.

!
Beweis. lisst sich in einen Kettenbruch

’

(2.7) %:[O,bl,...,bk]z[O;bl,...,bk—l,lj
entwickeln, wobei b, > 2 gesetzt werden darf. Dann ist

B (051, (b= 1), by 1B
(2.8)

A3 . Trye

2= 0505 Bp—qs o505 04 ] 5

: - a M. ’ . .
Die Briiche —X und —% sind voneinander offenbar verschieden. Damit
n n

ist Hilfssatz 2.1 bewiesen.
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§ 3. Vollendung des Beweises

Gehort im Sinne des Hilfssatzes 2.1 zu einer natiirlichen Zahl a, mit
a, <n, (a,n) =1 die Zahl a’, so ist

3
a a_’ :
(1 o [2 g
Da wegen Hilfssatz 2.1 zu jedem a” mit (a’, ») =1, 2a” < n zwei ver-

schiedene Zahlen @, und a, gehoren, ist fiir jedes ¢ welches den Ungleichungen
(10) geniigt,

(3.1) n2|Iy n| =

(3'2) n? ]I:%st sl 2:1’%11 e
asn @m=1
(a,n)=1 3§t(1+9— 2_%)

Nun betrachte ich den Ausdruck

(3.3) G, (t) = P-4
2a’<n
(@,m=1
35(1+“)(2ﬁ“—)t

n

Die Summationsbedingungen 2a” < n und 3 <

—_——
=1
+
|§
S——
b
I
|5
——
.
e
=)
w
1

sind dquivalent mit

Die Anzahl der a’, die ausserdem (a’, n) = I leisten, ist wegen der Hilfs-
sitze 1.1 und 2.1 gleich

12
Py(n) — @ ( —5)(n) = ],/9 — —@%(n) + O(nf) .
% 1i- |o- ‘) t

Daher ist

G = |/ 9 =2t + 0019,

woraus wegen (3.2) und wegen der trivialen Ungleichung ¢(n) > n'~° unser
Satz schon folgt.
(Eingegangen: 18. Mirz, 1963.)
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O OIHON TEOPEME TEOPHHM LIENHbIX APOBEN
P. SZUSZ

Pe3iome

ABTOD B cBOeH paboTe J0KasbIBaeT ciejlyomyo Teopemy: ITycms 0 < % =,

(p,q) = 1. Ecau I,, o6o3nauaem urmepeas cocmosuyuil u3 mex 4ucen, 6 pasao-

JCeHUL KOMOopbIX 6 yenmble Opodu écmpeuaemcs 0pols g ,a|l| 0oauny unmepéana

I, mo 0aa Kaxcoozo t, 043 KoOmMopo20
S
3 2

bINOAHACIMCS NpedeabHOe COOMHOUeHUe:
. 1 , 12
Iim— Y 1= VQ g

T
@ |Ipq| =t
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