
ÜBER EINEN SATZ DER KETTENBRUCHLEHRE 

von 
P É T E R SZÜSZ 

H e r r n Professor P . Erdős 
z u m 50. Gebur t s tag gewidmet 

V 
Ein bekannter Sa tz 1 besagt folgendes: Ist — ein irreduzibler Bruch, so 

folgt aus 9 
1 

< (1) 
V a — — 

2 q2 

V 
dass — ein Näherungsbruch der regelmässigen Ket tenbruchentwicklung von 

. Я 
a sein muss. Dies lässt sich auch folgendermassen ausdrücken: I m Intervall 
IP 1 V 1 1 

JL _i liegen nur solche a, in deren regelmässigen Ket tenbruch-
[q 2 q2 q 2q2) 
entwicklung der Bruch — als Näherungsbruch vorkommt . Im folgenden bezeich-

Я. 
ne ich mit I p q das In te rva l l maximaler Länge der jenigen a (0 < a < 1), in 
deren regelmässigen Ket tenbruchentwicklung der schon in irreduzibler Ge-
stalt geschreibene Bruch — als Näherungsbruch vorkommt. Bezeichnet 11 | 

Я 
die Länge von i, so ist stets 

(2) g2\Ip.q\ è 1 • 

q2 11р ч I häng t nur von p und q ab und lässt sich durch die (endliche) Ket ten-

bruchentwicklung von — explizit angeben. Es gilt2 

g 

(3) gVpA = Р.Ч I 

1 + —112 — 

wobei q' den »vorletzten« Näherungsnenner des endlichen Ket tenbruches 

( 4 ) — = [ 0 ; av . . ., AG] 

»Vgl. P E R R O N [ 1 ] , S. 3 9 . 
2 Vgl. P E R R O N [ 1 ] , S . 3 9 ( 3 ) ist dort n icht explizit angegeben, lässt sieh aber von 

der dor t igen Formel & g — — leicht herleiten. 
Bu-1 + 2 

3 4 1 
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bedeute t ; hier h ä n g t к von p u n d q ab. Es gil t 

(5) ak è 2 . 

Wegen (3), 

(6) — = [0; ak, ak_v ..., oq] 
9 

u n d (5) gilt jedenfalls 

(?) j < *\IM\ < } • 

P . E R D Ö S h a t die Frage aufgeworfen, den Mittelwert der q- | Ip< q | f ü r 
q —y oo asymptotisch zu best immen, wenn p sämtliche Zahlen unterhalb q 
durchläuf t , fü r die (p, q) = 1 gilt , d. h. den Grenzwert 

<8> 2 92\Ip,q\ 
<p(q) 0<p<q P'41 

(P,?)= 1 

zu bestimmen. I n der vorliegenden Note best imme ich schärfer die asymp-
totische Verteilung der q2 \ Ip q |, d. h. den Grenzwert 

(9) lim —гт 1 , 
Î— Ш ) 0<p<q, 

(P.9)=L, 

wobei t eine beliebige reelle Zahl ist, die den Ungleichungen 

(10) —<tg — 
3 — 2 

genügt . Es wird der folgende Satz bewiesen: 
Satz, Man setze 

( " ) m = i . 
4 <P(9) 0<p<q, 

<P,9) = О 
qVpMSt 

Dann gilt für 4/3 g t g 3/2  

(12) lim F f t ) = 
9 - J = n t ) 

Die folgenden zwei Paragraphen enthal ten die zum Beweis von (12) 
nöt igen Hilfssätze; im § 3 wird der Beweis von (12) vollendet. 

Aus unserem Satz folgt unmit te lbar , dass 

(13) l i m - ? - 92\Ipq\= \'tdF(t) = 2 l o g 2 = 1,3863. . . 
9-i-- <P(9) 0<p<q и'4 ;! 

(P,9) = 1 " 
womit die Frage von P. E R D Ö S beantwortet ist . 
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§ 1. Über die Funktion cpc(n) 

Es sei n eine natürl iche Zahl, с eine positive Zahl mit с 5Í 1. Man setze 

( 1 . 1 ) <Pc(n)= 2 1 . 
0< m<,cn 
(m,n)=1 

Es ist also cpx ( n) = qo(n), wobei q>(n) die Eulersche Funktion bedeutet . 
Dann gilt 

Hilfssatz 1.1. Es ist 

(1.2) cpc(n) = c<p(n) + 0(nc) (n-> oo) 

wobei e > 0, aber sonst beliebig klein ist. 
Beweis. Es gilt 

(1.3) <pc(n) = = 
d/n L « I d/n » 

wobei v(n) die Anzahl der verschiedenen Pr imfaktoren von n bedeute t . Nun ist 

(1.4) v(n) = o(log n). 

(1.4) lässt sich folgendermassen beweisen: es ist 

n = ][ pV 
k = l 

also 

(1.5) 
p/n 

wobei px die %-te Pr imzahl bedeute t . Aus (1.5) folgt 

log n > (y(n) — x) log px , 
also 

. , log n , 
v(n) < —2 h X , 

log px 

woraus (1.4) schon folgt. Aus (1.3) und (1.4) e rhä l t man 

tpc(n) = c<p(n) + O(20(1°g")) = ccp(n) + 0(ne) 

womit Hilfssatz 1.1 bewiesen ist . 

§ 2. Ein Hilfssatz aus der Kettenbruchlehre 

Es sei n gegeben. Dann lässt sich jede Zahl — mit (q, n) — 1, a < n 

in einen regelmässigen Ke t t enbruch 

(2.1) ~=[0:av ... ,ak) 

n 
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entwickeln, wobei 

(2.2) a k ^ 2 

ist. Bezeichnet Bk_x den »vorletzten« Näherungsnenner des Ket tenbruches 
(2.1), so i s t wegen (3) 

(2-3) n \ I \ = 
1 Bk-1 

n 
Wegen (2.2) ist 

(2.4) 
n 2 

N u n gilt der folgende 
Hilfssatz 2.1. Es sei a' eine natürliche Zahl mit 

(2.5) (aj n) = 1 

und 

(2.6) 2 a ' A u . 

Dann gibt es genau zwei zwischen 0 und n gelegene natürliche Zahlen ax und a2  
((ŰJ, n) = (a2, n) = 1) derart, dass a' der »vorletzte« Näherungsnenner der 
endlichen regelmässigen Kettenbruchentwiclclung von 

^ und 
n n 

ist. 

Beweis. — lässt sich in einen Ket tenbruch 
n 

(2.7) £ = [0 ,b x , ..., bk] = [0 ; bv . . ., bk - 1,1] 

entwickeln, wobei b,. > 2 gesetzt werden darf. Dann ist 

а - i = [ 0 ; l , ( b f c - l ) , b f t _ 1 ) . . . Л ] , 
n 

( 2 . 8 ) 

^ = [0 ; bk, bk_v . .. Л] • 

Die Brüche — u n d — sind voneinander of fenbar verschieden. Damit 
n n 

ist Hilfssatz 2.1 bewiesen. 
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§ 3. Vollendung des Beweises 

Gehört im Sinne des Hilfssatzes 2.1 zu einer natürlichen Zahl % mit 
cq < n, (av n) = 1 die Zahl a', so ist 

(3.1) П2 I In nI = 

П 

a 
2~~n 

Da wegen Hilfssatz 2.1 zu jedem a' mit (a', n) == 1, 2 a' g n zwei ver-
schiedene Zahlen a, und a2 gehören, ist für jedes t welches den Ungleichungen 
(10) genügt, 

(3.2) V , _ о V 2 1=2 2 
2 a'^n 

a<,n (a',n)=l 

1 . 

(",") ~ 1 1 + 

N u n betrachte ich den Ausdruck 

(3.3) Gn{t) = 2 1. 
2a'S" 

(a',n) = 1 

Die Summationsbedingungen 2 a' g n und 3 11 + — 

sind äquivalent mi t 

2 — — 
n 

t in (3.3) 

n 
1 - L 12 n 
1 - / 9 - <,a' < — 

~2 1 t — — 2 

Die Anzahl der a ' , die ausserdem (a', n) = I leisten, ist wegen der Hilfs-
sätze 1.1 und 2.1 gleich 

<pyt(n) — cp 

Daher ist 
' H - 3 

Gn(t) = 

Г2\ (») = / » - J ^ W + O M . 

12 
9 - j f t i W + O M , 

woraus wegen (3.2) und wegen der trivialen Ungleichung cp(n) > nl e unser 
Satz schon folgt. 

(Eingegangen: 18. März, 1963.) 
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ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ ТЕОРИИ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 

Р . SZÜSZ 

Резюме 

V Автор в своей работе доказывает следующую теорему: Пусть 0 < ~ < 1, 

(р, ({) = 1. Если Ip,q обозначает интервал состоящий из тех чисел, в разло-

жении которых в цепные дроби встречается дробь , а |/| длину интервала 

I, то для каждого t, для которого 

3 2 

выполняется предельное соотношение: 

Ч'\1Р«1 
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