
ÜBER EINEN LINEAREN MEHRDIMENSIONALEN 
APPROXIMATION SPROZESS 

v o n 
M . S A L L A Y 

Es bezeichne f(x + 2 л) = f(x) eine auf der ganzen reellen Achse stetige 
Funkt ion . Nach einem bekannten Satz der Approximationstheorie k a n n man 
für jedes f(x) ein tr igonometrisches Polinom Tm höchstens m-ter Ordnung 
konstruieren, so dass 

(1) 

besteht, wo 

(2) 

| / ( x ) - T m ( x ) | ^ * 0 c o / ; 

/ ; — j = m a x \f(x + h) 

m 
*([0,2л] 

m 

f f ) I 

ist. (S. [2]) Es ist möglich, die Approximationspolynome in der Form Tm (x) = 
= Am { / ; x} zu wählen, wobei Am einen linearen Opera tor bedeutet , welcher 
den R a u m C2n der stet igen Funkt ionen mit der Per iode 2л in den Raum 
der trigonometrischen Polynome höchstens m-ter Ordnung t ransformier t . 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen da für , dass Am(f) die 

Funkt ionen f(x) in der Grössenordnung со / ; * 

genden: 

1. max | A m / | xx m a x |/(:r)| f ü r / e C 2 j t , 

A 

m 
approximiert , sind die fol-

2. m a x I/ — Amf\ ^ x2 
m 

f ü r / € Lipx l 1 П C 2 n , 

wo x1 und x2 von / , m, Am und A unabhängige K o n s t a n t e sind. 
Betrachten wir die in dem Gebiet D = {0 ^ x,- 5i 1, i = . . . ,n) 

in jeder Veränderlichen stetigen Funkt ionen/(Xj , . . . , xn). Definieren wir für 
die Funkt ionen f(xv x2, . . . , xn) eine, von den P a r a m e t e r n m, (wo m, ganze 
Zahlen sind) abhängige lineare Transformationsfolge {Ami mn}, welche 
den R a u m der Funkt ionen f(xv x2, . . . , xn) in den R a u m der in der jeder 
Veränderlichen stetigen Funkt ionen transformiert . 

1 / £ L ip x 1, wenn \f(x + h) — / ( ® ) | ^ A | Ä | . 
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Es seien im weiteren der Stetigkeitsmodul von f(xv . . . , xn) 

(3) w(f; v1 vn) = max \f(xx + hx x, + h„ ...,xn + hn) —f(xv ..., xn)\ 
hi<.Vi 

u n d die Norm des Operators Am i m 2 mn 

IHmima...m„/|| = max \A mJ\ . 
x,tD 

In unserer Arbeit beweisen wir, dass fü r die Approximation von f(xv 
x2, . . . , xn) durch Ami mnf f ü r passende Wahl der Transformationen 
eine zu dem eindimensionalen Fall analoge Abschätzung gültig ist. In weiteren 
zeigen wir, dass sich durch spezielle Wahl von Am i m i mn eine Abschätzung 
f ü r die Approximation der periodischen Funktionen f(xv . . . , xn) durch 
trigonometrische Polynome Tmi... m„ (xv . . . , xn) in x, höchstens m,-ter 
Ordnung ergibt. Fü r den Fall n = 2 sind solche trigonometrischen Polynome 
in den Arbeiten [1] und [3] konstruiert . Eine ähnliche Theorie ist gültig, 
wenn wir s tat t der trigonometrischen Polynome eine gewisse singuläre Integral-
transformation von f(xv x2) betrachten. (S. [3].) 

1. 

Es sei f(xv x2, . ... xn) eine in dem Gebiet D in jeder Veränderlichen 
stetige Funktion. Betrachten wir die lineare Transformationsfolge {Ami mn}, 
u n d setzen wir voraus, dass 

(4) II ^ . . . „ J l l ^ * ! II/II 
besteht, wo y.x eine von / , mi und Am] mn unabhängige Konstante ist. 

Bezeichnen wir mit C* die zu dem Raum С der stetigen Funktionen 
gehörigen Funktionen, für welche 

n 
I f(xv ...,x„)—f(ylt ...,yn) Х,\х, — у,\. 

i=l 
Xi, Vit D 

Setzen wir im weiteren voraus, dass für / £ C * 
1 " A 

(5) ||/(®!, - • .,xn) - Am...m»/K- .. .,xn)\\ g. 

gült ig ist, wo x2 eine von / , mt, A, und Ami mn unabhängige Konstante ist. 
Satz 1. Es seien die Bedingungen (4) und (5) erfüllt. Dann gilt für f £C 

die Ungleichung 

IIf(xv ..., xn) — Ami... mnf(xx ag|| ^ + + l) о, /; — ,..., — . 
I ™n 

Vor dem Beweis beweisen wir den folgenden Hilfssatz: 
Hilfssatz. Zu jeder Funktion f(xv . . . , xn) £ С können wir ein multi-

lineares Polynom der Gestalt 
n 

(6) p(xv x2, ..., xn) =11 (аре, + b,) 
i - i 

konstruieren, für welches die Ungleichungen 

(7) m a x I f(xv ...,xn)— p(xx xn)\ ^ w(f; vv ..., vn) 
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und 
) - P(Vv У2' • • • > Уп)I ^ 

I Xi-Vß.Sa 
W S » ( / ; » , O - I L Ü ^ F I L 

i=I Vy 
gelten. 

Beweis. Es n e h m e die F u n k t i o n p(xv x2, . . . , xn) in den Eckpunk ten 
des и-dimensionalen Paral lelepipeds mi t Kanten länge vv v2, . . . , vn die Werte 
von f(xv x2, . . . ,xn) a n . 2 

Betrachten wir den zu der z-Achse senkrechten Streifen mi t der Breite 
co(f; vv . . . , vn) der die Fläche z = /(xx , . . . , xn) en thä l t . Es ist hinreichend 
zu zeigen, dass der Streifen auch die Oberfläche z = p(xv . . . , xn) enthäl t . 
F ü r n = 1 ist die Behaup tung leicht ersichtlich. Se tzen wir voraus, dass die 
B e h a u p t u n g für n — 1 gültig ist . 

Schneiden wir die Fläche z = p(xv . . . , xn) m i t den (n— l)-dimensio-
nalen Ebenen х{, = ß, x£ ^ /3, g, xPn + Vn, so bekommen wir (n —- l)-dimen-
sionale Oberflächen der Gestal t 

n-1 
z = p(xv x2 xn_v ßß = Л (а, х,- + bß • (а„ ß, + b„), 

wo p(xv . . . , xn_v ßß in den E c k p u n k t e n des (n — l)-dimensionalen Parallel-
epipeds mit Kan ten länge vv v2, . . . , vn_x dieselben W e r t e ann immt , wie die 
F u n k t i o n f(xv . . . , xn_v ßß. Da nach der Indukt ionsvorausse tzung der 
St re i fen mit der Brei te co(f[xv ..., xn_v ß,];vv ..., vn_v 0) ^ co(f[xv . .., x„]; 
vv . . ., vn-v vn) die Oberf läche z = p(xv . . . , x„_v ßß x°n g. ß, ^ x° + Un 
en thä l t , folgt unsere Behauptung . 

2 W i r zeigen d u r c h vo l l s t änd ige I n d u k t i o n , da s s p(xx, . . . ,x„) e i n d e u t i g b e s t i m m t 
i s t . D a in de r D a r s t e l l u n g (6) v o n p(xl, . . . ,xn) die A n z a h l de r K o e f f i z i e n t e n gleich 

f f I . 1 = 2 ' ' ist , ist es h i n r e i c h e n d zu beweisen , dass die D e t e r m i n a n t e dos S y s t e m s jD„=4=0 
i(=o OO k=i 
i s t . E s sei 

а, , а,„ . . . а. •12»-i 

Ф 0 . 

U2n—1-2 • • • G n̂—i2n—l 

u n d es n e h m e xn d ie W e r t e x„, a-« = x„ + vw 0 < x'j < 1, rn =f= 0 a n . D a n n 

D„ = 

о II xn 

а
2п—1уХп 

a u Xn 

i xt 12n_l 4fl u n 

n- 1 Xn i 

al2™—I Xn 

a, <2П—12П—1 

a i 2 » - l 

U.iti—iyXn . . . U2n—l2n—I Xn Ci2n—i j 

= (x° - хф"-' D2_x ф 0 . 

w . z. b . w . 

7 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei VIII . A/3. 
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Beweis des Satzes 1. Teilen wir die K a n t e des m-dimensionalen Wür-
fels mi t der Kan ten länge 1 in mv m2, . . . , mn_v mn Teile. So ist der Würfel 

n 
in П mi Parallelepipede zerlegt. Konst ru ieren wir f ü r jedes Parallelepiped die 

l 
F u n k t i o n p(xv . . . , xn) die in d e n Eckpunkten dieselben W e r t e annimmt, 
wie die Funkt ion f(xv . . . , xn). 

Dann ergibt sich wegen (4), (5), (7) und (8) 

\\f(xi xn) - Ami... mJ(xx xn)\\ = 

= II f ( x i xn)~ P(x V •••,xn) + P(x V • • •, xn) - Ann ... mn P(x 1 xn) + 

+ Атг ... m» P(XV • • • ' Xn) ~ Атг ...mnf(XV • • •, xn) II á 

/ ( * l , •••,xn)~P(XV •••>*n)|l + 

+ ||P(®1. •••,Xn) - Ami...m»P(XV 

AL (1 + XX+X2) CO / ; — , . . . , — I w . z . b . w . 
m, m. 

I m weiteren setzen wir voraus , dass die partiellen Derivier ten r-ter 
O r d n u n g der Funkt ionen / (%, x2, . . . , xn) im Gebiet D exist ieren und dor t 
s te t ig sind. Bezeichnen wir mi t A ^ mn к = 1,2, . . . , r + 1 die lineare 
Transformat ionsfo lge 

A l 

"mi... mnJ nf — Am 1 ... mnf ' Ami... mnf — AX(Ami
 1

 m„f) • 

Setzen wir voraus, dass Ax
mi mnf die Bedingung 

(9) R A f a v . . . , x n ) = Ax
mi... 

ЭХ: ЭХ: 

A L . . . m „ f f ^ 4 Ibii 

bef r ied ig t . Wir zeigen, dass die Ungleichungen 

(10) 

u n d 

(U) Ai f 
m,... mnJ ^ K + 1 ) 

« 1 

П ГО; 

f ü r g € G 

f ü r f t С* 

ge l ten . 
Die Gült igkeit von (10) i s t leicht ersichtlich. Wir beweisen (11) durch 

vollständige Indukt ion . Für r = 0 ergibt sich die Bedingung (5). Setzen wir 
voraus , dass (11) f ü r r — 1 gül t ig ist, d. h. 

( 1 2 ) f ~ 2 (-1)'' 
1 = 1 

Ai f 
"mi ... mnJ gL(x1 + i y - i ^ j A . 

1 n fT\ rrij 
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Dann ist 

II r + l  

\ \ f - 2 ( - D ' ' 
r + l 

i 

f - ^ i - i y - 1  

1 = 1 

£ (1 + i=i 

Ai f 
m, ... mnJ 

A f 
mi... mnJ 

l f ~ 2 ( ~ I ) ' " 1 ! 
к i= 1 » I 

а м mf 

letzteres wegen (12). 
Satz 2. Setzen wir voraus, class die partiellen Derivierten r-ter Ordnung 

der Funktionen f(xv x2, . . . , xn) existieren und stetig sind. Betrachten wir die 
lineare Approximationsfolge A' = Al

m nhi i = 1, 2, . . . , r + 1. Dann gilt 

7 / + J - J -
/=о l i wq 

V И 9 7 
^ —— CO , г^гПг,! Эх" . . . d x ' j ' m f "'mj' 

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollständige Indukt ion . Für 
r — 0 ergibt sich der Satz 1. Setzen wir voraus, dass die Behauptung f ü r r — 1 
gültig ist . Es ist 

j j f(*v . . . , * „ ) - 2 ( - l ) ' - 1 ^ 4*... « Ж . •••.*„) = 

A'f stetig ist und nach (10) Da die Funktion g = / — 2 (— l ) i _ 1 

i 
und (11) die Relationen 

I H ^ I I á x J g H 
und 

gültig sind, ergibt sich aus dem Satz 1 

xn)~ Al9(*v • • ^ 

^ [(*i + l)r*2 + + !] 0)\Я< — , — , . . . , — 
1 wq m2 m, 

Da die partiellen Derivierten erster Ordnung der Funkt ionen g(xv . . . ,xn) 
existieren, bekommen wir aus (13) die Abschätzung 

I!g - A*g\\ g [те2К + 1 / + + 1] 2 
1 = 1 



3 5 2 SALLAY 

D a die partielle Deri vierten r — 1 -ter Ordnung der Funktionen fX t г = \ . . . . , n 
existieren, so folgt aus (9) u n d aus der Induktionsvoraussetzung 

<lk*\2-
l I mii 

(15) 

г— 1 (r — 1)! 9 7 
Zri+tir-i n r , l • (г,.+1)! \дхр. . . дх?+к . . dxfr' mf"mn) 
O^ri^r-l 

= К* 

wobei 

n ! \r— 1 

2 -
1 mi) 

у - i L 
z f - r . . Пгj! ' 

97 
Эх}1 ... dxf mx ' ' ' ' ' mn 

r— 1 
tf* = 7 7 [*2(*i + !)' + *i + 4 

/=0 

g e t z t man (15) in (14) ein, so ergibt sich 

r+l 

1 = 1 

r + 1 ír 4- 1 
f ( x i ^ ) - ^ ( - i ) ' - 1 t AI m i... m«. 

É / / W ^ + I C H + I L L I ^ 
1=0 l 1 TW, Д for 9 7 . _ L J J 

dXj1 . . . 9a;7» ' mf mf 

w. z. b .w. 

3. 

Es sei f(xv x2, . . . , eine in jeder Veränderlichen stetige und nach 
2.u-periodisehe Funktion. Betrachten wir die lineare Transformation 

я/2 я/2 n 

Tmi...mn= У'1 ! • • • . [ /(«1 + 2«!,...,*„ + 2«„) • 7/ Fmt(u,) dut 
-л/2 - я / 2 1 = 1 

mit 

und 

я/2 я/2 n 

y = J . . . j 7 / F m i (u t )d U i 
—я/2 -л/2 1=1 

= 
sin те, и,-

Die Transformation t ransformier t den Raum C + der stetigen nach 2л- perio-
dischen Funkt ionen in den Raum der trigonometrischen Polynome in x, 
höchstens те,-ter Ordnung, ferner befriedigt sie die Bedingungen (4) und (5) 

mit den Konstanten xx = 1 und — < 3 . (S. [1].) Nach dem Satz 1 können 
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wir f ü r f(xv tr igonometrisches Polynom konstruieren, so dass 

2 л 2 л) 
\\f(Xy,...,Xn) Fmi...m«(xl> •••>xn)u — 

< 

2л 

3 n 
— + 2 
2 л 

\ fi-
ni. m, 

< 

(2л + 1) со f . 1 

га, »г. 
bes teh t . 

Betrachten wir jetzt die Transformationsfolge T'f 
ersichtlich, dass T^... m„ = Tmi... m„ 

. Es ist leicht 
die Bedingung (9) befriedigt, ferner 

t ransformier t jede Transformation die Funkt ionen f(xv , . . , xn) in den R a u m 
der trigonometrischen Polynome in x/ höchstens rarter Ordnung. Setzen wir 
voraus, dass die partiellen Derivier ten r-ter Ordnung der Funkt ionen exis-
t ie ren . Nach dem Satz 2 können wir ein trigonometrisches Polynom m> 
(Xy, . . . , x„) konstruieren, so dass 

| | / ( x 1 ( . . . , x„) - T*,... m„ (Xy, . . . , x„) | | ^ K** 
" 2 л У 

i 

> ai 
^ Пг,! 

9Г/ 2л 

bes teh t mit 
дх[1 . . . dxf Шу 

Ъп 

2 л 
т„ 

К** = и 
1=1 2 л 2' + 2 

(Eingegangen: 24. März, 1963.) 
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ МНОГОМЕРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ АППРОК-
СИМАЦИИ 

M. S A L L A I 

Резюме 

Пусть функция f(xv ..., хп) € С в области D = (0 ^ x,-; ^ 1 ; i = 1, ..., п} 
непрерывна по каждому переменному х1; . . . , хп. Пусть далее Ат, . . . т „ / обоз-
начает линейное преобразование функций f(xv ..., хп) е С, для которого 
выполняются условия (4) и (5). 

Теорема 1. Тогда для f е С 

||/(х1; ...,хп)- Ami_mJ(xv .. .,хп)|| ^ К + 1) со [/; — , . . . , — , 
I mí тп) 

где 
co(f,vv ...,vn)= m a x | f(x1 + v1, ...,xn + vn) — f(xv . . . xn)\. 

hi^vf 
0<,Ч<,1 

Предположим, что существуют, причем непрерывные в области D 
частные производные г-ого порядка функций /(х4 , . . . , хп). Пусть 
^m! m» к = 1> 2> • • • г + 1 последовательность линейных преобразований 
Am1'.'.'.mnf=Am1...mnf> Атг.... mj = АЧА m/V.. mj) > КОТОрЭЯ удовлетворяет 
условию (9). 

Теорема 2. Тогда 

^ I I [ **<*!+1) ' + * 1 + ! ] • 
(=0 

y l X у f i - [ д7 L _ L 
' Г mj f ^ r Пг,!W [Bí; . . . 8JS; m, mn ' 

f - 2 ( - i ) f AL J 
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