UBER EINEN LINEAREN MEHRDIMENSIONALEN
APPROXIMATIONSPROZESS

von
M. SALLAY

Es bezeichne f(x + 2 7t) = f(z) eine auf der ganzen reellen Achse stetige
Funktion. Nach einem bekannten Satz der Approximationstheorie kann man
fir jedes f(x) ein trigonometrisches Polinom 7',, héchstens m-ter Ordnung
konstruieren, so dass

(1) (@) — To(@) < %00 [f; i]
m
besteht, wo
@) w(f; i] — max [f(z + ) — f(@)]
LU
x€[0,2x]

ist. (S. [2]) Esist moglich, die Approximationspolynome in der Form 7', (x) =
= A, {f; x} zu wihlen, wobei 4,, einen linearen Operator bedeutet, welcher
den Raum C,, der stetigen Funktionen mit der Periode 2z in den Raum
der trigonometrischen Polynome hochstens m-ter Ordnung transformiert.
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass 4,(f) die

Funktionen f(z) in der Groéssenordnung w(f, —] approximiert, sind die fol-
m
genden:

1. max |4, f| £ %, max |f(z)| fir feC,,,

9, max|f—d fl e | £ felip 100,
m

wo #, und x, von f, m, 4, und 1 unabhingige Konstante sind.

Betrachten wir die in dem Gebiet D= {0 <2, <1, ¢=1,...,n}
in jeder Verinderlichen stetigen Funktionen f(z,, . . ., z,). Definieren wir fiir
die Funktionen f(z,, @,, . . ., @,) eine, von den Parametern m; (wo m; ganze
Zahlen sind) abhingige lineare Transformationsfolge {4, = ..}, welche
den Raum der Funktionen f(x,, @,, ..., @,) in den Raum der in der jeder
Verdnderlichen stetigen Funktionen transformiert.

1f€Lipy 1, wenn | f(x + h) —f(x) | < A| R
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Es seien im weiteren der Stetigkeitsmodul von f(z,, ..., z,)
(3) Wil 0y x0aa¥s) = mgx |f(xy+hyy oo+ by oo 2+ By) — f2y, ...,x,,)l
0=x<1

und die Norm des Operators A, .. =~ ..

”Amlmn man = max [Aml...mnf! 2
x;€D

In unserer Arbeit beweisen wir, dass fiir die Approximation von f(z,,
Ty, . .., %) durch A, pf fur passende Wahl der Transformationen
eine zu dem eindimensionalen Fall analoge Abschitzung giiltig ist. In weiteren
zeigen wir, dass sich durch spezielle Wahl von 4 eine Abschiitzung

fir die Approximation der periodischen Funktionen ”}'(a:l, sarsai®y), durch
trigonometrische Polynome 7', . . (x,...,,) in x; hochstens m-ter

Ordnung ergibt. Fiir den Fall n = "2 sind solche trlgonometrlschen Polynome
in den Arbeiten [1] und [3] konstruiert. Eine #hnliche Theorie ist giiltig,
wenn wir statt der trigonometrischen Polynome eine gewisse singuliire Integral-
transformation von f(z,, z,) betrachten. (S. [3].)

1

Es sei f(x;, @5, ..., ®,) eine in dem Gebiet D in jeder Verianderlichen
stetige Funktion. Betrachten wir die lineare Transformationsfolge {4, = ..},
und setzen wir voraus, dass

(4) | Am,

| = |lf]

besteht, wo %, eine von f, m; und A, . m. unabhingige Konstante ist.
Bezeichnen wir mit 0* die zu dem Raum C der stetigen Funktionen
gehorigen Funktionen, fiir welche

F{CS YR | 2 hile — g

Zi, Yi€ D

« n

Setzen wir im weiteren voraus, dass fir feC*

: 1 o Ay
(5) ||f(‘r1’ L) 'Tn) i Aml ...mnf(xl' e xn)“ = ';”2 4-i> sy
) 1 m;
giiltig ist, wo x, eine von f, m;, A; und A4, . .. unabhangige Konstante ist.

Satz 1. Es seien die Bedingungen (4) und (5) erfiillt. Dann gilt fiir f € C
die Ungleichung

1 1
@y oo os@p) — Apy... ;o (@15 < o s TR)|| = (263 - 2, + l)w{f; i ,~m—) .
Vor dem Beweis beweisen wir den folgenden Hilfssatz: ' !
Hilfssatz. Zu jeder Funktion f(x,, ..., x,) €C kinnen wir ein multi-
lineares Polynom der Gestalt
(6) p(Ey, @, .., Ty) = l_/] (a; + b))

konstruieren, fiir welches die Ungleichungen

(7) max [ f(y, ooy Bp) — D@y, + o @) = O(f5 04 ¢ 0 0 0y)
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und
| 2@y @, -0 Eg) — P Yo+ oY) S
(8) i—vil=r :
% ) xl‘ — i
w(f;v]_,-..,’l)n)-%_—.l vyl
gelten.

Beweis. Es nehme die Funktion p(z,, @,, ..., 2,) in den Eckpunkten
des n-dimensionalen Parallelepipeds mit Kantenlinge v, v,, . . ., v, die Werte
Vo f (@ T s - 05) lan. 2

Betrachten wir den zu der z-Achse senkrechten Streifen mit der Breite
o(f; vy, . . ., v, der die Fliche z = f(z,, . . ., x,) enthilt. Es ist hinreichend
zu zeigen, dass der Streifen auch die Oberfliche z = p(z,, ..., x,) enthilt.

Fiir n = 1 ist die Behauptung leicht ersichtlich. Setzen wir voraus, dass die
Behauptung fiir » — 1 giiltig ist.
Schneiden wir die Fliche z = p(x,, . . ., z,) mit den (n — 1)-dimensio-
nalen Ebenen o, = f, 2% < 8, < 2% + Vn, so bekommen wir (n — 1)-dimen-
sionale Oberflachen der Gestalt

2= p(y, Ty « -+ Xpy, By) = 1] a;z;+ b)) (a,p+ b,),

wo p(xy, . .., @, 4, f;) in den Eckpunkten des (n — 1)-dimensionalen Parallel-
epipeds mit Kantenlinge v, v,, ..., v,_, dieselben Werte annimmt, wie die
Funktion f(z,,...,,_;, f). Da nach der Induktionsvoraussetzung der
Streifen mit der Breite w(f[®y, ..., Z,—1, Bi]; vy « - -5 Vpey, 0) = o(f[%, - . ., %,];
Dislesion Vg Vi) die Oberfliche 7 — DTy e o0 Ty D) o By < 008 LT
enthalt folgt unsere Behauptung.

n

2 Wir zeigen durch vollstéindige Induktion, dass p(xy, ... ,z,) eindeutig bestimmt
ist. Da in der Darstellung (6) von p(xy, ...,xr,) die Anzahl der Koeffizienten gleich

n
i (Z) = 2" ist, ist es hinreichend zu beweisen, dass die Determinante des Systems D,4=0
k=0

ist. Es sei

|
{®1  %a o+ - Gyona
Ay Gy + Ogon

oS pE #0,
|
Ton—yy Aon—1y + + + Ognorgn

und es nehme x, die Werte af, a4 = o} + v, 0 < 2 < 1, v, &= 0 an. Dann

0 0

Ay Xn O RER Ayon— T ayy 4t B o A)on—

.0 0
Aon—1;Tn + « + Ognyona®p  Gon—ay -« « +  Oognagna = g

D, = 1 1 = (xn — @) Dji_y # 0.

G Ty o 5w e o Sk O Ea
g 1 1
Aon—17Tn « + Aon—19n—1 Tn  Aon—ay =« -« - Uyn—19n—1

W. Z: b. w.

7 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIIL Af3.
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Beweis des Satzes 1. Teilen wir die Kante des m-dimensionalen Wiir-
fels mit der Kantenlinge 1 in m,, m,, ..., m,_;, m, Teile. So ist der Wiirfel

n
in IT m,; Parallelepipede zerlegt. Konstruieren wir fiir jedes Parallelepiped die

1
Funktion p(z,, ..., x,) die in den Eckpunkten dieselben Werte annimmt,
wie die Funktion f(x,, ..., x,).

Dann ergibt sich wegen (4), (5), (7) und (8)

(@ - - %) = Ay e @y oo s ) || =
= ||f@y « -y %) = D(y, -y Tp) + PRy s Ty) — Ay PRy e B +
A+ A (g« 05 %) — Aoy e s B ]
S L+ m)|f(®y, - -0 %) = Dy, - s )|+
+ [Py, <o %) = Ay e P& - )| S

_S_(l—*—nl—f—xz)w(f;mi,...,ij w.z.b. w.
1

my

2.

Im weiteren setzen wir voraus, dass die partiellen Derivierten r-ter
Ordnung der Funktionen f(zy, @, . .., 2,) im Gebiet D existieren und dort
stetig sind. Bezeichnen wir mit Af ., k=12,...,r 41 die lineare
Transformationsfolge

A}nl mnf o= Aml H]nf’ Ai‘"l mnf o Al(A;(nl_l "'Inf) .

Setzen wir voraus, dass A}, . f die Bedingung

(9) —Afacl,...,ycn)___A}nl m"M

ox; ox

i

befriedigt. Wir zeigen, dass die Ungleichungen

(g Ay ... 9l < 71 [lg]l firg e C
und
r+1 i n
(1 hf il [’“]A' maf]| S e+ 1y 2 ‘% fiir f € C*
| i=1 i
gelten.

Die Giiltigkeit von (10) ist leicht ersichtlich. Wir beweisen (11) durch
vollstiandige Induktion. Fiir » = 0 ergibt sich die Bedingung (5). Setzen wir
voraus, dass (11) fiir »r — 1 giiltig ist, d. h.

Il n

< (4 1y 2

X

A
i=1 m;

(12) Hf— é; s 1)"'1

t
Aml e Innf

3|
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Dann ist

:Hf-.én-w—l(;)A; i A‘[f 317t
= Z -] an.

letzteres wegen (12).

Satz 2. Setzen wir voraus, dass die partiellen Derivierten r-ter Ordnung
der Funktionen f(x,, x,, . .., x,) existieren und stetig sind. Betrachten wir die

g o fll= @4 x)Z

lineare Approximationsfolge A' = Al . i=12,...,r +1. Dann gilt
ol
Q i + 1
If_; (—1)' ( 'Al .mnf =
r ;1) 5 of 1 1
< . e —————— AN i
:l]:é [%2(”1 +x1 1][2 m; L‘n ﬂr' xrl ax#r ml’ ymn]y
o=rn=s r

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstindige Induktion. Fiir

r = 0 ergibt sich der Satz 1. Setzen wir voraus, dass die Behauptung fiir » — 1
giiltig ist. Es ist

r+1

Hf(xI? O "xn) s . ('— l)i_l(r—l: I]Aml.“mmf(xl, .9 .,Z‘n)

i=1

- 1) g fr- o)) ]

i=1

Da die Funktion ¢ =f—2(— l)i—l(;]A"f stetig ist und nach (10)
1

und (11) die Relationen

| A'g|l < % [|g]|
und
lo— 4] < 0 + 1772 3
R nem,
giiltig sind, ergibt sich aus dem Satz 1
lg(@ys oo os @) — Ag(ay, - -0, @) <
; 11 1
= (e + 1) +oo + V] o gy — 5 — suss—]
my; M, m,

Da die partiellen Derivierten erster Ordnung der Funktionen g(z,, . . .
existieren, bekommen wir aus (13) die Abschitzung

e 1
lg — A'g|| < [#3(2e1 + 1) + %, + 1] % Engn(xpxz’ e )|l

7*
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Da die partielle Derivierten » — 1-ter Ordnung der Funktionen fy, i =1, ..., n
existieren, so folgt aus (9) und aus der Induktionsvoraussetzung

llg=|l =
Ll o (r — 1)! of I 1
< K* 2 — : e e —| =
o (;‘ m; z,,+‘,‘2=,_1 Ir!- (r,-—l—l)!w ... B, . Out m, ] m,
osrisr—1 .
(15)
8 7! o'f 1 1 )
= K*| 2 — - Sy ey —
l‘l‘ m; zér Ir;! o ox .. .0zl ' m, m,l’
Osriif—lj#i
osnisr ri#0
wobei

K* =’4{ [%a(2¢, + 1)' 4 2, + 1]

getzt man (15) in (14) ein, so ergibt sich

|

| 4 |
-+ 1],
e oy — (=2 1[ : ]A:m...m,,fm, SRES]E
r L0 [ 7! orf 1 1)
Tfse L o Dol PR el et
éil=o il s L (% m; z,‘z; Ir,! w(@xil o 0X T Ty
osnisr
w.z.b.w.
3.
Es sei f(xl; Xy, ..., x,) eine in jeder Veridnderlichen stetige und nach

27n-periodische Funktion. Betrachten wir die lineare Transformation

nf2 n[2 n
Tml...mn: y! J SH0C g .’0(:1"1"*’2?1’1Y veosTy+2u)- J] Fm;(ui)dui
—m2  —nf2 i=1
mit
:r/‘2 n/_2 n
Y= § ein § FE Foplon
—m[2 —nf2 i=1
und
sin mau; |*
Fm{(u’i) e ["} >
m; sin u;

Die Transformation transformiert den Raum C,, der stetigen nach 2z- perio-
dischen Funktionen in den Raum der trigonometrischen Polynome in x;
hochstens m,-ter Ordnung, ferner befriedigt sie die Bedingungen (4) und (5)

mit den Konstanten %, = 1 und e O (S. [1].) Nach dem Satz 1 konnen
n




U"BER EINEN LINEAREN MEHRDIMENSIONALEN APPROXIMATIONSPROCESS 353

wir fiir f(x;, @,, . . ., x,) ein trigonometrisches Polynom konstruieren, so dass
| 3.7 ) 2w 2n
e -2 = Tl -l S (24 2] o[ 2E, 2
27 my m,
3 1 1
<[22+ 2|@n + l)w[f;—, s
27w my my,)

besteht.

Betrachten wir jetzt die Transformationsfolge 7% . Es ist leicht
ersichtlich, dass T%, =, = T .. m die Bedingung (9) befriedigt, ferner
transformiert jede Transformation die Funktionen f(z,, .. ., ,) in den Raum
der trigonometrischen Polynome in x; hochstens m-ter Ordnung. Setzen wir
voraus, dass die partiellen Derivierten r-ter Ordnung der Funktionen exis-
tieren. Nach dem Satz 2 konnen wir ein trigonometrisches Polynom T3% .
(®y, . .., x,) konstruieren, so dass

n

: 1227["
[F@rs <o s ) — Ty e @y - - -5 )] S K** (2 *)
1 m;
ﬁr_!w o'f 27 27
Mr) \6ap ... ozp’ ml’ “”mn
besteht mit
L (3
A% = S ol 5
£ 72+

(Eingegangen: 24. Mirz, 1963.)

LITERATURVERZEICHNIS

[1] CaprA, V.: “Sull’approssimazione delle funzioni continue di due variabili mediante
polinomi trigonometrici ed algebraici.” Univ. Politec. Torino. Rend. Sem. Mat. 17
(1958) 327—346.

[2] Jackson, D.: “On approximation by trigonometric sums and polynomials”. Trans-
actions Amer. Math. Soc. 14 (1912) 491—515.

[3] HATAHCOH, M. I'.: ¢“O npuonmyKeHUH K MHOTOKPATHO AH(PGEPEHIIMPYEMBIM [1ePHOIHTYECKHM
()YHKUMSIMH TTPY TTOMOLM CHHTYJISIPHBIX UHTErpasios.”’ Jokaadsvt Axademuu Hayx CCCP
Tom. 82 163 (1952) 337—339.



354 SALLAY

06 0IHOM METOJAE MHOIOMEPHOW JIMHEAHON AMNIPOK-

CUMALIMU
M. SALLAI
Pesiome
[yctb pynkuws f(x,, ..., x,)€CBobnacru D={0 < z;; < l;i=1,...,n}
HeNpepbIBHA M0 Ka)KJOMY NePeMeHHOMY &y, . . ., ¥,. [lycTb nanee Ay, m, f 0003-
HayaeT JMHeiiHoe mpeoOpasoBaHme QyHKuMA f(x,, ..., x,) € C, qas1 KOTOPOro

BBINOJIHATCA yeaoBust (4) u (5).
Teopema 1. To20a oaa f € C

1 1
Hf(xh o "xn) Fi Aml...m,.f(xlv s e '!xn)H é (%1 +%2+ l)w{f;—, '°-’_J ’
. ml m’l
20e
7 EE R ) ingx [fey + vy, oo+ v) — fly, ..o 2]
OS‘x«sfl

ITpe/nosno)Kum, uTO CYILIECTBYIOT, NpHYeM HelnpepbiBHble B oOsactu D
YacTHbIe TNPOM3BOJHBIE 7-0r0 Topsiika GyHkuuit f(x, ,..., x,). Ilyctb
Ak . k=1,2,...7+ 1 nDociaeroBaTeJbHOCTb JIHMHEHHBIX Npeobpa3oBaHuil

A f = Ay S Ak f = A(AK . f), KOTODAs yNOBNeETBODSIET
ycsoBuio (9).
Teopema 2. To20a

‘f— >t !

[ 2”. 1 ]' > 7l ( of 1 i

c — — e = el

X mi Zri=r HT,! 8;1 c e 8;:’ ml mn
0=ri<1 ;

< 115 gty + 1)+, + 1] -
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