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Dans un ouvrage récent [ 1 ] de J . C Z I P S Z E R et de l ' au teur le critère général 
suivant d 'approximat ion uni forme a été démontré : 

(A) Soient E un ensemble quelconque et © une classe de fonctions réelles 
définies sur E, jouissant des propriétés suivantes: 

(1) Les fonctions /Ç © sont bornées ; 
(2) Les fonctions constantes appartiennent à @ ; 
(3) / Ç © implique / + c € © pour tout nombre réel с ; 
(4) Si f , g 6 ©, on a max (/, g) Ç © et min (/, g) Ç ©. 
Supposons que, pour une fonction réelle bornée F et des nombres e > 0 et b > 0 

quelconques, il existe des fonctions fv ...,/„£ © satisfaisant à la condition 
(5) x, y E, F (y) — F{x) ^ e entraînent max ( f f y ) —/, (x)) ^ô. 

Alors la fonction F peut être approchée uniformément aussi prés que Von veut 
par des fonctions appartenant à ©. 

Nous avons déduit de ce critère plusieurs corollaires, en part iculier 
un critère d û à G . N Ö B E L I N G et H . B A U E R ( [ 2 ] , p. 5 8 , Korollar). 

En examinant les possibilités de généraliser le théorème (A), nous a v o n s 
montré ([1], § 3, exemple 2) que si l'on suppr ime des hypothèses la condit ion 
(3), le théorème cesse d 'ê t re valable. Dans ce qui suit, je vais examiner du 
même point de vue les aut res conditions f iguran t dans l 'hypothèse de (A) 
et je vais mont rer que (A) n 'es t plus valable dès qu'on supprime une quel-
conque des conditions (1) à (4). Par contre, la condition d ' après laquelle la 
fonction à approcher F doit ê t re bornée, peu t être omise sans toucher la 
validité du théorème. 

1. Posons E = ( — 0 0 , ~f-°°) et soit © le plus pet i t treillis con tenan t 
les polynômes (rationnels), c'est-à-dire la classe des fonctions ayant la f o r m e 

(1.1) / (x) = max (gßx), . . ., gn(x)), 

où 

(1.2) g f x ) = min (hn(x), . . . , hlni(x)) 

et les htj(x) sont des polynômes. On constate aisément que ce t t e classe © sat is-
fai t aux conditions (2) à (4). De plus, pour la fonction F(x) = sin x, £ > 0 e t 

ô ô 
ô > 0, les fonctions f f x ) = — x £ ©, /2(x) = x £ © sat isfont à (5). Cepen-

£ £ 

dant , F n 'es t pas limite uniforme de fonctions appar tenant à ©. En effet, s i / e s t 
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donné par (1.1) et (1.2), v u que la dif férence de deux polynômes ne change 
d e signe q u ' u n nombre f i n i de fois, il exis te des nombres с( et des indices 
1 ^ m, éL n, tels que 

9i(x) = himt(x) p o u r x ^ с,- ; 

d e même, il existe un n o m b r e с et un indice 1 к ^ n tels que 
f(x) == 9k(x) = HmÁX) P o u r X > С . 

P a r suite, o n a soit lim f ( x ) = soit f(x) = a pour x ^ c. 
x-> + -

2. Posons E = [0, 1] e t désignons p a r © l a classe des fonctions cont inues 
dans [0, 1] telles que 
(2.1) f ( y ) - f ( x ) ^ y - x pour 0 5i ж < y iS 1 . 

Les conditions (1) et (3) son t évidemment remplies; il en est de même pour 
(4). En ef fe t , si / , g £ <3 e t h = max (/, g) ou h = min ( / , g), alors 

h(y) — h(x) y — x 

est valable pour 0 ^ ж < y 1 lorsque h(x) = /(ж), h(y) = f(y) ou h(x) = 
= g(x), h(y) — g(y); or, si p a r exemple h(x) = / ( ж), h(y) = g (y), il y a un 
z tel que ж ^ z 51 y, f(z) = g(z) = h(z), e t alors 

h(z) - h(x) =f(z) - f ( x ) ^ z - x , 

h(y) — h(z) = g(y) — g(z) ^ y - z , 
donc 

НУ) - H*) è y - x. 

X 
De plus, pour F(x) = — , e > 0, ô > 0, la condi t ion (5) est rempl ie 

2 
ô' 

en choisissant la seule fonc t ion /(ж) = — ж Ç © où <5' = m a x (Ó, 2г). P o u r t a n t , 
2 e 

la classe © é t a n t év idemment fermée par rappor t à la convergence uniforme, 
la fonction F ф © ne peu t pas être approchée aussi p rès que Ton veu t par 
des fonctions appar tenant à ©. 

3. Soien t É le d i sque fermé ж2 + y2 1 dans le p lan et © la classe 
des fonctions continues sur E et harmoniques à l ' intérieur de E. Cette classe 
satisfait év idemment a u x conditions (1) à (3). Posons F(x, y) = \x2 + y2. 
Si E > 0 e t Ô > 0 sont d o n n é s et 

F(x2,y2) - Р ( ж 1 , у 1 ) > £ , 
alors 

Y(X2 - ЖХ)2 + (y2 - yx)2 > E 

en vertu d e l'inégalité d u triangle, donc les fonctions 

f i ( x , y ) = Y X " f2(x,y) = ~ y , 

» . . 2(5 , . . 2(5 
U x , y ) = - — x , f ß x , y ) = -У 

С с 
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(appar tenant à (S) satisfont à la condition (5). Cependant, la classe <B é t a n t 
fermée par r appor t à la convergence uniforme, la fonct ion F ф © ne p e u t 
pas être approchée uniformément aussi p rès que l'on veu t par des fonct ions 
appar tenan t à 

4. Nous allons montrer que, dans le théorème (A), on peut suppr imer 
la condition que la fonction F soit bornée, cet te condition é tant une consé-
quence des au t res hypothèses du théorème; la même remarque s 'appl ique 
aux corollaires déduits de (A) dans [1]. T o u t cela s'ensuit du lemme su ivan t : 

Soient E un ensemble quelconque et <3 une classe de fonctions réelles bor-
nées sur F. Supposons que, pour une fonction réelle F et s > 0 quelconque, 
il existe un nombre b > 0 et des fonctions fx, . . . , f n £ 3 satisfaisant à (5). Alors 
F est bornée sur E. 

Démonstration. En raisonnant par l 'absurde, supposons p. ex. q u e F 
n'est pas bornée supérieurement. À un e > 0 donné, cherchons un Ó > 0 e t 
des fonctions / „ ( g satisfaisant à (5). Soit [xk] u n e suite d 'é léments 
de E tels que 

(4.1) F(xk+1) - F(xk) ^ e . 

Par conséquent, on peut faire correspondre à chaque indice le un i(lc) tel q u e 
I A i(lc) A те et 

fi(k)(xk) -/«*>(*i) - ô • 
% 

II existe un ix tel que i(k) = ix est valable pour une in f in i té des indices k, 
de sorte qu 'on peu t t rouver u n e suite part iel le {zly} de la sui te {xk} telle q u e 
3/jj —— et 

Лх(*у) - / „ ( * ! ( / > ! ) • 

De la même façon, on peut choisir eu égard à (4.1) un indice i2 et une su i te 
partielle {x2J} de la suite (z l y } telle que x2l = x12 et 

/ R l - Д Ы ^ ( / > 1 ) . 

En général, soit {жт ;} ; = 1 2 une suite par t ie l le de la suite {®m-ij}y=i,2, . . . 
telle que xml = x m _ I i 2 e t ' 

(4.2) fim(xmJ) -fim(xml) ^ ô ( j > 1) 

pour un indice im convenable (1 A im A те). 
Or, dans la suite {im}, un indice doit f igu re r une in f in i té de fois, d isons 

(4.3) imp = i. (p= 1 , 2 , . . . ) . 

Posons 

(4.4) yp = xmpl. 

La suite {xmpj}j^ 1,2,•• • é tan t une suite part iel le de la suite {im î_1j}; t l 2i . , 
il existe un indice jp > 1 tel que 

(4.5) yp = xmr_Jf. 

Il* 
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Donc 

fÁVp) ~fi(yP-1) =fimp_fm^iJp) - / ( ^ ( V l J - 0 

d'après (4.2) à (4.5). Il en résul te ft(yp) —*• pour p—> contrairement 
à ce que la fonction / , £ © est bornée. 

Remarque. Ce lemme peut être d é d u i t d 'un théorème de F. P . R A M S E Y 

appar tenant à la théorie des graphes (v. [3] ) ; en effet, no t re démonstrat ion 
fournit un des résultats de [3]. 

(Reçu le 16 Ju i l le t 1963) 
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ОБ ОДНОМ КРИТЕРИИ, СВЯЗАННОМ С РАВНОМЕРНОЙ 
АППРОКСИМАЦИЕЙ 

Á . C S Á S Z Á R 

Резюме 

В работе [1] автор и ныне покойный J . C Z I P S Z E R доказали следующую 
теорему: 

Пусть Е — произвольное множество, © — множество действитель-
ных функций, определённых на Е. Предположим следующее: 

(1) Функции f i © ограничены ; 
(2) Постоянные принадлежат множеству ©; 
(3) Если f i<5, то и / + © для любого действительного числа С; 
(4) Если / , g £ <3, то и max (/, g) i © , min (/, g) i ©. 
Предположим, что для ограниченной функции F и для любых е > 0 и 

ô > 0 существуют такие функции /1(..., fniy, что если 
(5) X, у iE и F (у) - F(x) è е, то max (f,(y) - /,-(*)) è <5-

Тогда функцию F можно с произвольной точностью равномерно аппрокси-
мировать функциями из множества ©. 
Это обобщение одной из теорем работы [2]. 

В этой работе на примерах показано, что каждое из условий (1), (2) 
и (4) является в теореме необходимым (по отношению к условию (3) это 
было доказано в [1]). Однако требование ограниченности функции F можно 
опустить, поскольку из (1) и из того, что для любых е > 0 и ô > 0 можно 
найти функции /, i удовлетворяющие условию (5), уже следует, что и F 
ограничена. 
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