SUR UN CRITERE D’APPROXIMATION UNIFORME

par
Axos CSASZAR

A la mémoire de mon ami
regretté J. Czipszer

Dans un ouvrage récent [1] de J. Czipszer et de 'auteur le critére général
suivant d’approximation uniforme a été démontré:

(A) Soient E un ensemble quelconque et & une classe de fonctions réelles
définies sur E, jouissant des propriétés suivantes:

(1) Les fonctions f € © sont bornées ;
(2) Les fonctions constantes appartiennent & © ;
(3) f€ © implique f + ¢ € © pour tout mnombre réel c ;

(4) Si f, g€&, on a max (f, g) €S et min (f,g) € .

Supposons que, pour une fonction réelle bornée F et des nombrese > 0 et 6 > 0
quelconques, il existe des fonctions f,, ..., f, € © satisfaisant & la condition
(5) z,y € B, F(y)— F(x) = ¢ entrainent max (fi(y) —J; () =4.

i

Alors la fonction F peut étre approchée uniformément aussi prés que Uon wveut
par des fonctions appartenant a .

Nous avons déduit de ce critére plusieurs corollaires, en particulier
un critére dii & G. NoBeLING et H. BAUER ([2], p. 58, Korollar).

En examinant les possibilités de généraliser le théoréme (A), nous avons
montré ([1], § 3, exemple 2) que si I'on supprime des hypothéses la condition
(3), le théoréme cesse d’étre valable. Dans ce qui suit, je vais examiner du
méme point de vue les autres conditions figurant dans I’hypothése de (A)
et je vais montrer que (A) n’est plus valable dés qu’on supprime une quel-
conque des conditions (1) a (4). Par contre, la condition d’aprés laquelle la
fonction & approcher F doit étre bornée, peut étre omise sans toucher la
validité du théoréme.

1. Posons E = (—oo, —o0) et soit & le plus petit treillis contenant
les polynémes (rationnels), c’est-a-dire la classe des fonctions ayant la forme

(1.1) f(x) = max (g,(2), . . ., g.(2)),
ol
(1.2) gi(x) = min (h,(x), . . ., hin(x))

et les h;(x) sont des polyndmes. On constate aisément que cette classe © satis-
fait aux conditions (2) & (4). De plus, pour la fonction F(x) =sin x, ¢ > 0 et

8 > 0, les fonctions f,(z) = 2 T€G, fr(x) = — d x € © satisfont & (5). Cepen-
& €
dant, F n’est pas limite uniforme de fonctions appartenant & ©. En effet, si f est

413

11 AMatematikai Kutaté Intézet Kozleményei VILL. A/3.



414 CSASZAR

donné par (1.1) et (1.2), vu que la différence de deux polynémes ne change
de signe qu'un nombre fini de fois, il existe des nombres ¢; et des indices
1 < m; < ny; tels que

E gilz) = k. (%) pour w=¢;
de méme, il existe un nombre ¢ et un indice 1 < k < n tels que
J(®) = gi(®) = hypy(x) pour z=c.
Par suite, on a soit lim f(x) = 4o, soit f(x) = a pour © = ¢
X—>+ oo

2. Posons £ = [0, 1] et désignons par & la classe des fonctions continues
dans [0, 1] telles que

(2.1) fy)—fley=y—2 pour 0L <y=<1l.

Les conditions (1) et (3) sont évidemment remplies; il en est de méme pour
(4). En effet, si f,g€ © et A = max (f, g) ou h = min (f, g), alors

hy)—hix) =y —=

est valable pour 0 < @ <y < 1 lorsque A(x) = f(x), h(y) = f(y) ou h(z) =

= g(x), h(y) Zg(y)§ or, si pa,r exemple h(z) = f(x), h(y) =g(y), il y a un
z tel que ¢ < z < 9, f(z) = ¢(2) = h(z), et alors

h(z) — h(x) =f(2) = f(x) 22— =,
hy) — h(z) =gly) — g(2) 2y — 2,
My)—h(z) =y —=.

done

De plus, pour F(x) = %, e> 0, 6 > 0, la condition (5) est remplie

’

en choisissant la seule fonction f(z) = ;— x € Sou 6’ = max (0, 2¢). Pourtant,
;

la classe © étant évidlemment fermée par rapport & la convergence uniforme,
la fonction F ¢ © ne peut pas étre approchée aussi preés que I'on veut par
des fonctions appartenant a ©.

3. Soient E le disque fermé 2> + y*> < 1 dans le plan et © la classe
des fonctions continues sur £ et harmoniques a l'intérieur de E. Cette classe
satisfait évidemment aux conditions (1) & (3). Posons F(x,y) = |a* + y*
Sie> 0et 6> 0sont donnés et

F(zy,y,) — F(x,,y,) = ¢
alors

V(xz — x1)2 + Yy —y1)2 =
en vertu de l'inégalité du triangle, donc les fonctions

20 20
Sz, y) =—=, flz,y)=—y,

&€

0 0
fa(x,y)=—'g;x: fd(xiy)':_%y
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(appartenant & &) satisfont a la condition (5). Cependant, la classe © étant
fermée par rapport & la convergence uniforme, la fonction F ¢ © ne peut
pas étre approchée uniformément aussi pres que 'on veut par des fonctions
appartenant & ©.

4. Nous allons montrer que, dans le théoréeme (A), on peut supprimer
la condition que la fonction F soit bornée, cette condition étant une consé-
quence des autres hypothéses du théoréeme; la méme remarque s’applique
aux corollaires déduits de (A) dans [1]. Tout cela s’ensuit du lemme suivant:

Soient E un ensemble quelconque et © une classe de fonctions réelles bor-
nées sur F. Supposons que, pour une fonction réelle F et ¢ > 0 quelconque,
il existe un mombre 6 > 0 et des fonctions fy, . . . , f, € © satisfaisant a (5). Alors
F est bornée sur E.

Démonstration. En raisonnant par ’absurde, supposons p. ex. que #
n’est pas bornée supérieurement. A un ¢ > 0 donné, cherchons un 6 > 0 et

des fonctions f;, . . ., f,, € © satisfaisant a (5). Soit {x,} une suite d’éléments
de E tels que
(4.1) F(xyy,) — Flay) 2 ¢

Par conséquent, on peut faire correspondre & chaque indice k un (k) tel que
1<ik)<net

Sige(@x) = fig(@y) = 6
Il existe un %; tel que i(k) = ¢, est valable pour une infinité des indices £,
de sorte qu’on peut trouver une suite partielle {z,;} de la suite {z,} telle que

T, =, et
fil(xlj) —fu(xll) =49 =1

De la méme facon, on peut choisir eu égard a (4.1) un indice 7, et une suite
partielle {z,;} de la suite {z,;} telle que w,, = z,, et

Fial@y) = Fal@s) = 8 G>1).

En général, soit {@,;};_,,, une suite partielle de la suite {x,_, ;};_; .

telle que @, = ,,_y,5 ©
(4.2) Jin(@mj) = fin(¥m) 2= 0 g 21)

pour un indice 7,, convenable (1 < i, < n).
Or, dans la suite {i, }, un indice doit figurer une infinité de fois, disons

(4.3) imy = 8. (p=1,2,...).
Posons
(4.4) Yp = Tmyy -

La suite {Tm,j}j_q ., ... étant une suite partielle de la suite {xm,_j}j_1,2 .. .»
il existe un indice j, =1 tel que

(4.5) yp = xmp_lj,.

1%
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Done
fi(yp) —fi(yp—l) =fimp_l(xmp_1jp) —fimp_l(xmp_ll) =0

d’apres (4.2) & (4.5). Il en résulte fi(y,) — - pour p — --co, contrairement
a ce que la fonction f; € © est bornée.

Remarque. Ce lemme peut étre déduit d’un théoréme de F. P. RAMSEY
appartenant & la théorie des graphes (v. [3]); en effet, notre démonstration
fournit un des résultats de [3].

(Regu le 16 Juillet 1963)
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06 OJ{HOM KPUTEPWUM, CBA3AHHOM C PABHOMEPHOM
ATINMPOKCUMALIMEN

A. CSASZAR
Pe3iome

B paGoTe [1]aBTop M HbiHe NOKOHHBIA J. CZIPSZER JI0Ka3anu cjelyIouyio
Teopemy:

IIycmo E — npou3gonvHoe MHONCecnso, © — MmHOWCECMB0 Oelicmeumens-
Holx yHkyuil, onpedeaénnvix Ha E. IIpeonosoxcum caeoyroujee :

(1) Dynryuu f€ S oepanudenst ;

(2) Hocmosannsie npunadaencam muoncecmgy ©;

(3) Ecau f€6, mo u f+ C€ & oaa awbozo oeticrneumensiozo qucaa C;

(4) Ecau f, g€ ©, mo u max (f, g) € ©, min (f,g9) € .

[Ipeonoaoncum, umo 0aa o2panutennoll gynkyuu F u oaq mobbix € > 0 u
0 > 0 cygecmsyrom makue @ynxyuu fy,. .., f, €y, umo ecau

(5) #, y € E u F(y) — F(x) = & mo max (f(y) — fi(x)) = 0.
Toz20a pynrkyuto F MoncHO ¢ npoussoabHOLL MOYHOCMBI0 PABHOMEPHO ANMPOKCU-
muposams PyHkyuamu u3 mHoxcecmsa .
1o ofoldIeHre OMHONH U3 TeopeM paboTel [2].

B aroit pabore Ha mpumepax nmokasaHo, 4yto Ka)kpoe u3 yciaosuit (1), (2)
u (4) sBasieTcss B TeopeMe HeoOXOAMMBIM (IO OTHOLIEHHMIO K ycJ0BHMIO (3) 3T0
0b110 0Ka3aHo B [1]). OgHaKo TpeGoBaHME OTPaHHYEHHOCTU QYHKUUMU F MOYKHO
ONyCTUTb, MOCKOJIbKY U3 (1) u u3 Toro, 4ro mias Modbix &€ > 0 u 0 > 0 MOXKHO
HaliTu GyHKUuK f; € S, ynoBieTBopsiomue ycyuosuio (5), y)Ke cieiyer, uto u F
OrpaHHyeHa.
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