UBER DIE TOPOLOGISCHE NATUR EINIGER ALLGEMEINER
SATZE DER THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN

von

KARL SZILARD

In dem vorliegenden Artikel soll gezeigt werden, dass die unten ange-
fithrten allgemeinen Sitze der Theorie der elliptischen Funktionen fiir allge-
meinere Klassen der Funktionen einer komplexen Verinderlichen, als die
Klasse der analytischen Funktionen (mutatis mutandis) giiltig sind.

Diese Sitze sind die folgenden (s. z. B. [4]):

1. Wenn die doppeltperiodische analytische Funktion f(z) der komplexen
Verdnderlichen z keinen singuliiren Punkt besitzt, so ist sie eine Konstante.

2. Die doppeltperiodische meromorphe Funktion f(z) vom Grade r = 2
nimmt in jedem (vkleinsten«) Periodenparallelogramm einen beliebigen gege-
benen komplexen Wert genaw r-mal an (mehrfache Werte entsprechend ihrer
Vielfachheit gezihlt.)

3. Eine doppeltperiodische meromorphe Funklion mit einem einzigen ein-
Jachen Pol im Periodenparallelogramm kann micht existieren.

Das Interesse an der Verallgemeinerung solcher Sitze fiir Klassen nicht-
analytischer Funktionen erklirt sich dadurch, dass in den letzten drei Jahr-
zehnten von mehreren Verfassern komplexwertige Funktionen einer komplexen
Verinderlichen untersucht worden waren, deren Realteil und Imaginirteil
einem System partieller Differentialgleichungen, welches allgemeiner als das
System der Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen ist, geniigen (s.
[1] und [2]). Es wurden zum Beispiel solche komplexwerte Funktionen f(z) =
= u(x, y) + 7 v(x, y) untersucht deren Realteil # und Imaginirteil » das
Gleichungssystem

v, = au, + bu,
(1) —v, = du, + cu,
(4ac—(b+d?>0; a>0),

wo a, b, ¢ und d gegebene stetige Funktionen von 2, y, » und v sind, befrie-
digen (s. [1], wo auch weitere Literatur angefiithrt wird). Natiirlich sind solche
Funktionen im Allgemeinen (d. h. fiir beliebige a, b, ¢, d, die der obenange-
fithrten Bedingungen geniigen) nichtanalytisch. Doch kann man auch fiir
eine beliebige Funktionenklasse die aus allen Losungen f = u --4v eines
bestimmten Gleichungssystems vom Typ (1) besteht, von »ganzen rationalenx,
von »ganzen«, »doppeltperiodischen« usw. Funktionen genau so, wie in der
klassischen Funktionentheorie sprechen, und sie durch dhnliche Mittel, wie
dies im klassischen Falle geschieht, untersuchen. (Die Anfiihrungszeichen
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sollen andeuten, dass es sich um Analoga der gleichbenannten Funktionen
aus der klassischen Funktionentheorie handelt.) Die Analoga der elliptischen
Funktionen in solchen Klassen sind, soweit es dem Verfasser bekannt ist,
mit direkten Methoden bisher wenig untersucht worden (vergl. indessen [3]).

Im Folgenden werden wir von den zu betrachtenden Funktionen f(z)
einer komplexen Verinderlichen nur verlangen, dass sie folgende Eigenschaften
besitzen sollen (unter gewissen Annahmen iiber die Koeffizienten a, b, ¢ und
d wird es sich hierbei auch um Funktionen f = » + v¢ handeln, deren Realteil
und Imaginirteil einem System vom Typ (1) geniigen]:

a) Der Definitionsbereich von f(z) ist die ganze endliche z-Ebene mit
eventueller Ausnahme von isolierten Punkten, sie ist in jedem Punkte des
Definitionsbereiches eindeutig und stetig.

b) f(z) nimmt ihre Werte isoliert an (d. h., wenn f(z,) = {, so gibt es
um z, als Mittelpunkt einen Kreis in dem sonst f(z) = {, 1st) oder aber f(z) =
= (Const.

¢) Liegt der Punkt z, im Innengebiete einer Jordanschen Kurve I’
die selbst, samt Innengebiete aus lauter Punkten des Definitionsbereiches
von f(z) besteht, so ist

Varparg[f(z) — f(20)] > 0,

wenn z die Kurve ["im »positiven Sinne« durchléiuft (es wird selbstverstind-
lich angenommen, dass auf der Kurve I selbst f(z) = f(z,) ist).

d) Es sei z; ein Punkt in dem f(z) (5 Const.) nlcht deflnlert ist und
M eine (beliebig gross gewiihlte) positive Zahl. Dann gibt es um z; als Mittel-
punkt einen Kreis mit einem Radius p > 0, dessen iibrigen Punkte, d.ah:
alle Punkte z mit 0 < | 2 — 2, | £ p, zZum Definitionsbereich von f(z) gehoren

und fiir Welche gllt |f(z) | = M. Den Punkt z, bezeichnen wir als »Pol« der
Funktion f(z) . wir postulieren: f(z) soll hochstens Pole als singuliire Stellen
besitzen.

e) f(2) ist doppeltperiodisch, d. h. es gibt zwei komplexe Zahlen o,

und o, (# 0) deren Quotient ,/w, nicht reell ist und fiir welche gilt: f(z) =
= f(z + o) :f (2 + o).

Der Kiirze halber werden wir Funktionen mit den Eigenschaften a),
b), ¢), d), e) als »doppeltperiodische Funktionen der Klasse P« bezeichnen.
Es ist bekannt (s.[5]), dass die Funktionen w = f(z) =£ Const. mit den Eigen-
schaften a), b) und c) gebietstreue Abbildungen verwirklichen.

Der Vollstindigkeit halber soll der bekannte Beweis dieses Satzes hier
angefiihrt werden: Ist w = f(z) eine Funktion mit den Eigenschaften a),
b) und ¢) und ist I"ein kleiner Kreis mit einem Radius g, > 0 um einen Punkt
z, ihres Definitionsbereiches (z, ist der Mittelpunkt und auf I" selbst soll
f(2) £ w, = f(z,) sein), so haben wir wegen c¢) Varrarg [f(z) —w,] > 0,
wenn z die Kreislinie /" im positiven Sinne einmal umlauft. I sei das Bild
von I'in der w-Ebene. Auf I' selbst ist, wegen der Stetigkeit von f(z)
Min | f(z) —w,| = g, > 0. Das bedeutet, dass in der w-Ebene die Kreisscheibe
|w—w,| < %], keinen Punkt mit der Kurve I” gemeinsam hat. Daraus
folgt, dass sa.mthehe w,-Werte mit |w, —w,| <@/, von der Funktion
w = f(z) im Kreise |z —2z, | < o, angenommen werden. Fiir alle diese w;-
Werte gilt namlich:

Varparg [f(z) — w;] = Varparg [f(z) — w,] > 0
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(s. [5], Seite 655), woraus nach einem bekannten Satze (s. daselbst) folgt,
dass es wenigstens ein Punkt 2z, (|z,—2| <@, mit f(z) = w, existiert.
Somit ist die Abbildung z — w = f(z) in der Umgebung von z, gebietstreu,
was auch gezeigt werden sollte.

Fiir die doppeltperiodischen Funktionen der Klasse P beweisen wir
nun vier Sitze.

Satz 1. Es sei f(z) eine doppeltperiodische Funktion der Klasse P. Wenn
sie keinen Pol besitzt (d. h. fiir alle z == oo definiert ist), so ist sie eine Konstante.

Beweis. Es seien z = 0, 2 = o, 2 = o, und 2, = o, + o, die Eckpunkte
des Periodenparallelogramms 7' in dessen Innerem und auf dessen Rande
f(2) keinen Pol besitzt und somit stetig ist. Dann ist die Menge B der Bild-
punkte w = f(z); z €T, beschrinkt und abgeschlossen. Die Menge 9B ist
wegen der doppelten Periodizitit von f(z) iiberhaupt der Menge aller Bild-
punkte w = f(z) identisch, wenn z alle endlichen Werte in der z-Ebene an-
nimmt. Es sei nun f(z) = Const. Dann ist die Abbildung z — w = f(z) gebiets-
treu. w, sei ein Randpunkt von B (B besitzt Randpunkte, da sie beschrinkt
und abgeschlossen ist) und es sei z, ein w, entsprechender Wert in der z-Ebene
[wy, = f(2,), — natiirlich kann es mehrere solche z,-Werte geben]. Da w, =
= f(z,) ein Randpunkt ist, kann die Abbildung z—w im Punkte z, nicht
gebietstreu sein und somit kann auch f(z) nicht == Const. sein. Die Annahme
f(2) 5= Const. fithrt also zu einem Widerspruch, daher muss f(z) = Const.
sein, w. z. b. w.

Genau so, wie der Satz 1 wird folgender Satz la bewiesen.

Satz la. Die doppeltperiodische Funktion f(z) == Const. der Klasse P
nimmt alle komplexen Werte w an.

Um den Beweis auszufithren braucht man nur zu bemerken, dass wenn
es einen komplexen Wert w, gibe, der von f(z) nicht angenommen worden
wire, so miisste die Menge der Bildpunkte mindestens einen Randpunkt
w, besitzen und weiter (d. h. von der Stelle des Nachweises der Existenz
eines Randpunktes an) kann der Beweis des Satzes 1 wortlich wiederholt
werden.

Satz 2. Es sei R die Anzahl der Pole im Periodenparallelogramm der
doppeltperiodischen Funktion f(z) der Klasse P und w, set eine beliebige komplexe
Zahl. Dann nimmt f(z) im Periodenparallelogramme den Wert w, genauw R-mal
an (mehrfache Werte entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt s. [5], Seite 258).

Bevor wir zum Beweise iibergehen soll der Begriff des (vkleinsten«)
Periodenparallelogramms nither beschrieben werden (s. [4], Seite 139). Zu
einem Periodenparallelogramm 7' mit den Ecken z, z, 4+ w;, z, + 0, + oy,
2y -+ o, zihlen wir alle inneren Punkte des Parallelogramms und und ausser-
dem die Randpunkte 2, z, +¢ ®,, 2, + t w,, wo 0 <t <1 ist (zum Beispiel
die Eckpunkte z, + o, und z, -+ ®, werden nicht mehr zum Periodenparallelo-
gramm gezihlt). Dadurch wird erreicht, dass »in einem Periodenparallelo-
gramm¢« von den abzihlbar unendlich vielen Punkten z; 4+ 7o, 4+ m w,
(z, ist ein fixierter Punkt der z-Ebene; n, m = 0, 1, 2, . . .) genau einer liegen
wird, den wir als Reprisentant dieser Punktmenge im Periodenparallelo-
gramm 7 betrachten werden. Zum Beispiel ist z, ein Pol der Funktion f(z)
in 7, dann sind die Punkte z; + n o, + m w, auch Pole von f(z), jedoch nur
z, von ihnen wird zum Periodenparallelogramm 7 gezihlt. In diesem Sinne
merken wir uns: Die Funktion f(z) hat in einem Periodenparallelogramm
endlich viele Pole (was laut a) leicht zu zeigen ist). Sie liegen im Inneren von
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T, oder aber auf den Seiten z, +# w;; (0 < ¢, < 1)und 2, +t,w,; (0 < £, < 1).
Diejenigen, welche im Inneren von 7' liegen, bilden eine endliche Punkt-
menge, welche vom Rande von 7' einen positiven Abstand p hat und es ist
leicht einzusehen, dass man durch Verschiebung des Systems der Perioden-
parallelogramme um weniger als p zu einem neuen System der Perioden-
parallelogramme gelangen kann in dem alle Pole von f(z) innere Punkte der
Periodenparallelogramme sind. Dementsprechend nehmen wir auch fiir das
Weitere an, dass alle Pole von f(z) innere Punkte der Periodenparallelo-
gramme sind. Auch konnen wir uns mit Hilfe der Eigenschaften a) und d)
klarmachen, dass f(z) in einem Periodenparallelogramm einen komplexen
Wert w, nur endlich oft annimmt. Fixieren wir diesen Wert, so werden wir
fiir den nichstfolgenden Beweis annehmen, dass die w-Stellen von f(z) auch
im Inneren von. 7' liegen.

Den Satz 2 beweisen wir nun folgendermassen:

Es sei B die Anzahl der Pole und N die Anzahl der wStellen von f(z)
im Periodenparallelogramm 7'. (Auf dem Rande gibt es keine Pole und keine
wy-Stellen.) Nach einem fiir Funktionen der Klasse P giiltigen Satze ist (s.
[5], Seite 658)

—I—Varp arg [f(z) —w,] =N — R
27

wo durch ' der im positiven Sinne durch z einmal umlaufene Rand des
Periodenparallelogramms bezeichnet wird (selbstverstindlich werden hier zam
Rande alle vier Seiten des Parallelogrammes hinzugerechnet). Die Zahl (N —R)
ist aber gleich Null, da sich die Anderungen des Argumentes von [f(z) - w,]
beim Durchlaufen der einander gegeniiberliegenden Seiten des Parallelo-
grammes 7' wegen der Periodizitit von f(z), gegenseitig aufheben (werden
doch die einander gegeniiber liegenden Seiten durch z in entgegengesetzten
Richtungen durchgelaufen). Somit ist V= R, w. z. b. w.

Satz 3. Es kann keine doppeltperiodische Funktion der Klasse P mit
etnem einzigen einfachen Pol innerhalb des Periodenparallelogramms existieren.

Beweis. Nehmen wir an, dass f(z) im Periodenparallelogramm 7' einen
einzigen einfachen Pol besitzt. Wie vorhin diirfen wir annehmen, dass dieser
Pol ein innerer Punkt von 7' ist. Nach dem vorigen Satze wird jeder komplexe
Wert w, von der Funktion f(z) in 7' genau einmal angenommen. Daraus folgt,
dass das Bild der Seite (z, -+ #,00,), wo 0 < ¢; < 1 in der w-Ebene eine einfache
Jordan’sche Kurve &, ist, welche ein beschrinktes Innengebiet besitzt. Genau
so ist das Bild der Seite (2, -+ t,0,), wo 0 < #, < 1 auch eine einfache Jordan-
sche Kurve &, welche mit &, einen gemeinsamen Punkt hat — ndmlich den
Punkt w, = f(z). Die beiden Kurven &, und &, miissen aber wenigstens einen
zweiten gemeinsamen Punkt haben. Betrachten wir niamlich eine geniigend
kleine kreisféormige Umgebung & des Punktes z, (der Punkt z, ist der Mittel-
punkt von &), so ist das durch die Abbildung z-—> w = f(z) entstandene
Bild &, von & ein durch eine Jordansche Kurve begrenztes Gebiet in der
w-Ebene zu dem w, als innerer Punkt gehort. Die beiden Kurven &, und &,
schneiden sich in w,. @&, teilt das Gebiet &, in zwei Teile, der eine Teil gehort
zum Innengebiete, der andere zum Aussengebiete der Jordanschen Kurve &,.
Die Kurve @&, verbindet Punkte dieser beiden Teile innerhalb von &;, doch
besitzt sie, falls der Kreis & geniigend klein gewihlt wurde, Randpunkte
von &, sowohl im Innengebiete, als auch im Aussengebiete von &,;, welche
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sie miteinander verbindet ohne dabei sonst das Gebiet &, zu treffen. Nach
dem Jordanschen Kurvensatze muss also &, die Kurve &, wenigstens in einem
Punkte ausserhalb & schneiden, und dieser Punkt w, kann also mit w, nicht
identisch sein. w; muss sowohl einem Punkte (z , -+ {,,) als auch einem Punkte
(2 +1t,w,) entsprechen (0 <¢, <1 und 0 <{, <1) und wir gelangen zu
dem Widerspruch dass f(z) einen Wert w, in 7' nicht einmal, sondern min-
destans zweimal annehmen muss und die Abbildung z — w = f(2) in 7' nicht
umkehrbar eindeutig sein kann, w. z. b. w.

Fig. 1. Fig. 2.

Die angefiihrten Sitze konnen noch weiter verallgemeinert werden,
denn die Funktionen f(z) brauchen gar nicht streng doppeltperiodisch zu sein,
es geniigt, wenn sie in dem unten angegebenem Sinne automorf sind. Verfolgt
man aufmerksam die Beweise dieser Siatze, so konstatiert man, dass statt der
doppelten Periodizitit, d. h. statt der Eigenschaft e) es geniigen wiirde den
betrachteten Funktionen f(z) folgende Eigenschaft e’) zuzuschreiben:

e’) Es sollen zwei Kurvenscharen (die Kurven &, und %, auf der Figur 2)
existieren, die ein krummliniges Gitter bilden, d. h. ein System von zwei
Kurvenscharen durch welche die ganze endliche z-Ebene, mit eventueller
Ausnahme von isolierten Punkten,! in krummlinige »Vierecke« aufgeteilt
wird. Wenn 7', und 7', zwei solche »Vierecke« sind so soll eine topologische
Abbildung 7', — T, existieren derart, dass die Funktion f(2) in entsprechenden
Punkten denselben Wert annimmt. Insbhesondere soll f(z) auf den »gegen-
itberliegenden Seiten« eines solchen »Vierecks« den gleichen Wertevorrat
besitzen, wobei die Mengen der w = f(z)-Werte auf beiden Seiten gleichge-
ordnet sind, wenn z diese Seiten, ausgehend von Ecken auf einer der Seiten
des anderen Seitenpaares, durchliduft. (Mehrfach angenommene w-Werte sollen
dabei entsprechend mehrfach gezihlt werden.) Auch soll es moglich sein
dieses Gitter stetig so zu deformieren, dass seine eben geschilderte Eigenschaft

! Bemerkung: Diese isolierten Punkte sind singulire Punkte in Bezug auf das
Gitter und auch singuldre Punkte der Funktion f(z), jedoch keine Pole. In der Formulie-
rung der Eigenschaft d) muss dann unter z, ein von diesen singuldren Punkten ver-
schiedener Punkt verstanden werden.
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der Funktion f(z) gegeniiber erhalten bleibt. (Z. B. soll eine solche Defor-
mation einer Verschiebung topologisch dquivalent sein.)

Durch Wiederlesen der Beweise der Siatze 1, la, 2 und 3 kann man
sich iiberzeugen, dass sie auch fiir Funktionen f(z) mit den Eigenschaften
a), b), ¢), d), ) gliitig sind (wo also der Begriff »doppeltperiodisch« im Sinne
der Eigenschaft e’) abgeiindert werden muss).

Fig. 3.

Funktionen mit den Eigenschaften a), b), ¢), d) und e) existieren auch

in der Klasse der analytischen Funktionen. Z. B. die Funktion f(z) = F (l}
2

wobei F' ({) eine beliebige elliptische Funktion der komplexen Veriinderlichen
£ ist, ist eine solche. Wenn wir hier den denkbar einfachsten Fall betrachten
und o; = 1 und o, = ¢ setzen, so sind die Kurven k, die Kreise (s. Fig. 3):

2 2
x—-i) +y2=(~1—] und die Gerade x=0;(n=+4+1,+2,...).
; 2n 2n,

Die Kurven k, sind dann die zu den k, orthogonalen Kreise:

At fy+ 2] =
( 2n]—

2
2—1—] und die Gerade y =0;(n=+1,4-2,...).
n
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Man kann natiirlich f(z) wiederum in eine elliptische Funktion zuriicktransfor-
mieren, doch betreffs der Beweismethode der Satze 1, la, 2 und 3 ist es
gut zu wissen, dass es fiir ihre Beweise geniigt nur von den erwihnten topo-
logischen KEigenschaften Gebrauch zu machen.

(Eingegangen: 3. September, 1963.)
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0 TOITOJIOTUMUECKON MPUPONE HEKOTOPbIX OBLIMX TEOPEM
TEOPUU IJUIMIITUUECKUX ®YHKLUUNA

K. SZILARD

Pesiome

ABTOD 10Ka3bIBAET, YTO HEKOTOPBIE 00LIMe TEOPeMbl TEOPUH SJIIMIITHYECKIX
(GyHKIMA MOTryT OBITH JOKa3aHbl TOIOJIOTUYECKUMHU CPEJCTBAMM U TI0ITOMY OHH
OCTAIOTCS1 B CUJIe U JJIs1 HEKOTOPBIX KJIACCOB HeaHaJIMTHYeCKUX QyHKLMA 0JHOTO
KOMIIJIEKCHOTO IIepeMeHHOr0 (11 KOTOPBIX TOMOJIOIMUEeCKUe CBOMCTBA aHaJIATHU-
YeCKUX (PYHKILHUH COXPaHSIOTCS).



	8. kötet / 3.sz.�����������������������
	SZILÁRD, K.: Über die topologische Natur einiger allgemeiner Sätze der Theorie der elliptischen Funktionen�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	417����������
	418����������
	419����������
	420����������
	421����������
	422����������
	423����������


