MAGNESES DIPOLUS FORGO MOZGASA IDOBEN LASSAN VALTOZO
MAGNESES TERBEN

BEKESSY Axpr4s és JANOSSY LaJos!

1. Legyen egy atom maéagneses momentuma
(1) M = /“B S y

ahol up a Bohr-féle magneton és s a magnesezés iranyaba mutaté egység-
vektor.

H térerSsségli magneses térben az s vektor precesszié jellegli mozgést
végez, amelyet nem-relativisztikus kozelitéshen az

@) $=— s (sXH)
mozgasegyenlet ir le, hacsak a magneses térnek és az atom magnesezettségének
inhomogén voltat figyelmen kiviil hagyjuk; az evvel jar6 effektusokat akkor
tudnank figyelembe venni, ha (2) helyett a Pauli-egyenleteknek megfelels
hidrodinamikai egyenleteket valasztanank a targyalas alapjaul.

Ha H &allandé, vagy ha valtozik is id6ben, de rogzitett iranyba mutat,
akkor (2) megoldasa azonnal felirhaté; alkalmasan vélasztott koordinata-
rendszerben H, = H, = 0, H, = H(t), és

s, =s8in @-.cosy,
8y =—sin @ -sinyp,
(3) 8, =080,

t
2
w:?'uB.JAH(t’)dt,’
ty

ahol ¢, és O integracios allanddk. (Csak két tetszSleges integralasi allandé6 van,
mert feltettiik, hogy s egységvektor.) A (3) megoldas mutatja, hogy s a H
térerGsség iranyaval allandé szoget zar be, — akar valtozik H az idGben,
akdr nem —, a precesszié szogsebessége pedig

o) = b=~y H().

2. Ha egy atom inhomogén mdgneses téren halad at, akkor magnesezési
vektordnak precesszi6jat (2) irja le, ahol H most az atom kiornyezetében ural-
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kodé magneses térerdsséget jelenti. Mikozben az atom a téren athalad, a red
haté erd irany és nagysag szerint is valtozik. Ha az erd csak nagysig szerint
valtozik, de irdany szerint nem, akkor, mint a (3) egyenletrendszer mutatja,
a precesszi6s kip nyilasszoge valtozatlan marad. Altaliban azonban fel kell
tételezniink, hogy a mégneses térerd az atom palydja mentén irdnyat is val-
toztatja, és elemezni akarjuk a precesszionak a tér iranyanak valtozasaval
jaré modosulasat is. Meg kell tehat oldani a (2) egyenletet — legalabb is koze-
lit6leg — mind nagysag, mind irdny szerint valtozd, az idé fiiggvényeként
adott H érték mellett.

Vezessiink be evégett egy specialis koordindtarendszert a kovetkezs-
képpen. Legyen h — H|H, legyen tehat h a magneses térerGsség (pillanatnyi)
iranyaba mutaté egységvektor, és legyenek az e, e,, e, orthogonalis rendszert
alkot6 egységvektorok az alabbi egyenletekkel értelmezve:

(4) e.—=h, e, = h/h, e; =e; Xe,,

ahol h = | h|. Az (1) vektoregyenletet bontsuk komponensekre az e,, e,, e,
rendszerben, legyen tehat

(5) s =28e,, (k=1,2,3)

és ekkor (2) szerint az s, komponensekre a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

-§1 = "7{82 3
(6) 4, = Ks, — hs;,
\.93 | ey K 82 3
ahol
2 h(hxh
(7) Kz_MHm+fLTl,Hm=mp
I h? ~
és h = | i | , mint elébb.
Vezessitk be az ¢
o [K(t’)dt'
0

mennyiséget Gj valtozéként és jeloljiik vesszGvel az w szerinti differencialast.
Az u fiiggetlen véaltozéval a (6) rendszer dtmegy az

si=ks,,
(8) 8y =8y — gy
8§ = — 38,
rendszerbe, ahol
h dh
9 h=—=|—|.
®) K du

Ha a magneses tér egydltalan nem valtoztatja iranyat, akkor A=0,

és (7) szerint K = % ugH(t), tovabb4 (3) szerint w az a szog, amellyel a precesz-
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szi6 folyaman a magneses dipdlus a kezd§ id6ponttél ¢-ig elfordult. Abban
az esetben, ha a tér iranya valtozik, de ez a valtozds lassti a precessziéhoz
képest, az u mennyiség még j6 kozelitéssel méri ezt a szoget. A dimenzidtlan
(szam dimenziéju) k¥ mennyiség tehat (9) szerint a méagneses tér h iranyanak
elfordulasat méri a precesszids szogelfordulashoz képest (kozelitSleg), és ezért
gyakorlatilag feltételezhetd, hogy b < 1.

3. Ha k&’ = 0, azaz ha a magneses tér nem fordul el, vagypedig K-val
aranyos szogsebességgel fordul el, akkor a (7) rendszer megoldéasa

(9a) 8 =—kacosy+b,

(9b) 8y =awsiny,

(9¢) sy=acosy + kb,

ahol

(10) o=J1+8, y=0u+tg,

az a, b, p mennyiségek pedig integralasi allandék, amelyek kozitt az
(11) w¥a®+ 5% =1

osszefiiggés 4ll fenn, ha s egységvektor.

Konnyen kiszamithaté, hogy a precesszié tengelye az (e, e;) sikban
fekszik és az e, irdnnyal olyan szoget zar be, amelynek szinusza k|w, a precesz-
szi6s kap nyilasszogének szinusza pedig éppen aw. Ha k < 1, akkor (9) és az
éppen mondottak szerint a precesszi6 olyan tengely koriil megy végbe, amely
kissé elhajlik a magneses tér e, iranyatoél; a precessziés kip ugyan utdna fordul
a magneses tér iranyanak, de nyilasszoge dllando marad.

Plauzibilis ezek utan feltételezni, hogy a precesszié jellege akkor sem
valtozik lényegesen, ha k lassan ugyan, de valtozik, tehat k" =+ 0, k" < 1.
Ezt a kovetkez6kben ismertetett meggondoldsok tamasztjak ald.

4. A (8) rendszer harmadik egyenletének differencialasa atjan az si +
+ s3 #+ s3 = konst. = 1 integral felhasznalasaval s,-ra az

(12) 85+ 85 = k|1 — 8§ — (s})?

egyenlet adddik, ahol a jobboldalon all6 négyzetgyokot s, elGjelével egyezonek
kell valasztani. (Hacsak a kezdeti s,(0) nincs nagyon kozel a nulla értékhez,
akkor feltételezhets, hogy s, hossza ideig tartja elGjelét.)

Mivel k<1, a (12) egyenlet kicsiny, nem-linearis taggal perturbalt
rezgésegyenletnek tekinthetd, és igy alkalmazhatjuk ra N. M. KrtLov
és N. N. BocoLsuBov mdédszerének azt a valfajat, amelyet Ju. A. MiTro-
POLJSzZKLJ dolgozott ki és irt le ([1], 107—115. o.).

Legyen
k=¢ek(cu)

alaku, ahol ¢ < 1. A k mennyiség ilyen alakban val6 felvételével nemcsak azt
kotjiik ki, hogy & << 1, hanem azt is, hogy &’ < k. A megoldast

83 = a(u) cos p(u) + ery(eu, a, ) + ery(eu,a,p) + ...
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alakban keressiik, ahol a és y az
a' =¢A(cu,a) + 2 dy(eu,a) + ...
v =1+ e B(eu,a) + & By(eu,a) 4 ...

egyenletnek tegyenek eleget, és kikotjiik, hogy a y-ben periodikus r, 7,, . . .
fiiggvények Fourier-soriaban az alapharmonkus nulla amplitadéja, méasszéval,
hogy s,-ban az alapharmonikus teljes amplitidéja a(u).
A szamolas részleteit itt mell6zziik és ismét a mar idézett [1] munkara
utalunk. Az-eredmény az, hogy
P ATH O e e e Y =%k2(0),

tehat még maésodik kozelitésben is (¢* nagysidgrendii tagoktél eltekintve)
a = a(u,) = konst., a precesszi6 kupszoge nem valtozik, (12) teljes megoldasa
pedig ebben a kozelitésben azonos a (9¢) egyenlettel (2 nagysagrendtdl elte-
kintve).

5. Annak bizonyitasara, hogy a precesszié kupszoge hosszi idén keresztiil
nem valtozhat lényegesen, szolgal még az alabbi meggondolds.

A (8) egyenletrendszert hozzuk normdlalakra, vagyis s, s,, s; helyett
vezessiink be olyan 4j valtozékat, amelyeknek valtozasa (az w szerinti deri-
valtja) kicsiny. Ilyen mennyiség a (9) egyenletekben szereplé a és ¢. Fogjuk
fel a (9) egyenleteket transzformacids egyenleteknek, vagyis tegyiik fel, hogy
a és y figgnek u-t6l. A fiiggést (8) szerint a kovetkezs egyenletek fejezik ki:

’

cos Yy,
()

l(a o) = —
(13)

’

sinyp ,

l =t

a w?
@@ +b) =1, o= )1 +k* mint elébb.
Egyszertisitésiil legyen

aw=cos i,

k= tgu,
igy
1 997 k
W= ’ b= —sinA =sinAcospyu
cos u )
és (13)-bél
A= u' cosy

Y =+ u tgisiny.

Feltételezve, hogy u” = (arc tg k)’ kicsiny, a (14) egyenletek mutatjak,
hogy a 1 és a
u
(15) p=9— [ wdu' =y —Qu)

(1)
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valtozé derivaltja kicsiny:
(16) A= u' cos 1p.
¢ =p' tgAsiny.
Ezek tehat normalegyenletek a fenti értelemben.
(14) szerint p’ ~ w és mivel w ~ 1, a p valtozé kb. ardnyos u-val, ennél-
fogva a (14) els6 egyenletének integralasabdl ad6do

AMu) — A(0) = fu u' () cos p(x) dx
0

egyenl6ségbdl arra kovetkeztethetiink, hogy
| A(w) — A0) | < | @) — p(0)],

mivel az alatt az id6 alatt, amig u lényegesen megvaltozik, cos yp-nek igen sok
periédusa lezajlik.

Ez a kovetkeztetés természetesen nem allja meg helyét, ha a precesszi
periédusa és p kozott rezonancia van, ha tehat pl.

' () ~ cos p(u) .

6. Tegyiik fel most, hogy a precesszi6 és a magneses tér valtozasa kozott
olyan jelleg(i rezonancia van, amelynek kovetkeztében az

LJ w (w) ™™ du
u
0

integral (ahol Q(u) = jw(u) du, mint el6bb) nagy u értékekre nem elhanya-

0
golhatéan kicsiny. Ebben az esetben a (16) normélegyenletek megoldasa a

u

A = lim LJ ' (u) cos (¢ + Q(u)) du
U—se U
0

(17)

u

@ = lim % ' () tg Asin (p + 2(w)) du

0

egyenletek megolddsdhoz 4ll kozel (lasd [1], 327—332. o.) az integralds
szerint itt allandé ¢ és A mellett értendd.

f,=o0cosa=lim L f W' (w) cos Q(u) du
u—e U
’ (=2 0)

u

B, = psina = lim—l— J ' (w) sin Q(u) du
U—>e YU
0
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jelolésekkel (17)-bél
(18a) A =B, cos g — B,sing = gsin (¢ + a),

(18h) @ = tg A, sin ¢ + B, cos ) = g tg Asin (¥ + a).
E rendszernek egy integralja
C =sin(p + a)cos 1,

ennélfogva a (18a) egyenlet felhasznalasaval

g *  cosxdx
U= | e,
J Jeos? x — C2
(0)
vagyis

(19) sind =1 — C*sin(ou + B),
ahol a f integraciés éllando;
sin A(0) = J/1 — C%sin B.

A o mennyiség természetesen igen kicsiny, igyhogy sin 4 a sin A(0)
kezdGértéktsl kiindulva igen lassan ingadozik —|1 —C2 és J/1 — C? kozott,
cos A pedig C és 1 kozott. Azonban cos A ~ aw, eredményiink tehat azt jelenti,
hogy az aw mennyiséggel jellemzett precessziés nyildsszog altalaban még a mon-
dott tipusi rezonancia esetében sem csokken le tartésan nulldra, hanem a kez-
deti a(0) értékbdl kiindulva igen lassan ingadozik a nulla és egy a kezdeti
feltételektdl fiigg6 hatarszog kozott.

(Beérkezett: 1963. junius 26.)

IRODALOM

[1] Boroos0oB, H. H—MUTPOMNOJIbCKUM, 10. A.: Acumnmomudeckue Memolst 6 meopuu
HeauHellHbLX Koaebanull. 2e usnanue, Mocksa, 1958.

BP AIIATEJIBHOE IBM)KEHHWE CBOBOJHOI'0 MATHUTHOTI' 0 JHUIT0JISA
B MATHUTHOM IT10JIE, MEJJIEHHO U3BMEHSAWEMCSI 110 BPEMEHHA

A. BEKESSY u L. JANOSSY
Pesiome

CraTbsl mocBsilleHa npobJseme BpalleHUsT ¢BOOOJHOIO0 MATHUTHOIO JUIOJIS
B MarHuTHOM ITI0JIe, Me/IIEHHO HM3MEHSIeMCsl 110 BpeMeHH.

[lycTb 8 — eMHNUHBIA BEKTOp B HampaBJIeHMH OCH JMII0JISA, TOTa ypaB-
HeHue JBHYKEHUST UMeeT BUJL:

(1) & = %(s(t) X H(1)),
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rjae H(f) o3HavyaeT HaNnpsi)KeHHOCTb MATHUTHOTO TOJISA, @ g — KOHCTaHTa. B mep-
BOM NpuUOJIMYKeHNM BpallaoUiics JUMOJIb MOYKHO CYMTATb KJACCHMYeCKOM MO~
JeJIbI0 aTOMa, JABHYKYILErocsi B HeroMOreHHOM MarHMTHOM I10Jie, B 3TOM CJIyyae
up — MarHetoH Bopa, a H — cpejHsis BeJIMUMHA CUJIBI MATHUTHOTO TIOJIS B He-
N0CpPeJICTBEHHON 0JIM30CTH K aTOMYy.

Ecnu a6comornast Benuuuna H MeJyleHHO U3MeHsIeTCsl BO BpeMeHH, a eé
HanpaBJieHue 0CTaéTcsl HeM3MeHHBIM, Torja ypasHeHue (1) umeer npoctoe perte-
Hue. Kak u3BecTHO, Mpu BpauleHun BOKPYr BexTopa H ¢ mepemenHoit yrioBoii
CKOPOCTBIO JIMII0JIb ONUCHIBAET MPELECCHOHHBIH KOHYC, IPU 3TOM YroJl pacTBOpa
KOHyCa OCTaeTCsl MOCTOSIHHBIM.

Harke Torjia, ecau Hanpasienune H usMeHsieTcsi, uMeeTCsl Ba)KHBIl crie-
UMaJbHBIA cilyyail B KOTOPOM pelueHue MUILETCS] B SIBHOM BHUJE C TeM pe3yJib-
TaTOM, YTO OCb MpPELIeCCHOHHOT0 KOHYCa BpalllaeTcsl BMeCTe ¢ MAarHUTHBIM I0JIEM,
HO YIOJI pacTBOpa KOHyca OCTaeTcsl MOCTOSIHHBIM —, UMEHHO, BBEJEM CUCTEMY
KOODJIMHAT, OMNpeJieJIeHHYI0 CJIeyloluM 00pa3om:

H h
(2) el=h=|7}; e2=Ih|; e, =e; Xe,.

B eucreme KoopauHat (2) ypaBHeHUs] ABUYKeHUS UMEIOT BUJL:

ds,
— =k(u) +s,,
= (u) * 8,
ds
(3) E’f—_—sa—k(u)-sl,
L G-
du 2
rne s;=e;-8(j=1,23); k=|—| u raue
u

dat’,

u—j(uem )+ BBXR)

HOBasl He3aBucuMas nepemeHHasi. Eciu k(u) = const., TOraa peleHue CUCTEMBbI
(3) MMeeT CJIelyIouil BU:
8 =—kacosy+ b,

(4) s, =aosiny, (p=0utgp),
8y =acosy + kb,

rie o = Vl + k* u a, b, @ NOCTOSIHHBIE, MYy KOTOPBIMH HMeeTCsl COOTHOLIe-
Hue, w*(a?+ b?) = 1 nokassiBallee, YTO BpalleHne TPOUCXOJUT MOJL MOCTOSIH-
HBIM YTJIOM HaKJOHa BOKPYI OCH, OTKJIOHSIIOLle#icsl 0T HampaBieHusi e; (T.e.
ot HampasJienusi H).

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIII. B/4.
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['naBHBIA pe3yibTaT paboThl — YCTAHOBJIEHWE TOTO, UTO ypaBHeHUs (4)

npubausumenbHo BepHbl U TOTJAQ, ecau k(w) MeHsieTcsl, IPU YCJIOBHM, YTO cama
. k

bynkuus k(u) u eé npoussom{aﬂzz k' manbl mo cpaBHeHuo ¢ 1, — MCKIIO-
u

yas ciyyail, Korja Me)ay yrijloBoii CKOPOCTbIO NMPELecCMd M M3MEHEHHEM CHJIbI
MarHuTHOro ToJist HabJoaeTcsl CUJIbHBI pe3oHaHc. M3 onpepesieHust siCHO, 4To
BesmunHa k(u) — eciu OHa Maja — MNPUOJIMYKEHHO BBIPAYKAeT COOTHOLUeHUe
Me)KJly TMOBOPOTOM MO0JSI M YIJIOBOH CKOPOCTBLIO npoueccuu. B cuiy aroro B
0OJIbIIMHCTBE Ba)KHeHIMX ciyuaeB k(u) < 1 wm k'(v) < 1.

Inst peuleHust cuctembl aubdepeHLMaNbHbIX ypaBHeHUH (3) HCMOJb30-
BaJics meroi H. M. Kpebutoea— H. H. Boromososa—10. A. Murponosnsckoro [1].

ROTATIONAL MOTION OF A FREE MAGNETIC DIPOLE IN A MAGNETIC
FIELD SLOWLY VARYING IN TIME

by
A. BEKESSY and L. JANOSSY

Abstract

The paper deals with the problem of rotational motion of a free magnetic
dipole in a field varying slowly in time.

Let s be the unit vector pointing into the direction of the dipole axis,
the equation describing the motion of s in non-relativistic approximation
is then the following:

(1) #es %”us(s(tmm)),

where H(¢) denotes the magnetic field strength and up = const. In a first
approximation, the rotating dipole may be regarded as a classical modell of
an atom moving through an inhomogenous magnetic field, in which case
g denotes the Bohr magneton, and H(?) is the average of the field strength
in the close vicinity of the atom.

If the absolute value of H varies with time, but its direction remains
fixed, equation (1) is easily solvable. As it is well known, the dipole describes
a precession cone round H with varying angular frequency, the opening angle
of the cone, however, remains strictly constant.

Even if the direction of H varies, there is an important particular case,
in which the solution may be exactly written down with the result that the
cone of the precession turns round with the magnetic field, but with constant
opening angle. Namely, let us introduce a system of coordinates determined
by the unit vectors e, e,, e, defined as follows:

H h
e=—, e;=¢e;Xe,.

2 = = e
(2) = |H]| I
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In the system (2) of coordinates the equations of motion derivable from (1)
are

ds,
— = k(u)-s,,
r= ()-8,
ds
(3) ,_di_—_sa—k(u) 8,
ds,
— = —,,
du *
where si=es, (j=1,2,3), k= @ , with
w |

h(hx ii)J o~

2

t
w= ”?h—”ua H(0)| +
0

as a new independent variable. Now, if k(u) = const., the solution of the system
(3) 1is

lslz —k-a-cosp+ b,
(4) 8, = a wsin vy, Yy=ou -+ @
lsszacosw—{—kb,

where @ = /1 + k2 and a, b, ¢ are constants with w?@? + b%) = 1, showing
that the precession takes place with a constant opening angle around an axis
inclined to the direction of e, (i.e. of H(t)).

The main result of the paper is that the equations (4) are approximately
valid even if k(u) varies with u, supposed k(u) itself and its derivative dk/du
are small compared to 1, — except of cases of strong resonance between the
angular velocity of the precession and the changes of the magnetic field.
It is clear from the definitions that the quantity %(u) — supposed to be small —
expresses the rate of turning of the field to the angular velocity of precession,
approximately. Therefore the conditions k(u) << 1 and k’(u) < 1 are fulfilled
in most practical cases.

The mathematical methods used for analysing (3) were that of N. M.
Kryrov, N. BocoLyuBov and of Yu. A. MITROPOLSKY, described e.g. in [1].

DL
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