
ÜBER DAS ASYMPTOTISCHE VERHALTEN DER RAND- UND 
ZENTRALGLIEDER EINER VARIATIONS REIHE I 

v o n 

HANS-JOACHIM R O ß B E R G 1 

Wir bet rachten n unabhängige Zufailsgrössen xv . . . , xn mit der Ver-
teilungsfunktion ?{Xt < x} = F(x). Bei einem Exper iment an diesen xt-
mögen die Wer t e Y, (i = 1, . . . ,n) e ingetreten sein. D a n n ist die Rang-
größe £k = Rk (YX, . . . , Xn) als der le-te W e r t unter den Y, definiert, wenn 
diese der Größe nach angeordnet sind. Die so definierten Ranggrößen, die 
infolge der Beziehung g £2 g . . . g £n voneinander abhängig sind, bilden 
eine sog. Variationsreihe. U n t e r den genannten Voraussetzungen hat die 
Theorie des Grenzverhaltens fü r n -> °° der Ranggrößen in vieler Hinsicht 
abschließende Resultate erzielt. Kaum behandel t wurden jedoch bisher die 
Beziehungen zwischen Rand- und Zentralgliedein einer Vaiiationsreihe, die 
wir hier untersuchen wollen. 

Wir beweisen einen Satz über die Unabhängigkei t im Limes von Rang-
größen. Was die Randglieder einer Variationsreihe betr i f f t , d. h. Ranggrößen 
£h und £k mi t h = const und n — к = const, so wurde ih re Unabhängigkeit 
im Limes (unter gewissen Voraussetzungen) von E. J . G U M B E L [2] festgestellt. 
Einen exakten Beweis dieser Tatsache und eine Verallgemeinerung l ieferte 
T. H O M M A [3]. In einem sehr starken Sinne bewies J . G E F F R O Y [1] die U n a b -
hängigkeit im Limes von Randgliedern. Den Fall zweier Zentralglieder 
' h , к h 
- + A2, 0 < Ax < A2 < 1, d.h. lim - > о 

I Tb 1Ъ Л/ 
behandelte N. W. 

S M I R N O F F [6]. Er zeigte, daß Unabhängigkei t im Limes n ich t auftr i t t , wenn 
der Vektor (£h, £k) im Limes einer zweidimensionalen Normal Verteilung un te r -
worfen ist. Wir zeigen nun , daß Rand- und Zentralglieder stets im Limes 
unabhängig voneinander sind. In Bezug auf Formulierung und Beweis von 
Satz 1 verdanke ich Herrn Professor A . R É N Y I wertvolle Hinweise. 

Satz 1. Die Rangnummern h und к mögen derart von n abhängen, daß 

lim — = 0 . Dann sind die Ranggrößen £h und £k im Limes unabhängig, d. h. für 
к 

sup 
'<U< 

-~<t><. 

I P(£h <u,£k<v)~ P( |„ < u) P(£k < v) 

gilt lim an = 0 . In derselben Weise sind auch £n+1_h und |„ + 1_/( im Limes 
N->=° 

vonei nander unabhä ngig. 

B e r l i n . 
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Beweis. Die letzte Behauptung l ä ß t sich auf die erste zurückführen, 
indem m a n die Zufallsgrößen ж,- = —ж,- heranzieht, die auf die Variations-
reihe i , = —$n+i-t {i = 1, . . . , ») f ü h r e n . 

Wir definieren neue unabhängige Zufallsgrößen du rch die Transformation 

y / = - l o g ( l -F(x,)) 

Sie geben Anlaß zu der Variationsreihe 

4, = - log (1 - F ( S , ) ) 

(i = 1, . . . , n). 

(< = 1, . • - , n) . 

Mit 50Î bezeichnen wir die Menge der Zahlen y, fü r die mindenstens eine 
Zahl у exis t ier t , so daß у — — log (1 — F(y)). Für y£ 9JÎ gilt 

P {Vi <У) = G(y) = P { - l og ( l - F(x,)) < - log (1 - F(y))} = 

= ? { X i < y } = F(y) = \ - е - У . 

Alle Zahlen t/^SOÎ liegen in Konstanzintervallen von G(y). Wenn F(x) stetig 
ist, haben somit die Zufallsgrößen г/, e ine exponentielle Verteilungsfunktion. 
Im anderen Falle bildet d e r Wertevorrat von G(y) nur eine echte Teilmenge 
des In terva l l s [0, 1]. Nun ist 

an = sup IP {rlh < - log (1 - F{u)), yk<- log ( 1 - F(v))} -

- P{r,h < _ l o g ( l - F(u))}P{Vk < - l og ( l - 7 » ) } = 

= sup P {r]h < Ж, t]k < y } — P {r)h < ж} P {r)k < y } \ . 
х.уеэдг 

Die Funkt ion , deren Supremum hier gebildet wird, läßt sich aber in der Form 
Qhk(G(x)-, G(y)) darstellen. Die Verteilungsfunktion von rjk unter der Bedin-
gung r]h = и ist nämlich gleich der Verteilungsfunktion der Ranggröße mit 
der Nummer к — Л in einer Stichprobe v o m Umfang те — h mit der Grund-
verteilung 

- P C O * M ) 

1 - G(u) -

(vgl. [5], § 2). Daher gilt f ü r ж g y 
X 

P {y h < x, Vk < y) = j P [Vk < y\Vh = u}dP{r]h < и} = 

те — h 
к - h 

G(y)-w 
G(x) 1 — ív 

J J (1 —«)"-* (1 —t)n~ hdth 

und für ж > y 
G(y) 

P (r)h < x, f)k <y) = P{rjk<y} = (1 - t)n~k dtk . 
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F ü h r e n wir unabhäng ige Zufallsgrößen zt mit P(zf < z) — 1 —e~z (z > 0, 
7 = 1 , . . . , » ) ein, d ie die Variat ionsreihe Cv •• - , C„ liefern, setzen wir ferner 

P{C„ < X, Ck< y} - P{C„ < x} P{Cfc < y} = Rhk(x, y), 

so gil t die Abschä tzung 

an g s u p R( \ — e~x, 1 — e~y)\ = s u p j Rhk(x, у)|. 
X,y X,y 

D a m i t ist unser allgemeines P rob lem auf ein viel einfacheres zu rückgeführ t , 
das wir mit Hilfe des folgenden L e m m a s behande ln werden. 

Lemma 1. Wenn h —»- °°, —*• 0, n — I - » - 0 0 , so ist gilt gleichmäßig 
Je 

bezüglich x und y 

Rhk(x, У) = P{£„ < x, Cfc < y} - P{:„ < x) P{Ck < y} 0 . 

Beweis. Da d ie Differenz — sf t unabhäng ig von £ft ist, (s. z. B. [4]), gil t 

Rhk(x, y) = f I P{ck < у I ;„ = 11}- P{ í* < у} I d?{th <U} = 

w \ 
= f i p{ck - ç h < y - и} - p{ck < y)]dP{:h < «}. 

ö 
Man erkennt leicht , daß Rhk (x, y) > 0 fü r alle x und y. 

A . R É N Y I | 4 ] h a t eine Methode e ingeführ t , die es ges ta t t e t , Grenz-
wer t sä tze fü r Ranggrößen in e iner sehr e leganten Weise zu gewinnen. Wir 
sind jetzt in der Lage , sie anzuwenden. Fs gilt die Darstel lung 

<5. Ô, Ôb 
( 2 ) + * 

n n — 1 n 4 1 — к 

wo die Zufal lsgrößen ő,, . . . , bk unabhäng ig s ind und die Ver te i lungsfunkt ion 
P{hj < y) = 1 — e y (у Д 0) haben , so daß f ü r ihre mathemat i schen Erwar -
t u n g e n und Dispers ionen 

M ôj = D2 hj = 1 (/ = 1 k) 
gi l t . Daraus fo lgt 

AIk = M = У i = Mkh + Mh  
• i , Ъ 

( 3 ) » i 
S2 = D4k = v Slh + S\, 

— ii i n f 1 k 

u n d wegen M — 113 = | jx — 1 j9 e~~x dx < | e~x dx + J x3e~x dx < 5 gil t 
ö о ri 

f e r n e r 

T% = У M 3 < 5 X 3 1 < 5 f d t < 
> 4 > + 1 - 7 - , , 4 , 73 J 73 

i=n + I - k 
n—k 

t3 n(n — k)2 
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Durch derartige Integralabschätzungen (nach un ten und oben) der Summen 
Mh und Sk f inde t man weiter (0 < •& < 1) 

(4) 

M h = ( 1 + o ( l ) ) l o g = - (1 + n(D) 
n — h 71 

S % = -
k_ 

(тг — к) n 
1 +& 

(n — к) к) (n — к) n 
( 1 + 0 ( 1 ) ) 

und somit 

ТА < g / 1 (7i — к) к 
-О . 

Daher läßt sich auf die Summe (2) der Satz von Ljapunoff anwenden, d. h. 
es gilt 

X ( . 

fik - м к (5) lim P 
Р ^ Ч - ю - щ / - " 7 

dt. 

Wegen Mkh = M ( + С л ) = 2 7 ' S u = D2(CÄ — С h) = У ~ braucht 
í=n +1 — к г i=n+l—k • 

man in den obigen Rechnungen nur n und I" durch n — h, bzw. к — h zu 
ersetzen, um mit Hilfe von y 0 die Beziehungen 

Je 

( 6 ) 

und 

(7) 

Slh = Sl(l+o(l)) 

\imP\C-k~Ch~Mkh 

S 
< x = Ф(ж) 

kh 

zu gewinnen. Da die Konvergenz in (5) und (7) gleichmäßig bezüglich x ist, 
ergibt sich aus (1) 

Bhk(x, y) = Ф 
[у - и - Mk, 

Sk kh 
Ф У •1/A 

S ь 
ЙР(£Л < и) + гп(ж,г/) = 

( 8 ) 
= Jn{x,y) + rn(x, у) 

und das Restglied rn konvergiert gleichmäßig in x und у gegen 0. 
Bei beliebigem у >. 0 bestimmen wir die Zahl x(y) durch die Gleichung 

y - x - M M = y-Mk oder i = y~Mk 

S kh Sk 
(Sk-8kh) + Mh. 

Nach (3) gilt Sk — Skh > 0. Falls У - м к 

S„ 
• oo und dabei x < 0, folgt 

wegen ^SA < f Ma a u s (g) <+e Behauptung des Lemmas. Wenn 
S, kh Sk 
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y - м к > — C 2 , ist f ü r genügend große n x > 0, denn mit (4) und (6) 

folgt S k - S k h Sl 

Mh Mh(Sk + Skh) 

sup Jn (x, у) = Jn (x, y). W e n n 
x 

bar die Behaup tung . 

< к 2 . F ü r x > 0 aber ist bei fes tem у 

У - м к 

Sp 
oo, folgt n u n aus (8) unmi t t e l -

Es b le ib t noch übrig, den Fall У — M к 
S x 

Bei beliebigem у > 0 gi l t die Abschätzung 

x—qSth x 

< C2, x > 0 zu be t r ach ten . 

(9) Jn(x> У) = J 

Ф 
M k 

J . . . gP{Ch<x-VSkh} + 

y - M k \ 

-'iStk 

+ У Ф 
Sk 

Das zweite Glied kann mi t у gleichmäßig beliebig klein gemacht werden ; 
< q sk — Skh _ Sk das ers te abe r ist kleiner als P 1 4ft • M h - n " k ° k h - ° k h 

s и sh sh 

u n d ver-

schwindet nach dem Satz von L japunof f f ü r n —»- Die Gleichung (5) gilt 
nämlich auch mit h an Stelle von k, u n d ebenso können wir in (4) к du rch 
h ersetzen. Daher folgt mi t Hilfe von (6) fü r genügend große n 

S к — skh 

Sh " 
'йл 

SfSk + Skh) 
Sh_ 

2 
( l + o ( l ) ) < 

h 

und 

J Cr v 

s h Sh 

Dami t is t das Lemma bewiesen. 
J e t z t müssen wir uns noch von den Voraussetzungen Л—>- oo, n — fc - > oo 

befreien. Wir beginnen mit der le tz teren, be t rach ten also die Funk-

tion RM(x,y) für h—>-oo, - - > - ( ) , n—l+* o o . Dann existiert eine Zahlen-

folge k(n), so daß — - > 0, n — k^- к g l . Da die Ranggrößen C„ 
к 

eine Markoffsche K e t t e bilden, sind £л und C; un ter der Bedingung Çk = и 
unabhäng ig , und es gi l t 

Rhl(x, y) = J P {£, < x I £k = и) \ P {Ch < x I Cfc = u) - P {£h < x}] d P {Ck < re}. 
о 



4 6 8 R O ß B E R G 

Natürlich brauchen wir n u r Werte von y zu betrachten, f ü r die der In tegrand 
im Intervall (0, y) positiv ist. Für solche Werte aber gilt 

Rhl(x, y) g J [P{C„ < x I :k = u}~ P { c „ < x}] dP{£k < u} = Rhk(x, y ). 
о 

Auf Grund des Lemmas 1 ist damit der bet rachte te Fall erledigt. Mit Hi l fe 
dieses Resul ta ts läßt sich aber in der gleichen Weise auch der Fall h -н oo 
behandeln. Dami t ist Satz 1 bewiesen. 

(Eingegangen: 28. August 1960; in umgearbei teter Form: 1. April 1962.) 
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ ЦЕНТРАЛЬНОГО И 
КРАЙНЕГО ЧЛЕНОВ ПОРЯДКОВЫХ СТАТИСТИК 

II . J . R O ß B E R G 

Резюме 

Используя метод A. R É N Y I автор доказывает, что упорядоченные 
статистики и Çk являются асимптотически независимыми, если п ->• ос-, 
h 
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