UBER DAS ASYMPTOTISCHE VERHALTEN DER RAND- UND
ZENTRALGLIEDER EINER VARIATIONSREIHE I

von
Hans-Joacaim ROBBERG!

Wir betrachten » unabhingige Zufallsgrossen ay, ..., x, mit der Ver-
teilungsfunktion P{x; <z} = F(z). Bei einem Experiment an diesen ux;
mogen die Werte X, (¢ = 1, ..., n) eingetreten sein. Dann ist die Rang-
grofie &, = R, (X, ..., X,,) als der k-te Wert unter den X; definiert, wenn
diese der Grofie nach angeordnet sind. Die so definierten Ranggrofien, die
infolge der Beziehung & < &, < ... < &, voneinander abhiingig sind, bilden
eine sog. Variationsreihe. Unter den genannten Voraussetzungen hat die
Theorie des Grenzverhaltens fiir n — oo der Ranggréfien in vieler Hinsicht
abschliefende Resultate erzielt. Kaum behandelt wurden jedoch bisher die
Beziehungen zwischen Rand- und Zentralgliedein einer Variationsreihe, die
wir hier untersuchen wollen.

Wir beweisen einen Satz iiber die Unabhiingigkeit im Limes von Rang-
groBen. Was die Randglieder einer Variationsreihe betrifft, d. h. RanggroBen
&, und &, mit A = const und n — k = const, so wurde ihre Unabhingigkeit
im Limes (unter gewissen Voraussetzungen) von E. J. GuMBEL [2] festgestellt.
Einen exakten Beweis dieser Tatsache und eine Verallgemeinerung lieferte
T. Homma [3]. In einem sehr starken Sinne bewies J. GEFFrROY [1] die Unab-
hiingigkeit im Limes von Randgliedern. Den Fall zweier Zentralglieder

%‘—*11’ ",k;'_’lz* Oi<idis< 45=2l; - dih. lim % > | Dbehandelte N. W.

SMIRNOFF [6]. Er zeigte, dall Unabhingigkeit im Limes nicht auftritt, wenn
der Vektor (&, &,) im Limes einer zweidimensionalen Normalverteilung unter-
worfen ist. Wir zeigen nun, dall Rand- und Zentralglieder stets im Limes
unabhiingig voneinander sind. In Bezug auf Formulierung und Beweis von
Satz 1 verdanke ich Herrn Professor A. RNy wertvolle Hinweise.

Satz 1. Die Rangnummern h und k mdgen derart von n abhingen, daf3

lim e = 0. Dann sind die Ranggrifen &, und &, im Limes unabhdingig, d. h. fir

n-—>oo

0— sup lP(fh <u, £k =< U) P P(‘Eh =< Zl) P(Eh < 'U)'
o <U<
—e <V

gilt lim o, = 0. In derselben Weise sind auch &, ., , und &, ,_, im Limes
N—>eo

voneinander unabhingig.
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Beweis. Die letzte Behauptung i3t sich auf die erste zuriickfiihren,

indem man die Zufallsgroflen z; = —a; heranzieht, die auf die Variations-
reihe & = —&,.5 ; (6= 1,.. .;n) fithren.
Wir definieren neue unabhingige Zufallsgrofien durch die Transformation
y; = —log (1 — F(z;)) A, SR )
Sie geben Anlal} zu der Variationsreihe
7, = — log (1 — F(&))) (=1 5eT0). -
Mit M  bezeichnen wir die Menge der Zahlen y, fiir die mindenstens eine
Zahl j existiert, so dall y = —log (1 — F(y)). Fir ye M gilt

P{y; <y} =G(y) = P{—log(l — F(z)) < —log(1 — F())} =
=Plo; <=y =1—e7.

Alle Zahlen y¢ M liegen in Konstanzintervallen von G(y). Wenn F(x) stetig
ist, haben somit die Zufallsgrofien y,; eine exponentielle Verteilungsfunktion.
Im anderen Falle bildet der Wertevorrat von G(y) nur eine echte Teilmenge
des Intervalls [0, 1]. Nun ist

G = sup |P{n, < — log (1 — F(w). m, < — log (1 — F(v))} —

u.v

—P{n, < —log(1 — F(u))} P{n, < —log(l — F(v))}| =

= sup |P{mp <z, m <y} — Py, <2} P{n, <9}|.
X,yEM

Die Funktion, deren Supremum hier gebildet wird, lil}t sich aber in der Form
Qu(G(z); G(y)) darstellen. Die Verteilungsfunktion von 7, unter der Bedin-
gung 7, = w ist namlich gleich der Verteilungsfunktion der Ranggréfle mit
der Nummer k — h in einer Stichprobe vom Umfang n — & mit der Grund-
verteilung

Gly) — G(u)

1 — G(u)
(vgl. [5], § 2). Daher gilt fiir @ <y
X

Pln <o, me <y} = [ Pl < ylnn=w}dP{n, <u} =

0

(y = )

G —w
G(x) 1—w f'
:[n”n—h J J‘ (1 — s)nk dsk—n dJ (1 —tyhdeh
Rk — h
0 0 o

und fir x > ¥y
G(y)

Pmm<z,m<y) =Py <yl = m J (1L — & *di* .

0
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Fiihren wir unabhiingige Zufallsgrofien z, mit P(z; <2) =1-—e % (2 = 0,

i =1,...,n) ein, die die Variationsreihe (,, . . ., {, liefern, setzen wir ferner
P{Ch <, Ck = 7/} o P{Ch =< T} P{:k < y} = th(il', y)v
so gilt die Abschitzung

o, < sup|R(1 — e 1 — )| =sup|Bulr,vy)|.
x,y x,y

Damit ist unser allgemeines Problem auf ein viel einfacheres zuriickgefiihrt,
das wir mit Hilfe des folgenden Lemmas behandeln werden.

Lemma 1. Wenn h— oo, ;-» 0, n—k— oo, so ist qilt gleichmifig

beziiglich x und y
Rlzk(xv l/) == P{Ch <, :k = l/} e P{:/l < x} P{:k = ,_l/} —0.
Beweis. Da die Differenz {, — (), unabhiingig von {, ist, (s. z. B. [4]), gilt

Ryl@,y) = [ [P{le <y |l =u} — P{ < y}]dP{l, < u} =
(l) (lx
— 5 IP{:I. e :h = I/ = ll} B P{:I: < q}J (IP{:/I =< ll} .
0

Man erkennt leicht, dall R, (x,y) = 0 fiir alle x und y.

A. RENvYI [4] hat eine Methode eingefiihrt, die es gestattet, Grenz-
wertsiitze fiir Ranggroflen in einer sehr eleganten Weise zu gewinnen. Wir
sind jetzt in der Lage, sie anzuwenden. Es gilt die Darstellung

0 0 )
2 R W BN oot g i =l
2) ’ n n—1 n—+1—k
wo die ZufallsgroBer 0, ..., ¢, unabhingig sind und die Verteilungsfunktion

P{o, <gj=1—eY{y=2 ()) haben, so dal} fiir ihre mathematischen Erwar-
tung(*n und Dispersionen

gilt. Daraus folgt
. n 1
M, =M = — =M+ M,
i rrzk %
(3) i
S%\' = D? :h' F= M = Skh ‘Sﬁ )
i nzl‘ k

und wegen M|6;, —13= {|x—1P3eVde < [e*dx+ [ate>dx <5 gilt
0 0 0
ferner

a 1 ndt 5k
T3 = M =5 = 5 '
2 ‘n—f—l—z S 2 z'3<3 " n(n—k)
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Durch derartige Integralabschitzungen (nach unten und oben) der Summen
M, und S% findet man weiter (0 <4 < 1)

M,=(1 —}—o(l))logn—i—}; = ﬁ(1 + o(1))

n

k
e S Tt Mo B B
n i (n—k)k] (n—k)n( +olb)

asslatm

Daher lifit sich auf die Summe (2) der Satz von Ljapunoff anwenden, d. h.
es gilt

und somit

X 12

_;M<x}:@(x)zi J‘e—7dt'

|
5 lim P J 2%
(5) { =%

n—>co

nfll 1 n—nh i

Wegen M, =M(— L= 2 i Stw=D¥l— L= 2 braucht
i=n+1-k i=n+1-k ¢~

man in den obigen Rechnungen nur n und k durch n—h, bzw. k — h zu

ersetzen, um mit Hilfe von %—» 0 die Beziehungen

(6) Skn = SH(1 + 0(1))

und

(7) lim P{L" ~ M }

zu gewinnen. Da die Konvergenz in (5) und (7) gleichmiBig beziiglich x ist,

ergibt sich aus (1)

Rz, y) = f [q’[" 5l s M’"’] —¢[y -_S,-%"'HdP(:h <) 7ol ) =

ASk/l k
(8)
= Jn(®,y) + 74(2, )

und das Restglied 7, konvergiert gleichmiiflig in  und y gegen 0.
Bei beliebigem y > 0 bestimmen wir die Zahl #(y) durch die Gleichung

—x—M, — M, — B
2w U=Ve wae Fol=ip parm
Sy Sy Sk
ﬂ[ o
Nach (3) gilt S, — S,,> 0. Falls ¥ — oo und dabei & < 0, folgt
k
wegen y— M <¥= My aus (8) die Behauptung des Lemmas. Wenn

kh Sk
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y%ﬂ["' > —(? ist fiir gentigend grole » & > 0, denn mit (4) und (6)
k
e 2 1
folgt i N B S <k~ 2. Fir £> 0 aber ist bei festem y
M, M (S + Sin) i
* sup J, (e, y) = J,; (& y). Wenn %—" — oo, folgt nun aus (8) unmittel-
x k

bar die Behauptung.
Es bleibt noch iibrig, den Fall ﬂ;ﬂ[i <(C? %> 0 zu betrachten.

k
Bei beliebigem 7 > 0 gilt die Abschitzung

X—nSkn <
9) J (%, y) = [ +J i P — Bl
0 X7 Skn
PO !/—Mk]
Y UG 3 b daadec 1118
S e

Das zweite Glied kann mit 7 gleichmiflig beliebig klein gemacht werden;

das erste aber ist kleiner als P %’ =.C §"gﬂ —7 %ﬂ und ver-
i) h h

schwindet nach dem Satz von Ljapunoff fiir n — oo. Die Gleichung (5) gilt

namlich auch mit 2 an Stelle von k&, und ebenso kénnen wir in (4) k& durch

h ersetzen. Daher folgt mit Hilfe von (6) fiir geniigend grofie n

i ek R ekl :_i(1+o(1))<VE_>o
CHRE T T k
und
B B
— =—(1 o(1 ;
Sh Sh( + ( ))——)oo

Damit ist das Lemma bewiesen.
Jetzt miissen wir uns noch von den Voraussetzungen h— oo, n—Fk — oo
befreien. Wir beginnen mit der letzteren, betrachten also die Funk-

tion Ry (x, y) fir h— oo, -’;-—»(), n — [ +> co. Dann existiert eine Zahlen-

folge k(n), so dal} %—» 0,n—k—> oo, k < 1. Da die Ranggroien {,, ..., ¢,

eine Markoffsche Kotte bilden, sind £, und ¢, unter der Bedingung {, = u
unabhingig, und es gilt

y
By(x, y) :oj‘ P{{,<z|l=u}[P{l)< x|l =u} — P{{, <x}]dP{{, < u}.
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Natiirlich brauchen wir nur Werte von y zu betrachten, fiir die der Integrand
im Intervall (0, y) positiv ist. Fiir solche Werte aber gilt

¥ - - S pod
R,,,(Q', y) = s [P{Sh <o = u’} o P{*h = 1‘}] dP{*k = u} o= R,,,‘,(I, Y) .
0

Auf Grund des Lemmas 1 ist damit der betrachtete Fall erledigt. Mit Hilfe
dieses Resultats lif3t sich aber in der gleichen Weise auch der Fall A +> oo
behandeln. Damit ist Satz 1 bewiesen.

(Eingegangen: 28. August 1960; in umgearbeiteter Form: 1. April 1962.)
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OF ACUMIITOTHUECKOM MNOBEJEHHWHU LEHTPAJIbHOIO ¥
KPAMHEI0 YJIEHOB MOPSAIKOBbIX CTATUCTUK

H. J. ROBBERG

Pe3iome

cnonbsysi metox A. RENYI aBTOp J0Kas3biBaeT, UTO YIOPSI0UEHHBIC
cratuctuku &, u &, ABJISIOTCS ACUMNOTOTUUECKHM HE3aBUCHMBIMH, €CIIA 7 —> o<,
h

——0.
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