SZAKASZOS DESZTILLACIO ATFUTASI OSSZIDEJENEK
OPTIMALIZALASA

FRIVALDSZKY SANDOR!

A jelen cikk a desztillalé késziilék optimalis miikodtetésével foglalkozik.
Szakaszos desztillacié esetén kivanja a desztillaciés atfutdsi 6sszid6t mini-
malizalni. Tegyiik fel, hogy a desztillalandé anyag haromkomponensii. A gya-
korlatban a desztillacié a kovetkezSképpen torténik szakaszos eljaras esetén:
a technolégiailag megengedett szintig toltott iistbdl elGszor elparologtatjik
a f6tomegében az egyik komponenst tartalmazé ,,A”, majd a f6tomegében
a masik komponenst tartalmazé ,, B’ anyagot, az dn. parlatokat, végiil
a f6tomegében a harmadik komponenst tartalmazé ,,C”" desztilliciés maradék
eltavolitasa utdn vagy enélkiil az iistot Gjra a technolégiailag megengedett
el6bbi szintig toltik, s Gjra desztillalnak stb. A leparlasban az anyag fizikai
sajatossagain kiviil a leparlasi sebességet dontéen meghatarozza a parolgasi
feliilet és a hasznos (folyadékkal érintkezd) fiitéfeliilet nagysaga. Ezek altala-
ban az iisthen levé anyag pillanatnyi szintjének fiiggvényében valtoznak.
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az idGegység alatt atdesztillalt anyag mennyi-
sége fiigg az iistben levs anyag pillanatnyi szintmagassagatol, és az utébbi
csokkenése tobbnyire maga utan vonja az el6bbi csokkenését is. Ezért alta-
laban a késziiléket jobban ki lehet hasznalni, ha csak az iist egy bizonyos szint-
magassagaig hagyjuk elparologni az anyagot, utdana ratoltiink és egy szintig
ujra desztillailunk, sth.

Ezért, hogy ezt kozelebbrdl megvizsgilhassuk, tegyiik fel, hogy az iistbe
a (kg) anyag fér be, amely meghatarozott ésszetételti: 100 a9, ,,A” parlatot,
100 8% ,,B” parlatot és 100 y9% ,,0” desztilliciés maradékot tartalmaz.
(o + B 4y =1). Tegyiik fel, hogy az anyag felmelegitéséhez, illetve az ,,A”
parlat elparologtatasahoz sziikséges id§ ardnyos az iistben levé anyagmennyi-
séggel, s a (kg) anyag feldolgozasa esetén ez rendre w illetve v (6ra). A szakaszos
desztillaci6 megkezdése el6tt a késziilék el6készitéséhez z (6ra) sziikséges,
tovabba egy ratoltés esetén (a késziilék lehfitése, sth. miatt) w (éra) esik ki.

A ,,B” parlattal a megengedett szintig toltve az iistot, legyen a ,,B”
parlat elparologtatasi, mennyiség (kg)—id6 (6ra) fiiggvénye @ = f(7), amely
a (0; 7,) idSintervallumban szigorian monoton névéen veszi fel a (0;a(1 — y))
értékeket. A 0 idGpont a parlat megjelenésének kezdetét jeloli. Az f(7) fiiggvény
altaldban nem végig linearis, mivel az anyag szintmagassigival egyiitt dlta-
laban a parolgasi feliilet és sokszor a flit6feliilet hasznositott része is csokken®
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tehat a fiiggvény az els6 szakaszan a legmeredekebb — igy ez a szakasz
a legkedvezébb a gyors desztillaiciéra — utdna a meredeksége fokozatosan

csokken. Feltehets, hogy az f(7) fiiggvény a fenti intervallumban folytonos
és differencidlhaté. Alakjat a desztilliciés berendezés hatérozza meg adott
anyag esetén és lefutdsat altaldban kisérleti iton kell meghatarozni.

Tegyiik fel, hogy b (kg) anyagot akarunk m iitemben feldolgozi ugy,
hogy a k-adik (k =1,...m —1) iitemben az , A” parlat teljes és a ,,B”
péarlat részleges elparologtatasaval osszesen ¢, (kg) anyagot desztillilunk
ki az iisthdl, s ezutan feltoltjitk az iistot a kovetkezd iitemre a megengedett
szintig és csak az m-edik iitemben desztillilunk ki teljesen. A desztilldlasi
program sémaja:

Utem széma: Az A parlat | Az elpéarologtatott ,,B” Osszesen: Ratoltés mennyi-
= ) mennyisége pérlat mennyisége sége:
1. ao ¢, —aa ' '
2. 9 L— @& 9z 92
3. gz 0 9 — 2@ 93 a3
(m — 2) Im—3 & Im—2 — Im—3 & Im—2 Im—2
(m—1) Im—2 & AIm—— Im—2® Im—1 r
m ra 8 ar + 8 —

Természetesen az (m — 1)-edik iitemben csak a maradék » (kg) anyagot
tudjuk betolteni, melybdl ra (kg) ,, A" parlat és s (kg) ,,B” parlat keletkezik.
Az 7 és s értéke konnyen szamithat6. Keresendd, hogy milyen m és g, értékek
mellett lesz a desztillaciés 6sszidd minimalis (m = 2).

Feltehets, hogy a desztillacié folyaman kival6 ,,C”” desztilliciés maradék
mennyisége minden id6ben az elparologtatottanyagmennyiséggel aranyos,akar
az ,,A” parlatot, akar a ,,B” parlatot parologtatjuk el. Ekkor, ha mindig
teljesen kidesztillalnank, akkor a k-adik (k =1, 2,3 ...) iitemben a (1 —[1
— 1% (kg) ,,C” desztillaciés maradék maradna vissza, tehat az iitem végén
legfeljebb a(1 — p)¥ (kg) anyag volna betolthets. fgy n iitemben osszesen
legfeljebb

Cp=—=(1—[1—7I"
Y
(kg) anyag volna feldolgozhaté. Ezért fel kell tenni, hogy
(1) em=b,
ami megszoritast jelent m-re. Tovabba sziikséges, hogy
(2 0<r=gm

legyen, végiil, hogy a keletkezett ,,C” desztillaciés maradék osszmennyisége
by<a

vagy

3) by<ae
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legyen, ahol 0< &< 1 technolégiailag elSirt szdm. Ez utébbi b nagysigira
tesz megszoritast.
Az r és az s kovetkezGképpen szamithaté:

m-—2
r+ 3 q.+a=hb,

k=1
mert ez a feldolgozandd anyag Gsszmennyisége. Bevezetve a

dp = 9k
jelolést
(4) r=b—a—d
adédik. Tovabba a ,,B” parlat 6sszmennyisége:

s+qm—1+dm_aa—dma:bﬂ

m

azaz

(%) 3=bﬁ+aa_(1_a)dm—Qm—1

Sziikséges, hogy ¢, (k =1,...m — 1) értéke nagyobb legyen, mint a k-adik
iitem esetén aziistben levs , A" parlat mennyisége és a — ¢, t6bb, mint a k-adik
iitem befejezéséig keletkezett ,,C”" desztillaciés maradék osszmennyisége, azaz

k
(6) Qk—1a<Qk<a—'_y—ZQj
1— Y j=1
vagy
k-1
(7 D10 S <ol—=9)—¢ 2§
j=1

(=L o= 1)

ahol g, jelentése: ¢, = a. Ugyanis valamely e (kg) ,,A + B’ parlat ¢/(1 — )
(kg) kezdeti anyaghdl (,,A + B + C” anyag) keletkezik. Tovabba sziikséges,
hogy

(8) g >0
(k=1 .. m—1)

legyen; a (6) biztositja, hogy ¢, < a teljesiiljon. Az 6sszes me gs :c1{tést ez
(2), (3), (7) és (8) adja.

Latszik, hogy az el6készitési, felmelegitési, az ,,A’’ és ,,B” parlatnal az
atdesztilldlasi és a ratoltés miatt kiesett id6k osszege:

U+ m=le o i,
T(qm)=z+ (m—1)w+ b+ {4 — (G- @)} +
(9) a k=1

+ {fMa—by)—fYa—by—s)}.

Rogzitett m esetén, ha T'(q, m) szélsGértéket vesz fel valamely q=(q;, . . ., ¢,n—) 1€,
akkor itt

aT

=0 (k=1,...m—1)
89

3 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIII. B/4.
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all fenn. Specialisan

of d,, d .
= —17J - —_ 71 a — b —_8) = O
5 dxf (9m—1) dxf ( ¥ —4)

ahol d/dr az argumentum szerinti derivalast jelenti. Ha df~1/dx szigortan
monoton — ami bekévetkezik, ha fiiggvény alulrdl szigorian konvex vagy
konkéav — akkor ebbdl

qm—1=a_b7_3
(1—a)d, =0b(8+7) +a(a—1)
d,=b—a (a=1)

kovetkezik, mivel f +9 =1 — o. Itt (5)-6t is felhasznaltuk. A (4) szerint
ekkor

vagy

7=0

vagyis az (m — 1)-edik iitemben nincs ratoltés, tehat az eljards (m — 1)
iitemre redukalédik. Viszont ebbdl az is addédik, hogy az (m — 2)-edik titemben
épp a megengedett szintig tolti fel az istot a maradék feldolgozand6 anyag.
Ha ténylegesen m iitemben dolgozzuk fel az anyagot, akkor az optimum esetén
fennall, hogy

. T’ ={qm—
vagy a (4) miatt
(10) 1 =b—a—d,.

A (10) mellett keressiik 7 optimumat. A (10)-et (9)-be helyettesitve kapjuk,
hogy

T@m>=z+<m—1>w+“+”

b+2 (@) — Mk @)} +

+{f b —a—d,) —faa)} +{f e —by) —fb—a—d,]a)}.
Az optimélis q = (¢, . . . g—)-T€
aT

——=i —1 —— i =1 S —— b— —d
84, dxf () adxf (9 @) f a )

+aif‘1([b—a—dm]a)——0 (k=1,...m—2)
dx

adédik, vagy méas alakban

d d d d
af_l(‘]k) = a;;:f_l(% a) = ’(Ef"](b—a = fon) = aa FX[b—a—d,]a).

(11) (k=1,...m—2)
Tegyiik fel, hogy
d
(12) d—f—l(x) —a —‘-i—f‘l(a x)
x dx
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szigorian monoton fiiggvény. Ekkor, ha van megoldas, akkor csak egyetlen
van, s ez

== v s =m—a =1
esetén lehetséges csak, mivel (11) jobboldala fiiggetlen k-t61. Hasonléan ad6dik,
hogy ekkor
g=b—a—d,=b—a— (m—2)q
vagy

(13) Q=b_a

m—1"

ami valéban kielégiti (11)-et. Ha a (12) alatti fiiggvény monotonitdsa nem 4ll
fenn, akkor is a (13) megoldast ad. A (10) szerint

(14) s sl it i o e I
m—1 m—1

szintén. Kénnyen beldthat6, hogy ha a g-nak megfelel§ abszcisszaban f(7)
alulrél (szigoruan) konkav, akkor (13) és (14) lokalis (szigord) minimumot,
ha alulrél (szigortan) konvex, akkor (szigord) lokdlis maximumot ad. Hason-
I6an, ha f(7) a (0; 7,) intervallumban alulrél (szigortan) konkav, illetve kon-
vex, akkor a (13) és a (14) rendre abszolut (szigort) minimumot, illetve maxi-
mumot ad.

Ezért, ha f(z) alulrél (szigortian) konkav (0; z,)-ban, akkor (13) és (14)
abszolut (szigort) minimumot ad akkor is, ha a (12) alatti fiiggvény szigora
monotonitdasa nem is 4ll fenn. Ekkor a minimum értéke:

T, =Tqm)=2+m—1)w+ T2+ (m—1)
(15) a
=y el e —en —reay.
m—1 m— 1

Nézziik meg, hogy teljesiilnek-e a mellékfeltételek. Feltehets, hogy b >a
kiilonben a probléma fel sem meriil. Ekkor

qk>0 (k=1,...m—1)
teljesiil. A (7) szétbonthaté

aa<g<a(l —y)
ga<g<a(l —y)—yk—1)q
alakban. Ez teljesiil, ha

aa<qg<a(l —y)—ym—2)q
vagy ha
b—a

aa <
m—1

b“‘l[1+y(m—2)1<a<1—y>

3*
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is fennall. Ezek atirhaték

(16) m < el +1
aa
illetve
(17) m>w—wul—2w+«1—w

a—by

alakban (a >by). Ezek jelentése a kovetkez6: ha (16) nem teljesiil, akkor
az els iitemek végén el6bb toltenénk fel ujra az iistot, miel6tt az ,,A” parlat
tdvozott volna. Ha pedig (17) nem all fenn, akkor az utolsé iitemekre a ,,C”
desztillaciés maradék szintje tallépné a (13) és (14) altal meghatarozott opti-
malis desztillaciés szintet. Ezek az (1)-nek

0]og (1 — ﬁ))
(18) m > s

0log(1 — y)

alakban atirt alakjaval egyiitt adjak a megszoritasokat m-re. Az ezek 4ltal
meghatéarozott m-ek koziil az adja az otpimalis értéket, melyre a (15) minimalis.
A megfelel§ g, (k =1, ...m —1) értékeket (13) és (14) szolgaltatja. A kiin-
dulési feltétel pedig b-re a kovetkezs:

(19) a<b<agy.

Bizonyos esetekben nem kell kiszamitani az 6sszes 7', értékeket. Képezziik
a kovetkezé kifejezést:

Tm+1_2Tm+Tm—1=b—a'
m— 1
b—a i b—a
Her e f[ |
b G0 b—a b—a
m—2 m—1 m—1
= (b—aa]_f_l[b—aa fl{b )
m m—1 - m—l
b-—-a_b—a b—a b——a
m—2 m—1 m—1 m
(m > 2)

Keresendd, hogy ez mikor pozitiv.
Pois =20+ Tyl =0
Tm+1 = 2Tm + Tm—l |a=0 > O,
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ha az f(7) fiiggvény alulrdl szigorian konkav.

a(Ter]_QTm_{_Tm 1) e f (b_a’
da m — 2 ]
d b— —a
—2— f! i :
dx m—1 + f m a)}

Ha a df~'/dx fiiggvény alulrél szigorian konvex vagy konkav, akkor a kapesos
zardjelbeli kifejezés nem tiinik el o >0 esetén. Ekkor viszont a 0 < a<1
intervallumban
Tm+1 =g Tm . Tm—l >0
(20) (m > 2)
L= =il =

Ebben az esetben a megengedett 7', értékek koziil a legkisebbik tgy helyez-
kedik el, hogy a T, szdmok sorozata a minimumig monoton csokken, utina
monoton novekszik. Legfeljebb egyetlen helyen lehetséges azonos értéki
szomszédos T, értékpar. A minimalis 7', érték lehet a sorozat elsé vagy utolsé
tagja is.

Ha (20) fennall és a 7', szamok az utolsé megengedett m-re veszik fel
a minimumukat, akkor érdemes a ¢, értékek bizonyos médositasaval elérni,
hogy (7) fennélljon a (16)-ot ki nem elégité m-ekre és a megfelels g, értékekre
is. Ebben az esetben lehetséges, hogy az igy kapott 77, értékek kozott lesz
kisebb szdm, mint a 7', szamok minimuma. Legyen n = n(m) egész szam,
amelyre

m+1

L b—a
ol <
m— 1
de
b —
aa®l > -
m—1
Ekkor legyen
Gy =—=aa" k=1,...n—1)
. n
b——al s
qk=7_1_—7a (k=n;...m—1)
m—n

Ezt behelyettesitve (9)-be kapjuk 7',-et. Itt feltessziik, hogy ¢, >0 és (7)
is teljesiil.

Vizsgaljuk meg a most kivetkezs egyszerii esetet. Egyes specialis fiitésti
iistoknél az elparologtatott ,,B” péarlat mennyisége a desztillalas folyaman
csak a parolgé feliilet és az eltelt id6 nagységzitél fiigg, s azokkal pedig lined-
risan. Kz akkor 4ll fenn, ha a f{it6feliilet kis része is mar biztositani tudja
a parolgasi feliileten elparologtathaté ,,B” parlat mennyiségéhez sziikséges
hémennyiséget. Irja le a g(x) fiiggvény az iist kontirgorbéjét, ahol az x tengely
az iist szimmetriatengelye, (abszcisszdn és ordinatan is 1 dm az egység), s
legyen g(z) a (0; z,) intervallumban kétszer differencidlhaté. Ekkor

(21) dQ = kFdz
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ahol @ (kg) az elparologtatott anyagmennyiség, F (dm?) a parolg6 feliilet
nagysaga és v (6ra) az id6. Hasonléan

dQ — 0 Fdax

ahol x a kezd@szinttdl szamitott szintmagassag és ¢ (kg/dm?) a ,,B” parlat
fajsalya. Ekkor
k

0Fdx =kFd; x=-a—-r

1. dbra.

mert 7 = 0-hoz x = 0 tartozik. Mivel

F = ng(x)
ezért a (21) szerint
dQ = kng(x)2dT

vagy
2

dQ:kng(?r dz

adédik. Innen azt kapjuk, hogy

Q:knfg(%srds.
0

mivel 7 = 0-hoz @ = 0 tartozik. Tehat

T

f<r>=knjg[—’;—£fds.

0

Ekkor
2
£{izkj'lg if
dt )
2 2 '
,(:1__‘]:‘: QILng i-r g’ i‘r
de> o "8 5

B B [k (k) [k
s U e e
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1éteznek. g(x) & 0 miatt az f fiiggvény szigorian monoton névs, és alulrél
szigortian konvex is, ha ¢’(z) < 0. Ez altaldban teljesiil. A (20) teljesiiléséhez
elegendd, ha

d3f—1 d3f-1

>0 va - <0
ae? ad a@?
atirva ezt f szerinti derivaltakra
’’ 9. rrr ’ 2 2
T 0 PR ) ) ¥ il B
f@ fer f@ f@)r
adédik. Ez a kovetkezs feltételt jelent g(x)-re:
kE 2 E 2
5¢'|—t 5¢'|—7
(k) 5 L2 [ J
715" ‘T

Ha a ¢” fiiggvény folytonos, akkor elegend§ feltenni, hogy
5¢'(x)?
g (x) = 59 (%)’ (05 x)-ban.
g(x)

Azonban altaldban ¢”(z) < 0 is szokott teljesiilni. Ebben az esetben a sziikséges
osszes feltételek teljesiilnek.

A gyakorlatban felmeriil a probléma megforditottja is: keresendé adott
T (6ra) id6 alatt feldolgozhaté anyag maximadlis mennyisége.

A gyakorlatban feltehetd, hogy 7', mint b fiiggvénye szigorian monoton
novo, tehat a (15) osszefiiggés b-re invertalhaté. Ez azt jelenti, hogy nagyobb
anyagmennyiség miniméalis atfutasi ideje nagyobb. Lathato6, hogy (15) jobb-
oldalanak minden tagja az utolsét kivéve b-ben szigortian monoton nové,
ezért a feltétel csak akkor nem 4ll fenn, ha az iist utolsé szakaszdn valé desz-
tilldlas igen hosszadalmas. Pontosabban, ha ez olyan hosszadalmas, hogy
nagyobb anyagmennyiség feldolgozdsa esetén, amikor a felhalmozédott ,,C”
desztillacios maradék mennyisége nagyobb, tehdt az utolsé szakaszon vald
desztillacié lerovidiil, a desztilliciés minimalizalt 6sszidé nem novekszik.
Az ilyen eset azonban vagy nem fordul el6 vagy klkerulheto azzal, hogy az
ist utolsé szakaszat desztilliciéra nem hasznéljuk.

Ebben az esetben lathaté, hogy fix m esetén az optimalis anyagmennyi-
séget (15)-nek b-re valé invertdldsival kapjuk meg. A megadott 7-re, igy a
b, (m=1,2,3,...) értékeket kapjuk. Ezek koziil kivalasztjuk azokat, ame-
lyekre (19) és amelyek m indexére (16), (17) és (18) fenn4all, s a megfelels b,
értékek koziil vilasztjuk ki a maximalisat.

(Beérkezett: 1963. augusztus 1.)
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OIITUMAJIM3ALIMS OBLIEr0 BPEMEHHM IPOJO0DKHUTEJBHOCTHU
®PAKLUMOHHON NECTHUJLISILUU

S. FRIVALDSZKY

Pe3lome

Hacrosiinasi ctatbsl NMocBsillleHA ONTUMAJIM3alUU JECTUJIJISILUU B XUMHUe-
CKOi1 npomblieHHOCTH. Eciu gecTuimpyemoe BeliecTBO AAHHOTO KOJIMYeCTBA
Tpex KOMIOHEHTHOE W eCJIM MIHOBEHHOe JeCTUJIJISIUOHHOE BpPEeMSsl 3aBUCUT OT
MI'HOBEHHOTO YPOBHS BBICOTHI BelllecTBa, TO MUIETCS NPU JAOCTHUIKEHUUM KaKOoro
YPOBHS JIeCTUJISILIMOHHON KOJIOHKM Hajl0 CHOBA HAIlOJHATb IeperoHHblii Kyo,
yTOOBl BpeMsl JeCTUJUISIUMM OBIJIIO MHHUMAJIbHBIM.

[Tpo6iema pemaercs Kak 3KCTpeMaabHasi 3ajava.

UBER DIE OPTIMIERUNG DER DURCHLAUFZEIT DER STUFEN-
WEISEN DESTILLATION

von

S. FRIVALDSZKY
Zusammenfassung

Vorliegende Arbeit beschéaftigt sich mit der Optimalisierung der chemi-
schen Destillation. Besteht die zu destillierende Materie aus drei Komponenten
und hingt die momentane Destillationszeit vom momentanen Niveau des
Stoffes, so wird die Frage behandelt, bei welchem Niveau der zu destillierenden
Materie muss das Gefiss neu aufgefiillt werden, damit die Gesamtzeit der
Destillation minimal wird. Diese Frage wird als ein Extremalproblem behan-

delt und gelost.
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