LINEARIS PROGRAMOZAS
TOBB, EGYIDEJULEG ADOTT CELFUGGVENY SZERINT

BOD Pg£TER

Az elmult években szamos kozgazdasagi vita zajlott le ndlunk, amelyeken
kozgazdaszok és matematikusok arrdl targyaltak, hogyan lehetne a mate-
matikai programozast eredményesen a népgazdasigi tervek optimélis varidn-
sainak felkutatésara felhaszndlni. A tudoméanyos irodalombdl ismeretes, hogy
hasonlé vitak széles korben zajlanak més orszdgokban is. Kétségtelen, hogy
a szébanforgé problémakoron beliil az egyik legvitatottabb és tdvolrél sem
megoldott kérdés a célfiiggvény kozgazdasagilag helyes megvalasztésa.
E cikk szerzGje gy véli, hogy a népgazdasigi tervezés matematikai meg-
alapozasanal ritkan célravezetd olyan modellek alkalmazdsa, amelyekben
egyetlen célfiiggvény szerepel. Indokoltnak latszik, hogy nagyobb figyelmet
forditsunk a tobb egyidejiileg adott célfiiggvény alapjan valé optimalizalas
kérdéseire.

Cikkiinkben tajékoztatdst adunk a probléma megolddsinak bizonyos
lehet&ségeirdl. Az I. pontban harom — kiilonbozé kizgazdasigi feltevések
mellett alkalmazhaté — modellt ismertetiink. A II. pontban 6sszefoglalunk
néhiny ismert eredményt az un. linedris vektormaximum probléma megol-
déséra. A III. pontban ezeket felhaszndlva megmutatjuk, hogyan 4ltalano-
sithaté a linedris programozas szimplex médszerének optimalitasi kritériuma
efficiencia kritériumokké.

A problémat az aldbbi egyszerli példan keresztiil érzékeltetjiik. Tekint-
siink egy nyilt, kétszektord, kiilkereskedelmi kapcsolatokat nem tartalmazé
linedris népgazdasigi modellt, amelynek a technolégiai métrixa:

e 0,5 0,3
~[o0,2 0,4
Tételezziik fel, hogy a brutto termelés til nem léphetd mértékét az egyes

agazatokban a
K [200
~ 100

kapacitdsvektor, mig a tdrsadalom minimalis sziikségleteit a végsé (fogyasz-
tasra és felhalmozasra szolgal6) termékekbdl az

=

541

vektor fejezi ki.
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Jelolje & a brutto termelés és x a végss felhasznalas nem negativ vektorait,
akkor érvényesek az alabbi osszefiiggések:

(E—4)-E=x illetve &=(F— 4)71x
Vagyis az elérhet végsé felhasznalast az alabbi feltételek korlatozzak?:
(E—4)1x<k
X = 8,

Az e feltételek altal meghatarozott halmazbél kell mar most optimalis
programot valasztani és tegyiik fel, hogy ezt a valasztdst haromféle szempont
szerint lehet értékelni:

1. a végsd felhaszndlas volumene alapjan,

2. a ,,belfoldi drrendszer” alapjan, amely szerint a kétféle termék ar-
aranya 2 :5 és végiil

3. ,nemzetkozi drrendszer’’ alapjan, amely szerint a kétféle termék ar-
aranya 1 : 3.

Vagyis olyan programra van sziikségiink, amely harom egyidejiileg
adott célfiggvény (mégpedig y, =2, + @y; Yo = 22, + 52, 65 Y3 = ; + 3T,)
szerint a , lehetd legjobb”.

I

A feladat 4ltalinos megfogalmazasa érdekében tekintsiink olyan linearis
dontési feladatokat, amelyeknél egyidejiileg tobb célfiiggvény szerepel.
A lehetséges megolddsok halmaza ebben az esetben:

L={x|dx=hx=0}
Legyenek az egyes célfiiggvények:

— ¥
U =C1 %

e AR
Yp—=0C3%X

vagy tomoren &
y=0Cx.

Megéllapodunk abban, hogy az egyes célfiiggvények mindig nagyobb
fiiggvényértékkel fejezik ki a gazdasagilag elényosebb kovetkezményt. Minden
lehetséges dontés gazdasagi kovetkezményét tehat egy R*-ban fekvs vektor
tiikrozi. fgy a lehetséges megoldasok halmazahoz hozzarendelhetjiik a kiovet-
kezmények halmazat, amely

K={yly=Cx; xcL}.

1A cikkben vektorok kozotti egyenlétlenségek jelolésére haromféle szimbolumot
hasznilunk. x <y azt jeloli, hogy x egyetlen komponense sem nagyobb y megfelel
komponensénél. x < y esetén ezen feliil van x-nak legalabb egy y megfelel6 komponen-
sénél hatarozottan kisebb komponense. x <y azt jelenti, hogy x minden komponense
hatérozottan kisebb y megfelelé komponensénél.
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Ezek utdn azt kérdezziik, hogyan lehet ilyen koriilmények kozott a gaz-
dasagi optimum fogalmat definidlni és a definicibnak megfelels optimélis
programokat meghatérozni.

Ugy gondoljuk, hogy harom gazdasagilag redlis lehetGséggel érdemes
foglalkozni. Ezek a gazdasagi pereferencia szerkezetére vonatkozé feltételezé-
sekben térnek el egyméastol.

1. Feltehetd, hogy 1étezik a célfiiggvényeknek egy olyan fontossagi sor-
rendje, amelynél barmilyen kis elény egy fontosabb célfiiggvény szerint
jelentGsebb, mint akdrmilyen nagy hatrany valamely kevésbé fontos célfiigg-
vény szerint. Ebben az esetben tulajdonképpen arrél van sz6, hogy a K hal-
mazon kozgazdasigi szempontbdl elfogadhatéan meg lehet adni egy sajatos
lexikografikus rendezést.

Amennyiben a pereferencia ilyen szerkezetii: az aldbbi médon jarunk el.
Legyen L, azon dontések halmaza, amelyekben a y, = efx fiiggvény felveszi
maximumét L-ben. Ha L, egyetlen elembdl 4ll, akkor egyetlen optimalis progra-
munk van. Legyen azonban |L, | > 1. Akkor meghatarozzuk azon pontok
halmazat L,-ben, amelyekben y, = e¢¥x felveszi maximumat (L, halmaz).
Az eljarast folytatva halmazok egy sorozatat kapjuk

T Cla s € vy EdeT by © dix

Természetesen lehetséges, hogy valamely j< k indexre mar |L; | = 1.
Ebben az esetben

L]:_.L]+1= o o =Lk—1=Lk'
Az optimalis programok halmaza azonban mindenképpen:
LO = Lk .

2. Elképzelhets olyan helyzet, amelyben a K halmazon meg lehet adni
egy skalarértékfi vektor fiiggvényt és ez a fiiggvény helyesen kifejezi a lehet-
séges dontések osszesitett (valamilyen moédon osszegezett) gazdasigi haté-
konysagit. Ebben az esetben arrél van szé, hogy kialakithaté a lehetséges
dontések megitélésében egy egységes preferencia. Legyen az emlitett fiiggvény

r=®P(y) =P[Cx].
Akkor az optimdlis programok halmaza:
L, = {x|z=®[C x] maximalis, x€ L}.

A halmaz elemeinek felkutatdsa nyilvan linearis feltételekkel korlatozott —
de nem sziikségképpen linearis — fiiggvény maximumdanak meghatarozasa
révén lehetséges.

3. Az eddigi tapasztalatok alapjan gy tiinik, hogy az esetek tobbségében
nem adhaté meg eleve sem az 1. pontban feltételezett sajatos jellegii fontossagi
sorrend a célfiiggvények kozott, sem a 2. pontban jelzett és a kiilonbozs
mindségli jellegli preferencidkat , kozos nevezbre” hozéd fiiggvény. Vagyis
a K halmazon nem taldlhaté més rendezés, mint az a részleges rendezés, ame-
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lyet természetes médon a megadott célfiiggvények hatdroznak meg. Nyilvan-
val6 ugyanis, hogy ha x; és x, két lehetséges elhatarozas és

y; = Cx, = y, = Cx, akkor x; elényosebb mint x,
y, = Ox, = y, = Cx, akkor x, egyforméan el6nyss mint x,
y, = Cx, <y, =Cx, akkor x, kevésbé elonyés mint x,.

Ezzel szemben, ha y, egyes komponensei nagyobbak, méasok viszont kiseb-
bek, mint y, megfelel§ komponensei, akkor x, és y, hatékonysiga kozvetleniil
nem hasonlithaté 6ssze. Az optimalizdlasi probléma pedig, amire jutottunk,
az un. vektormaximum probléma.

Ilyen koriillmények kozott az optimalizalas csak az Gn. efficiens progra-
mokra irdnyulhat. Ezt a fogalmat, mint ismeretes el6szér PARETO vezette be
a kozgazdasigtudoményba. A matematikai programozas elméletében min-
denekel6tt KoormaNns, CHARNES és CooPER alkalmaztik jelentés eredménnyel
(lasd: [3] és [4]).

A K halmazon y, pontot efficiens pontnak nevezziik, ha mindeny ¢ K-ra

Y=Yo>Y=Yo-

Vagyis nines olyan y € K pont, amelynek lenne y,-nal nagyobb kompo-
nense ugy, hogy egyetlen komponense sem kisebb y, megfeleld komponen-
sénél. Jeloljiik az efficiens pontok halmazat K-ban K, ,-vel.

Nyilvanvalé, hogy ha K feliilrél korlatos, akkor és csak akkor: K, = & .
Masrészt minden y € { K — K, }-hez talalhat6 olyan y” € K,, hogy y’ >y.
Ellenkez6 esetben y is efficiens pont kellene, hogy legyen.

Ha K, @, akkor értelmezhetd az efficiens kovetkezményii dontések —
roviden efficiens dontések — halmaza:

ly=4{x|Cx=y, yeK,; x€L}.

Az optimalizalas célja az L, halmaz elGallitdsa.

II.

Az L halmaz a gyakorlatban el6fordulé esetekben nem iires konvex
poliéder. Ha feltessziik, hogy valamennyi célfiiggvény korlatos az L halmazon,
akkor K is korlatos és szintén nem iires poliéder R*-ben. Azt is tudjuk, hogy
extremalis pontjai az L halmaz extremalis pontjainak képpontjai kozott talal-
haték. Vagyis, ha L extremélis pontjai: p;; p,; . . . py, akkor a Cp;; Cp,; . . . Cpy
pontok koziil kihagyva mindazokat, amelyek elGallithaték, mint a tobbi kon-
vex linedris kombinacija; megkapjuk a K poliéder extremadlis pontjait.

A K halmaz extremalis pontjai koziil azok lesznek efficiensek, amelyek
e poliéder pozitiv normalisi hatdrolé hipersikjain fekszenek. Azonos hatarolé
hipersikon fekvé efficiens extremdlis pontok konvex linedris kombinacidi is
efficiens pontokat eredményeznek. Vagyis K, osszefiiggd — nem sziikség-
képpen konvex, de konvex részek egyesitésébdl 4ll6 halmaz. Ennek a halmaz-
nak részletes el6allitdsdhoz a K halmaz extremélis pontjainak koordinatéira
és hatarolé hipersikjainak egyenleteire van sziikség.
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Fenti megfontolasok alapjan, amelyek a konvex poliéderek elméletének
ismert tételeire (lasd: [5] 63—64. o.) tdmaszkodnak, elvben a kovetkezd ut
jelolhetd ki az efficiens programok megtalalasara:

1. Valamilyen erre alkalmas mddszerrel megallapitjuk az L halmaz
osszes extremalis pontjat. Ennek a feladatnak a megolddsira szdmos eljaras
ismeretes. Igy tobbek kozott az un. ,,teljes leirds” moédszere, az Uzawa-féle
algoritmus, BALINSKI eljarasa stb. LipTAk TaMAs bizonyos fokig egyszerfi-
sitette Uzawa eljarasat, amennyiben sikeriilt olyan algoritmust adnia, amely-
nél nem Kkeriil sor felesleges (tehat ténylegesen nem extremalis) pontok gene-
ralasdra. Az idén juniusban tartott ,,Matematika kozgazdasagi alkalmazasai”
kollokviumon pedig KrRERO Bfra és GEore¢ WINTGEN mutattak be a fenti
feladat megoldasara eljarasokat. (Lasd: [1]; [7]; [8]; [9]; [10].)

2. Képezziik az L halmaz extremélis pontjainak képpontjait a C' transz-
forméciés matrix segitségével és hagyjuk el az igy nyert pontok koziil azokat,
amelyek elGallithatok a tobbi linearis konvex kombinaciéjaként. Ezzel meg-
kaptuk K extremalis pontjait.

3. A K halmaz extremélis pontjaibél megallapitjuk a poliéder hatarolé
hipersikjainak egyenleteit. Ennek a feladatnak a megoldasira ugyancsak
LrprAx TamAs dolgozott ki az elmilt évben egy még nem publikélt algoritmust.

4. Ezek utan a K halmaz efficiens pontjainak meghatarozasihoz mar
minden sziikséges informéciéval rendelkeziink. Maguknak az efficiens progra-
moknak a megallapitdsa nem jelent kiillon nehézséget, hiszen a K halmaz effi-
ciens csucspontjainak &sei mar a szamitasok 1. lépesGjében meghatirozasra
keriiltek.

A fentiekben vézolt eljaras teljes mértékben megvalésithat6, de rend-
kiviil szamitasigényes; mint minden olyan algoritmus, amely egy konvex
poliéder 6sszes csticspontjaival explicite dolgozik. A mi feladatunk esetében
az L halmaz osszes extremalis pontja meghatarozasainak onmagéban is rend-
kiviil faradsagos munkajahoz jarul még a K halmaz hatarolé hipersikjainak
felépitése extremdlis pontjaibél.

Az ezzel a részfeladattal kapcsolatos szamitdsi munkék terjedelmét
mindenesetre valamelyest csokkenteni lehet azaltal, hogy kimutathat6 —misze-
rint a K, halmaz elemeinek elGallitasahoz nincs sziikség a teljes K halmazra;
elég annak egy részhalmazaval foglalkozni. Legyen ugyanis a K halmaz
extremalis pontjainak halmaza:

Q={q; %@; ... qu}-

Valasszuk ki ebbél a halmazbél azokat a pontokat, amelyeknél nines ,,nagyobb”’
magaban a halmazban, vagyis vélasszuk ki a @ halmaz efficiens pontjait.
Legyen ezen pontok halmaza:

G={%; i 5}

Ez annyit jelent, hogy a @ = {@ — Q} halmaz minden eleménél van ,,nagyobb”
a @ halmazban.
Bebizonyitjuk a kovetkezd lemmat:
_ A K halmaz egyetlen olyan pontja sem lehet efficiens, amelynek eléallitasaban
a @ halmazhoz tartozd extremdlis pont pozitiv sullyal szerepel.
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Legyen ugyanis
M M
yzz;,u,-q,-;zly,zl 2w =1=12.,. 1)
i= i=
a K halmaz egy tetszéleges pontja és tegyiik fel, hogy
‘Ij,,GQ} (=1,25 1)

Kjy 50
Valasszunk ki a Q halmazbél olyan elemeket, amelyek rendre ,nagyobbak’
q;, (v=1,2,...1)nél és képezziink a fenti kombinaciés sulyokkal j pontot:

y’, amelynél a q;, vektorokat rendre a niluk ,,nagyobb” q;, vektorokkal cserél-
jiik fel. Az igy nyert pontra nyilvanval6an

YEK & y =y.
Vagyis y nem efficiens.

Fenti lemma alapjan elég a ) halmaz pontjai altal generalt un. redukalt
kovetkezményhalmaz hatarolé hipersikjait elGallitani. Ezeken megtalaljuk
a K halmaz 6sszes efficiens pontjat. Azonban még ilyen szamitési munkacsok-
kentés mellett sem lehetséges a ma rendelkezésiinkre allé6 szamitastechnikai
lehetdségek keretei kozott a vazolt médon akar csak kozepes méretii feladatot
is gyakorlatilag hasznilhaté idén beliill megoldanunk. Ezért olyan médszer
alkalmazéasara kell torekedniink, amely nem teszi sziikségessé az Gsszes extre-
malis pont meghatarozasat. Ilyen mddszer a szimplex eljaras.

A szimplex modszert fel lehet hasznédlni efficiens programok meghata-
rozasara. Ennek a lehetdségét az alabbi két tétel biztositja. A tételek eredetileg
CHARNEStO] és COOPERG] szarmaznak, akik 1957-ben a linedris termelési model-
lek efficiens termelési lehet&ségeinek probléméjat vizsgaltak. Eredményeiket
konnyen atfogalmazhatjuk az Aaltalunk vizsgalt problémara. (Lasd: [3] 82.
0. és részletesebben [4] I. 299—313.)

Efficiens kovetkezményl program megtaldlasit biztositja az alabbi

L. tétel. Ha x, optimdlis megolddsa a
pi C x— max!
Ax<b
x>0
linedris programozdsi feladatnak, amelyben pg tetszbleges pozitiv vektor, akkor

yo = Cx, efficiens pont K-ban.
Tegyiik fel fentiekkel ellentétesen, hogy

y=0x"2y, 8 xclL
Akkor
Ox' = x;=>pf0x! =pFCx,

vagyis x, nem lenne optimalis megoldéasa a fenti feladatnak, szemben a felté-
telezésiinkkel. Tehat y’ >y, mnem allhat fenn, vagyis y, € K,.

Tetsz6leges lehetséges program efficiens vagy nem efficiens voltanak
eldontésére alkalmas a kovetkezd
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IL. tétel. x, efficiens kiovetkezményii program akkor és csak akkor, ha a
e*y —> max’, ahol e* = [1,1,...1]

Ax<b
Cx—y=0Cx,
x=0:ly =10
linedaris programozdsi feladatban
max (e¥y) =0.
A feltétel sziikséges: legyen x, efficiens kovetkezményti, akkor
Cx'2C0xy=>Cx'=0xy=>y=0=>¢e*y=0.

A feltétel elégséges: legyen max(e* y) = 0 és Ox’> Cx,. Vagyis léteznek olyan
komponensek, amelyekre

(Cx); > (Cx); -
Tehat y-nak kell, hogy legyenek pozitiv komponensei is és igy
y.=0; e* = 0= e*y >0,

szemben a feltevésiinkkel.
Tekintsiik a fenti (IT. tételbeli) feladat dudlisat

u*b + v*(C x,— min!
ut*4d 4+ v¢C = 0*
— v* > e*
n*=0".

II. tétel alapjan, ha x efficiens kovetkezmény{i program, akkor (x,; y, = Cx,)
optimalis megolddsa a primal feladatnak és

max (e¥*y) =0.
Ekkor viszont a duél feladatnak is van optiméalis megoldasa:

(uf; vi)
v¥*-r6l tudjuk, hogy
—yt =et > 0%,
Jelolje
p* = — v*.
Mésrészt
wd>=—vC=p*C

és a dualitas tétel miatt
min (u*b + v*C x,) = min (u*b — p*C'x,) =u¥b — p; Cx,=0.

Innen
ulh = p§ Ox;.
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Rogzitett pg mellett ezt Gigy értelmezhetjiik, hogy x, és u¥ primél, illetve duél
optimuma a

Ax<bh utd > pC
x>0 u* > 0%
p¥ C x — max! u*b — min!

feladatparnak. Ez megmutatja, hogy adott pg > 0* mellett a
pi € x— max!
Ax<b
x>0
feladat optimalis megéldésa efficiens kovetkezményti és megforditva, minden

efficiens kovetkezményti programhoz van olyan pg >0* vektor, hogy x,
optimélis megoldas a pgCx célfiiggvény tekintetében.

II1.

Fenti tételeket a szimplex médszer nalunk szokvanyos (lasd: [7] 228—
234 o.) szamitési eljardsaban az alabbiak szerint alkalmazhatjuk:
Induljunk ki a kévetkezd tablabol

| af
wu | 4| b
@i

és particionaljuk ugy, hogy a bal fels6 blokkban egy regularis kvadratikus
blokkot nyerjiink.

w | 4,4, | b
u, A21 A22 b,

0.0, |
Ha Aj;' 1étezik, 4t lehet térni egy olyan bazisra, amelyben u, helyében x, 4ll.

* *
LS X3 l

X = A A 4,, | A5 by
uw, | — A4, A7 4y, — 4, A5 A)y | b, — 4, A5l D,y

—C 47 C,—C 45 4, ( — C, 45t b,
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Tegyiik fel, hogy a transzformacié eredményeként lehetséges megoldast kap-
tunk, vagyis
Aith, 20,

b, — 4, Aii'b, 2 0,

1,
Xy, = [Allo bl]EL .

és igy

E program koévetkezményvektora:
Yo=C,4n'b €K .
Tételezziik végiil még fel, hogy —C 4~ < 0, vagyis
C, 43 =0,
Ezek utan bebizonyitjuk a kévetkez6 megéllapitasokat:
1. Ha C,—C,4i'4,, < 0, akkor K, egyetlen pontbdl all:

K, = {yo}-

]E Lésy = Cx’ = Cyx; + Cpx,. Mivelx, >0 és 0, <

Legyen ugyanis x” = [xf
X2

< C, 41 4,,, ezért

Y =01x{+ Cyx; <Oy x; + C, A Ayy x5 = C, Aij(4y, x1 + 4y, x))

=0 =b,
ésigy
y <0, 45'b, =y,.

2. Ha a p*[C, — 0,41 4,,] < 0* egyenlGtlenségrendszernek van pozitiv

megoldéasvektora, akkor

YoEK,.
P5[C, — O 45 4,,] <0* és  pf > 0*.

Ebben az esetben x, optimalis megoldésa a

Legyen

Py Cx —> max!
Ax<b
x>0

linearis programozasi feladatnak. A megfelel6 optimélis megoldast mutaté
tabla ugyanis

ut s

Az Ait A,,
A4, A7 Ay — Ay A5 4,

Ayt by
b, — 4, Ai'b,

x |
u |—

—py 0, A5 b,

‘ = l’(;‘= C, 4; pi[C, — C, 451 A,,]
H =0+ <O0*
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A p*[C, — C, 47 4,,] < 0* egyenlStlenségrendszernek nyilvanvaléan nem lehet
pozitiv megolddsa, ha a matrixnak van félpozitiv oszlopvektora és biztosan
van pozitiv megoldésa, ha van legalabb egy félnegativ sorvektora.

3. Ha az [0,—C,A;i'4,,] matrixban van félpozitiv oszlopvektor (olyan
nem negativ vektor, amelynek legalabb egy pozitiv komponense van) és felette
taldlhat6 pozitiv general6 elem, akkor egy elemi transzformaciéval olyan

xl¢L
programhoz jutunk, melyre
yi=Cx! =2 yy.
of
¢l
Legyen ¢g=|:|=0a [C,—C, 45 4,,] matrix
cl

j-ik oszlopvektora. Keriiljon be x; a bazisba § >0 mértékii tevékenységként;
akkor
Cx'=0xy+d¢c;>2Cx,.

4. Ha a p}¥[C,— C,47i'4,,] nem pozitiv vektornak van olyan zérus
komponense, amely felett létezik pozitiv generalé elem, akkor egy elemi
transzforméaciéval olyan x” € L programhoz jutunk, amely alternativ optimuma
a 2. pontban jelzett linearis programozasi feladatnak, tehat

y —=0x€NR,:

5. Az alternativ optimumokra valé 4ttérés lehetdségét kimeritve: p¥
valamelyik elemét megvaltoztatva attériink olyan pf vektorra, hogy a

pi[C, — O, 451 4,,]

vektornak legyen legalabb egy pozitiv eleme. Ez lehetvé teszi olyan djabb
béazismegoldas, vagy bazismegoldasok felkutatasat, amelyek optimalis meg-
oldasai a

pf C x — max! ¥

Ax<bh
x>0

feladatnak, tehat Gjabb efficiens kovetkezmény@i programokat szolgaltatnak.

A fentiekben kritériumot nyertiink efficiens bézisprogramok eléalli-
tasara és adott efficiens bazisprogrambél tovabbi ugyancsak efficiens bazis-
programra vald attérésre. Gyakorlatilag adott feladatok esetében ezek olyan
dontéseket jelentenek, amelyekkel kapcsolatban a gazdasigi hatékonysag
valamelyik elemének fokozasa feltétleniil a hatékonysdg mas elemeinek rova-
sdra valésithaté csak meg. Ezek a programok ebben az értelemben optimalisak.
Természetes, hogy altalaban nem varhaté az hogy K, egyetlen elembdl alljon.
Ahhoz, hogy az 9sszes efficiens bazisprogramot 1épésrél lépésre elGallithassuk,
sziikség van olyan nyilvantart6 eljarasra, amely szamon tartja, hogy a lehet-
séges megoldasok halmazanak mely szébajoheté extremalis pontjait jartuk
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mar be. Ilyen nyilvantarté eljarast kell alkalmazni olyankor is, amikor egy
kozonséges linearis programozasi feladatnal igen sok alternativ optimalis cstces-
pont addédik. Gyakorlatilag bevalt erre a célra az ugyancsak CHARNES és COOPER
altal kidolgozott un. ,labirintus eljards” (ldsd [2] 69—70 o.). Ha mir most
nemcsak az efficiens extremdlis pontokra, hanem az 6sszes efficiens programra
kivancsiak vagyunk, figyelembe kell venni, hogy itt eltérés van az efficiens
csucspontok elhelyezkedése és az alternativ optimaélis cstespontok elhelyez-
kedése kozott a kozonséges linearis programozasnal. Mig ugyanis ez utébbi
probléménél az alternativ optimalis extremalis pontok minden konvex lineéris
kombinéciéja maga is optimalis programot ad, addig az efficiens cstespontok
konvex linearis kombindciéi vezethenek bels6 pontokhoz is. Ezek konvex
linearis kombinaci6ja akkor és csak akkor efficiens, ha a kombinaciéban pozitiv
sallyal szereplS efficiens csticspontok azonos hatérolé hipersikon fekszenek.

Illusztraciéként megoldjuk a cikk elején vézolt példat. Mivel a feltéte-
lekben szerepl§ inverz matrix:

(E—A)—lz[ &5 —0’3]“1=["’/2 5/«']
—0,2 0,6 o Bl

ezért a feltételek:
Sy, + 3/, 2, = 200

ey + 25/15%5 < 200
x; = 50

x, = 20

Kisebb atalakitasok utdn az alabbi kiindulé tablazatot irhatjuk fel:

) Xy Ty v; U

w, |10 5 0 0 800
uy, |10 25 0 0 1200
"8 (TR [ R
w,| 0 2| 0 —1| 20

3 0 0 0

Mivel az egyiitthatomatrix bekeretezett része regularis, attérhetiink
olyan 1j bazisra, amelyben a csillaggal jelolt dudlis valtozok szerepét x, és w,
foglaljak el. A transzformécié révén — elhagyva a felesleges oszlopokat —
a kovetkez6 tablat nyerjiik, amelyben a feladatnak mar egy lehetséges meg-
oldasa all:
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Vi oo
vy 10 5 200
U, 10 25 200

Xq —1 0 50
X2 0 —1 20
1 1 -70
2 5 -200
1 3 -110
50 70
ltt x* = 20 (1 ésaprogram kdvetkezményeita y* = 21(1(()) vektor tuk-

roézi. Mivel a tablaals6felébenlevé matrix mindenoszlopapozitiv vektorokbél
all, barmelyik tevékenységebevonhatjuk a bazisbaésezaltalx'-nél minden
tekintetbeneldnyésebhprogramhoz jutunk.

s 181 .ve 160
vy 2
Xq —1 0 50
X2 s Vs 28

3 s — 18
5105 — 240
JIJS 305 -134

Az Gj programx® = éL és kovetkezménye

78-
240 >yL
134

Lassuk be, hogy x* efficiensprogram, hiszena

2Is
0 0*

-voO
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egyenldtlenségrendszerneltan pozitiv megoldasa,pl.

Po*= [1,1,3].
% —1 1
15 125
Mivel a [1, 1, 3] « — 25 [0,-3/5] vektornak az elsd komponense
_]7/5 _3/2

5J
zérus, v, bevonhatda bazisbaés ezaltal uj efficiensbazisprogramotkapunk.

V1 7s V,0 20

V2O V20 0
Xy Vv, 7.0 70
X 720 ‘hoo 20

Y10 —7.0 —90
0 ~21&{} — 240

i//40 -7s —130
Az Gjprogram: x> = 70 ; kbvetkezménwektora:
20
* 90
G = 240
.130.

Lathat6, hogy y* ésy® nem hasonlithatékdssze.Viszont x° efficiens, hiszen a

Slio 7.0
0 V25 O*
- 7,0 Ve s

egyenldtlenségrendszernekan pozitiv megoldasvektora.
Toébb efficiensbazismegoldasmem talalhaté, de minden

x= ;. x°+ 1—A)X30" Xg 1)
program efficiens.

(Beérkezett: 1963. szeptember6.)
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UBER LINEARE OPTIMIERUNG GEMASS SIMULTAN GEGEBENEN
ZIELFUNKTIONEN

von

P. BOD
Zusammenfassung

Wir untersuchensolchelineare wirtschaftliche Entscheidungsprobleme,
in denen man den Erfolg der zuldsslichenLésungen aus mehreren Gesicht-
spunktenbewertenmuss.Sowird der 6konomischeNirkungseffektder einzelnen
zulasslichenProgrammedurch Vektoren endlicher Dimension gemessen.

Im Fallelinearer Entscheidungsproblemgehdrtzu der Mengeder zuléss-
lichen Loésungen

L={xjAxgU; x~ 0}

eine Menge
der Konsequenzen:
Cfx
) Cfx
E - O]_O = ! N : X(L
C*kX

Um optimale Entscheidungendeutenzu k nnen, muss ein aus kono-
mischem Standpunkt gerechtfertigtesOrdnen auf der Menge E definiert
werdenk nnen: Es bieten sich die folgenden M glichkeiten:
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1. Es kanneine Wichtigkeitsreihenfolgeder Zielfunktionenso angegeben
werden, dassein noch so geringerVorteil nacheiner wichtigeren Zielfunktion
starker sei, als jeder Nachteil nach dem weniger wichtigen Zielfunktionen.

Die Menge der optimalen Lésungen kann mittels einer zweckmassig
gefihrten linearen Optimierung erhalten werden.

2. Esgibt eineSkalar-Vektor-Funktionaufder MengeE, die den Gesamt-
nutzeffekt der zulasslichenLésungen ausdrickt.

Um dasOptimum zu finden, muss man den Maximum einerdurch linea-
ren Ungleichungenbeschranktenjedoch nicht notwendig linearen Funktion
bestimmen.

3. Auf der MengeE bestehtnur dasdurchdie verschiedenerzielfunktio-
nen bestimmte Partialordnen.

Die Optimierung kann sich in diesem Falle nur auf die Herstellung
der sogenannteneffizienten Programmerichten.

Auf Grund einiger einfachenEigenschaftender effizienten Punkte der
Konsequenmengekannein naheliegende¥erfahrenzur Herstellungeffizienter
Programmeangedeutetwerden Das Verfahrenist stark rechnungsanspruch-
voll, da es samtliche Extremalpunkteder MengeL und fast sdmtliche Extre-
malpunkte der Menge E tatséachlich benutzt.

CHARNES und coopPER untersuchtenim Jahre 1957 das Problem der
effizientenNettoproduktionsméglichkeiin denlinearen Produktionsmodellen.
Ihre Ergebnissekann man auf das hier untersuchteProblem umformulieren.
Man erhalt so zwei Satze, mit denen man Programme effizienten Erfolges

herstellenkann, und lGber alle zulasslicheLésungenentscheidenkann, ob sie
effizient sind oder nicht.

Das ubliche Optimalitatskriterium des Simplex-Verfahrenslasst sich
leicht zum Kriterium der Effizienz verallgemeinern.



	8. kötet / 4.sz.�����������������������
	BOD P.: Lineáris programozás több, egyidejűleg adott célfüggvény szerint�������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	541����������
	542����������


