GOMBALAKU ONTVENY LEHULESI FOLYAMATANAK VIZSGALATA!
ADLER Gyorey
1. §. A feladat megfogalmazasa

Vizsgalataink gombalaki ontvényeknek vastag hdszigetelG réteggel
koriilvett formaanyagba torténd, kétféle ontési eljardsara vonatkoznak. A két
ontési eljaras abban tér el egymastél, hogy az egyik esetben az éntvényben
ontéskor szilard, az éntvénnyel azonos anyagt és avval koncentrikusan elhe-
lyezkedd, gombalaka mag foglal helyet, mely az ontvénybe beépiil. A masik
esetben szildard mag nélkiil torténik az ontés.

A gombalaki ontvény sugara legyen R. Ezt d vastagsagu, gombhéj
alaku formaanyag, valamint ekoriil elhelyezkedd b vastagsagi, ugyancsak
gombhéj alakt hészigetel§ anyag hatérolja. A szilird mag sugara legyen R,,
(lasd 1. 4bra).

Az ontvény tialhevitett és megolvadt allapotban keriil az éntéformaba.
Az ontvény lehtilésének és megszilardulasanak matematikai vizsgdlatanél
az alabbi folyamatokat és feltételeket kell figyelembe venni.

1. Az ontvényben és a hdszigetel6 anyagban hévezetés jatszdédik le;
ezen anyagokban a h6mérséklet az id6tdl és a helytdl is fiigg.

2. A formaanyag viszonylag vékony volta és j6 hévezetSképessége foly-
tan a formaanyagban a hévezetésre nem kell tekintettel lenni; a formaanyag
hémérséklete csak az id6tdl fiigg, a helytsl nem.

3. Az ontvény megszilardulasa folyaman a szilird és a cseppfolyés
fazis hataran olvadashé szabadul fel.

4. Az 6ntvény és a formaanyag, illetve a formaanyag és a hdszigeteld
anyag hataran a h6mérséklet a helynek folytonos fiiggvénye. A hdszigetel6
anyag és az azt kiviilr6l hatarolé levegs kozott a linedris héatadasi torvény
all fenn. (A hdészigetel anyag és a levegé hataran a hémérsékletnek ugréasa
van.) A kiils6 levegé hémérséklete allandé és megegyezik a hGszigetels anyag
kezdeti hémérsékletével.

5. Mivel az adatok szerint a vizsgalt anyag termikus jellemzdi nemesak
a hémérséklettsl, de a halmazallapottdl sem fiiggenek, ezért a szilaird mag
és a cseppfolyés ontvény hatarara vonatkozéan semmilyen peremfeltételt
sem kell kiréni, mert itt, az anyag hévezetési szempontbél homogén lévén,
magéanak a hévezetési egyenletnek kell teljesiilnie. Természetesen ezen a helyen,

1 A dolgozatban foglalt szamitdsok a Fémipari Kutatéintézet (ROMWALTER
ALFRED mérnok) megbizasabol késziiltek.
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az Oontés pillanatdban fennall6 hémérsékleti kiilonbségek folytan, a kezdeti
hémérsékleteloszlas diszkontinuus lesz.

6. Végiil a leirt rendszer termikus viselkedését az anyagi allandékon
kiviil a kezdeti id6pontban uralkodé hémérsékletek és az ontvény olvadas-
pontja teljesen meghatarozzak.

hoszigetelo anyag

e szilard mag

ontveny

A leirt rendszer anyagi allandéi a kovetkezdk:

k = hévezetSképesség cal cm™1 sec™! C°71

¢ =ita)ho ical p=t G,

p = stlirliség g cm™3,

A = olvadashdg, cal g—1,

h = héatadasi tényez6 cal em=2 sec™t C°~L

A rendszer hdmérsékleti jellemzai:

T = kezdeti h6mérséklet C°,
7 = ontvény olvadaspontja C°.

A hdészigetel6 anyagra vonatkozé allandékat 1-es, az ontvényre vonat-
koz6 adatokat 2-es, a formaanyagra vonatkozé adatokat 0-as indexszel fogjuk
jelolni.

A feladat mindkét (szilard-magos és szilard mag nélkiili) ontési eljaras
esetében a kovetkez§ allapotjelz6k meghatérozasa:

a) az oOntvény dermedési folyamatara jellemzd folyékony—szilard
fazis-hatarfeliilet helyzete mint az idé fiiggvénye:

b) az ontvény és a h@szigetel§ anyag hémérsékletének idébeli és térbeli
eloszlasa a lehfilés folyaman.
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2. §. A folyamat matematikai modellje
A) Egyenletek

Az egyszerliség kedvéért elGszor foglalkozzunk a szilird mag nélkiill
ontés esetével. Jeloljiik a hészigetel6 anyag h6mérsékletét u(r, ¢)-vel, a megszi-
lardult ontvényét o(r, t)-vel, a még cseppfolyds ontvényét w(r, t)-vel, a forma-
anyagét pedig z(f)-vel, ahol » a radialis koordinatat (az éntvény centrumétél
mért tavolsagot), ¢ pedig az id6t jelenti. (Mivel a folyamat teljesen gémb-
szimmetrikus, a helytdl valé fiiggés csak a radialis koordinatatol valé fiiggést
jelenti.) A feltételeknek megfelelGen a formaanyag h6mérséklete csak a ¢ véalto-
z6tél fiigg. A megszilardult ontvényrész vastagsiga legyen &(z). (Vagyis,
ha » = R(t) a cseppfoly6s halmazallapoti ontvény sugara a ¢ id6ponthan —
ilyen jelolés mellett B = R(0) — akkor &(¢{) = B — R(t).)

A hészigetelésben, tovabba az ontvénynek mind a megszilardult, mind
pedig a cseppfolyés részében a megfelel6 héGmérsékleteknek a hévezetés
egyenletét kell kielégiteniok (lasd: [2], 195—198. o. és 487. 0.):

%u 2 du 1 Bu
1 - = R4+d<r<R-4d-+0b),
e 8r2+rar a? ot (% e
v 2 W 1 v
9 S0 e S P2 s ps oo BR—&(@) <r<R),
& or? r Or a} ot ( © )
22w 2 dw 1 dw
3) + = 0<r< R—E&@1),
{ or? r or a3 ot ( )
ahol
ke, (i=1,2).
Ci 0;

(Az adatok szerint a szilard és a cseppfoly6s fazis termikus anyagi jellemz6i
megegyeznek.)

(Ezen egyenletekhez a hévezetés derékszogli z,, x,, ¥; koordinatikban
felirt

3%u o 2 1 du

ox} dx3 0xf a? ot

egyenletébdl, a teljes gombszimmetria figyelembevételével, az r = /a3 + 23+ a2
helyettesitéssel juthatunk el.)
A szilard-magos 6ntés esetében a dermedési folyamat nemecsak a forma-

anyag mentén, hanem a szilird mag mentén is megindul. Jelentse £(#), illetve

&(t) az atfagyott réteg vastagsiagat a formaanyag mentén, illetve a szilird mag
és a rafagyott réteg alkotta gomb sugarat (lasd 2. abra), v(r, ¢) illetve (r, t)
pedig a megfelel§ részek hémérsékletét, ahol o(r, ) egyben az eredeti szilard
mag hoémérsékletét is jeloli (lasd 1. §, 5.).

Természetesen az 6ntvény elegendd magas ttlhevitése esetén a folyamat
a szilard mag megolvadasaval kezdddik. Ez a jelenség matematikailag csupan

abban nyilvinul meg, hogy a kezdeti id8szakban &(f) csokkendnek adédik.
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Mint azt a 3.§ II. szdmu probléméjanak megolddsa mutatja, az adott numerikus

értékek mellett &(¢) novekedGen indul (ti. az ott szerepld o pozitiv), vagyis
a szilard mag, legalabbis a lehfilési folyamat megindulédsakor, nem olvad meg.

7 C5epprolyos
7.3 ontveny

S\f\'\'\\\\ N szilard
L\\\,\.\S, | ontveny

2. dbra.

Tehat szilard-magos ontés esetében a hdémérsékleteket meghatarozé
egyenletek a kovetkezdk lesznek:

u 2 du 1 du
1 —_——— = R4d <R +d+-b),
() 87‘+r or a} ot AR Ty
= 27y 7l 7y =
(2) e 2w 10 (R—&(t) <7 <R)

or? r or a3 ot

8"0—) E@z.l_ﬂ (O<r<§(t)),
or? r ©Or az ot

s 9w 2 dw 1 dw — =
il P Bl Et) <r < R —E&@1)).
or? r or az o () )

B) Kezdeti- és peremfeltételek. A fagyasfeliillet mozgasat leiré egyenlet
A levegd és a hdszigetel6 anyag hatarfeliiletén a linearis h6atadasi tor-
vény érvényes:

4) =B — hy[ulr, ) ly—rsars — Ts] -
Or |r=R+d+b ‘

(Mint az a feltételekbdl is kovetkezik, 7', a levegd hémérsékletét is jelenti.)
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A tobbi hatarfelilleteken hémérsékleti ugras nincs, ezért szilard mag
nélkiili ontés esetén

(5) (e, ) lrapsa = 2t) = 6lr,8) run,
(6) o1, ) [r—pr—gy = W, 1) | _p—gry »
illetve szilard-magos 6ntés esetén

(5) u(r,8) |, —p+a = 2() = (7, 1) |, g,
(6) B(r, ) lr=r—&y = w(r, 1) r-r—&0)

(8) o(r, 0) |r=%0y = w(r,0) [r=%o -

Az r = 0 pont a gombi szimmetria centruma, ezért itt hGaramlas nincs,
vagyis szildrd mag nélkiili 6ntésnél

dw(r, t)

or lr=0

(7) =0,

mig szilard-magos 6ntés esetében
) ) | .
or |r=0
Ujabb hatarfeltételhez jutunk, ha figyelembe vessziik, hogy a forma-
anyagba idGegység alatt bedaramlé és onnan kidaramlé hémennyiségek kiilonb-
sége a formaanyag hémérsékletének emelésére forditédik. Igy, szilard mag
nélkiili ontés esetén, a kovetkezd hatarfeltételt kapjuk:

iRk, | 4R+ apak, 2 =
(8) or |r-r or |r—R+d
% 4R+ d)Pa 4 E3w) da(t)
Hirs 3 3 ] dt

Szilard-magos 6ntés esetében ezen képlet annyiban médosul, hogy benne
a o(r, t) fuggvény helyett a z(r, ¢) fiiggvény szerepel.

A szilard és a cseppfoly6s fazis hataran végbemend fagyasi folyamat
feltételi egyenletét a szilard mag nélkiili esetre vezetjiik le. A szilard-magos
esetre vonatkozé egyenletek (itt két fazis-hatarfeliilet van!) szészerint meg-

egyez6 médon kaphaté meg, csak arra kell iigyelni, hogy a &(¢) tavolsigot

az r = 0 ponttdl jobbra, mig a £(¢) tavolsdgot az » = R ponttdl balra mérjiik
pozitivnak, és ugyanakkor a szilard és a cseppfolyés fazisok r tengely menti
sorrendje is ellenkezd a két hatarfelillet mentén. (A formaanyagtol befelé,
a szilard magtoél pedig kifelé torténik a dermedés.)

A t id6pontban a szilard-cseppfolyés fazishatar az r = B — &(¢) sugara
gomb, mely At id6 alatt az r = R — [&(t) + A&] sugarta gombbe megy at.
Tehét ezen At id8 alatt 4[ R — &(t) 2ndE 0, tomegli ontvény szilardul meg, és
ennek megfeleléen 4[R — &(t)]2n A&p,A hémennyiség szabadul fel. Ezen hé-
mennyiségnek egyvenlének kell lennie az r = R — &(t) és az r = B—[&({) +
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+ A&] sugara gombfeliileteken At idG alatt ataramlé h6mennyiségek kiilonb-
ségével, vagyis

At [4(13 _E() — Atpak, 22
r=R—&(t)—A¢

ar

— 4R — &)k, ik

or

r:R—E(t)]
— 4[R — E(t)2ndEgy A .

Innen, 4[R — &(t) 2w At ky-vel vald osztés és a A¢ — 0 hatardtmenet elvégzése
utdn a kovetkezo feltételi egyenletet kapjuk (v6.: [2], 280. o.):

) [Sw (r,t)  0w(r,¢) Aoy d (1)
or 8r  lr—r-zty ko dt '
A folyamat meginduldsakor az ontvény teljes egészében cseppfolyés dllapotban
van, ezért £(0) = O.
Szilard-magos ontésnél az atfagyasi feltételek a k 6vetkezdk lesznek

@) [aw(r,t) _9w(r, t)] :& d &(t)
ar ar r=R—E&t) k‘z dt '
dw(r,t) . 8%(r, 1) lo, dE()

9 e et

®) [ or i or Lg(,) k, dt '

melyekhez a kovetkezd kezdeti feltételek tartoznak:

E0)=0, &0)=R,.

A kezdeti hémérsékletek a kovetkezdok:
szilard mag nélkiili 6ntésnél:
u(r, 0)

r,
w(r, 0)

[

2(0)=T5=T5,;

23
szilard-magos ontésnél:

u(r, 0) = 5(r, 0) = 2(0) = Ty = T},
w(r0) =175

A szilard és a cseppfolyds fazis hataran a hémérséklet allandéan az 6nt-
vény olvadaspontjan van:

(10) o(r, 1) \t:R—e(t) = w(r, 1) ]r:R—e(t) =T,

illetve szilard-magos ontésnél

(10) B(7, 1) |r=r-50 = W(7, 1) |r=r—5t) = T,
(10) o(r, 1) [r-Fn = w(r, ) -5 = 7 -
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(Ezek a feltételek ¢ >0 esetére értenddk. ¢ = 0 esetén a kezdeti hdmérséklet
az ontvény hataran (vagy hatérain) nem folytonos.)

A konnyebb attekinthet8ség kedvéért képleteinket a 3. és 4. abran 6ssze-
foglaltuk: a 3. abran a szilard mag nélkiili, a 4. abran pedig a szilard-magos
ontés képleteit foglaltuk dssze gy, hogy az r valtozé megfelelS szakaszaihoz,
illetve megfelel§ pontjaihoz feltiintettitk az ott érvényes egyenleteket, illetve
peremfeltételeket.

3. §. Két, félterek atfagyasara vonatkozé probléma egzakt megoldasa

Tekintettel arra, hogy a fagyési folyamat, amint azt az alabb kovetkezd
1. probléma & = « J/f megoldésa mutatja, végtelen nagy sebességgel indul meg

vagyis d—é = + oo, ezért a numerikus szdmitdsi moddszer, miként
t=0

azt a 4.§-ban latni fogjuk, a folyamat kezdeti szakaszanak kiszamitasara

nem alkalmas. Ezért ezen kezdeti szakaszt alkalmasan leegyszertisitett modellek

egzakt megoldasaval szamitjuk ki.

Az egyszertisités lényegében abban 4ll, hogy a formaanyag és az ontvény,
illetve az 6ntvény és a szilard mag hatarat siknak, és a kozegeket egyik irany-
ban végtelen kiterjedéslieknek tekintjiik. Ezek az egyszertisito feltevések azért
jogosak, mert a fagyési folyamat megindulasakor létrejovs valtozasok, ha
vizsgélatainkat rovid id6tartamra korlatozzuk, lényegében a kiilonb6z6
kozegek hatarfeliileteinek csak a kozvetlen kornyezetére koncentralédnak,
igy azokat sem a széban forgé hatéarfeliiletek gorbiileti viszonyai, sem pedig
az ezen feliiletektsl tdvolesd pontokban lejatszédé folyamatok nem befolya-
soljak.

Ezen leegyszerfisitett modellek azért is fontosak, mert a fagyasi folyamat
meginduldsarol pontos képet adnak.

I. probléma. (Lasd: [2], 280—282. o.)

Jelolje @ egy térbeli derékszogli koordinatarendszer egyik koordinatajat.
Az ontvény foglalja el az x > 0 félteret. Nyilvanvalé, hogy ha kezdeti felté-
teleink és peremfeltételeink csak az x koordinatatol fiiggenek, akkor a folyamat
minden jellemzGje csak ezen x koordinatatél — és természetesen az id6tél —
fog fiiggeni. A ¢ id6pontban az éntvény szilard és cseppfolyés fazisinak elvia-
laszté feliilete legyen az @ = &(f) sik. A hdmérséklet a cseppfolyés fazisban
legyen w(z, t), a megszilardult részben pedig v(z,¢). Ezen hémérsékleteknek
a megfelel§ tartoméanyokban a hdvezetés egyenletét kell kielégiteniok:

& 148

PO (0 <= < &),
322 a3} 9t
w. . T Bw

- — Et) <x < + o).
8zt 03 O (& )

Az ontvény kezdetben legyen teljes egészében megolvadt allapotban.
T, hémérsékleten; tehat
£0) =0
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z

és
w(z, 0=, 0<2x< + o0).
Az éntvény az x = 0 sikban legyen allandéan 7',( < 7) hémérsékletiire hiitve:
v(0,t) =T, (t > 0).

A végtelen tavolban (x = -+ oo) az 6ntvény hémérséklete nem véltozik az id6k
folyamén:
w(+ o0,t) = T, ¢ > 0).

Az x = &(t) fagyasfelilleten pedig (9) és (10) értelmében a kiovetkezs feltételek-
nek kell teljesiilniok:

_ow  00) e d )
[ o 3 l’],ze(;) ICZ dt i (t > O) =
2, 0) |xgy = (&) [xmgey =7 l

A probléma megoldasat az az észrevétel teszi lehet§vé, hogy ha az «
valtozo helyett annak tetszésszerinti f-szorosat, a t valtozé helyett pedig annak
p2-szeresét vezetjiik be 1 valtozénak, akkor probléménk valamennyi egyenlete
és feltétele valtozatlanul érvényben marad. Ez azt jelenti, hogy a feladat

v és w megoldasai csak az y = —thtvéltozétc’)l fiiggenek:
x
v x,t == =l
@0=1

w(,t) = !]‘th:

Ezen kifejezésekbdl azonnal kiovetkezik, hogy a fagyasfelillet mozgasat a

E=alt

egyenlet irja le, ahol « az

egyenletnek tesz eleget.

Behelyettesitve ezen kifejezéseket egyenleteinkbe és feltételeinkbe, azt
kapjuk, hogy az f(y) és g(y) fiiggvényeknek a kovetkezd egyenleteket és perem-
feltételeket kell kielégiteniok:

a s 3 &t

zdy2=—2yd—y O<y<a),
d? d
agdyi_—_—2yd—f/ (a <y <+ o)
*) f(0) =Ty, g(+ o0) =1,,
f(a) =g(a) =,
(% fa)—g(@ =2



GOMBALAKU ONTVENY LEHULESI FOLYAMATA 565

Innen kovetkezik, hogy egyenletrendszeriink megoldésa
f(y) = 4, + By y(y/2a,) (0<y<a),
9(y) = 4y + By p(y/2a,) (a <y <+ o),

(y)(x) = |/25 j edo

0

alaku, ahol az 4,, 4,, B, és B, egyiitthaték a (*) egyenletrendszerbdl szamit-
haték ki; az itt szerepls o a (**) egyenletbdl hatarozhaté meg. Az egyiitthatékra
a kovetkez6 értékeket kapjuk:

T—T
Al - Tl ’ Bl = a ! )
A 2a,
a
T—yl—|T
1p(2a2 . . Ly—E
ey y O i 5
2a, 2a,
A (**) egyenlet rendezés utan a kovetkezSképp irhaté:
Tl—r+ T,—7 :_AQ2V7_ta2 43—;
e T W(i 2k,
2a, 2a,

A fenti megoldasbdl adédik, hogy a (0, ¢) idGtartam alatt az 2 =0
feliileten keresztiil feliiletegységenként

t

dv

-~ k—-

¢ fzax
0

hémennyiség tavozik el a félteret kitoltd ontvénybdl.

kz(T -_ Tl) 1 VZ

an;Z— 'l,U "

2a,

dt =
x=0

I1. probléma

A cseppfolyés, T, héfokt ontvény a ¢t = 0 id6pontban most is foglalja
el az ¥ > 0 félteret, mig az x < 0 félteret mar megszilardult és kihlt, 7',
héfoka ontvény toltse ki. (Az ontvény sajat anyagabol késziilt falra torténik
az ontés.) A szildrd és a cseppfolyds fazis hatarfeliilete a ¢ id6pontban legyen
ismét az v = &(¢) sik. A szilard, illetve a cseppfolyés fazis hdmérsékletét jelolje
— Ggy, mint az el6z6 probléméanal — o(z, ¢), illetve w(z, ¢t).

Az 1. problémanal elmondottak mint4jira azonnal felirhaték jelen prob-
léménk egyenletei és feltételei. A véltozas az el6z6khoz képest 1ényegében
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az, hogy a v(z, t) h6mérséklet most egészen az ¥ = — oo értékig van értelmezve,
és az v = 0 sikban érvényes peremfeltétel elesik. Tehat:
9?2 3
v:i._v (— oo <2< &)
or? a: of
Pw 1 dw
= — i) <x < 4 o0),
8x* ai ot (&) )
§0) =0,
o(x,0) =1, (— o<<0),
w(z,0) =1, (0<zx< + o0),
v(— oo0,t) =T, b},
(—|— oo, t — T
[ 8w+8l)_] _ oy d§(t)|
ox 813 x=&(t) k2 dt (t = 0) "
(@, 1) [x—gry = W 1) [y = Tl

Most is alkalmazhaték az I. probléméanal felhasznalt meggondoldsok. A nem
részletezendé szamitasok végeredménye a kovetkezd:

W= 1‘*’31#’[ Vf] (— oo << &1)),
Z
= A+Bzw( ] ((t)<z < +o0),
a,)t
t)=alt,
ahol
Al:Tl_*__T;:L,
1 =2
+ v P
A2=T2+T_—Tfl,
l—yp|—
2a,
T—T
By = :z ,
FEL
2a,
B —74+T
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és a a kovetkez$ egyenlet gyoke:

T—T,

t—T, ZAQZVEaZ =

a etad
1+,,J[L 2k,
2a,

+

L==
% 2a,

4. §. A numerikus médszer képletei

Numerikus megoldasi moédszer gyanant az Gn. rdacspont-mdédszernek
(vagy mas néven differenciaegyenletek médszerének) egy alkalmas maddosi-
tasat fogjuk hasznalni. A racspont-médszer lényege az, hogy az egyenletekben
és a hatarfeltételekben szerepld differencialhanyadosokat differenciahdnyado-
sokkal helyettesitjiik, és igy a parcialis differencialegyenletrendszer megolda-
sat elsGfoku algebrai egyenletrendszer megoldésara vezetjiik vissza. (Az alta-
lanos elveket illetéen lasd: [1], 196—229. o.)

A) A hivezetés egyenletének megfelelé differenciaegyenlet

A hévezetés egyenlete esetiinkben (lasd (1), (2), (3))
U 290 _ 18U

(11) =
or2 7 Or a? ot

alaku. A pozitiv r és a pozitiv ¢ tengelyt osszuk fel az
r; = ip, illetve ¢; = jq (4,7 =0,1,2,...)
osztépontokkal. fgy az (r >0, ¢ > 0) negyed sik egy racspontrendszerét kap-
juk. Az U(r, t) fiiggvény kozelits értékét az (r;, ¢;) pontban jeldlje U, ; :
Ui,jN U(ri,tj).

Az U fiiggvénynek a (11) egyenletben szerepl$ differencialhanyadosait a kovet-
kezé differenciahanyadosokkal helyettesitjiik:

Lo
Ot |r=r;t=t; q
@ — Ul'+l,j P Ui—l,j
or r=ryt=t; 217
U Az Ui+1,j—2 Ui;j+ Ui—lnj.
or2 r=rit=t; p2

Ezen differenciahdnyadosokat a (11) egyenletbe helyettesitve a kovetkezd
differenciaegyenletet kapjuk:

Uisr,j—=2U4;+Upy, 1 2 Vuig—Upay e Uijrr1 — Ui,j‘

p* 7 2p a? q

< ;

(12)
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Ha itt a p ésqg allanddkatugy valasztjuk, hogy

2a?

legyen, akkor a (12) egyenleta kovetkezdegyszerhalakba irhato:

(14) Un+1 =1 (Uj_bj + Ui+1:j) + (Ui+1|j - u, .y ) .
2 2 Tj

llymédon at = tj.; iddponthoz tartozd kdzelitd értékekat = tj iddponthoz
tartozékbdlegyszerimodon kaphatdok meg.

Az egyszerlségedvéértallapodjunkmegegy, azegészvizsgaltrendszerre
kiterjedd véglegesracspont-felosztasbarts jel6lésrendszerben A racspont-
felosztastés az egyesracspontokhoztartozo kozelitd értékeketa szilard mag
nélkli, illetve a szilard-magosesetbenaz 5.illetve a 6. 4bra mutatja. Ezek az
abrak, az r tengely menti elrendezéstilleten, a 3. és a 4. abra megfeleldi.
Itt a a £(t) értéknek megfeleldkbzelitd érték:

ijAHt)) -

A racspontokvizszintestavolsagaa hdszigetelésnekmegfeleld részben
legyen p, azontvénynekmegfeleldérészbenpedig p,. A racspontokfiiggdleges
tavolsaga (vagyis az idd-differencia) mindkét részbenlegyenqg. A p, p ésq
racsallandokatvalasszukmeg ugy, hogv teljesiljeneka (13) feltételnek meg
feleld

(137
28, 2 ai
feltételek.
A tavolsadg Aj végpontjatvizszintesiranyban kézrefogd szomszédos
racspontoknakmegfelel6elsdindexek legyenek&@ ésij + 1. Ha Aj racspontba
esik, akkor avele 6sszees@acspontelsdindexelegyenij. Vagyis

P2 - £j<if + 1)P,.

Az 5.abran az ...AjA.x ... vonal a szilard és a cseppfolyésfazis
hatarfellleténekiddbeli mozgasatmutatja. T6le balra vannak a cseppfoly6s
fazis homérsékletétjelolé w, tdle jobbra pedig a szilard fazis hdmérsékletét
jelold v értékek. Egyszerliségkedvéértavésaraértékek elsd, az r valtozéra
vonatkozoéindexeibalrol, agémbcentrumabdkiindulva folytat6lagosankdvet-
keznek (ésnem kezdtuk arértékeknélujra az indexelést).Hasonl6 a helyzet
a 6. 4bra esetébenis.

Levezetéseinketaz irAsmunkamegkdnnyitésérecsak a szilard mag nél-
kili esetrevégezziukel. A szilard-magosesetrevonatkozoképletekszérol széra
ugyanugyvezethetdkle. Az ezenutdbbi esetrevonatkoz6eredményeketa 6.
Abréan tintettuk fel.

A (14) képlet alapjan, az 5. abra jeloléseinek megfelelden,kildon-kulon
felirjuk az (1), (2) és (3) egyenleteknek megfeleld differenciaegyenleteket.

MAGYAK
UV, % IY3S AKDEVA
-
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cseppfolyodazis
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egyenletek:
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(w

0/U*Qs(t3- Ou(t,)*-%(t)rSc(t)
Qr(U"'SF(tj)'Qr(tc) *St (t])

hdszigetelés

u(nt)
Rrd.b
—r—/
23u_<9
r3r a 3i
=l higu_si)\
K-u ij Ua Wekg |
<t
M iAnili j*1
I-h*  <p > fre

hohersekletekee

perenfel te telek:

szilard  fazis

v (r, 1)
i szilardmag r
-fw-

av ¢ca? i a»

a® r Sr'o?&

0 dw.dv

A=
dr dr dr

szilard Fazis

wic  viljh

VoelAx,t - W

ontvény

cseppfolyés

w(gt)
dL 2_dw
dr' r dr
di

kt 3F

Zj.,-Xzpiiv® | *tu,,

wenrf-n*n_3z)

5 abra

.\JO

szilard  fazis T hészigetelés
i 1

dw dv *9k J|\

SHj)--ri{-uy*i<< 3,-32) sj*-gtc-h,.,,*\7,)

levegd

N-(m-'vpz

ha lj,-(H-L*)p;

ha (M-i*-1)p.,aj,

ha  (M-i*-1)p.<I<(M-L'Jp<i

5a. &bra
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Ezek rendre:

M = - («f-ij + «(+i) + —, («f+i.; - 4-1,)).
2 2 MM+
[ Pi
M) J+1 = 2 + o»t+e]) + Eél(»|’+|J
() o1 = 0 (U sy + Wikgg) + ~ {Wisgg - Wi_xy) -
2 2a

Hasonlb6ankapjuk, &;. helyettegyszervj-1, méasszori; -t irva, a (2) ésa (2)
egyenletekdifferencia-formulait.

B) A peremfeltételeknek és a fagyasfeliilet mozgasat leir6 egyenletnek
megfeleld differenciaegyenletek

El6szor foglalkozzunk az r = 0 ponthoz tartozd (lasd (7) és (7))

(15) =0
9r >=0

alaku feltétellel. Ezt a feltételt, a differencialhanyadoshelyett a megfeleld
differenciahanyadosfrva, azonnal atirhatnankdifferenciaegyenletté.Ponto-
sabb képlethez juthatunk azonban, ha figyelembe vessziik, hogy az r = 0
pont (gombrdllévénszd)tulajdonképpemem peremeatartomanynak,hanem
annakbelsdpontja.Ezértahelyett,hogy a (15) feltételbdlindulnankki, indul-
junk ki magabdla (11) differencidlegyenletbdl,melynek — nem feledkezve
meg a (15) feltételrdl — a megfelel6hatarértékekreattérve,azr = 0 pontban
is érvényesnekkell lennie.

Vizsgaljuk tehat, hogy (11) egyenletinkmihez tart r — 0 esetén.A (15)
feltétel figyelemhevételévelazt kapjuk, hogv

. : 977, Y277 |

[im —-—=lim

M r 9 r—o oar 9 |_ 9’ Lo
Ennek alapjan azt kapjuk, hogy a (11) differencialegyenlet,figyelembevéve
(15)-6t, az r = 0 pontban
(119 =

9  a? dt

alaku.

Az r tengely felosztasatfolytassukegy osztoponttala negativr értékek
irdanyaba. igy kapjuk az

r

i~ — P
osztopontot, és a neki megfeleld

U-ij ™ Ul tj)

6 A Matematikai Kutaté Intézet Kézleményei VTII/t.
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kozelitd értéket. Figyelembe véve az r = 0 pontra vonatkoz6 szimmetriat,
U-i J =U 13

veendd.Ennek alapjana (11') egyenletbaloldalanszerepldderivaltazr = 0
pontban a
&Y Ug - 2Uy + Uy, =2 U.J-Uqj

er r=0 f- P2

differenciahanyadossalkdzelithetd. A (11') egyenlet jobboldalan szerepld
derivaltat pedig a

UqJ CQJI—I
Yt r=0,f=f,

differenciahanyadossakozelitjik? igy végil is a (15) peremfeltételre,a fenti
kozelitd formulakat behelyettesitvea (11') egyenletbe,a kdvetkezdt kapjuk:

32Uy - 2Ugy = 1_Ugy -
p? a? q
Innen, p és q értékéta (13) feltételnek megfeleléenvalasztva,a kovetkezd
adédik:

(V”) UOJ+1 = - 3U13+]_ + UOJ) .
4 (

A (4) hatarfeltételnekmegfelelddifferencia-képletmindentovabbi nélkil
azonnal felirhaté:

_ h = h M _ Ti)
PI

ahonnan
Gv) NyJd = DUn_11J + ET.,
ahol

1

£ =
1 P E 1+ A _
PiK

A (8) hatarfeltételatirasadifferencia-formabaugyancsakazonnal elvé-
gezhetd,ha bevezetjika

zj~hz(tj)
jelolést:

#afe, - "M-I/ _ (& - _ EOEi[(A + cN®- R “*1~
pa Pi 8 R

2Az idd szerintiderivaltatazértazitt szerepldun. baloldali, ésnemazA) pontban
szerepld un. jobboldali differenciahdnyadossahelyettesitjik, mert igy a numerikus
modszer ,stabilitdsa” nagyobb. Erre itt részletesennem térink Kki.
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Innen
(""" o= aZj+ Bwy + YUy
ahol
a= 1 -B -y,
R- 3qR% 3qR + dyk
Qo COoPtUR + d® - R Q, cr[(R + d)?- R

A (V) képlet levezetésénélfigyelembe vettik azt, hogy
Mj = *j- "oj>

ezaltal az (5) feltétel automatikusanteljesil.

A fentieknél nehezebbfeladatot jelent az atfagyasfolyamatat leird
(6) és (9) feltételek atirasadifferenciaegyenletalakjdba.Tovabbi problémat
jelent a kozelitd v és w értékek meghatarozasaz atfagyéasifelilet szomszéd-
sagaban,ahol a (Il) és (Il1l) differenciaegyenletnem hasznalhato,mert a i
érték a cseppfolydsrészbe,u>j, ; pedig a szilard részbeesne.

A (9) feltétel jobboldalaazonnalatirhatédifferenciahanyadoslakjaba:

X df  xo. fz1 —E>*

=i i,
k2 dt kz q

A baloldalon szerepldderivaltakat az (j—1, ) indexd és az Aj, illetve az
(ij + 2,f) index( és az Aj alappontokonképezett differenciahanyadosokkal

helyettesitjuk.Figyelembevéve, hogy az Aj pontban a homérsékletegyenld
a r olvadasihdmérséklettel,a kovetkez6t kapjuk:

?W T g

Yr r=R-m vz +[(M - ij) Pa—

dv Vi, +2] —A

dr \=R-Ht) Pa+1Sj- * —i— ')PA

Ezen differenciahdnyadosolkegitségéveh (9) feltétel igy irhaté at:
(1X) e = Ti+ A®) (- w.~j)+ B(i) (@-  Vwal),
ahol

A =7 . B(j) = M ! .
' Xe M -ij+ 1)p2-1ij Yokg ij- M-ij-2) p,

Ezen (IX) formula levezetésénéla (6) feltételt figyelembe vettik.

Ahhoz, hogy ezt a formulat hasznalhassuk,sziikségvan az Aj ponttdl
jobbra illetve balra es® két-két szomszédos(ij — 1,ij illetve ij +1, ij +2
indexd) racspontra;itt Aj-1, haracspontbaesik, sajatbaloldali szomszédjanak
tekintjiuk. Ezértaz ezenformulaval valé szamitastcsak akkor lehet elkezdeni,
ha a

(16) ij"po2
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feltétel teljesul, és addig lehet folytatni, mig a

(17) Cig(M-1)p2

egyenldtlensédennall. A (16) feltételrenumerikuspéldanknala kezdetiértékek
megadasanatekintettel lesziink (lasd 6. 8).

Ha olyan nagy mar, hogy a (17) feltétel nem teljesil, akkor a (1X)
formulat gy modositjuk,figyelembevéveakonkrétnumerikusfeladatunkban
szerepldadatokat,hogy a értéket tartalmazotagot egyszerlienelhagy-
juk. Ezt annalis inkdbb megtehetjik,mert a fizikai folyamatilyen el6rehala-
dott allapotabanez atagelenyészderkicsiny a masiktag mellett. Tehat moédo-
sitott (IX) formulank a kdvetkezdalakot olti:

(IX") = {j+ . (f, > (£ - )pa).
R3: I, —[M —2) p
Ekkor a (I1l) képlet sem alkalmazhatémar, helyette,a fenti (1X') kép-
lettel 8sszhangbana wyj = w;,. = r értékeketvesszikfel.

Az eddiglevezetettdifferencia-formulainkehetdvéteszik,hogyat = tj
idéponthoztartozokdzelitéértékeketaz elozdt = tj iddponthoztartozé értékek-
hoi kiszamitsuk,kivéve az atfagyéasifelulettel, vagyis az A,; ponttal szom-
szédoskozelitd wij+ij+) és fi, +i,,vi értékeket.Ezen értékeketa kovetkezd-
képp hatarozzuk meg.

El6szor is olyan finom racspont-beosztasveszink (vagyis g-t olyan
kicsire valasztjuk), hogy eleve

(18) Zj+i - i) < P2

legyen minden j-re (ez a feltétel az 5. abran teljesil). Ezt a 3. 8-banfog-
lalt eredményeinkteszik lehetdvé.Ezzel részletesebbera jelen paragrafus
C) pontjabanés a 6. 8-ban fogunk foglalkozni, q ilyen véalasztasa mellett
a kovetkez® eseteketkllonbdztethetjik meg:

a.) Ha az Ay, pont racspontba esik, akkor itt a hdmérsékletr, és
igy ezzel a racsponttalnincs probléma.

b.) Ha A, és Aj.; ugyanazon két szomszédosfiiggbdleges racsvonal
kozé esik, mondjuk az i* és az i* + 1 index(ek k6zé, akkor illetve
vp+ij+i értékétaz (i* — 1,7+ 1) pontbelii+_ 14+1 érték és az A;; pont-
beli r érték, illetve az (i* + 2, + 1) pontbeli

Vi*+2,j+i &2 A/+1 pontbeli
r érték kozotti linearis interpolaciéval kaphatjuk meg (lasd 5a. abra):

, i . 1.1+1-i- , LtV _ N ypa2_ |y+i

P2
V.-+1J+1= V,+2,j+1 T (I' - ®,+2,+l) — *

c.) Ha az Aj ésaz A, pontokatfiggblegesracsvonal, mondjuk az i*
index0 elvalasztjaegymastol (a tett feltétel szerint Ajl-t és A, -t legfeljebb
egy figgdlegesracsvonalvalaszthatjael egymastol), akkor legyen

Virirl o= > Ve 4134 = A (T4 *Wo,,; H]) .
it
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Ezzel az 6sszeslehetségeseseteketletargyaltuk, és kézhen a (6) felté-
telre is figyelemmel voltunk.

A szilard-magosesetrevonatkozo képleteket,az 5. és az 5.a abrékkal
analégmaddon,a 6. ésaz ehhezkapcsolédé6.aabrantintettik fel.

A (I1X') képlettel kapcsolatbanelmondottak analdgiajara,ha és A
mar oly nagyok, hogy az Aj ésaz Aj pontok kdzott mar csak 1 illetve 2 db
osztoponthelyezkedikel, akkor és képletébena w-1tartalmazotagok
egyszerlerelhagyanddk ésegyidejllegaz Aj ésAj kozé esdw értékek gyanant

a

«VHH = el = T

értéket vesszikfel.

C) Kezdeti feltételek

Amint azta 3. §elejénemlitettik, fentebblevezetettképleteink a kih(-
lési folyamat kezdeti (t = 0 koriali) szakaszanakkiszamitasaranem alkal-
masak. Ezért egyszerQsitdfeltevésekettesziink, melyek lehetévéteszik a 3. ij-
ban kapott eredményeinkalkalmazasata kezdeti értékek kiszamitasara.

Eldszor a szilard mag nélkili 6ntésselfoglalkozunk.

Az ontvényt Gugy tekintjuk, mintha az az x>0 félteret toltené Ki.
(Mint azt mar a 3. § elején emlitettiuk, ezt azérttehetjik meg, mert kdzvet-
lentul a fagyasi folyamat megindulasatkdovetden szdmottevd hémérséklet-
valtozas csak a formaanyagés az dntvény hatarfellileténekszikebb kérnye-
zetébenlesz.) A formaanyaghdmérsékletétpedig allandénak, TA-nak tekint-
juk. Ezt ugyancsakmegtehetjik,mert a formaanyaghdmérsékleteaz idének
folytonos fiiggvényemégat = 0 pontbanis (ezrészletesebtanalizisselkimu-
tathatd), ésigy elegendorévid id6 alatt tetszésszerintikevésselvaltozik csak
meg. Az igy leegyszerisitetproblémaazonosa 3. § I. probléméjaval.

Az az id&intervallum, melyre a fenti kdzelitd modellt fogadjuk el érvé-
nyesnek,legyena0< t< t* intervallum.Ezent* iddtartamalatt,az |.probléma
megoldasanakapott eredményeinkszerint, az x = 0 fellletenkeresztulfeli-
letegységenként

- UT - T) 1
al

1ft*
T* v
2 aj
hdmennyiségtavozik el az 6ntvénybdl.
Marmost a racspont-mddszerhezaz dntvény hdmérsékletére kezdeti
értékek gyanantaz |I. probléma megoldasaialtal t = t*ra szolgaltatott érté-
keket tekintjuk. A hdszigeteldanyag kezdeti hdmérsékletétTj-nek vesszik,

mig a formaanyagkezdeti hdmérsékletelegyen
3 RQ

20: T0+4R29 Q = T0+ .
QG[R + d - A7

4R + dfn 4 Rn
00 ‘o

vagyis gy szamolunk,mintha az 6ntvényhdia (0, t*) iddintervallumban elta-
vozott hdmennyiségteljes egészébena formaanyagbanhalmozddott volna,
fel. Ezzel elérjuk azt, hogy a k6zelitésellenérea racspont-médszerretdrténd«
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szamolaskezdetéiga hdvezetdrendszerbeneredetilegfelhalmozott teljes ho-
mennyiségbdlsemmi sem ,vész el".

t* megvalasztasanalkét, egymassal ellentétes szempont érvényesil.
A modell leegyszerisitésévghro hiba csdokkentéseazt kivanja, hogy t* mennél
kisebb legyen.Masrészrdlazonban,ha g-1,vagyis aracspontfelosztastegyszer
rogzitettik, akkor a (16) ésa (18) feltétel mar als6 hatart szab(*-nak. Vagyis
a numerikusszamoléasa differencia-formulakalapjan csak akkor kezdhetdel,
ha mar » p, és £5,1 — < po

Az elsd, (16) feltétel teljesitésenem kivan magyarazatot.A masodik,
(18) feltételhezpedigaztjegyezzukmeg,hogya |,.; — differenciak elegendd
kicsiny j indexek eseténcstkkendsorozatotalkotnak (ezt a 3.81. probléma-
janak megoldadsamutatja),ésigy, a 3. 8-banfoglaltak segitségévekdnnyenta-
lalhaté olyant*, hogyt, >t* esetén(legaldbbisaszamitaskezdeti szakaszaban)
biztosanteljesiljon (18).

Fenti meggondolasainkminden tovabbi nélkil (még a szdmadatokat
sem kell megvaltoztatni)alkalmasaka szilard-magosontésheztartozé, az ont-
vény-formaanyaghatarkdrnyezetéreonatkozokezdetiértékek kiszamitasara.
Szilard-magosdntésnélszikségvan mégaszilard mag—oéntvényhatar kérnye-
zetébeesdkezdetiértékekkiszamitasaraEzenértékeka 3.8 1l. problémajanak
megoldasabolkaphatdk meg, a fentiekkel analég médon, ha a szilard magot
ésazontvénytugy tekintjik, minthaegysikkét oldalanelhelyezkeddféltereket
téltenének ki.

A fentelmondottszamitasolumerikusvégeredményeitaképletekbensze-
repl6 allandék (p1,p2,9,i*,sth.) alkalmasfelvételeutan,a 6.8 1.és2. tablazataban
kozoljuk.

5. §. Ellen6rzési rendszer

A szamitasok ellendrzésénekkét, egymastol lényegikben kuléonbdzo
modja kinalkozik. Az egyik mddon a képletek alapjan elvégzett maveletek
helyességétehetellendrizni,denem lehetsemmitsemtudni arrol, hogy maguk
a numerikusképletek milyen pontos kézelitésétszolgaltatjakaz egzakt meg-
oldasnak.A masik médon a folyamat fizikai oldalarél, fizikai 6sszefliggések
alapjanlehetellen@rizniaszamitasokhelyességétEz az ellen6rzésimaéd kilon-
kilén nem mutatjaki a kisebb hibakat (pl. kerekitésihibak), de kévetkezte-
téseketengedlevonni maguknaka numerikusképletekneka pontossagarais.
Mi ez utébbi lehetdségetvalasztjuk.

Az ellendrzéslényegeaz, hogy fel fogjuk irni a h6vezetdrendszeregyes
részeineka hdmérlegétés megnézziik,hogy az illetd részekbebe- és azokbdl
kiaramlé hdmennyiségekiléonbségemennyiretér el a szébanforgé részekben
felhalmoz6d6 hdmennyiségektdl.

A tovabbiakbancsaka szilard mag nélkiili esetrerészletezziika leveze-
téseket.A végeredményeketz 5. Abrandsszefoglaltuk A szilard-magosesetre
vonatkozOképleteketa 6. abranfoglaltuk 6ssze,az 5. abramintajara. (A kép-
letekbenszerepld,konkrétnumerikusproblémankravonatkoz6 egyitthatokat
lasd a paragrafusvégén.)

A kovetkezdkbentablazatszeriéndsszefoglaljukazokat a képleteket,
melyekre szikségunklesz. Ezek a képletek nem szorulnak magyaréazatra.

Az dntvénylatensolvadashod-tartalmat idépontban:
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Az ontvénylatszélagos(olvadashonélkil szamitott) hdtartalmaa t id6-
pontban:

00 Q) =48a j- \F{\'{(gr,t)rzdr—+ v(r,t)r2dr
| -
A formaanyaghdtartalmaat idépontban:

(21) Qp() = 3 [{(R + df - R°la Cg z().

A hészigeteléshétartalmaat iddpontban:

R+d+b

(22) w® = 4€1 v(r,)r’dr-Q;c;,.

R+d

Az 0Ontvénybdl a formaanyagbat id6 alatt bearamlé hdmennyiség:

a

(23) St = - 4R?N _ F—
J or

dt-ko.
A formaanyaghoia hdszigetelésbet idd alatt bearamlé hdmennyiség:

(24) St = - 4R+ dé A— 1| dt-k,.
J 3Ajr=R+d

A hdszigetelésbdh levegdbet id6 alatt bearamlé hdmennyiség:

(25) = + o dteé,.

65\ r=R+d+b
Ezen hédmennyiségekkozott a kdvetkezd 6sszefliggéselalinak fenn:

QI(0) + Qo6(0) = So(t) + Qft) + Qb(Y),
(26) Qe() + S(t) = QrO0) + 8T,
Qsz(t)+ Ssft) = <%(0) +  S(1).

Tovéabbi feladatunkmost mar csak az, hogy felirjuk a (19)—(25) képle-
teknek megfelelddifferencia-formulakat.Ezt Ggy végezziukel, hogy a képle-
tekben szereplddifferencialnanyadosokadifferenciahanyadosokkalaz integ-
ralokat pedig kozelitd 6sszegeikkelhelyettesitjik.Kozelitd 6sszegkénta leg-
egyszerlbbeta téglanyésszegetvalasztjuk,a differencidlhanyadosokapedig
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a harom alappontratamaszkoddédifferencia-formulabélszamitjuk® Ezek a
differencia-formulak esetinkbena kovetkez6 alakuak:

du — W fd4uj —3Z
3r r=j?.<u=i, 2
du . UN-2] — N1+ 3 OUN
dr  r=Red+b,t=tj % Pi ’
dv VM- 401-ij + 37
dr r=-Rt=tj 2 P,

A tovabbi szamitasokatnem részletezzik,hanemfelirjuk a (19)—(25)
képleteknek megfelelddifferencia-formuléakat:

(27) Qiftj)"A-(R— £
QfafAB-2Zj,
ahol

& 477

B = 3 (R + d)*- AT oo

Egyszerlségkedvéérta v ésa w értékeketegyontetienF-vei jeldlve:

o W
Wij

(eznemokozhatzavart,mertare-k ésaw-é elséindexeifolytat6lagosanmennek,
két egyenldelsbindexlv ésw nem létezik), a kdvetkezbt kapjuk:
M
i=i

N

R+ d *
t) ~ D u,.J
Q) < DU,
i
(28) So(tj) ** E/2 (—»M-2.1+ * - 32y,
=1

j
S@M) ~F2 @1-4%,,+ 32),
j

Sgft) ~ G2 (- “N-2,i+ 4Myn_y —3 M),
=1

3 Kozelitd 6sszegkéntazért valasztjuk a legegyszeriibbtéglanydsszeget, mert
az idd szerinti integralok felsd hataravaltozik, igy minden mas numerikus kvadratdra-
képlet megnehezitenéa szamolast.Emlékeztetinkarra, hogy monoton integrandusok
esetén(ésitt azok szerepelnek)a kiilsd ténylanydsszegésa pontosintegralérték kdzotti
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ahol
4€ 0 op\

4n g, C\Pi,

m O =2
I

26 R%,
Pi

F=2n(R+ d)%k"-,

P

G = 2n(R+ d + b)) ky-"-

6. 8. Az é&llandék numerikus értékei. A kezdeti értékek és az egyutthatok
tdblazata. A gépi szamitas szakaszai

Az anyagiallandok szamértékeia kdvetkezdk:

U = 0,0062 k, = 0,013 ko = + 00
g = 0,28 c = 0,28 co= 0,36
Q -20 % -4,0 0= 1,5
\ (levegd felé) = 1,95¢10~* X= 255

A kezdetihdmérsékletelésaz olvadaspont:
T« = 20, T, = 2050, T, = 20, 0= 2000.
A rendszergeometriaiadatai a kévetkezok:
j 8,19126208(= 128 p,)
Rn = 110,2390776 (= 160 py)
(14,3347086 (= 224 p)
R = 24,5737862(= 384 p)
d=g4
6 = 5; 10; 40.
Kiindulashoz a racsallandok kovetkezd értékeit valasztjuk (elegendd
px-t megvalasztanip,-1 ésc¢-t a (13') dsszefiiggésnar meghatarozza):
px = 0,062500000, p. = 0,063994235,
g= 0,17641129.

kilonbségabszolitértékenemhaladjameg az 6sszegmaximalisabszolutértékd tagjanak
abszolut értékét, és ez a hibakorlat figgetlenaz integralasintervalluméanak hosszatél.
Evvel szembena differencialhdnyadosokdifferenciahdnyadosokkatalé helyettesitése
szisztematikushibat okoz, mely az id6 szerintiintegralasnalfelgyulemlik. igy célszeri
a két alappontratamaszkodddifferenciahanyados-képlehelyett az alig bonyolultabb,
de jéval pontosabbharom alappontratdmaszkodéképletet alkalmazni.
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Tehéat az osztopontok szama:

M = 384
128

L= 160 N =
225

A fizikai folyamat idével egyre lassubblesz. Ez a numerikus szamitas
szempontjabdélazt jelenti, hogy azonos mennyiséglnumerikus szamitasra
idovel egyrekisebb hdmérséklet-valtozassik. Ezért, a szamitdsmeggyorsita-
sara, célszeriiddnként nagyobb racsallandékra,vagyis durvabb racspont-
beosztasraattérni. Fenti kiindulasi racsallandoéinkat,tovabba 5-t és R,-1
Ggy vettik fel, hogy a racspontbeosztadurvitasaegyszerdenp, ésp, megkét-
szerezésévelés ennek megfelelden(lasd (13)) g megnégyszerezésévdiajthato
végre. igy az 0j racsallandokkaltorténd szamitaskezdeti értékei gyanant
az eldoz6szamitasokvégeredményeinevezetesemzr tengelyenminden méasodik
érték, azonnal,interpolacionélkil felhasznalhatoMinden geometriaikonfigu-
racio esetén5 |épésvaltaslehetségeskivéve a b = 5 esetet,middn csak 4-szer
lehet |épést valtani.

A 3. 8-ban szereplda &lland6 értékei:
az |. problémanal:

a= a = 0,172943,
a ll. probléméanal:
a= a, = 0,116067.
Tekintettel arra, hogy t ~ 0 eseténa 3.8 1. problémajabdl szamitott
I = a,jl

fuggvényirja le a fagyasfelliletmozgasat,a, fentebbk6zdlt numerikus értéke
ismeretébenazonnal lathatd, hogy a numerikus szamitasokkezdeti iddpont-
jaul (lasd4.8.N.) a

t* = tg(= 8q)= 1,411290

idopontot valasztva,j > 8 eseténmind a (16), mind pedig a (18) feltétel (az
utdbbi legalabbisnem tal nagy /-kre) teljestilnifog. Egyszersmindérvényesek
az analdogegyenlétlenségela szilard-magosontés esetére.

Nyilvanvald, hogy valamennyiegyenletiinkésperemfeltételinka hdmér-
sékleti skalaeltolasavalszembeninvarians (ez fizikai szempontbdlis evidens).
Ezért célszerlla homérsékletiskalat a szamitasokelvégzéséhez20° C-al ugy
eltolni, hogy a szerepldlegalacsonyabthdmérsékletO:

To = Ty = 0,
és igy T, = 2030,
r = 1980

legyen. Ezaltal a (IV) képletbenszerepldomasodiktag (= ei\) eltdnik,
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A kiindulashozsziikségest* fentebbiértékéhezartoz6kezdetiértékek —
melyeket a 3. §-ban k6zo6lt leegyszerilsitettmodellekbdl, tovabba a 4. § C)
pontjdbanelmondottak alapjan szamitottunk—, figyelembe véve az imént
emlitett skalaeltolast,az 1. és 2. tabldzatbanvannakfeltiintetve.Ezen tabla-
zatokbanaz idot jel6ld masodik indexnek (mely az elmondottak értelmében
j = 8lenne),aj = 0 értéket vettik.

A 3.tablazatbandsszefoglalvk6zoljik anumerikusszamitasokhozszik-
ségesegyiltthaték értékeit. Ezen tablazatbanegyméasalatt az 6sszetartozé
(ugyanazonracspont-beosztashotartozé) adatok szerepelnek.

Végezetila 4. ésaz 5. tablazatbanaztfoglaltuk 6ssze,hogy milyen hata-
rok kdzott mekkoralépéskdzzelvégeztika numerikusszamitasokat.Minden
egyesgeometriaikonfiguraciéeseténmegadtuk,hogynvalamelyértéke mellett
hany idd-1épéskbdzzelmentiink eldre (j index értékhatarai),és ez milyen idé-
kdznek (t valtozo értékhatarai)felel meg.

A konkrét szamitasazt mutatta, hogy a rendelkezésrealld6 szamologép
hasznalati idd mellett elérhetd pontossaghatarain belil a b= 10, illetve
a b= 40 értékekrevonatkoz6szamitasokelejét nem érdemeselvégezni, mert
ezek helyett a b= 5 illetve a b= 10 értékre végzett szamitasok kezdeti
szakaszakiindulaskéntfelhasznalhatokErre utalnakatablazatokbanszerepld
,ugyanaz, mint b= 5 (b= 10) esetén" jelzések.

7. 8. A numerikus szamitdsok eredményeit feltiintetd grafikonok

1. grafikon : az atfagyott réteg vastagsaga(!) az idé fiiggvényében,
a szilard mag nélkili dntés esetén.

1.a grafikon: az 1. grafikon kezdetiszakasza(Ab = 10értéknekmeg-
feleld gorbenincs feltlintetve).

2. grafikon : azatfagyottrétegekvastagsagd| és|) azidd figgvényében
(az id6 az ordinata-tengelyenvan feltiintetve) a szilard-magosdntés esetén.
Nem kdzvetlenil |-t, hanemR — |-t rajzoltuk fel, igy a teljes atfagyéaspilla-
nataa! ésaz R — £ gorbék metszésénékozvetlenilleolvashat6.A £ goérbék
mindharomR,, értékre,az R — £ gorbékpedig mindharomb értékre gyakor-
latilag (a rajz hibahatéarain beliil) azonosak.A b= 10 értéknek megfeleld
£ gorhenincs feltintetve.

3., 4. és 5. grafikon : a hémérsékleteka hely ésaz idd fliggvényében,
a szilard mag nélkili 6ntésesetén.A helykoordinataaz abszcissza-tengelyen
van felmérve(aOpontaforma-anyagnaKelel meg,tdlebalraazintvény, jobbra
pedig a hdszigeteldrétegvan), az idd pedig a gérbék paramétere.

3. a grafikon: a hdmérsékleteka hely és az id6 fuggvényében,kis t
értékekre.Ez a grafikon, a rajz hibahatarainbelll, valamennyiéntés esetére
(lasd: 3., 4., 5., 6., 7. és 8. grafikon) egyarantvonatkozik.

6., 7. és 8. grafikon : a hdmérsékleteka hely ésaz idé fuggvényében,
az R, = 14,33 sugarutszilard mag esetén.

Amint arra a 6. 8végénutaltunk,a b= 10 illetve a b = 40 értékekhez
tartozo, elegenddkis i-re vonatkoz6 dntvény-hdmérsékleteka rajzolasi hiba
hatarainbelll, megegyeznekaz el6z6,b = 5 illetve b = 10 értékekheztartoz6
hémérsékletekkel.Ezért, szilard-magosdntés esetén,a b= 10 ésa b= 40
esetekbenarajzok csaka i = 695,2iddponthoztartozégdérbékkel kezdddnek.
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Helykimélésvégettaz R, = 10,24ésaz R, = 8,19sugaruszilard magok
esetérevonatkozohdmérsékletigorbék kézlésétdl eltekintiink.

Végezetila 6.tablazatbank6zéljik az 5. §-banleirt ellen8rzésirendszer
altal szolgaltatotteredményeket.Csak az R, = 14,33 esetre szoritkozunk.
A tablazata (26) alattiegyenletekjobb- ésbaloldalanakkozelitértékei (melye-
ket a (27) és a (28) alatti képletekkelszamitottunkki) kdzott fennallé relativ
hibakat tinteti fel. Nevezetesena tablazatbana kévetkezd értékek szere-
pelnek:

H Ql( o) + Qo(Q 1
! S + Qt) + Qo(t)
o= Q) + S 1
2 aa00) + s(t)
o1 QsAb+ S
Q«(0) + &)

Az ezen értékek Ntdi fiiggd valtozasabanmutatkoz6 egyenetlenségek
a lépésvaltozasokkal(racsallandovaltoztatasokkaljiiggnek ossze.

(Beérkezett: 1963. szeptember1l.)
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1. TABLAZAT
(Szilard mag nélkuli 6ntés)

«0,0 = "Si0= ee- = = 2030,000
«'M-13,0 = 2029,999
«<Mi21 = 2029,996
«At-i'‘o = 2029,980
«>E4-,,;,, = 2029,921
«>i-y T = 2029,715
Wiy_\ = 2029,088
«'1-,',» = 2027,400
«Ai-o.u = 2023,389
">j-51 = 2014,961
«Ai—4,0 = 1999,318
«M—¢i = 1893,457

T = 1385,834
«M-U = 735721
"™, = = «0,0= 85,086

«10= «20= ..e= NO="*
fo = = 0,205 452
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2. TABLAZAT
(Szilard-magosdntés)

|'-0,0 = "10= s = «7-15=1
>—110= 0,001
>130= 0,006
"L-1,0= 0,028
>-U.0 = 0,128
>.10,0= 0,519
"L-30 = 1,864
T—1g = 5,961
Lo Z i3ie2
;'_%% = 98,247
>_1’0 = 200,444
"L-3'O = 368,070
>_1’0 = 611,020
>1 ’0 = 922,167
U_,O = 1274,285
~+lo - 1626,404

L+2,0 1937,551

«<{H0 = 1997,632
"T+i,0 = 2012,373
"7+s5, = 2021,360
"T+e,0 = 2026,202
"Y+t 1 = 2028,507
"7T+s,0 = 2029,476
"+9 0 = 2029,836
"T+io1 = 2029,954
"»L+ii o = 2029,989
"7+12,0 = 2029,998
"7+13,0 = "7+14,0= ... = ">_34,0 = 2030,000

"7—13,0= 2029,999
"7i—12,0 = 2029,996
"Ai-n.o = 2029,980

“M-< 00= 2029,921
“M—,, = 2029,715

"> ., = 2029,088
"a—7,0 = 2027,400

"> _,,, = 2023,389
"'Af-,» = 2014,961
">-,,0 = 1999,318
fM-3,0 = 1893,457
/>-,,0 = 1385,834
/>-,,, = 735,721
«>»= & = "I, = 85,086
177 20= ... = ua=1

i, = ¥V, Yt*_= 2,205452

«ll D* = 0,137 885
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. TABLAZAT

w

Pi = 0,06250000.2"

3; = 0,06399423.2" n=20123415
qg= 0,1764113.4"

0 1 2 3 4 5
0,976 4894 0,952 9788 0,905 9576 0,811 9153 0,623 8305 0,247 6611
0,014 16098 0,028 32195 0,056 64390 0,113 2878 0,226 5756 0,453 1512
0,009 349616 0,018 69923 0,037 39846 0,074 79693 0,149 5939 0,299 1877
0,998 0381 0,996 0839 0,992 1984 0,984 5177 0,969 9074 0,940 8194
2,248379 -10-° 8,993516 -10-° 3,597406+10-° 1,438963 -10-* 5,755850 -10-* 2,302 340 -10-3
4272,566 ua. ua. ua. ua. ua.
19203,91 ua. ua. ua. ua. ua.

0,0036 88505 0,029 50804 0,236 0644 1,888515 15,108 12 120,8649
0,0017 18058 0,013 74447 0,109 9557 0,879 6459 7,037 168 56,297 34
135,9731 271,9461 543,8923 1087,785 2175,569 4351,138
89,77460 179,5492 359,0984 718,1968 1436,1968 2872,787
123,9420 247,8840 495,7681 991,5361 1983,072 3966,144
163,6072 327,2144 654,4289 1308,858 2617,715 5235,431
517,0519 1034,104 2068,20 4136,416 8272,831 16545,66

G= Gs, hab= 5
G=Go hab= 10

Cl. , hab= 40
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4. TABLAZAT
(Szilard mag nélkili 6ntés)

0 0o— 17 1,4113— 4,4103*
1 17— 36 4,4103— 17,818
2 36— 57 17,818 — 77,092
3 57— 82 77,092 — 359,35
4 82—2037 359,35 —i ; 650,

10 ?} ugyanaz, mint 6 = 5 esetén
2 36— 57 17,818— 77,092
3 57— 82 77,092— 359,35
4 82—1926 359,35 — 83637,

40 0
1 ugyanaz mint 6 = 10 esetén
2
3 57— 82 77,092— 359,35
4 82—650 369,35 —26 011,
5 650—941 26 011, —78 579,

* Emlékeztetiinkarra,hogya differencia-képletekketorténdszamitasokkiindulasi
idopontjaula t* = 1,411290id6pontot valasztottukésennekfelelmega j = 0 iddindex.

5. TABLAZAT
(szilard—magos dntés)

Rn = 8,1913
J

5 0 0— 97 1,4113— 18,523
1 97— 187 18,523 — 82,031
2 187— 292 82,031 — 378,40
3 292— 410 378,40 — 1710,7
4 410—2206 1710,7 —82 820,

n T j Ugyanaz,mint 6 = 5 esetén
2 187— 292 82,031 — 378,40
3 292— 408 378,40 - 1688,1
4 408—1517 1688,1 —51 772,

R, = 10,239

5 0 0— 97 2,1169— 18,523
1 97— 187 18,523 — 82,031
2 187— 292 82,031 — 378,40
3 292— 409 378,40 — 1699,4
4 409—2462 1699,4 —94 416,

n x Ugyanaz, mint 6 = 5 esetén
2 187— 292 82,031 — 378,40
3 292— 407 378,40 — 1676,8
4 407—1433 1676,8 —48 012,
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40

t

2,1169
2,9990
4,41083
7,9385
12,172
17,818
31,930
51,689
77,092
108,14
144,83
189,99
240,80
300,08
367,82
514,59
11129
1372,6
1677,4

1 812,9
2072,6
2 388,7
2 930,6
3 879,0
5 956,4
9 795,2
14 266
19 234
24 698
30 795
37 795
45 879
55 498
67 376

AWNRELO

[
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5. TABLAZAT (folytatéas)

Rm = 14,335
0— 17
17— 36
36— 160
160— 303
303—1751

ugyanaz, mint 5=

36— 160
160— 298
298—1611

ugyanaz,mint b =

160— 276
276—1394

6. TABLAZAT
6= 5
B,

0,00124
0,00230
0,00330
0,00606
0,00814
0,00979
0,01342
0,01688
0,01952
0,02159
0,02341
0,02498
0,02635
0,02753
0,02858
0,02491
0,03029
0,03201
0,03168
0,03148
0,01386
0,01354
0,01335
0,01354
0,01463
0,01707
0,01971
0,02237
0,02504
0,02773
0,03043
0,03314
0,03580
0,03861

1,4113— 4,4103
4,4103— 17,818
17,818 — 189,99
189,99 — 1982,3
1982,3 —67 376,
5 esetén

17,818— 189,99
189,99 — 1925,8

1925,8

—61 223,

10 esetén

189,99— 1677,4
1677,4 -52 168,

H,

0,00213
0,00777
0,01202
0,02531
0,03067
0,03333
0,04877
0,05545
0,05866
0,05992
0,06025
0,05996
0,05932
0,05840
0,05734
0,06179
0,06307
0,06341
0,06381
0,06396
0,06521
0,06743
0,06894
0,06900
0,06601
0,05975
0,05404
0,04920
0,04512
0,04158
0,03854
0,03578
0,03342
0,03124

B,

0,00130
0,05330
0,07215
0,19209
0,15709
0,13175
0,20474
0,16050
0,13217
0,11271
0,09847
0,08664
0,07705
0,06856
0,06118
0,08188
0,03915
0,03234
0,02757
0,02610
0,02425
0,01911
0,01406
0,01147
0,01367
0,01984
0,02510
0,02917
0,03236
0,03495
0,03707
0,03893
0,04041
0,04176
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6. TABLAZAT
6 =
H,
31,930 0,01342
51,689 0,01688
77,092 0,01952
108,14 0,02159
144,83 _
189,99 0,02498
240,80 0,02635
300,08 0,02753
367,82 0,02858
514,59 0,02491
695,24 0,02733
887,17 0,02911
11129 0,03069
1 361,3 0,03261
1 666,1 0,03301
1 801,6 0,03294
2 016,1 0,01700
2 332,3 0,01726
2 738,7 0,01778
3 280,6 0,01868
4 048,4 -
5 267,7 0,02101
7 164,5 0,02237
10 326 0,02387
15 113 0,02583
21 390 0,02825
28 887 0,03089
37 694 0,03367
48 216 0,03640
61 223 0,03908
6 =
t H,
514,59 0,02491
695,24 0,02727
887,17 0,03365
1112,9 0,03069
1 361,3 0,03261
1 666,1 0,03294
1 812,9 0,01700
2 038,7 0,01668
2 309,7 0,01720
2 716,1 0,01791
3 258,1 0,01894
4 025,8 0,02042
5 064,5 0,02211
6 464,5 0,02406
8 316,1 0,02602
10 619 0,02806
13 510 _
17 213 0,03234
21 910 0,03454
28 277 0,03694
38 400 0,03921
52 168 0,04191

7 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIII.

(folytatéas)

10

40

B/4.

l'a

0,04877
0,05545
0,05866
0,05992
0,06025
0,05996
0,05932
0,05840
0,05734
0,06056
0,06166
0,06167
0,06111
0,06029
0,05922
0,05875
0,05877
0,05892
0,05790
0,05625
0,05433
0,05242
0,05099
0,04958
0,04730
0,04420
0,04109
0,03826
0,03567
0,03336

B2

0,06056
0,06166
0,06167
0,06113
0,06029
0,05919
0,06032
0,06110
0,06081
0,05935
0,05694
0,05382
0,05056
0,04752
0,04491
0,04277
0,04084
0,03906
0,03726
0,03557
0,03382
0,03218

H,

0,20474
0,16050
0,13217
0,11284
0,09909
0,08844
0,08064
0,07480
0,06968
0,10930
0,09657
0,08738
0,07941
0,07383
0,06673
0,06453
0,08778
0,07764
0,06957
0,05799
0,04934
0,04243
0,03912
0,04010
0,04458
0,05030
0,05575
0,06042
0,06457
0,06799

13

0,10976
0,09858
0,09099
0,08566
0,08201
0,07929
0,12221
0,11779
0,11333
0,10831
0,10390
0,10040
0,09816
0,09786
0,09869
0,10031
0,10236
0,10473
0,10751
0,11107
0,11566
0,12238
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ETUDE DU PROCESSUS DE REFROIDISSEMENT D'UN MOULAGE
DE FORME SPHERIQUE

par

GY. ADLER

Résumé

Danscetravail estprésentéauneméthodenumériquepour la détermina-
tion delatempératured'un moulagedeformesphérique,le coulages'effectuant
dansun moule entouréd'une large coucheisolatrice. Cette méthodese référe
a deux procédésde coulage.Les deux procédésdifferentl'un de I'autre par le
fait que dans |'un des cas un noyau solide de forme sphérique,de matiére
identique a celle du moulage et concentriquementcolloqué, vient s'insérer
dansle moulagependantla fonte, et ce moyau entre dans la construction du
moulage.Dans l'autre casla fonte s'effectuesansle noyau solide.

La collocation des milieux conducteursde la chaleur (dansle cas de la
fonte avecle noyausolide)estindiquéesur la figure 1. On a indiqué (également
dans le cas du noyau solide) les températurescorrespondantesaux parties
différentes sur la figure 2.

Dans le cas exemptde noyau solide les températuresdoivent satisfaire
aux équationsdifférentielles (1), (2), et (3) avec les conditions aux limites
@), (5), 6), (7), (8), (9) et (10). La fonction f(t) (la largeur du moulage
déja consolidé) qui figure dans les conditions est aussiinconnue et peut étre
déterminéea partir des équations données.

Dans le cas du noyau solide les températuressatisfont aux équations
(1), (2), (2), (3) et aux conditionsaux limites (4), (5), (6), (6), (7), (8), (9), (1),
(10) et (10).

Comme méthodede solution nousavons appliqué la méthodedes diffé-
rencesfinies. Les formules de différencesfinies correspondantaux équations
et aux conditions(1)—(10) setrouventdansle § 4,indiquéesen chiffresromains
(0, ..., (X)) respectifs.Pour plus de clarté, cesformulessont aussiindiquées
sur lesfigures 5 et 5a; les formulesrelatives au moulagesansnoyau peuvent
se lire sur les figures 6 et 6a.

Cesformulesne conviennentpasaux calculsde la phaseinitiale (t * 0)
du processusPour la déterminationde cette phaseinitiale nous avons édifié
dansle 8 3un modéle plus simplifié, pour lequel la solution peut étre calculée
d'une maniére exacte.

Dans le § 5 nous avons établi des formules pour la détermination des
erreursde calcul, considérésdans un certain sens.

L'ouvrage, du point de vue mathématique,contient une seule idée
modeste,a savoir la formule des différencesfinies correspondant la condition
de congélation (1X).

La méthode, mutatis mutandis, s'applique aussi a d'autrescas (p. e.
dans le casd'une collocation avec symétrie cylindrique ou bien d'une collo-
cation linéaire).
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