
GÖMBALAKÚ  ÖNTVÉNY LEHÜLÉSI  FOLYAMATÁNAK  VIZSGÁLATAI 

A D L E R G Y Ö R G Y 

1. §. A feladat megfogalmazása 

Vizsgálataink gömbalakú öntvényeknek vastag hõszigetelõ réteggel 
körülvett formaanyagba történõ, két fé le öntési el járására vonatkoznak. A két 
öntési el járás abban tér el egymástól, hogy az egyik esetben az öntvényben 
öntéskor szilárd, az öntvénnyel azonos anyagú és avval koncentr ikusan elhe-
lyezkedõ, gömbalakú mag foglal helyet , mely az öntvénybe beépül. A másik 
esetben szilárd mag nélkül történik az öntés. 

A gömbalakú öntvény sugara legyen R. Ez t d vastagságú, gömbhéj 
alakú formaanyag, valamint ekörül elhelyezkedõ b vastagságú, ugyancsak 
gömbhéj alakú hõszigetelõ anyag határo l ja . A szilárd mag sugara legyen Rm 

(lásd 1. ábra). 
Az öntvény tú lheví tet t és megolvadt ál lapotban kerül az öntõformába. 

Az öntvény lehûlésének és megszilárdulásának matematikai vizsgálatánál 
az alábbi fo lyamatokat és feltételeket kell f igyelembe venni. 

1. Az öntvényben és a hõszigetelõ anyagban hõvezetés játszódik le; 
ezen anyagokban a hõmérséklet az idõtõl és a helytõl is függ. 

2. A formaanyag viszonylag vékony volta és jó hõvezetõképessége foly-
tán a formaanyagban a hõvezetésre nem kell tekintet te l lenni; a formaanyag 
hõmérséklete csak az idõtõl függ, a helytõl nem. 

3. Az öntvény megszilárdulása folyamán a szilárd és a cseppfolyós 
fázis ha tá rán olvadáshõ szabadul fel. 

4. Az öntvény és a formaanyag, illetve a formaanyag és a hõszigetelõ 
anyag határán a hõmérséklet a helynek folytonos függvénye. A hõszigetelõ 
anyag és az azt kívülrõl határoló levegõ között a lineáris hõátadási törvény 
áll fenn. (A hõszigetelõ anyag és a levegõ ha tá rán a hõmérsékletnek ugrása 
van.) A külsõ levegõ hõmérséklete ál landó és megegyezik a hõszigetelõ anyag 
kezdeti hõmérsékletével. 

5. Mivel az adatok szerint a vizsgált anyag termikus jellemzõi nemcsak 
a hõmérséklettõl, de a halmazállapottól sem függenek, ezért a szilárd mag 
és a cseppfolyós öntvény határára vonatkozóan semmilyen peremfeltételt 
sem kell kiróni, mer t i t t , az anyag hõvezetési szempontból homogén lévén, 
magának a hõvezetési egyenletnek kell teljesülnie. Természetesen ezen a helyen, 

1 A dolgozatban foglal t számí tások a Fémipar i Ku ta tó in téze t (ROMWALTER 
A L F R É D mérnök) megbízásából készül tek. 
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az öntés p i l lanatában fennálló hõmérséklet i különbségek fo ly tán, a kezdeti 
hõmérsékleteloszlás diszkont inuus lesz. 

6. Végül a leír t rendszer te rm ikus viselkedését az anyagi ál landókon 
kívül a kezdeti i dõpon tban uralkodó hõmérsékletek és az ön tvény olvadás-
pon t ja tel jesen meghatározzák. 

1. ábra. 

hõszigetelõ anyag 

forma anyag 

szilárd mag 

öntvény 

A leír t rendszer anyagi ál landói a következõk: 

ê = hõvezetõképesség cal c m - 1 s e c- 1 C °_ 1  

ñ = fa jhõ cal g - 1 C°_1 , 
q = sûrûség g c m - 3 , 
ê = olvadáshõ, cal g^1 , 
h = hõátadási tényezõ cal c m "2 s e c- 1 C0 _1 . 

A rendszer hõmérséklet i jellemzõi: 

T = kezdeti hõmérséklet C°, 
r = öntvény o lvadáspont ja C°. 

A hõszigetelõ anyag ra vonatkozó ál landókat l -es, az ön tvényre vonat-
kozó ada toka t 2-es, a fo rmaanyagra vonatkozó a d a t o k a t 0-ás indexszel fogjuk 
jelölni. 

A fe ladat mindkét (szi lárd-magos és szilárd m a g nélküli) öntési el járás 
esetében a következõ ál lapot jelzõk meghatározása: 

a j az öntvény dermedési fo l yamatára je l lemzõ folyékony—szilárd 
fázis-határfelület helyzete mint az idõ függvénye: 

b) az öntvény és a hõszigetelõ anyag hõmérsékletének idõbeli és térbeli 
eloszlása a lehûlés fo l yamán. 
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2. §. A folyamat matematikai modellje 

A) Egyenletek 

Az egyszerûség kedvéért elõször foglalkozzunk a szilárd mag nélküli 
öntés esetével. Jelöljük a hõszigetelõ anyag hõmérsékletét u(r, í)-vel, a megszi-
lárdult öntvényét v(r, í)-ve 1, a még cseppfolyós öntvényét w(r, í)-vel, a forma-
anyagét pedig z(Z)-vel, ahol r a radiális koordinátát (az öntvény centrumától 
mért távolságot), t pedig az idõt jelenti. (Mivel a folyamat tel jesen gömb-
szimmetrikus, a helytõl való függés csak a radiális koordinátától való függést 
jelenti.) A feltételeknek megfelelõen a formaanyag hõmérséklete csak a t válto-
zótól függ. A megszilárdult öntvényrész vastagsága legyen |( í ) . (Vagyis, 
ha r = R(t) a cseppfolyós halmazállapotú öntvény sugara a t idõpontban — 
ilyen jelölés mellett R = R(0) — akkor |( t ) = R — R(t).) 

A hõszigetelésben, továbbá az öntvénynek mind a megszilárdult, mind 
pedig a cseppfolyós részében a megfelelõ hõmérsékleteknek a hõvezetés 
egyenletét kell kielégíteniük (lásd: [2], 195—198. o. és 487. o.): 

, , , Ý2« 2 8« 1 8 « ( 
(1) (Ä + d < r < A + d + 6), 

8r2 r 9r a\ dt V ' 
Q2v , 2 bv 18« 

(2 ) ( R - M < R < R ) , 
dr- r 8r 81 

(3 + = — (0 < r < Ä — |(í)) , 
8r2 r 8r a \ 81 V

 ' 

ahol 

af = — ( i = 1,2). 
ci 6i 

(Az adatok szerint a szilárd és a cseppfolyós fázis termikus anyagi jellemzõi 
megegyeznek.) 

(Ezen egyenletekhez a hõvezetés derékszögû 
koordinátákban 

felírt 
Ý2« d-u ^ Ý2« 1 8è 

dx'/ Ýæ| Ýõ| a2 81 

egyenletébõl, a teljes gömbszimmetria figyelembevételével, az r = f x 2 + x\ + æ2  

helyettesítéssel ju thatunk el.) 
A szilárd-magos öntés esetében a dermedési folyamat nemcsak a forma-

anyag mentén, hanem a szilárd mag mentén is megindul. Jelentse |(í), illetve 
|(í) az átfagyott réteg vastagságát a formaanyag mentén, illetve a szilárd mag 
és a ráfagyott réteg alkotta gömb sugarát (lásd 2. ábra), v(r, t) illetve v(r, t) 
pedig a megfelelõ részek hõmérsékletét, ahol v(r, t) egyben az eredeti szilárd 
mag hõmérsékletét is jelöli (lásd 1. §, 5.). 

Természetesen az öntvény elegendõ magas túlhevítése esetén a folyamat 
a szilárd mag megolvadásával kezdõdik. Ez a jelenség matematikailag csupán 
abban nyilvánul meg, hogy a kezdeti idõszakban £(t) csökkenõnek adódik. 
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Mint azt a 3. § II . számú problémájának megoldása mutat ja, az ado t t numerikus 
értékek mellett |(7) növekedõen indul (ti. az o t t szereplõ a pozitív), vagyis 
a szilárd mag, legalábbis a lehûlési folyamat megindulásakor, nem olvad meg. 

cseppfoiyos 
öntvény 

szilárd 
öntvény 

2. ábra. 

Tehát szilárd-magos öntés esetében a hõmérsékleteket meghatározó 
egyenletek a következõk lesznek: 

(1) 

(2) 

(2) 

(3) 

32« 
+ 2 9 è 1 du 

dr1 + 
r dr dt 

d-v 
+ 

2 dv 1 Ýð 

dr-
+ 

r dr 97 

Ý2ð 1 2 djj 1 9p 

Ý H 1 r dr 97 

82w 
+ 

2 9 w 1 Ý w 

9r2 + 
r dr aü 91 

(R + d<r<  R + d + b), 

(R - l(t) < r < R) 

(0 < r < ï(t)), 

(I(t) < r < R — Ù . 

B) Kezdeti- és peremfeltételek. A fagyásfelület mozgását leíró egyenlet 

A levegõ és a hõszigetelõ anyag határfelületén a lineáris hõátadási tör-
vény érvényes: 

7 du 
— Icy — 

Ý r 
(4) = hy[u(r, t) f=R+d+b — Tx]  • 

r=R+d+b 

(Mint az a feltételekbõl is következik, Ty a levegõ hõmérsékletét is jelenti.) 
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A többi határfelületeken hõmérsékleti ugrás nincs, ezért szilárd mag 
nélküli öntés esetén 

(5) u(r, t) \r=R+d = z(t) = v(r, t) |r=/ ?, 

(6) v(r, t) U R _ Í ( 0 = w (r, t) |r_R_É(0 , 

illetve szilárd-magos öntés esetén 

(5) u(r, t) = z(7) = fJ(r, t) |ã_ä , 

(6) v(r, t) |r=i?-7(() = w(r, t) |r=R-í<0 , 

(6) v(r, t) |r=í(() = w(r, t) |r=-(0 . 

Az r = 0 pont a gömbi szimmetria centruma, ezért itt hõáramlás nincs, 
vagyis szilárd mag nélküli öntésnél 

9w(r, t) 

8 r 
= 0, 

míg szilárd-magos öntés esetében 

8g(r, t) 

dr 
= 0 . 

r=0 

Ú jabb határfeltételhez jutunk, ha figyelembe vesszük, hogy a forma-
anyagba idõegység alat t beáramló és onnan kiáramló hõmennyiségek különb-
sége a formaanyag hõmérsékletének emelésére fordítódik. így, szilárd mag 
nélküli öntés esetén, a következõ határfeltételt kap juk : 

(8) 
4 R-ë k., 

dv 

dr 

= — Qo co 

— 4(é -f d)2nkx 
r=R 

4 (R + d)3n 

du 

dr 

4 ¨ 3ë 

r=R+d 

dz(t) 

dt 

Szilárd-magos öntés esetében ezen képlet annyiban módosul, hogy benne 
a v(r, t) függvény helyett a v(r, t) függvény szerepel. 

A szilárd és a cseppfolyós fázis határán végbemenõ fagyási folyamat 
feltételi egyenletét a szilárd mag nélküli esetre vezet jük le. A szilárd-magos 
esetre vonatkozó egyenletek (itt két fázis-határfelület van !) szószerint meg-
egyezõ módon kapható meg, csak arra kell ügyelni, hogy a S(t) távolságot 
az r = 0 ponttól jobbra, míg a |(() távolságot az r = R ponttól balra mérjük 
pozitívnak, és ugyanakkor a szilárd és a cseppfolyós fázisok r tengely menti 
sorrendje is ellenkezõ a két határfelület mentén. (A formaanyagtól befelé, 
a szilárd magtól pedig kifelé történik a dermedés.) 

A t idõpontban a szilárd-cseppfolyós fázishatár az r = R — 1(7) sugarú 
gömb, mely At idõ a lat t az r = R — [£(7) + AS] sugarú gömbbe megy át. 
Tehát ezen At idõ alatt 4[R— |(7)]2òãË|ð2 tömegû öntvény szilárdul meg, és 
ennek megfelelõen 4[R—£(7)]2ÿ hõmennyiség szabadul fel. Ezen hõ-
mennyiségnek egyenlõnek kell lennie az r = R — £(7) és az r = R—[£(7) + 
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-f- As] sugarú gömbfelületeken At idõ alatt á tá ramló hõmennyiségek különb-
ségével, vagyis 

4 (R-Ç(t)-A£ynlc2—\ -
3 1 |r=R-f(f)-Jf 

At 

— 4(R - Ç(t))2nJc, 
dw 

3 r r=R-S(t) 

Innen, 4 [ ü ? — A Z &2-vel való osztás és a AZ-+- 0 határátmenet elvégzése 
u tán a következõ feltétel i egyenletet kapjuk (vö.: [2], 280. o.): 

(9) 
3 w (r, t) 3 v(r, t) 

9 r 3 r r=R-í(t) 

% d£(t) 

dt 

A fo lyamat megindulásakor az öntvény teljes egészében cseppfolyós ál lapotban 
van, ezért |(0) = 0. 

Szilárd-magos öntésnél az át fagyási fel tételek à ê övetkezõk lesznek 

(9) 

(9) 

Ý w(r,t) 3 v(r, t) 

3 r 3 r 

Xq2 d£(t) 

r=R-í(f) dt 

3 w(r,t) + 3 v(r, t) 

r = f ( 0 

Ag2 d£(t) 

k0 dt 3 r 3 r 

melyekhez a következõ kezdeti feltételek ta r toznak: 

ï(o) = 0, m = Rm. 

A kezdeti hõmérsékletek a következõk: 
szilárd mag nélküli öntésnél: 

u(r, 0 ) = 2 ( 0 ) = T0 = Tx , 

w(r, 0) = T2 , 

szilárd-magos öntésnél: 

« ( r , 0 ) = é ( r , 0 ) = 2 (0 ) = T 0 = T X , 

w{r, 0) = T2 . 

A szilárd és a cseppfolyós fázis határán a hõmérséklet ál landóan az önt-
vény o lvadáspont ján van: 

(10) v{r, t) \t=R-m = w(r, t) Ir= R-m = T , 

i l letve szilárd-magos öntésnél 

(10) 

(TÖ) 

v(r, t) |r=R-í(0 = W(r, t) |r=R-f(0 = Ã . 

t) |r=-(0 = w(r, t) Jf=T<0 = T • 
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(Ezek a feltételek t > 0 esetére értendõk, t — 0 esetén a kezdeti hõmérséklet 
az öntvény határán (vagy határain) nem folytonos.) 

A könnyebb áttekinthetõség kedvéért képleteinket a 3. és 4. ábrán össze-
foglaltuk: a 3. ábrán a szilárd mag nélküli, a 4. ábrán pedig a szilárd-magos 
öntés képleteit foglaltuk össze úgy, hogy az r változó megfelelõ szakaszaihoz, 
illetve megfelelõ pontjaihoz fel tüntettük az o t t érvényes egyenleteket, i l letve 
peremfeltételeket. 

3. §. Két, félterek átfagyására vonatkozó probléma egzakt megoldása 

Tekintettel arra, hogy a fagyási fo lyamat, amint azt az alább következõ 
I. probléma £ = a f t megoldása mutat ja, végtelen nagy sebességgel indul meg 

I d £ 1 
vagyis = -f oo , ezért a numerikus számítási módszer, miként 

dt î j 
azt a 4. §-ban látni fogjuk, a folyamat kezdeti szakaszának kiszámítására 
nem alkalmas. Ezért ezen kezdeti szakaszt alkalmasan leegyszerûsített modellek 
egzakt megoldásával számít juk ki. 

Az egyszerûsítés lényegéhen abban áll, hogy a formaanyag és az öntvény, 
illetve az öntvény és a szilárd mag határát síknak, és a közegeket egyik i rány-
ban végtelen kitérjedésûeknek tekintjük. Ezek az egyszerûsítõ feltevések azért 
jogosak, mert a fagyási fo lyamat megindulásakor létrejövõ változások, ha 
vizsgálatainkat rövid idõtar tamra korlátozzuk, lényegében a különbözõ 
közegek határfelületeinek csak a közvetlen környezetére koncentrálódnak, 
így azokat sem a szóban forgó határfelületek görbületi viszonyai, sem pedig 
az ezen felületektõl távolesõ pontokban lejátszódó folyamatok nem befolyá-
solják. 

Ezen leegyszerûsített modellek azért is fontosak, mer t a fagyási fo lyamat 
megindulásáról pontos képet adnak. 

I. probléma. (Lásd: [2], 280—282. o.) 
Jelölje x egy térbeli derékszögû koordinátarendszer egyik koordinátáját. 

Az öntvény foglalja el az x > 0 félteret. Nyilvánvaló, hogy ha kezdeti felté-
teleink és peremfeltételeink csak az x koordinátától függenek, akkor a fo lyamat 
minden jellemzõje csak ezen x koordinátától — és természetesen az idõtõl — 
fog függeni. A t idõpontban az öntvény szilárd és cseppfolyós fázisának elvá-
lasztó felülete legyen az x = £(() sík. A hõmérséklet a cseppfolyós fázisban 
legyen w(x,t), a megszilárdult részben pedig v(x,t). Ezen hõmérsékleteknek 
a megfelelõ tar tományokban a hõvezetés egyenletét kell kielégíteniök: 

1 9 ír, t/4w 
— = (0 < x < £(t)), 
dx2 a\ dt 

Ý 2w 1 d w . ÷ 
= (£(t) < a; < + o o ) . 

8 x2 a2 91 

Az öntvény kezdetben legyen teljes egészében megolvadt ál lapotban. 
T2 hõmérsékleten; tehát 

m = î 
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es 

w{x, 0) = T2 (0 < x < + oo) . 

Az öntvény az x = 0 síkban legyen ál landóan Tß < ò) hõmérsékletûre hû tve : 

V (0, t) = T x (t> 0 ) . 
A végtelen távolban (x = + oo) az öntvény hõmérséklete nem változik az idõk 
folvamán: 

w(+oo,t) = T2 (t> 0). 

Az x = I ( t ) fagyásfelületen pedig (9) és (10) értelmében a következõ fel tételek-
nek kell tel jesülniök: 

= /p2 d Ø) 

r=m k2 dt 

t) |x_£(<) = w(x, t) |x=í(0 = T 

Ý w dv 

dx 3 x (t > 0) . 

A p rob léma megoldását az az észrevétel teszi lehetõvé, hogy ha az x 
változó helyett annak tetszésszerinti /Ç-szorosát, a t változó helyett pedig annak 
/S2-szeresét vezet jük be új változónak, akkor problémánk valamennyi egyenlete 
és feltétele változatlanul érvényben marad. Ez azt jelenti, hogy a fe ladat 

x 
V és w megoldásai csak az ó = változótól függenek: 

Ã* 

v(x, t)=f 
( 1f t ) 

w(x, t) = g 
Ü 

Ezen kifejezésekbõl azonnal következik, hogy a fagyásfelület mozgását a 

£ = a f t 

/ ( a ) = flf(a) = r 
egyenlet í r ja le, ahol a az 

egyenletnek tesz eleget. 
Behelyettesítve ezen kifejezéseket egyenleteinkbe és feltételeinkbe, azt 

kapjuk, hogy az/( i /) és g(y) függvényeknek a következõ egyenleteket és perem-
feltételeket kell kielégíteniük: 

n d2 f n d f 
a% — = — 2 ó — 

' d y2 d ó 

d2g n dg 
- 2 y-f 

dy 

(*) 

dy2 

m = T x , g(+ ° o ) = r 2 , 

/(a) =g(a) = r , 

/ ' ( a ) Ó'(à) = ~~~ a • 
2 k, 

(0<y < a), 

(a < ó < + oo) 
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Innen következik, hogy egyenletrendszerünk megoldása 

f ( y ) =A1 + B1 ó(ó/2à2) (0 < y < a), 

9(y) = A2 + B2 y>(yl2a2) (a < y < -f oo), 

y>(x) = = 4 = Ã e-"'da 

alakú, ahol az Av A2, Bx és B2 együt thatók a (*) egyenletrendszerbõl számít-
hatók ki; az i t t szereplõ a a (**)  egyenletbõl határozható meg. Az együt thatókra 
a következõ értékeket kapjuk: 

2 a., 

A, 
\2a2 

•V 
2 a, 

W\ 
\2 a, 

A (**)  egyenlet rendezés u tán a következõképp írható: 

T. — T 

a 

2a„ 

+ T, kg2Yn a2 

l - t 
2 a, 

2 k, 
a e^l 

A fent i megoldásból adódik, hogy a (0, t) idõtar tam alatt az x = 0 
felületen keresztül felületegységenként 

Q=(k2
dJL d t ^ - T J - L - V t 
J 9 x x=0 a2Yn ' « I 
î v „ 

hõmennyiség távozik el a félteret ki töl tõ öntvénybõl. 

I I . probléma 

A cseppfolyós, T2 hõfokú öntvény a t = 0 idõpontban most is foglalja 
el az x > 0 félteret, míg az x < 0 fé l teret már megszilárdult és k ihûl t , Tx 

hõfokú öntvény töltse ki. (Az öntvény sa já t anyagából készült falra tör ténik 
az öntés.) A szilárd és a cseppfolyós fázis határfelülete a t idõpontban legyen 
ismét az x = !(/) sík. A szilárd, illetve a cseppfolyós fázis hõmérsékletét jelölje 
— úgy, mint az elõzõ problémánál — v(x, t), illetve w(x, t). 

Az I . problémánál elmondottak min tá jára azonnal felírhatok jelen prob-
lémánk egyenletei és feltételei. A vál tozás az elõzõkhöz képest lényegében 
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az, hogy a v(x, t) hõmérséklet most egészen az x = — oo értékig van értelmezve, 
és az x = 0 síkban érvényes peremfeltétel elesik. Tehát: 

d2v _ 1 dv 

dx2 a'i dt 

Ý2w _ 1 dw 

dx2 a'i dt 

f (0) = 0 , 

v(x, 0) = Tx 

w(x, 0) - T2 

v(— oo, t) = Tj 

w(+ OO ,t) = T2 

( - OO < X < £(<)) 

(£(í) <X<  + o o ) , 

(— oo<X<0) , 

(0<X< + oo) , 

dw ^dv 

dx dx *=f(0 

Xq2 d£(t) 

êî dt 

(t > 0), 

« > 0 ) . 
v(x, t) |x_¹ ) = w(x, t) \Õ=Ø ) = r 

Most is alkalmazhatók az I. problémánál felhasznált meggondolások. A nem 
részletezendõ számítások végeredménye a következõ: 

v = A1 + B1yi 

w = A2 + B.2y> 

(2 a f f i ) 

ahol 

2 a2]ft 

m = aVt, 

x - T x 

(— 0 0 <x< £ (0 ) , 

( £ ( < ) < * < + o o ) , 

Ti + 

1 + V 
,2 a . 

a2 = T2 + ^ ~ t > 

Bi 

1 — 1f 

r - T x 

1 +w 
a 

2 a2 
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és a a következõ egyenlet gyöke: 

t — T. 2 + . T - Ty k g j : ë a, 

1 V>\ 1 a 

1 + V 
a 

12 a2 (2 a2 

2 lc0 

2 a e4ai . 

4. §. A numerikus módszer képletei 

Numer ikus megoldási módszer gyanánt az ún. rácspont-módszernek 
(vagy más néven di f ferenciaegyenletek módszerének) egy alkalmas módosí-
tásá t fogjuk használni. A rácspont-módszer lényege az, hogy az egyenletekben 
és a határ fe l té te lekben szereplõ d i f ferenciá lhányadosokat d i f ferenciahányado-
sokkal helyet tesí t jük, és így a parciál is di f ferenciálegyenletrendszer megoldá-
sát elsõfokú algebrai egyenletrendszer megoldására vezet jük vissza. (Az álta-
lános elveket i l letõen lásd: [1], 196—229. o.) 

( Ï) 

A) A hõvezetés egyenletének megfelelõ differenciaegyenlet 

A hõvezetés egyenlete esetünkben (lásd (1), (2), (3)) 

9277 [ 2 977 _ 1 377 

dr2 r dr" où2 dt 

a lakú. A pozitív r és a pozitív t tenge ly t osszuk fel az 

Òó = ip, i l letve 7y = jq (i, j = 0, 1, 2, . . .) 

osztópontokkal . í g y az (r > 0, t > 0) negyed sík egy rácspontrendszerét kap-
juk. Az U(r, t) függvény közelítõ ér tékét az (rt, tj) pon tban jelölje 77,-j : 

U y j ^ U ß J j ) . 

Az U függvénynek a (11) egyenletben szereplõ d i f ferenciá lhányadosai t a követ-
kezõ di f ferenciahányadosokkal helyet tesí t jük: 

dU 

dt 

9U 

dr 

d2U 

„ . Dj.j+i  — Uj,j 
> 

r=r {,t = t, 9 

Uj+l  J ~ bJi-ij 

r=r,,t=t,  2p 

dr2 r=«,t= n,t=t, p2 

Ezen di f ferenciahányadosokat a (11) egyenletbe helyettesí tve a következõ 
di f ferenciaegyenletet kap juk : 

(12) Dí+i,j-2U ii J+U i_ltl f 2 7 7 , - 7 7 , _u _ 1 Ujj+t  — U j j 

p2 rt 2 p a2 q 
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Ha i t t a p és q ál landókat úgy választ juk, hogy 

2 a2 

legyen, akkor a (12) egyenlet a következõ egyszerû alakba írható: 

(14) uN+1 = 1 (Uj_bj + Ui+ 1,j) + (Ui+ 1,j - u , . u ) . 
2 2 Tj 

I lymódon a t = tj+1 idõponthoz tar tozó közelítõ értékek a t = tj idõponthoz 
tartozókból egyszerû módon kaphatók meg. 

Az egyszerûség kedvéért á l lapodjunk meg egy, az egész vizsgált rendszerre 
k i ter jedõ végleges rácspont-felosztásban és jelölésrendszerben. A rácspont-
felosztást és az egyes rácspontokhoz tartozó közelítõ értékeket a szilárd mag 
nélküli, illetve a szilárd-magos esetben az 5. il letve a 6. ábra muta t ja . Ezek az 
ábrák, az r tengely menti elrendezést illetõen, a 3. és a 4. ábra megfelelõi. 
I t t a a £(tj) ér téknek megfelelõ közelítõ érték: 

i j ^ H t j ) -

A rácspontok vízszintes távolsága a hõszigetelésnek megfelelõ részben 
legyen pv az öntvénynek megfelelõ részben pedig p2. A rácspontok függõleges 
távolsága (vagyis az idõ-differencia) mindkét részben legyen q. A pv p2 és q 
rácsál landókat válasszuk meg úgy, hogv teljesüljenek a (13) feltételnek meg 
felelõ 

(13') 
2ax 2 ai 

feltételek. 
A távolság A j végpont ját vízszintes i rányban közrefogó szomszédos 

rácspontoknak megfelelõ elsõ indexek legyenek ã'; és i j  + 1. Ha A j rácspontba 
esik, akkor a vele összeesõ rácspont elsõ indexe legyen ij. Vagyis 

jP2 — £ j < i f + 1 )P2 • 

Az 5. ábrán az . . . AjAj+ x . . . vonal a szilárd és a cseppfolyós fázis 
határfelületének idõbeli mozgását mutat ja . Tõle balra vannak a cseppfolyós 
fázis hõmérsékletét jelölõ w, tõle jobbra pedig a szilárd fázis hõmérsékletét 
jelölõ v értékek. Egyszerûség kedvéér t a v és a r a értékek elsõ, az r változóra 
vonatkozó indexei balról, a gömb centrumából ki indulva folytatólagosan követ-
keznek (és nem kezdtük á ré r t ékekné l újra az indexelést). Hasonló a helyzet 
a 6. ábra esetében is. 

Levezetéseinket az írásmunka megkönnyítésére csak a szilárd mag nél-
küli esetre végezzük el. A szilárd-magos esetre vonatkozó képletek szóról szóra 
ugyanúgy vezethetõk le. Az ezen utóbbi esetre vonatkozó eredményeket a 6. 
ábrán tüntet tük fel. 

A (14) képlet alapján, az 5. ábra jelöléseinek megfelelõen, külön-külön 
fel í r juk az (1), (2) és (3) egyenleteknek megfelelõ differenciaegyenleteket. 

MAGYAK 
IUI0V, '*. IY3S AK'.DsMIA 

KÖNYV1ÁKA 



HOMERSEHL E TEK-

EGYE HL ETEK 

peretifeltetelek: 

öntvény 

cseppfolyós fázis szilárd fázis 

w(rt) 

egyenletek: 

pere mfeltetelek 

ellenorzes: 

r-i 
V(r.t) 

| 
o ? 

hõszigetelés 

3 w 2 J_ 3u_ 
dr1 r dr ~ a\ 3t 

3w 
dr ' 

3V 
dr1 

- j  U)  -

A Jz. 
r 3r 

z(l) 
R R*d 

T T— 

u(nt) 
Rrd.b 

— r — / 

Bt 

3w 3v .Afc di 
dr 3r A, Wí 
w -  V - r 

d u , 2 3u _ < 9u 
Si-1 r 3r a' 3i 

V = z = u 

hohersekletek•• 

egyenletek: 

! öntvény 
S> 

szilárd  fázis 1 cseppfolyós  fázis szilárd  fázis | hõszigetelés 
"o 

? / 

v (r, t) 

l 
l 
l 
l w(gt) 

i 
vlr.t) 

i 
1 

, 
U(r.i) 

i 
i szilárd mag R 

-kilu.hi(u_ti)\ perenfel te telek: 

3. ábra 

cseppfolyós fázis 

HÕMÉRSÉKLETEK ^ 

KLÍ iH-I.J K-u íj [ /A wc*< i 
HÕMÉRSÉKLETEK ^ 

Wo.j*< S, j*  t 
3 

H-t.J*t v 

H 

K.J" 
<t 
¡Ani Vl\i j*1 

HÕMÉRSÉKLETEK ^ 

— 1 _ H . M! 

-Tf<3w<.i« *WL l-htA <P >)+b(}j>  fr- ) 

q m m h í j qóv-civue 

( W 

0/Ü*Qs(tJ- 0L(t,)*-%(tj)rSc(tj) 

Qr(tJ+SF(tj)-Qr(tc) *St (tj) 

- f w -

R-i —?— 

aV ¿ a ? i a» 
ar2 r Sr"o? 3< 

dL 2_ dw dw 
dr' r dr o' 3f 

^ = 0 dr 
dw.dv dí 
dr dr' kt 3F 

d2v 
a? 

dw dv *9k Jl\ 
dr dr k2 át 

w - v - T 

du 
dt 

4. ábra 

szilárd Fázis hõszigetelés 

\ 
y 

vu*< ví.l.jh 'l.l* < l"!  1*1 ti, í* 

hél 

V • IA*-,,  + - W 

zj., -xzpiïv  ̂ j *tu,, 

z(n%*i) 

\ 

w-bzj 

w e ^ f - ^ * ^ - 3 zt) S/tj)--rI{-ull*i<< J,t-3zl) 

2 

levegõ 

Ur-,1 10„-,.i 

U».2.i*< U.-,.i*< 
\ 

Kry A 

—- i i 
i 

(m-mfi-îjn ^ - ( m - ' v p z 

ha lju-(H-L*)p2 

sj^-gtc-h,.,,*^,^,) 

a.) vfrju'tyjH "T 

b) w = + (r~ 

, Pl 

c) -v 

ha (M-i*-1)pz á j , 

ha (M-í*-1)p2<l<(M-L'Jp z<í 

5 ábra 
5a. ábra 
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EGYENLÍTEK 

PEREMFELTÉTELEK 

ELLENORZES•• 

szilárd fázis 

szilárd mag 

ÜLL-

-K-

Vi.i VLU.j 

! 

n 
*>

 «b 
4 ; / 

Q/tjhS/tf mQ/t0)*5e(tj) 

ÂÔ=? (ti-i'-2)Pi 

cseppfolyós fázis szilárd fázis hõszigetelés 

—Ë r-
\ 
\ 

vC,i Aj 

% +*< 

ÖÊ,, óñ\ã.ç 

T 

×Í J 

<> 

i Ã ÓËã.1*< 

4 > ã ã ( + w+j)+ f i (Hni -

L 

ë \ 

Zj u,.] 
\ i 

Zj*< Vh-2 j-ì VM-I.NI f Zj*< 
T 1 

Qr (tj)'Bzj 

Ö Ü é ÷ ù -

A/M ×÷, i+4 
T • Y  

i 

( ^ ) ð Ë . ç 

ha - ((+1)ðã 

]+r( L4)Pz 

Î)  × ÷ . ì 

ð 
^ - + (r-WL\2,Hi) (l'+2)Pz-}jH 

ñ) 

h a ü^Ë+^ð+Ù 

ha 1 ' ðã ~ } Ã 

6à ábra 

WjM . 

H'-ijH 

» 

i** 2.1*1 

- - i 
(M-i*+i)p 2 -}j t1

 1 l+i-(H-J-z)p2 

0 ) 4 > + 4 > u r 

-f 
W c i ^ V ) 1 

Ü) 4»,i*i ' wi'-e,i*i + ( r " 

C) V j H = T 

6. ábra. 
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Ezek rendre: 

(!) = - («/- i .j + «(+i,)) + —, («f+i.; - 4-1,j). 
2 2 M ^ + í 

l Pi 

( N ) J + I = + » # + • , / ) + — ( » Í + I J - , 
2 2 ã 

( I I I ) J + 1 = i (U>,_1>y + wi + 1J ) + ~ {w i + 1 J - Wj_Xi j) . 
2 2 ã 

Hasonlóan kap juk , ã>,- ; helyet t egyszer v t j -1 , másszor üí y-t í rva, a (2) és a (2) 
egyenletek dif ferencia-formuláit . 

B) A peremfeltételeknek és a fagyásfelület mozgását leíró egyenletnek 
megfelelõ differenciaegyenletek 

Elõször foglalkozzunk az r = 0 ponthoz tartozó (lásd (7) és (7)) 

(15) = 0 
9r >=o 

alakú feltétellel. Ezt a fel tétel t , a dif ferenciálhányados helyet t a megfelelõ 
di f ferenciahányadost írva, azonnal á t í rha tnánk differenciaegyenletté. Ponto-
sabb képlethez ju thatunk azonban, ha f igyelembe vesszük, hogy az r = 0 
pont (gömbrõl lévén szó) tu la jdonképpen nem pereme a ta r tománynak , hanem 
annak belsõ pont ja . Ezért ahelyett , hogy a (15) feltételbõl indulnánk ki, indul-
junk ki magából a (11) differenciálegyenletbõl, melynek — nem feledkezve 
meg a (15) feltételrõl — a megfelelõ határér tékekre áttérve, az r = 0 pon tban 
is érvényesnek kell lennie. 

Vizsgál juk tehát, hogy (11) egyenletünk mihez tar t r —»- 0 esetén. A (15) 
feltétel f igyelemhevételével azt kapjuk, hogv 

lim — -— = lim 
r-M r 9 r r—o 

9 U 977; 

9r 9r r_ U J 
Ý277 I 

9r2 L o ' 

Ennek a lap ján azt kapjuk, hogy a (11) differenciálegyenlet, f igyelembevéve 
(15)-öt, az r = 0 pontban 

(11') = 
9r2 a2 dt 

alakú. 
Az r tengely felosztását folytassuk egy osztóponttal a negatív r ér tékek 

i rányába. í gy kapjuk az 
r - i ~ — P 

osztópontot, és a neki megfelelõ 

U - i j  **  U(r_x, t j ) 

6 A Matemat i ka i K u t a t ó Intézet Közleményei VTII / t . 
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közelítõ é r téke t . F igye lembe véve az r = 0 pontra vonatkozó sz immetr iá t , 

U - i j = U 1 J 

veendõ. E n n e k alapján a (11') egyenlet baloldalán szereplõ derivált az r = 0 
pontban a 

Ý 2U UXJ -  2  U0J + U_xj = 2 Ü . J - U q j 

Ý r2
 r = 0 f - P 2 

differenciahányadossal közelíthetõ. A (11') egyenlet jobboldalán szereplõ 
deriváltat pedig a 

UqJ CQJ—I ÝÑ7 

Ý t r=0,f=f, 

differenciahányadossal közelí t jük.2 így végül is a (15) peremfeltételre, a fent i 
közelítõ formulákat behelyettesítve a (11') egyenletbe, a következõt k a p j u k : 

3 2 UXJ - 2 U0J = 1_ U0J - _ 

p2 a2 q 

Innen, p és q értékét à (13) feltételnek megfelelõen választva, a következõ 
adódik: 

(V I I )  U0J+1 = ±- 3U1J+1 + U 0 J ) . 
4 ( 

A (4) határ fe l té te lnek megfelelõ di f ferencia-képlet minden további nélkül 
azonnal fe l í rható : 

_ h = h M _ T i ) ; 
Pl 

ahonnan 

( I V )  N N J = D U N _ L I J + E T L , 

ahol 
1 1 

£ = 
1 , Ð Ë ' 1 + A _ ' 

PiK 

A (8) határ fe l téte l á t í rása dif ferencia-formába ugyancsak azonnal elvé-
gezhetõ, h a bevezet jük a 

z j ^ z ( t j ) 
jelölést: 

#4fc2 - "M-I, /  _ { ä + = _ £o£í [(Ä + c/)3 - R3] Z j + 1 ~ . 
Ðã Pi 3 ß 

2 Az idõ szerinti der i vá l ta t azért az i t t szereplõ ún. baloldal i , és nem az A) p o n t b a n 
szereplõ ún . jobboldali d i f ferenciahányadossal helyet tesí t jük, mer t így a numer i kus 
módszer „s tab i l i tása" nagyobb . Erre itt részletesen nem t é r ü n k k i . 
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I nnen 

( v i n ) zj+i  = a Zj + ß vM_hj + y ultJ , 

ahol 

a= 1 - ß - y , 

ß - _ 3 q R% 3 q(R + d)2kx 
Qo CoPtUR + d)3 - R3] Q„  coPl[(R + d)3 - R3] 

A (VIII)  képlet levezetésénél f igyelembe ve t t ük azt, hogy 

vM,j = z j - uo,j > 

ezáltal az (5) feltétel au tomat ikusan teljesül. 
A fentieknél nehezebb fe ladato t jelent az á t fagyás fo l yamatá t leíró 

(6) és (9) feltételek át í rása dif ferenciaegyenlet a lak jába. További prob lémát 
jelent a közelítõ v és w értékek meghatározása az át fagyási felület szomszéd-
ságában, ahol a (II)  és (II I) dif ferenciaegyenlet nem használható, mer t a vihj 

érték a cseppfolyós részbe, u>ij+l j pedig a szilárd részbe esne. 
A (9) feltétel jobboldala azonnal át í rható d i f ferenciahányados a lak jába: 

Xq2 d £ XO2 íj+ 1 — £ • 
—i i , 

k2 dt k2 q 

A baloldalon szereplõ der ivá l takat az (ij—1, j) indexû és az Aj, i l letve az 
(íj + 2, f) indexû és az A j a lappontokon képezett d i f ferenciahányadosokkal 
helyet tesí t jük. Figyelembe véve, hogy az Aj pon tban a hõmérséklet egyenlõ 
a r olvadási hõmérséklettel , a következõt kapjuk: 

9 w 

Ý r 

dv 

dr 

r " w4-hj 

r=R-m Vz +[( M - ij) Ðã — 

Vi, + 2J — Ã 

r=R-Ht) Ðã +1 Sj - ¹  — ij— 1 ) Ðã! 

Ezen di f ferenciahányadosok segítségével a (9) fel tétel így írható á t : 

( IX )  ÍJ+1 = í j + A(íj) (ã - w . ^ j ) + B(íj) (ã - vil+ 2,j), 

ahol 

A(íj) =  ̂ , B(íj) = M 1 . 
; Xq2 (M - i j  + l ) p 2 - í j 1 kq2 í j - (M - i j - 2 ) p2 

Ezen (IX) formula levezetésénél a (6) fe l tétel t f igyelembe ve t tük . 
Ahhoz, hogy ezt a formulát használhassuk, szükség van az A j pont tó l 

jobbra i l letve balra esõ két-két szomszédos (ij  — 1, i j  i l letve i j  + 1 , i j  + 2 
indexû) rácspontra; i t t Aj-1, ha rácspontba esik, sa já t baloldali szomszédjának 
tek in t jük . Ezért az ezen formulával való számítást csak akkor lehet elkezdeni, 
ha a 

(16) í j ^ p 2 

6 * 
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feltétel teljesül, és addig lehet folytatni, míg a 

(17) Ç j g ( M - l ) p 2 

egyenlõtlenség fennáll. A (16) feltételre numerikus példánknál a kezdeti értékek 
megadásánál tekintettel leszünk (lásd 6. §). 

Ha olyan nagy már, hogy a (17) feltétel nem teljesül, akkor a (IX) 
formulát úgy módosít juk, f igyelembe véve a konkrét numerikus feladatunkban 
szereplõ adatokat, hogy a értéket tartalmazó tagot egyszerûen elhagy-
juk. Ezt annál is inkább megtehetjük, mert a fizikai folyamat ilyen elõrehala-
do t t állapotában ez a tag elenyészõen kicsiny a másik tag mellett. Tehát módo-
sí tot t (IX) formulánk a következõ alakot ölti: 

( IX ' )  = Í j  + . ( f , > ( Æ - l ) p 2 ) . 
ßð2 I; — [M — 2) p2 

Ekkor a (III) képlet sem alkalmazható már, helyette, a fent i (IX') kép-
lettel összhangban, a w0 j = w;b ; = r értékeket vesszük fel. 

Az eddig levezetett differencia-formuláink lehetõvé teszik, hogy a t = tJ+1 

idõponthoz tartozó közelítõ értékeket az elõzõ t = tj idõponthoz tartozó értékek-
hõi kiszámítsuk, kivéve az átfagyási felülettel, vagyis az Aj+ Í ponttal szom-
szédos közelítõ w i j + i j + ] és fi /+l+i, yvi értékeket. Ezen értékeket a következõ-
képp határozzuk meg. 

Elõször is olyan f inom rácspont-beosztást veszünk (vagyis q-t olyan 
kicsire választjuk), hogy eleve 

(18) Zj+i - í j < P2 

legyen minden j-re (ez a feltétel az 5. ábrán teljesül). Ezt a 3. §-ban fog-
lalt eredményeink teszik lehetõvé. Ezzel részletesebben a jelen paragrafus 
C) pont jában és a 6. §-ban fogunk foglalkozni, q ilyen választása mellett 
a következõ eseteket különböztethet jük meg: 

a.) Ha az Aj+ l pont rácspontba esik, akkor it t a hõmérséklet r, és 
így ezzel a rácsponttal nincs probléma. 

b.) Ha A, és Aj+1 ugyanazon két szomszédos függõleges racsvonal 
közé esik, mondjuk az i*  és az i*  + 1 indexûek közé, akkor illetve 
vp+ i j+ i értékét az (i*  — 1 , 7 + 1) pontbeli ì + _ 1 ó +1 érték és az AJ+l pont-
beli r érték, il letve az (i*  + 2, j + 1) pontbeli 

Ví* +2,j+i a z A /+1 p o n t b e l i 
r érték közötti l ineáris interpolációval kaphat juk meg (lásd 5a. ábra): 

, j+i  , 1.1+1 -i- , i.j+v _ ^ + l ) p 2 _ | y + i 

p2 
V.-+1J+1 = v ,+ 2 , j + 1 + (r - ® ,+ 2 ,+ 1 ) — • 

c.) Ha az Aj és az Aj+ 1 pontokat függõleges rácsvonal, mondjuk az i* 
indexû elválasztja egymástól (a te t t feltétel szerint A j-t és A]+ l-t legfeljebb 
egy függõleges rácsvonal választhat ja el egymástól), akkor legyen 

Vi*,j+1  = T> Vi'  + l,J+l = Á ( T + * W 2 , ; + l ) • 
ít 
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Ezzel az összes lehetséges eseteket le tárgyal tuk, és közhen a (6) felté-
telre is f igyelemmel vo l tunk . 

A szi lárd-magos esetre vonatkozó képleteket, az 5. és az 5.a ábrákkal 
analóg módon, a 6. és az ehhez kapcsolódó 6.a áb rán t ün te t t ük fel. 

A ( IX ' )  képlet te l kapcsola tban e lmondot tak analógiá jára, ha és A 
már o ly nagyok, hogy az A j és az A j pontok közöt t már csak 1 i l le tve 2 db 
osz tópont helyezkedik el, akkor és képletében a w-1 ta r ta lmazó tagok 
egyszerûen elhagyandók, és egyidejûleg az Aj és A j közé esõ w ér tékek gyanán t 
a 

«V+ij+i = wi',j+1 = T 

é r téke t vesszük fel. 

C) Kezdeti feltételek 

Amin t azt a 3. § elején eml í te t tük , fentebb levezetet t képleteink a kihû-
lési f o l yamat kezdet i (t = 0 körül i ) szakaszának k iszámítására n e m alkal-
masak. Ezér t egyszerûsítõ fel tevéseket teszünk, melyek lehetõvé teszik a 3. íj-
ban k a p o t t eredményeink a lka lmazását a kezdet i ér tékek k iszámítására. 

Elõször a szi lárd mag nélküli öntéssel foglalkozunk. 
Az öntvényt úgy tek in t jük , m in tha az az x > 0 fél teret tö l tené ki. 

(Mint az t már a 3. § elején eml í te t tük , ezt azért t ehe t j ük meg, m e r t közvet-
lenül a fagyási f o l yamat megindu lását követõen számottevõ hõmérséklet-
vá l tozás csak a f o rmaanyag és az ön t vény határ fe lü letének szûkebb környe-
ze tében lesz.) A fo rmaanyag hõmérsék le té t pedig ál landónak, T^-nak tekint-
jük . E z t ugyancsak megtehet jük , m e r t a fo rmaanyag hõmérséklete az idõnek 
fo ly tonos függvénye még a t = 0 p o n t b a n is (ez részletesebb analízissel kimu-
ta tha tó ) , és így elegendõ rövid idõ a la t t tetszésszerint i kevéssel vá l toz ik csak 
meg. Az így leegyszerûsített p rob léma azonos a 3. § I . prob lémájáva l . 

Az az idõinterval lum, melyre a fent i közelítõ model l t f ogad juk el érvé-
nyesnek, legyen a 0 < t < t* in te rva l lum. Ezen t* i dõ ta r tam alat t , az I .p rob léma 
megoldásánál kapo t t eredményeink szerint, az x = 0 felületen keresztü l felü-
letegységenként 

= UT - Tx) 1 

T* a I 
V 

2 a j 

1ft* 

hõmenny iség távozik el az öntvénybõl . 
Mármost a rácspont -módszerhez az ön tvény hõmérsékletére kezdeti 

é r tékek gyanán t az I. probléma megoldásai ál tal t = t*-ra szo lgá l ta to t t érté-
keke t tek in t jük . A hõszigetelõ anyag kezdeti hõmérsékletét T j -nek vesszük, 
míg a formaanyag kezdet i hõmérséklete legyen 

20 = T0 + 4 R2 ë Q 

00 co 
4 (R + d)3n 4 R3n 

= T 0 + 
3 R2Q 

QgC0[(R + d)3 - Ä3] 

vagy is úgy számolunk, mintha az öntvényhõi a (0, t*) idõ in terva l lumban eltá-
vozo t t hõmennyiség tel jes egészében a fo rmaanyagban ha lmozódot t volna, 
fel. Ezzel elérjük azt , hogy a közelítés ellenére a rácspont-módszerre l történõ« 
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számolás kezdetéig a hõvezetõ rendszerben eredeti leg felhalmozott teljes hõ-
mennyiségbõl semmi sem „vész el" . 

t*  megválasztásánál két, egymással el lentétes szempont érvényesül. 
A modell leegyszerûsítésével járó hiba csökkentése azt kívánja, hogy t* mennél 
kisebb legyen. Másrészrõl azonban, ha q-1, vagyis a rácspontfelosztást egyszer 
rögzí tet tük, akkor a (16) és a (18) feltétel már alsó határ t szab (*-nak. Vagyis 
a numerikus számolás a differencia-formulák a lap ján csak akkor kezdhetõ el, 
ha már ^ p2 és £J+1 — < p2. 

Az elsõ, (16) feltétel tel jesítése nem kíván magyarázatot . A második, 
(18) feltételhez pedig azt jegyezzük meg, hogy a | ,+ 1 — differenciák elegendõ 
k ics iny j indexek esetén csökkenõ sorozatot a lkotnak (ezt a 3. § I. problémá-
jának megoldása muta t ja ) , és így, a 3. §-ban foglal tak segítségével könnyen ta-
lá lható olyan t*, hogy t, >t*  esetén (legalábbis a számítás kezdeti szakaszában) 
biztosan tel jesüljön (18). 

Fenti meggondolásaink minden további nélkül (még a számadatokat 
sem kell megváltoztatni) alkalmasak a szilárd-magos öntéshez tartozó, az önt-
vény-formaanyag határkörnyezetére vonatkozó kezdet i értékek kiszámítására. 
Szilárd-magos öntésnél szükség van még a szilárd mag—öntvény ha tár környe-
zetébe esõ kezdeti értékek kiszámítására. Ezen értékek a 3. § I I . problémájának 
megoldásából kaphatók meg, a fentiekkel analóg módon, ha a szilárd magot 
és az öntvényt úgy tekint jük, min tha egy sík két oldalán elhelyezkedõ féltereket 
tö l tenének ki. 

A fent elmondott számítások numerikus végeredményeit, a képletekben sze-
replõ állandók (p1,p2,g,,í*,stb.) alkalmas felvétele u tán , a 6.§ 1. és 2. táblázatában 
közöl jük. 

5. §. Ellenõrzési rendszer 

A számítások ellenõrzésének két, egymástól lényegükben különbözõ 
mód ja kínálkozik. Az egyik módon a képletek a lap ján elvégzett mûveletek 
helyességét lehet ellenõrizni, de nem lehet semmit sem tudni arról, hogy maguk 
a numerikus képletek milyen pontos közelítését szolgáltat ják az egzakt meg-
oldásnak. A másik módon a fo lyamat fizikai oldaláról, f izikai összefüggések 
a lap ján lehet ellenõrizni a számítások helyességét. Ez az ellenõrzési mód külön-
külön nem muta t ja ki a kisebb h ibákat (pl. kerekítési hibák), de következte-
téseket enged levonni maguknak a numerikus képleteknek a pontosságára is. 
Mi  ez utóbbi lehetõséget választ juk. 

Az ellenõrzés lényege az, hogy fel fogjuk írni a hõvezetõ rendszer egyes 
részeinek a hõmérlegét és megnézzük, hogy az i l letõ részekbe be- és azokból 
k iáramló hõmennyiségek különbsége mennyire tér el a szóban forgó részekben 
felhalmozódó hõmennyiségektõl. 

A továbbiakban csak a szi lárd mag nélküli esetre részletezzük a leveze-
téseket . A végeredményeket az 5. ábrán összefoglaltuk. A szilárd-magos esetre 
vonatkozó képleteket a 6. ábrán foglaltuk össze, az 5. ábra mintá jára. (A kép-
letekben szereplõ, konkrét numer ikus problémánkra vonatkozó együt thatókat 
lásd a paragrafus végén.) 

A következõkben táblázatszerûén összefoglaljuk azokat a képleteket, 
melyekre szükségünk lesz. Ezek a képletek nem szorulnak magyarázatra. 

Az öntvény latens olvadáshõ-tartalma a t idõpontban: 
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Az öntvény látszólagos (olvadáshõ nélkül számított) hõtartalma a t idõ-
pontban: 

rR-àä î 
(20) Q�{t)  = 4òå j" w(r,t)r2dr -+ v(r,t)r2dr Q2c2. 

î R-f(0 

(21) 

(22) 

A formaanyag hõtartalma a t idõpontban: 

Qp(f) = — [{R + d)3 - R3] âî  Cg z(t). 
3 

A hõszigetelés hõtartalma a t idõpontban: 

R+d+b 

QSz(t) = 4 ë J v(r,t)r2dr-Q1c1. 
R+d 

Az öntvénybõl a formaanyagba t idõ alatt beáramló hõmennyiség: 

(23) 

ã 

S0(t) = - 4 R 2 N F— 
J 9 r 

dt-k0. 
r=R 

A formaanyaghói a hõszigetelésbe t idõ alatt beáramló hõmennyiség: 

(24) SF(t) = - á(R + d)2 ë Ã — I dt-kx. 
J 3Ã jr=R+d 

A hõszigetelésbõl a levegõbe t idõ a lat t beáramló hõmennyiség: 

t 

(25) = + 
9ì 

6ã 
dt •ê1. 

r=R+d+b 

(26) 

Ezen hõmennyiségek között a következõ összefüggések állnak fenn: 

Ql(0) + Qö(0) = Sö(t) + QL{t) + Qö(t), 

QF(t) + SP(t) = QF(0) + 80(T), 

Qsz(t) + Ss f t ) = <?S2(0) + SF(t). 

További feladatunk most már csak az, hogy felír juk a (19)—(25) képle-
teknek megfelelõ differencia-formulákat. Ezt úgy végezzük el, hogy a képle-
tekben szereplõ differenciálhányadosokat differenciahányadosokkal, az integ-
rálokat pedig közelítõ összegeikkel helyettesít jük. Közelítõ összegként a leg-
egyszerûbbet, a téglányösszeget választjuk, a differenciálhányadosokat pedig 
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a három alappontra támaszkodó differencia-formulából számít juk.3 Ezek a 
dif ferencia-formulák esetünkben a következõ alakúak: 

du — u2 j -f 4 ux j — 3 Zj 

3r r=j?+<u=í, 2 px 

„ UN-2J — 4uN-1J + 3 UN,j 
^ , 

r=R+d+b,t=tj % Pi 

du 

dr 

dv 

dr r=-R,t = tj 

, vM-i,j  4 Óì -i.j + 3 z j 

2 P2 

A további számításokat nem részletezzük, hanem fe l í r juk a (19)—(25) 
képleteknek megfelelõ dif ferencia-formulákat: 

(27) 

ahol 

Q i f t j ) ^ A - ( R — £j)s, 

Q f a f ^ B - Z j , 

ë 47Z 

B = ~ [(R + d ) 3 - Ä3] q0c0. 
3 

Egyszerûség kedvéért a v és a w ér tékeket egyöntetûen F-vei jelölve: 

v, -I,J 

Wjj 
= VU 

(ez nem okozhat zavart, mert a re-k és a w-ê elsõ indexei folytatólagosan mennek, 
k é t egyenlõ elsõ indexû v és w nem létezik), a következõt kap juk : 

M 

i=i 
N 

Qsz(tj) ~ D 2 U,.J 

(28) 

i=i 
j 

R + d * 

Pi 

So(tj) **  E 2 (— »M-2.1 + 4 - 3 2;) , 
/=1 

j 

SF(tj) ~ F 2 (ù .1 - 4 % , , + 3 2,), 
j 

Sgftj) ^ G 2 ( - MN-2,í + 4 M N _U — 3 M N j í) , 
Í = I 

3 Közelítõ összegként azé r t választ juk a legegyszerûbb téglányösszeget, m e r t 
az idõ szerinti integrálok felsõ h a t á r a változik, így minden más numer ikus kvad ra tú ra -
képlet megnehezítené a számolást . Emlékeztetünk arra, hogy monoton integrandusok 
esetén (és i t t azok szerepelnek) a külsõ tény lány összeg és a pontos integrálérték közö t t i 
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ahol 

Ñ = 4 ë g2 c2p\, 

D = 4 n gx C\Pi, 

E = 2 ë R2k2 , 
Pi 

F = 2n(R + d)2kx^-, 

G = 2n(R + d + b)2kx-^-
PI 

PI 

6. §. Az állandók numerikus értékei. A kezdeti értékek és az együtthatók 
táblázata. A gépi számítás szakaszai 

Az anyagi ál landók számértékei a következõk: 

Ù  = 0,0062 k2 = 0,013 k0 = + oo 

Cj  = 0,28 c2 = 0,28 CQ = 0,36 

Qi - 2,0 g2 - 4,0 eo = 1,5 

\ (levegõ felé) = 1,95 • 10~4 X = 255 

A kezdeti hõmérsékletek és az olvadáspont: 

Tx = 20, T2 = 2050, T0 = 20, ò = 2000. 

A rendszer geometr iai adatai a következõk: 

j 8,19126208 ( = 128 p2) 

Rm = \ 10,2390776 ( = 160 p2) 

(14,3347086 ( = 224 p2) 

R = 24,5737862 ( = 384 p2) 

d = 4, 

6 = 5; 10; 40. 

Kiinduláshoz a rácsállandók következõ ér tékei t választ juk (elegendõ 
px-t megválasztani, p2-1 és ç-t a (13') összefüggés már meghatározza): 

px = 0,062500000, p2 = 0,063994235, 

q = 0,17641129. 

kü lönbség abszolút é r téke n e m ha lad ja m e g az õsszeg max imá l i s abszolút é r tékû tag jának 
abszolú t ér tékét , és ez a h ibakor lá t függet len az in tegrá lás in te rva l lumának hosszától . 
Evve l szemben a d i f ferenc iá lhányadosok d i f ferenc iahányadosokkal való helyet tesí tése 
sz isz temat ikus hibát okoz, mely az idó szerint i in tegrá lásná l felgyülemlik. í g y célszerû 
a ké t a lappon t ra t ámaszkodó di f ferenciahányados-képlet he lye t t az alig bonyo lu l tabb, 
de jóva l pontosabb h á r o m a lappont ra támaszkodó kép le te t a lka lmazni . 
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Tehát az osztópontok száma: 

M = 384 

128 

L = 160 N = 
225 

A fizikai fo lyamat idõvel egyre lassúbb lesz. Ez a numerikus számítás 
szempontjából azt jelenti, hogy azonos mennyiségû numerikus számításra 
idõvel egyre kisebb hõmérséklet-változás esik. Ezért , a számítás meggyorsítá-
sára, célszerû idõnként nagyobb rácsállandókra, vagyis durvább rácspont-
beosztásra át térni . Fenti ki indulási rácsállandóinkat, továbbá 5 - t és Rm-1 
úgy vet tük fel, hogy a rácspontbeosztás durvítása egyszerûen py és p2 megkét-
szerezésével, és ennek megfelelõen (lásd (13)) q megnégyszerezésével haj tható 
végre. így az ú j rácsállandókkal tör ténõ számítás kezdeti értékei gyanánt 
az elõzõ számítások végeredményei, nevezetesen az r tengelyen minden második 
ér ték , azonnal, interpoláció nélkül felhasználható. Minden geometriai konfigu-
ráció esetén 5 lépésváltás lehetséges, kivéve a b = 5 esetet, midõn csak 4-szer 
lehet lépést vál tani . 

A 3. §-ban szereplõ a állandó értékei: 
az I. problémánál: 

a = al = 0,172943 , 

a I I . problémánál: 

a = a „ = 0,116 067 . 

Tekintettel arra, hogy t ~ 0 esetén a 3. § I. problémájából számított 

I = a, jÏ 

függvény ír ja le a fagyásfelület mozgását, a , fentebb közölt numer ikus értéke 
ismeretében azonnal látható, hogy a numerikus számítások kezdet i idõpont-
jául (lásd 4. §. Ñ.) a 

t*  = t8(= 8 q) = 1,411 290 

idõpontot választva, j > 8 esetén mind a (16), mind pedig a (18) feltétel (az 
u tóbb i legalábbis nem túl nagy /-kre) teljesülni fog. Egyszersmind érvényesek 
az analóg egyenlõtlenségek a szilárd-magos öntés esetére. 

Nyilvánvaló, hogy valamennyi egyenletünk és peremfeltételünk a hõmér-
séklet i skála eltolásával szemben invariáns (ez f izikai szempontból is evidens). 
Ezér t célszerû a hõmérsékleti skálát a számítások elvégzéséhez 20° C-al úgy 
eltolni, hogy a szereplõ legalacsonyabb hõmérséklet 0: 

T0 = Ty = 0, 

és így T2 = 2030, 

r = 1980 

legyen. Ezáltal à (IV)  képletben szereplõ második tag ( = e í \ ) el tûnik, 
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A kiinduláshoz szükséges, t* fentebbi értékéhez tartozó kezdeti értékek — 
melyeket a 3. §-ban közölt leegyszerûsített modellekbõl, továbbá a 4. § C) 
pont jában elmondottak a lapján számítottunk —, figyelembe véve az imént 
említett skálaeltolást, az 1. és 2. táblázatban vannak fel tüntetve. Ezen táblá-
zatokban az idõt jelölõ második indexnek (mely az elmondottak értelmében 
j = 8 lenne), a j = 0 értéket vettük. 

A 3. táblázatban összefoglalva közöljük a numerikus számításokhoz szük-
séges együt thatók értékeit. Ezen táblázatban egymás a la t t az összetartozó 
(ugyanazon rácspont-beosztáshoz tartozó) adatok szerepelnek. 

Végezetül a 4. és az 5. táblázatban azt foglaltuk össze, hogy milyen hatá-
rok között mekkora lépésközzel végeztük a numerikus számításokat. Minden 
egyes geometriai konfiguráció esetén megadtuk, hogy n valamely értéke mellett 
hány idõ-lépésközzel mentünk elõre (j index értékhatárai), és ez milyen idõ-
köznek (t változó értékhatárai) felel meg. 

A konkrét számítás azt mutatta, hogy a rendelkezésre álló számológép 
használati idõ mellett elérhetõ pontosság határain belül a b = 10, il letve 
a b = 40 értékekre vonatkozó számítások elejét nem érdemes elvégezni, mer t 
ezek helyett a b = 5 illetve a b = 10 értékre végzett számítások kezdeti 
szakaszai kiindulásként felhasználhatók. Erre utalnak a táblázatokban szereplõ 
„ugyanaz, mint b = 5 (b = 10) esetén" jelzések. 

7. §. A numerikus számítások eredményeit feltüntetõ grafikonok 

1. grafikon : az át fagyot t réteg vastagsága (!) az idõ függvényében, 
a szilárd mag nélküli öntés esetén. 

1. a grafikon: az 1. graf ikon kezdeti szakasza. (Ab = 10 értéknek meg-
felelõ görbe nincs feltüntetve). 

2. grafikon : az át fagyot t rétegek vastagsága ( | és | ) az idõ függvényében 
(az idõ az ordináta-tengelyen van feltüntetve) a szilárd-magos öntés esetén. 
Nem közvetlenül | - t , hanem R — | - t rajzoltuk fel, így a tel jes átfagyás pilla-
na ta a ! és az R —- £ görbék metszésénél közvetlenül leolvasható. A £ görbék 
mindhárom Rm értékre, az R — £ görbék pedig mindhárom b értékre gyakor-
latilag (a rajz hibahatárain belül) azonosak. A b = 10 értéknek megfelelõ 
£ görhe nincs feltüntetve. 

3., 4. és 5. grafikon : a hõmérsékletek a hely és az idõ függvényében, 
a szilárd mag nélküli öntés esetén. A helykoordináta az abszcissza-tengelyen 
van felmérve (a 0 pont a forma-anyagnak felel meg, tõlebalraaz öntvény, jobbra 
pedig a hõszigetelõ réteg van), az idõ pedig a görbék paramétere. 

3. a grafikon: a hõmérsékletek a hely és az idõ függvényében, kis t 
értékekre. Ez a grafikon, a ra jz hibahatárain belül, valamennyi öntés esetére 
(lásd: 3., 4., 5., 6., 7. és 8. graf ikon) egyaránt vonatkozik. 

6., 7. és 8. grafikon : a hõmérsékletek a hely és az idõ függvényében, 
az Rm = 14,33 sugarú szilárd mag esetén. 

Amint arra a 6. § végén utaltunk, a b = 10 illetve a b = 40 értékekhez 
tartozó, elegendõ kis í-re vonatkozó öntvény-hõmérsékletek, a rajzolási hiba 
határain belül, megegyeznek az elõzõ, b = 5 illetve b = 10 értékekhez tartozó 
hõmérsékletekkel. Ezért, szilárd-magos öntés esetén, a b = 10 és a b = 40 
esetekben a ra jzok csak a í = 695,2 idõponthoz tartozó görbékkel kezdõdnek. 
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Helykímélés végett az Rm = 10,24 és az Rm = 8,19 sugarú szilárd magok 
esetére vonatkozó hõmérsékleti görbék közlésétõl eltekintünk. 

Végezetül a 6. táblázatban közöljük az 5. §-ban leírt ellenõrzési rendszer 
által szolgáltatott eredményeket. Csak az Rm = 14,33 esetre szorítkozunk. 
A táblázat a (26) alatti egyenletek jobb- és baloldalának közelítõ értékei (melye-
ket a (27) és a (28) alatti képletekkel számítottunk ki) között fennálló relatív 
hibákat tün te t i fel. Nevezetesen a táblázatban a következõ értékek szere-
pelnek: 

H Ql( o) + Qo( Q) 1 
1 Sö(t) + QL(t) + Qo(t) 

H = QF(t) + SF(t) 1 
2 àä(0) + s�(t) 

H _ ! QsÁt) + Ssz(t) 
QSz(0) + SF(t) ' 

Az ezen értékek Ñ tõi függõ változásában mutatkozó egyenetlenségek 
a lépésváltozásokkal (rácsállandóváltoztatásokkal) függnek össze. 

(Beérkezett : 1963. szeptember 11.) 
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1. TÁBLÁZAT 

(Szilárd mag nélkül i öntés) 

«>o,o = ">i,o = • • - = = 2030,000 
«'M-13,0 = 2029,999 
«>M-i2 î  = 2029,996 
«At - i ' o = 2029,980 
«>Ë4-,„;„ = 2029,921 
«>ì-ý  î = 2029,715 
wM_.\ = 2029,088 
«'ì-,',» = 2027,400 
«Ai-o.u = 2023,389 
">ì-5,î = 2014,961 
«Ai—4,o = 1999,318 

«M—ç,î = 1893,457 
î = 1385,834 

« M - U = 735,721 
"M,Î = = «0,0 = 85,086 

«1,0 = «2,0 = . . • = «N.O = 0 

f 0 = = 0,205 452 
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2. TÁBLÁZAT 

(Szilárd-magos öntés) 

Í'0,0 
>—11,0 
>—13,0 
"L-l,  0 
>-u.o 
>-10,0 
"L-3,o 
«7—1, è 
> - L 0 
f l -6,0 
>-3,0 
>-1,0 
"L-3,0 
>—1,0 
> -1 ,0 
ÜL, 0 
>+l ,o 
rL+2,0 

«<7+3,o = 1997,632 
"7+i,0 = 2012,373 
" 7 + 5 „ = 2021,360 
"7+e,o = 2026,202 
"Y+t î = 2028,507 
"7+s,o = 2029,476 
'"l+9 0 = 2029,836 
"T+io î  = 2029,954 
"»L+ii  ,o = 2029,989 
"7+12,0 = 2029,998 
"7+13,0 = "7+14,0 = . . . = ">_14 ,0 = 2030,000 

"7f—13,0 = 2029,999 
"7í—12,o = 2029,996 
"'Aí-n.o = 2029,980 
wM-< o,o = 2029,921 
wM—,„  = 2029,715 
" > _ .„ = 2029,088 
"*aí—7,0 = 2027,400 
">_ , , „ = 2023,389 
"•'Af-j,»  = 2014,961 
">- , ,o = 1999,318 

fM-3,o = 1893,457 
/ > - 2 , o = 1385 ,834 
/ > - , , „ = 735,721 
«>,» = ã0 = "î,î = 85,086 
ì1,î = "2,0 = . . . = uN n = î 

í„  = ÿ , Yt*_= 2,205 452 
= «Il D * = 0,137 885 

= "1,0 = • • 
= 0,001 
= 0,006 
= 0,028 
= 0,128 
= 0,519 
= 1,864 
= 5,961 
= 16,984 
= 43,192 
= 98,247 
= 200,444 
= 368,070 
= 611,020 
= 922,167 
= 1274,285 
= 1626,404 
= 1937,551 

= «7-15 = Î 



Ül 
oo 
to 

3. TÁBLÁZAT 

Pi = 0,0625 0000.2" 

ðã = 0,0639 9423.2" n = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

q = 0,1764 113.4" 

n 0 1 2 3 4 5 

a 
ß 
Y 

0,976 4894 
0,014 16098 
0,009 349616 

0,952 9788 
0,028 32195 
0,018 69923 

0,905 9576 
0,056 64390 
0,037 39846 

0,811 9153 
0,113 2878 
0,074 79693 

0,623 8305 
0,226 5756 
0,149 5939 

0,247 6611 
0,453 1512 
0,299 1877 

ô 0,998 0381 0,996 0839 0,992 1984 0,984 5177 0,969 9074 0,940 8194 

V 2,248 379 -10-6 8,993 516 -10-6 3,597 406 • 10-5 1,438 963 -10-4 5,755 850 -10-4 2,302 340 -10-3 

A 
Â 
Ñ 
D 

4272,566 
19203,91 
0,0036 88505 
0,0017 18058 

u a . 
ua . 
0,029 50804 
0,013 74447 

ua. 
ua. 
0,236 0644 
0,109 9557 

ua . 
ua. 
1,888 515 
0,879 6459 

ua . 
ua. 
15,108 12 

7,037 168 

ua. 
ua. 
120,8649 
56,297 34 

E 
F 
C. 
(Jia 
0,0 

135,9731 
89,77460 

123,9420 
163,6072 
517,0519 

271,9461 
179,5492 
247,8840 
327,2144 

1034,104 

543,8923 
359,0984 
495,7681 
654,4289 

2068,20 

1087,785 
718,1968 
991,5361 

1308,858 
4136,416 

2175,569 
1436,1968 
1983,072 
2617,715 
8272,831 

4351,138 
2872,787 
3966,144 
5235,431 

16545,66 

G 

G 

Cl 

= G5, 

= G,o 

= «u 

h a b 

h a b 

ha b 

= 5 

= 10 

= 40 
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4. TABLAZAT 

(Szilárd m a g nélkül i öntés) 

; 

10 

40 

0 
1 
2 
3 

4 

? } 

2 
3 
4 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

0— 17 
17— 36 
36— 57 
57— 82 
82 — 2037 

1,4113 — 
4,4103 — 

17,818 — 
77,092 — 

359,35 —í 

4,4103* 
17,818 
77,092 

359,35 
; 650, 

ugyanaz , min t 6 = 5 esetén 

36— 57 17,818— 77,092 
57— 82 77,092— 359,35 
82 — 1926 359,35 — 83 637, 

u g y a n a z min t 6 = 10 esetén 

57— 82 
82 — 650 

650 — 941 

77,092— 359,35 
369,35 —26 011, 

26 011, —78 579, 

*  Emlékez te tünk ar ra , hogy a d i f ferencia-képletekkel tör ténõ számítások ki indulási 
idõpont jáu l a t* = 1,411290 idõpontot vá lasz to t tuk és ennek felel meg a j = 0 idõindex. 

5. TABLAZAT 

(szi lárd—magos öntés) 

Rm = 8,1913 
j 

5 0 0— 97 1,4113— 18,523 
1 97— 187 18,523 — 82,031 
2 187— 292 82,031 — 378,40 
3 292— 410 378,40 — 1 710,7 
4 410 — 2206 1710,7 —82 820, 

^ 'l' j Ugyanaz , min t 6 = 5 esetén 

2 187— 292 82,031 — 378,40 
3 292— 408 378,40 - 1 688,1 
4 408—1517 1688,1 —51 772, 

Rm = 10,239 

5 0 0— 97 2,1169— 18,523 
1 97— 187 18,523 — 82,031 
2 187— 292 82,031 — 378,40 
3 292— 409 378,40 — 1 699,4 
4 409 — 2462 1699,4 —94 416, 

^ x j Ugyanaz , min t 6 = 5 esetén 

2 187— 292 82,031 — 378,40 
3 292— 407 378,40 — 1 676,8 
4 407 — 1433 1676,8 —48 012, 



5 8 4 ADLER 

5. T A B L A Z A T  ( fo ly tatás) 

Rm = 14,335 

5 0 0— 17 1,4113— 4,4103 
1 17— 36 4,4103— 17,818 
2 36— 160 17,818 — 189,99 
3 160— 303 189,99 — 1 982,3 
4 303 — 1751 1982,3 —67 376, 

' " 6 l ugyanaz , min t 5 = 5 esetén 

2 36— 160 17,818— 189,99 
3 160— 298 189,99 — 1925,8 
4 298 — 1611 1925,8 —61 223, 

40 0 
1 1 ugyanaz , m in t b = 10 esetén 
2 
3 ' 160— 276 189,99— 1 677,4 
4 276—1394 1677,4 - 5 2 168, 

t 

6. TABLAZAT 

6 = 5 

ß, H, ß , 

2,1169 
2,9990 
4,4103 
7,9385 

12,172 
17,818 
31,930 
51,689 
77,092 

108,14 
144,83 
189,99 
240,80 
300,08 
367,82 
514,59 

1 112,9 
1 372,6 
1 677,4 
1 812,9 
2 072,6 
2 388,7 
2 930,6 
3 879,0 
5 956,4 
9 795,2 

14 266 
19 234 
24 698 
30 795 
37 795 
45 879 
55 498 
67 376 

0,00124 
0,00230 
0,00330 
0,00606 
0,00814 
0,00979 
0,01342 
0,01688 
0,01952 
0,02159 
0,02341 
0,02498 
0,02635 
0,02753 
0,02858 
0,02491 
0,03029 
0,03201 
0,03168 
0,03148 
0,01386 
0,01354 
0,01335 
0,01354 
0,01463 
0,01707 
0,01971 
0,02237 
0,02504 
0,02773 
0,03043 
0,03314 
0,03580 
0,03861 

0,00213 
0,00777 
0,01202 
0,02531 
0,03067 
0,03333 
0,04877 
0,05545 
0,05866 
0,05992 
0,06025 
0,05996 
0,05932 
0,05840 
0,05734 
0,06179 
0,06307 
0,06341 
0,06381 
0,06396 
0,06521 
0,06743 
0,06894 
0,06900 
0,06601 
0,05975 
0,05404 
0,04920 
0,04512 
0,04158 
0,03854 
0,03578 
0,03342 
0,03124 

0,00130 
0,05330 
0,07215 
0,19209 
0,15709 
0,13175 
0,20474 
0,16050 
0,13217 
0,11271 
0,09847 
0,08664 
0,07705 
0,06856 
0,06118 
0,08188 
0,03915 
0,03234 
0,02757 
0,02610 
0,02425 
0,01911 
0,01406 
0,01147 
0,01367 
0,01984 
0,02510 
0,02917 
0,03236 
0,03495 
0,03707 
0,03893 
0,04041 
0,04176 
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6. TÁBLÁZAT  ( fo ly tatás) 

6 = 10 
H, í ã H, 

31,930 0,01342 0,04877 0,20474 
51,689 0,01688 0,05545 0,16050 
77,092 0,01952 0,05866 0,13217 

108,14 0,02159 0,05992 0,11284 
144,83 — 0,06025 0,09909 
189,99 0,02498 0,05996 0,08844 
240,80 0,02635 0,05932 0,08064 
300,08 0,02753 0,05840 0,07480 
367,82 0,02858 0,05734 0,06968 
514,59 0,02491 0,06056 0,10930 
695,24 0,02733 0,06166 0,09657 
887,17 0,02911 0,06167 0,08738 

1 112,9 0,03069 0,06111 0,07941 
1 361,3 0,03261 0,06029 0,07383 
1 666,1 0,03301 0,05922 0,06673 
1 801,6 0,03294 0,05875 0,06453 
2 016,1 0,01700 0,05877 0,08778 
2 332,3 0,01726 0,05892 0,07764 
2 738,7 0,01778 0,05790 0,06957 
3 280,6 0,01868 0,05625 0,05799 
4 048,4 — 0,05433 0,04934 
5 267,7 0,02101 0,05242 0,04243 
7 164,5 0,02237 0,05099 0,03912 

10 326 0,02387 0,04958 0,04010 
15 113 0,02583 0,04730 0,04458 
21 390 0,02825 0,04420 0,05030 
28 887 0,03089 0,04109 0,05575 
37 694 0,03367 0,03826 0,06042 
48 216 0,03640 0,03567 0,06457 
61 223 0,03908 0,03336 0,06799 

6 = 40 

t H, ß 2 í 3 

514,59 0,02491 0,06056 0,10976 
695,24 0,02727 0,06166 0,09858 
887,17 0,03365 0,06167 0,09099 

1 112,9 0,03069 0,06113 0,08566 
1 361,3 0,03261 0,06029 0,08201 
1 666,1 0,03294 0,05919 0,07929 
1 812,9 0,01700 0,06032 0,12221 
2 038,7 0,01668 0,06110 0,11779 
2 309,7 0,01720 0,06081 0,11333 
2 716,1 0,01791 0,05935 0,10831 
3 258,1 0,01894 0,05694 0,10390 
4 025,8 0,02042 0,05382 0,10040 
5 064,5 0,02211 0,05056 0,09816 
6 464,5 0,02406 0,04752 0,09786 
8 316,1 0,02602 0,04491 0,09869 

10 619 0,02806 0,04277 0,10031 
13 510 — 0,04084 0,10236 
17 213 0,03234 0,03906 0,10473 
21 910 0,03454 0,03726 0,10751 
28 277 0,03694 0,03557 0,11107 
38 400 0,03921 0,03382 0,11566 
52 168 0,04191 0,03218 0,12238 

7 A Matematikai K u t a t ó Intézet Közleményei V I I I .  B/4. 
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1. grafikon 



- J * 

ÜT 
ÎÑ 
—J 
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2. grafikon. 



G 20050 
2000-1 \ 

1500 Ë 

ÞÎÎË 

500-

o 
Cf 
s « 
> H > 
ÿ ë 
Ñ! à í 

è 
«1 
t-1  

í 
ta 
rs 
ñ » 

÷ î 
t-1 

«t 
g 
!» H > 

3. î  g r a f i k o n . 
îñ 



Öntvény 

Ol «î 
Szigetelés 

3. î  grafikon. 



Öntvény 
Szigetelés 

2000 -i 
15940 15310 <3820 10210 S411 3024 1669 675.5 359.4 144.8 

1500 

1000 ri 

500 

Î 
a 
S 
M 

> w 
Î. 
c« �S H < 
â* 
S ê! 
pi 
M 
W 
Q pl » 

î p 
ê! > 

H 

675.5 
T-i 1—1—I—I—1—1 1 1 

2 4 6 6 tocm 

3. î  grafikon. 
«ë CO 



Öntvény 

s7260 

o p 1 1 1 1 1 1 r-
21,57 22 20 td 16 11 12 10 

oi 
CD 
lO 

Szigetelés 
«— 1 

iv t< f 

5. grafikon. 



c° 
2000 

<000 

Szilárd mag 
Öntvény Szigetelés 

300.1 
108,1 

0 t 2 3 k 5 cm 

6. grafikon. 



Ñ" 
2000-1 

1500-

1000 -

500 -

Szilárd mag Szigetelés « Öntvény 

5269 
Þ×â 

20/6 
1666 
1113 
695.2 

Þñò 

Ül 
to 
(U 

> ü 
Ñ"1 

ÿ 
se 

7. grafikon. 



Orr, 
8. grafikon. 

Ül 
(Î 
Ül 
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ  ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ  ÎÕËÀÆÄÅÍÈß  ØÀÐÎÂÈÄÍÛÕ 
ÎÒËÈÂÎÊ 

GY. A D L E R 

Ðåçþìå 

Â ðàáîòå äà¸òñÿ ÷èñëåííûé  ìåòîä  ðåøåíèÿ äâóõ ñïîñîáîâ  ëèòüÿ øàðî-
îáðàçíûõ  îòëèâîê â ôîðìû  ñ òîëñòîé èçîëÿöèîííîé  ïðîêëàäêîé.  Äâà ïðî-
öåññà ëèòüÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òåì, ÷òî â îäíîì  ñëó÷àå ëèòü  ̧ ïðñ èñ-
õîäèò ïðè  íàëè÷èè â îòëèâêå òâåðäîãî, èç òîãî  æå ìàòåðèàëà, ÷òî è îòëèâêà, 
â íåé êîíöåíòðè÷åñêè ðàñïîëîæåííîãî  øàðîîáðàçíîãî  ÿäðà. 

Ðàñïîëîæåíèå îòäåëüíûõ òåïëîïðîâîäíûõ  ñðåä (â ñëó÷àå ëèòüÿ ïðè 
íàëè÷èè òâåðäîãî ÿäðà) ïîêàçàíî  íà  ðèñ. 1. Òåìïåðàòóðà, ïðåîáëàäàþùàÿ 
íà  îòäåëüíûõ ñòàäèÿõ, èçîáðàæåíà íà  ðèñ. 2 (òàêæå â ñëó÷àå ëèòüÿ ïðè 
íàëè÷èè òâåðäîãî ÿäðà). 

Â ñëó÷àå ëèòüÿ áåç òâåðäîãî ÿäðà òåìïåðàòóðû äîëæíû  óäîâëåòâîðÿòü 
äèôôåðåíöèàëüíûì  óðàâíåíèÿì (1), (2), (3) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4), (5), 
(6), (7), (8), (9) è (10). Ôóíêöèÿ í (t) (òîëùèíà  çàòâåðäåâøåé ñïëàâêè), âõîäÿ-
ùàÿ â êðàåâûå óñëîâèÿ, òàê æå íåèçâåñòíà, îíà  îïðåäåëÿåòñÿ èç íàïèñàííûõ 
óðàâíåíèé. 

Òåìïåðàòóðû ëèòüÿ ïðè  íàëè÷èè ÿäðà äîëæíû  óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèÿì (1), (2), (2), (3) è óñëîâèÿì (4), (5), (á), (6), (7), (8), (9), (9), (Þ)  è (ÃÎ). 

Â êà÷åñòâå ìåòîäà  ðåøåíèÿ áûë èñïîëüçîâàí  òàê íàçûâàåìûé  ìåòñä 
ñåòîê (ìåòîä  êîíå÷íûõ  ðàçíîñòåé). Ðàçíîñòíûå ôîðìóëû,  ñîîòâåòñòâóþùèå 
óðàâíåíèÿì  è óñëîâèÿì (1)—(10) ìîæíî  íàéòè â § 4 ïîä  ñîîòâåòñòâóþùèìè 
íîìåðàìè,  îáîçíà÷åííûìè  ðèìñêèìè  öèôðàìè  (I), . . . , (X). Â öåëÿõ íàãëÿä-
íîñòè  ýòè ðàçíîñòíûå  ôîðìóëû  ïîêàçàíû  íà  ðèñ. 5 è 5à, ôîðìóëû,  ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ëèòüþ ïðè  íàëè÷èè òâåðäîãî ÿäðà, ïðåäñòàâëåíû íà  ðèñ. 6 è áà. 
Ýòè ôîðìóëû  íå  ïðèãîäíû  äëÿ âû÷èñëåíèé íà÷àëüíîé  ñòàäèè ïðîöåññà 
îõëàæäåíèÿ (t = 0). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ  ïðîöåññîâ  íà  íà÷àëüíîé  ñòàäèè ñäå-
ëàíà óïðîùåííàÿ  ìîäåëü,  ðåøåíèå êîòîðîé  ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî  òî÷íã ì 
ìåòîäîì. 

Â § 5 äàþòñÿ ôîðìóëû  äëÿ îïðåäåëåíèÿ  ïîãðåøíîñòè  âû÷èñëåíèÿ. 
Ðàáîòà ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîäåðæèò îäíó  íîâóþ  èäåþ: 

ðàçíîñòíóþ  ôîðìóëó  (IX), ñîîòâåòñòâóþùóþ óñëîâèþ çàòâåðäåâàíèÿ (9). 
Ìåòîä  èìååò ïðèìåíåíèå  è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð,  â ñëó÷àå 

öèëèíäðè÷íî-ñèììåòðè÷åñêñãî  èëè ëèíåéíîãî  ðàñïîëîæåíèÿ). 
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ÉTUDE DU PROCESSUS DE REFROIDISSEMENT  D'UN MOULAGE 
DE FORME SPHÉRIQUE 

par 

GY. A D L E R 

Résumé 

Dans ce t ravai l est présentée une méthode numérique pour la détermina-
tion de la température d'un moulage de forme sphérique, le coulage s 'e f fectuant 
dans un moule entouré d 'une large couche isolatrice. Cette méthode se réfère 
à deux procédés de coulage. Les deux procédés diffèrent l 'un de l 'autre pa r le 
fa i t que dans l 'un des cas un noyau solide de forme sphérique, de mat ière 
identique à celle du moulage et concentriquement colloqué, vient s ' insérer 
dans le moulage pendant la fonte, et ce moyau entre dans la construction du 
moulage. Dans l 'autre cas la fonte s'effectue sans le noyau solide. 

La collocation des mil ieux conducteurs de la chaleur (dans le cas de la 
fonte avec le noyau solide) est indiquée sur la f igure 1. On a indiqué (également 
dans le cas du noyau solide) les températures correspondantes aux par t ies 
différentes sur la figure 2. 

Dans le cas exempt de noyau solide les températures doivent sat isfaire 
aux équations différentielles (1), (2), et (3) avec les condit ions aux l imites 
(4), (5), (6), (7), (8), (9) e t (10). La fonct ion f(t) (la largeur du moulage 
dé jà consolidé) qui figure dans les conditions est aussi inconnue et peut êt re 
déterminée à par t i r des équat ions données. 

Dans le cas du noyau solide les températures sat is font aux équat ions 
(1), (2), (2), (3) et aux condit ions aux limites (4), (5), (6), (6), (7), (8), (9), (I), 
(10) et (10). 

Comme méthode de solution nous avons appliqué la méthode des dif fé-
rences finies. Les formules de différences f inies correspondant aux équat ions 
e t aux conditions (1) —(10) se t rouvent dans le § 4, indiquées en chiffres romains 
((I), . . . , (X)) respectifs. Pour plus de clarté, ces formules sont aussi indiquées 
sur les figures 5 et 5a; les formules relatives au moulage sans noyau peuvent 
se lire sur les f igures 6 et 6a. 

Ces formules ne conviennent pas aux calculs de la phase initiale (t ^ 0) 
du processus. Pour la déterminat ion de cet te phase initiale nous avons édi f ié 
dans le § 3 un modèle plus simplif ié, pour lequel la solution peut être calculée 
d 'une manière exacte. 

Dans le § 5 nous avons établi des formules pour la détermination des 
erreurs de calcul, considérés dans un certain sens. 

L'ouvrage, du point de vue mathémat ique, cont ient une seule idée 
modeste, à savoir la formule des différences f inies correspondant à la condit ion 
de congélation (IX). 

La méthode, mutat is mutandis, s 'appl ique aussi à d 'aut res cas (p. e. 
dans le cas d 'une collocation avec symétrie cylindrique ou bien d'une collo-
cat ion linéaire). 
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