KOTELPALYA IVEK MEGHATAROZASA AZ IV GEOMETRIAI ADATAIBOL
BEKESSY Axpr4As, BIHARI Imre és MEGYERI JeENG!

1. Bevezetés

A kotélpalyan val6 szallitds az utébbi években més szallitasi dgazatok-
hoz viszonyitott elényei révén jelentésen fellendiilt. A felszabadulds 6ta eltelt
idgszakot tekintve, Magyarorszagon a teherszallité kotélpalydk osszhossza
megkétszerez6dott, teljesitéképességiik pedig még nagyobb aranyban noveke-
dett. Ugy a hazai, mint hasonl$ kiilfsldi eredmények az utébbiak féleg
a személyszallitas teriiletén — fokozottan megkivanjak a kotélpalyakkal
kapcsolatos egyes elméleti és gyakorlati szemponthél egyarant fontos problé-
mak tisztazasat.

A kotélers és mas geometriai, ill. mechanikai adatok meghatirozasara
szolgalé eddig ismert eljarasoknal a pontossagot a feszitGsillyal feszitett tarts-
kotelt palyaknal a feszitGstly ismeretén kiviil féleg a surlédas hatdsanak
figyelembevétele (stirlédasi tényezd felvétele) befolydsolja, mig a mindkét
végén rogzitett tartékotell sodronykotélpalya esetében a kotélers meghataro-
zasa még nehezebben kezelhets és koriilményesebb feladat.

Az altalunk kidolgozott eljaras segitségével a kotéliv harom pontjanak
bemérése utjan lehetéség nyilik mind a feszit&salyos, mind a rogzitett tarté-
kotelti sodronykotélpalyak hossz-szelvényeinek tetszés szerinti helyén a geomet-
riai, valamint erStani (kotélers, stb.) mennyiségek egyszerti, gyors és pontos
meghatarozasara. A jelen tanulmanyban az erétani adatok meghatirozasara
azonban nem tériink ki, mivel ezek a kiotélgorbe paramétereinek ismeretében
a szokdsos médon szamithatok.

Jeloljiik az A4 és B kotélpalya-allvanyok kozotti kotéliv harom, egyméastol
h vetiileti tavolsagra fekvé pontjat P,, P,, P,-mal (1. abra).

A h tavolsag felvétele utan geodéziai szogmérs miszer (teodolit), illetve
hosszmérés segitségével a h,, ill. h, magassag-kiilonbségek meghatéirozhatok.
A feladat tehat adott 2, Ay, h, értékekhez a kotélgorbe jellemzéinek, elsGsorban
is a kotélgorbe paraméterének meghatarozasa.

2. A kotélgorbe-paraméter meghatarozasara szolgalé képlet levezetése

A palya két szomszédos allvany kozé es§ ivének az egyenlete alkalmas
koordinatarendszerben

(1) y:c(ehﬁ—l
C

1 Kozlekedés- és Postatigyi Minisztérium.
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9 A Matematikai Kutaté Intézet Kizleményei VIII. B/4.
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A feladat a ¢ paraméter meghatéarozasa. A felvett harom, — vizszintesen ekvi-
disztans pont legyen P, P,, P, és legyen P, abszcisszadja a. A P; (i = 1, 2, 3)
pont vetiiletét P;-vel jelolve legyen P; P, = P, Py = h és a Py-hoz viszonyitott
relativ magassagok hy, ill. h,. A P; pontok egymdishoz viszonyitott helyzete

B
B,
B f
A hy
A
hlh
1. dbra.

akar a 2a abra, akar a 2b abra szerinti lehet. Megallapodunk azonban abban,
hogy P, mindig a kozéps6 pontot jelentse, P, legyen az a pont (vagy a kettd
koziil az egyik olyan pont), amely P,-nél magasabban fekszik, és amennyiben
P, is magasabban lenne mint P,, akkor a h, értékét negativ elGjellel vessziik.

Y
y
5
;¢
hy,
DZ
S hz
P Ry A
1 i f»!\ g
I i) G|
0 T T 0 T 1
a-h a ash % a-h a a+h
2a. dbra. 2b. dbra.

Meghatérozandé h, hy, hy ismeretében a ¢ paraméter és az ugyancsak ismeretlen

a abszcissza.
A 2. 4bra szerint e mennyiségek kozott (1) figyelembevételével a

c cha+h=cch£+h2
c c

(2 .

= =cchg——h1

¢ c

¢ ch
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egyenletek allnak fenn, amelyekbdl c-t és a-t kell meghatdroznunk. A (2)
egyenletekbdl osszeadassal ill. kivondssal a

® bk g8 hth_ e
2c(ch———1) & 2¢ sh— -
Cc [

osszefiiggésekre jutunk, amelyekbdl a ch? x — sh?z = 1 Osszefiiggés felhasz-
naldsdval az a paramétert kikiiszobolve az egyetlen ismeretlent tartalmazé

(4) (h2 5 h1)2 - (hz + h1)2 =

2
4c? (chﬁ—lJ 4028hzﬁ
c c

egyenletet kapjuk. EbbGl azonban ¢ nem fejezhet6 ki elemi fiiggvények segit-
ségével.

A ¢ paraméter meghatarozasira ezek utin két lehetéség kindlkozik:
a) numerikus egyenletmegoldé médszer; b) nomogram. Mindkét lehet&séget
targyaljuk, mivel 5nmagéban egyik médszer sem teljesen kielégit; a numerikus
szamitas némileg faradsagos, a nomogram viszont, amely gyors és kényelmes,
nem mindig ad elég pontos eredményt.

Miel6tt ratérnénk a felvazolt moédszerek kidolgozasira, a (4) képletet
0j valtoz6k bevezetésével kissé egyszertibb alakra hozzuk: legyen

l h
e
¢
()
% =h1+hz, ,v=h2_h1.
h h
Igy a (4) alapegyenlet a
?)2 ),2 u? y2

(6) - =
4(chy —1)2 4 sh?y

alakot 6lti, ebben « és v ismert mennyiségek, y ismeretlen.
Ha a y mennyiség mar szamszer(ien meg van hatarozva, akkor példaul
a (3) egyenletpar masodik képletébdl, amely

uy a

=8
2shy ¢

alakba irhaté 4t, kiszdmithatjuk az a ismeretlent is:

(7) a=£ arsh 27
Y 2sh y

9*



620 BEKESSY — BIHARI—MEGYERI

3. Nomogramok tervezése y kiszamitasahoz

Mint lathato, a (6) hAromvéaltozés kapesolat nomografiai rendszama négy,
tipusa pedig Cauchy-tipus. Ennélfogva egyszeriien abrazolhaté két egyenes
és egy gorbe tartoju pontsoros nomogrammal [1]. Soreau-determinansa, tehat
az a determinans, amely egyenértékii a (6) egyenlettel, lehet példaul

|50 v? 1 i
u? 1 I
242 =0
fd
— a2 4 Sh2
‘ 4 d chy —1 1
vagy némi atalakitassal
0 22 o
“ — u? 1 ;
% | 2y%ch ’ ey
| 2 4sh?y o B I
} chy — 1|

Az utébbi determinansbél vezethetd le olyan nomogramalak, amelynél a y ered-
ményviltoz6 skdldja a két adatviltozo skaldja kozott helyezkedik el. Altala-
ban ezt az utébbi alakot szokas hasznalni, mi is ezt terveztiik meg, azonban
csak bizonyos fenntartassal, mert ugy tiinik, hogy az adatok bizonyos kombi-
naciéinil ez az alak volna elényosebb, amelynél az eredményskéila az « ill.
v skalain kivil van.

A (8) alapterminansb6l adédé nomogram még nem volna megfelels, ezt
az alakot a szokéasos médon projektiv transzformacionak alavetve végiil is
a kovetkez6 skalaegyenletek addédnak:

u skéla:
xu:%, yu:Nui—u-
2 ud — uj
v skéla:
M 2 — p2
xvz—*’yvaUn vg;
2 v — Vg
(9) y skéala:
LM () they), — 0f—ed)
Y2 (ud—uf)th? yf, + (3 —of)
sh2
ui+ 4 Q_2yJ th? y[, — 4§
- 14
y'Y = 'A/ 2 o 2 9 oy 2
(uf — ug) th?y/, + (vi — v5)

ahol M a nomogram szélessége, N a magassaga, u,, u, az u skilanak, v, v;
pedig a v skalanak adott szélsd értékei (3. dbra). Behelyettesitéssel konnyen
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meggy6z6dhetiink arrél, hogy a (7) kifejezésekkel vett

Ty Yo 1
" z, Y 1/=0
x, Yy, 1

egyenlet valéban egyenértékii a (6) egyenlettel.

Y
Y o
$ f !
z v P
1 / {
Ub 0 U, B
M
3. dbra.

A méréseknél elfordulé adatok elemzésébdl kitiinik, hogy az w« ill. v
értékhatarai gyanant a kovetkezdket érdemes venni:

exe=x07, 0<ux<2.

Ilyen értékhatarok mellett azonban egyetlen nomogrammal nem tudtunk
a meghatdrozandé y szamara megfelel6 leolvasisi pontossigot biztositani
és a nomogram tovabbi transzformaldsa sem hozott megfelel6 eredményt.
Ezért a jelzett értéktartomanyt nyolc részre bontottuk, mas széval tulajdon-
képpen nyole nomogramot terveztiink, de olyan médon, hogy ketts-ketts
v skildja azonos, u skaldja pedig kozos tartéja. fgy példaul az els6 nomogram-
paron 0 < v < 0,1 (ez kozos skala), az egyiken 0 < w < 0,6, a masikon
0,6 < u < 2 (a tartéjuk kozos), a y skalatartok kiilonbozbek, a befelé vonal-
kazott u értékekhez a baloldali, a kifelé vonalkézott u értékekhez pedig a jobb-
oldali y skalatart6 tartozik. Hasonléképpen van megtervezve a masik harom
nomogrampar. £ nomogramparok tipusa azonos, pontos kivitelben lathaték
a 4—17. abran. Megnéztiik, hogy az egyes résznomogramok kiilon-kiilon val6
transzformalasa nem javitana-e a skalak osztasviszonyait, arra az eredményre
jutottunk azonban, hogy az elérhetd javulas nem szamottevd.
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4. A y szamitasa numerikus kozelit6 eljarassal

Az els6 nomogrampér semmilyen kiviteli formdjaban sem teljesen kielé-
git6, mert Kicsiny » és u értékek mellett beallitott vonalzé a skalat igen lapos
szog alatt metszi, ez pedig a leolvasasi pontossag erés romlasaval jar, és ezen
még az sem segit teljes mértékben, hogy a y skala a résznomogramokra valé
bontéds kovetkeztében kicsiny v értékeknél erdsen nyujtott. A kicsiny y értékek
nagy pontossiaggal valé meghatarozasa viszont azért fontos, mert y altaldban
éppen akkor kicsiny, ha ¢ nagy.

Ha a nomogramok nyujtotta pontossag nem elegendd, akkor y megfeleld
pontossagu kiszdmitdsa némi numerikus szamolas aran az alabbi médszerr el
lehetséges.

El6szor is megmutatjuk, hogy a

v

+‘Iu

képlet kicsiny v értékeknél igen jo kozelitést jelent — ilyen kozelit§ értéket
természetesen a nomogramokroél is leolvashatunk —, azutan pedig megmu-
tatjuk, hogy amennyiben akar a (10) képlettel kapott eredmény, akar a nomo-
gramokroél leolvashaté eredmény nem volna elegendéen pontos, akkor hogyan
ehet igen gyorsan konvergalé iterativ eljarassal a kapott kozelités pontossagat
fokozni.

(10)

A. A (10) képlet elemzése. A pontos (6) dsszefiiggésbdl
_ 2chy — 1>]/1; f(L

o

Y 4 (shy '

és felhasznalva a (ch y — 1)/2 = sh®y/2 azonos osszefiiggést,
sh y/2)2 ' i y 3‘
( l sh / i

ebbdl pedig

ot
e
4 |shy
Ha azonban (0 <)y < 1, akkor

Y
sh y

~1,

és igy y-ra j6 kozelitéssel a (10) érték addodik.
Kérdés, hogy mekkora y, hibdja. A (11) egyenletbdl y < shy, y[2 <
< sh y/2 figyelembevételével adddik, hogy

y<v
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(elhagytuk ugyanis (11) nevez8jét), és hasonléképpen (11)-bél

= e

de y/sh y a y valtozénak csokkend fiiggvénye, tehat y < v lévén
v/2

12 =

(12) Y="% (sh o2

Tovabba (10) és (11) szerint

2

2 Yo o [sh v/2

id

, illetsleg 2
v

Yo __ (sh y/2J2 1 + w?/4-(y/sh y)? -
y p—ti

7/[2 1+ u?/4
> Vl + w4 (ysh y)* _ V 1+ u?f4(v/sh v)?
: 1+ u?4 : 1+ u2/4

(mert — ismételve — 7 [sh y csokkend fiiggvény és y < v), de ez igy is irhaté:

1/ sh »)?2  w
/ S S R
(13) =i R T” goah B G R }:’
shv 2 sh v
i V 2
4
tehat osszefoglalva a (12) és (13) becslést:
(14) B V| SEURE
sho y v/2

Ha példaul v < 0,24, akkor (az u értékétdl fiiggetleniil) y relativ hibaja
kisebb mint 19,. (0,99 < y,/y < 1,01), ha pedig v< 0,1, akkor kisebb mint
0,2% (0,998 < p,/y < 1,001).

B) Iterativ javitas. A (10) kozelité képletbdl (vagy a nomogramokrol)
nyert yp, kozelités pontossaga a kovetkezd, (iterative hasznalandd) képlet
alapjan javithatod:

v
[sh y,,/2]2 V :
Vnl2
Ez a képlet a (11) osszefiiggéshdl szarmazik. A (15) jobboldaldn allé kifejezés
v, szerinti derivaltja kis » értékekre kicsiny, tehat az iteracionak igen gyorsan
kell konvergdlnia, minél kisebb v, annéal gyorsabban. Emellett rogzitett v
értékekre az iteracié annal gyorsabban konvergal, minél nagyobb az w. Illuszt-

raciéul szolgdljanak a kovetkezé példak (1. tablazat). (Az elsé kozelitd
értéket, —a p,-at — a (10) képlet szolgaltatta). A y, kozelitések egységesen 6

(15) Ynt1 =

2 shy,

% ¥n )2'
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tizedesjegyre voltak kiszdmitva. Avégett, hogy jél attekinthets legyen, miként
helyezkednek el az egymésutani y, kozelitések a pontos y érték koriil, a tabla-
zaton a pontos értéktdl val6é eltéréseket, a

Ay, =y, —v

értékeket tiintettiik fel. ,,Pontos” értéknek itt a hat tizedes jegyre pontos
értékeket tekintettiik.

1. TABLAZAT
i
’ 0,2 1,0 2,0
pe | y = 0,099 423 y = 0,089 407 y = 0,070 711
0,2 Ay, = 0,000 080 Ay, = 0,000 036 Ay, = 0,000 000
Ay, = 0,000 000 Ay, = 0,000 000
y = 0,393 028 y = 0,355 491 y — 0,282 826
04 Ay, = 0,004 987 Ay, = 0,002 280 Ay, = 0,000 016
Ay, = —0,000 126 Ay, = —0,000 053 Ay, = 0,000 000
Ay, = 0,000 003 Ay, = 0,000 001
y = 0,759 491 y = 0,697 588 y = 0,565 176
0.8 Ay, = 0,036 539 Ay, = 0,017 953 Ay, = 0,000 509
Ay, = —0,003 494 Ay, = —0,000 962 Ay, = —0,000 002
Ay, = 0,000 327 Ay, = 0,000 051
Ay, = — 0,000 031 Ay, = —0,000 003
Ay, = 0,000 003

A téablazatbol lathaté példaul, hogy ha v < 0,2, akkor (u értékétdl fiigget-
leniil) a y értékét hat tizedesnyi pontossiggal megadja a y,, tehat e pontossig
eléréséhez elegendd a (15) képlet egyszeri hasznalata. v novelésével a konver-
gencia gyorsasidga rohamosan romlik, de még v = 0,8-nal is minden iteracié
egy-egy ujabb értékes jegyet ad meg.

6. A mérési hibak kihatasa a paraméterek értékére

A y paraméter Ay hibdja az u, v mennyiségek hibajatol fiigg, ezek viszont
a hy, hy, h mennyiségek mérésének pontossagatol fiiggnek. A (6) képletb6l meg-
allapithaté az osszefiiggés Au, Av és Ay kozott; feltéve, hogy v >0, és alkal-
mazva a hibaszdmitdsban szokésos eljarast,

v2odov y2udu
= (chy — 1)2 sh?y
v= y212sh y w?y oy putchy

(chy —1)3  sh?y (chy—1)? sh3y
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adédik, majd a (6) osszefiiggés felhasznalasaval egyszertisitve

y2odo v2iudu

i (chy — 1)2 sh?y

Ay_i{‘})Chy_lJ vzy2
y | shy shy(chy — 1)2

Itt a nevez6 két nem-negativ tag 6sszegébdl all, tehat a becslésnél elhagyhatjuk
az els6 tagot. A becslést ezaltal nem rontjuk nagyon, mert ha v kicsiny, akkor

4
_(ychy_l Niy <iv,
y | shy 3 g

v? y? 402 4

shy(chy — 1)2 % v’

tehat az elsS tag sokkal kisebb a masodikndl. Az elsé tag elhagydsaval és ismét
a (6) képletnek egyszertisitésre valé alkalmazasival a kovetkezd becslést kap-
juk:

Aw u
Ay < shy — +sh Au,
4 72)+ 74+m
és u/(4 + u?) < 1/4 miatt még egyszer{ibben
(16) Ay <shy @—i-&.
v 4

Ha v kicsiny, akkor nem tévediink veszélyesen sokat, ha a (16) egyenl6t-
lenségben sh y helyébe y keriil és y hibakorlatjanak a y(dvfv + Aul4) értékét
tekintjiikk. Ha » < 0 volna, akkor v helyébe |v|-et irunk. Feltehet6 tovabba,
hogy Au = Av, Ggyhogy végiil is
(17) AyNyAu(i—{—l

Ivi 4 ) (‘y<1)'

Ehhez jarul még leolvasasi hiba, ha y értékét valamelyik nomogramrél vettiik.
A Au hibakorlatot (4h, = Ah, = Ah feltételezés mellett) a

(18) : Au:%;@+m

kifejezés adja, amely az w = (h, + hy)[h egyenl6ségbdl adodik, és végiil a ¢ = hfy
osszefiiggéshdl

(19) Ac:c‘é—h—}—ﬂ
h ¥

Valamivel jobb becslést kapnank ¢ hibakorlatjara, ha ennek megallapi-
tasara fiiggetlen mérési adatokat tartalmazé képletekbdl indulndnk ki. A ¢
meghatarozasara szolgal6 képletek azonban bonyolultabbak lennének, az elér-
het6 javulas pedig nem nagyon jelentds. Megjegyzendd még, hogy itt is, mint
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altaldban, a tényleges hiba rendszerint jéval kisebb a (17), (18), (19) képletek-
kel becsiilt hibakorlatnal, mert ezek a képletek a mérési hibaknak lehets leg-
szerencsétlenebb kombinaciéjat feltételezve addédnak, és ezenfelill, az egy-
szerf(iségiik kedvéért durvabbak a kelleténél.

Példa. Legyen h = 250,00 m,
h, = 56,88 m,
h, = 123,59 m,

Ay =Ah;=Ah=1cm.

A ¢ kiszamitasara szolgalé képletek alapjan

it by 0,7219 ,
h
v = By = 0,2668
Yo /___7.’_,) —0,25
une
i B o
V()
majd a (15) iteraciés képletet alkalmazva
v, = 0,2499
c = ﬁ =1000,2m ,
¥i
Alkalmazzunk hibaszamitast:
97
Aty sl BT e, THIET
250 250
2 2
Ay = 0,25 0,027 ( 1 l :0.06
250 10,27 250
0,0 O 02
e = - : 6._1 =047 m.
250 0,25 250

7. Osszefoglalas

Szemben az irodalomban ismert meghatarozasi eljarasokkal [2], [3], [4],
[5], amelyek kotélpalya-tervezés szempontjainak felelnek meg, a jelen dolgo-
zatban azzal a probléméval foglalkoztunk, hogy egy mdr megépiteit palya
geometriai ill. mechanikai jellemz6it kell meghatéarozni. Ilyen esetben, mint
lathato, a kotéliv tényleges alakjat jellemz6 geometriai mennyiségeknek
megmérése és a fentebb ismertetett modszer segitségével mod van a kotéliv
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geometriai és mechanikai jellemzdinek az irodalombdl ismert médszerek adta
lehet&ségeknél pontosabb meghatarozasara. A tényleges alak figyelembevéte-
lével kikiiszobolhetjiik azokat a bizonytalansigokat, amelyek valamennyi, az
irodalombdl ismert eljarast terhelnek (mint amilyen példaul a tadmaszponti
kotélers nagysagat felhasznalé médszernél a sarlédas hatasa).

Koészonetnyilvanitas. A nomogrampontok kiszamitasanal Puritu Kura
miikodott kozre, a kivitelezési munkakat pedig MESZLENYT MARIA és SOLyoM
IMRE végezték el. Eztaton fejezziik ki nekik koszonetiinket.

(Beérkezett: 1963. november 5.)
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ONPENEJIEHUE KPUBbIX MOABECHOW JOPOIr U3 TrEOMETPHU-
YECKUX 3JIEMEHTOB AYI

A. BEKESSY, I. BIHARI u J. MEGYERI

Pe3iome

B pabore paccmaTpuBaercst BOIIPOC O TOM, KaK IyTéM U3MepeHHUl TPEX ¢
OJIMHAKOBBIMU abcLuccaMy OPAMHAT LeMHOW JMHUKM MOYKHO ONpeJeSUTh mapa-
MeTpbl KpHBOil. Ora mnpobjema NPUBOJUT K OJHOMY TPAHCLEHJEHTHOMY ypaB-
HeHMIO, PelaTh KOTOPOe MOYKHO Pa3HBIMM Crocofamu: a) ¢ MOMOLIbI0 MpuOJIM-
YKEHHOH (OpMYJIBl U OLEHKH 0nO0K; 6) NpubIMKEHHBIM UTepaLMOHHBIM METO-
JIOM; B) 3ajaBasi HOMOTDAMMY U MCCJIelysl TPAaHULbl OLIMOOK M3MepeHus, T. e.
JlaBasl OLEHKY JUIsl BepXHeH IpaHUIbl HeyCTPAaHUMBIX TTOI'DELIHOCTeI.

B cBs3K ¢ 9TUM BOBHMKAET BOIIPOC O TOM, KAKUM ITyTEM MOYKHO OTIPe/IeNIUTh
JMHAMMYECKHE XapaKTePUCTUKU YryKe IOCTPOeHHOH IIOABeCHOH foporu.

B npousBosibHO BBIOpaHHON cucTeMe KOOPAMHAT ypaBHeHHe LeMHON JIMHUK
UMeeT BU/I:

= (ch e 1] :
c
Msmepum B Tpéx TouKax @ — h, a, @ + h opjuHATHl ¥, Y,, Y3 U 0Opadyem ux
pasHocTu. Onu ompejensiior mapamerpbl Kpupoit C (4). Ilyers by = y, — uy,

hy = y3 — y,
e L SN o S
h h ¢
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TOT/Ia 10 M3BECTHOM Mape 3HaYeHW#l u M v U3 HOMOTDAMMBI MOYKEM OIpe/eSIUTh
BeJIMYMHY ¥, U3 KoTopoil jerko Buiuucisercss C (puc. 4—7). Kpome Toro jyis
BblUKcIIeHus1 y fAaércs npubmm>xenHas gopmyna (10) u popmyna st OUEHKH
norpewHoctu (14). st 6osiee TOYHBIX BbIYUCIIEHUI Mpejuiaraem OBICTPO CXO/1s1-
muiicsi urepalMoHHbE MeTo (15), 1IS1 OLEHKM HeCTPAaHUMOW IIOrPElIHOCTH,
noJiyyaoleiicsi B pesyjibraTe HETOYHOCTH W3MEpPeHHMH, NPUBOASATCS (OpMyJibl
(16), (18) u (19).

SOME METHODS FOR FINDING THE PARAMETERS OF A GIVEN
CATENARY BY MEASURING ORDINATES

by
A. BEKESSY, I.BIHARI and J. MEGYERI

Abstract

The problem considered is: how to compute the parameters of a catenary
by measuring its ordinates in three equidistant abscissas. For solving the equa-
tion deduced, we give (i) an approximation with error estimate, (ii) a numerical
method (iteration), and (iii) nomograms. The equation of inherent errors is also
treated.

The problem arose in connection with cable-railways.

In a certain Cartesian system of coordinates let the equation of a catenary
be

y:c[chi—ll
¢

and let ¥y, yp, y; be the ordinates measured at the abscissas z, =a—h,
T, = a, ¥, = a -+ h respectively. The quantities a and h are supposed to be
known. Putting

b=¥Y—v, hh=y;—v

=)
b~
S

the unknown quantity will be . As to the computation of y, formula (10) may
eventually be used as an approximation, whereas the quantities figuring in (14)
are given as error bounds. For more accurate computations equation (15)
is recommended. y can be also read off from the nomograms (figs. 4—7), if the
accuracy happens to be sufficient. Formulae (16), (18) and (19) give upper
bounds for inherent errors caused by errors in measuring A,, k, and h.
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