N GYSZ G ALAPRAJZ F L SZERKESZTETT
M™ SODREND , LAPOS TRANSZL CI S H JAK
PEREMZAVARAI

TARNAI TIBOR*

[Be@rkezett 1971. november 24-¢h]

A dolgozat a n@gysz g alaprajzee mASodrendfR transzlAi s hgak peremzavarait tA-
gyalja alapos hgak hajl tAselmdete alapjAh. Meghat/A ozza a befogott peremek ment@h @bredi
zavar hajl t nyomat@kok nagysAgA @& csillapodAsi g rbg@. A kapott eredm@hyeket ssze-
hasonl tja HRUBAN j | ismert k zel t1 eljA ASAal.

1. Bevezet@s

A terhel@s hatAsAEa a hQszerkezetben membrAn-Alapot alakul ki, ha
a hg membrApk@nt egyensodyban lehet, ill. ha a megtAmasztAsi kéhyszerek
fel tudjAk venni a hgr | lead d membrAaeri ket, & a hgd membrAd-alakvAE-
tozAsai szabadon lejAEsz dhatnak. Ha azonban a peremtart k gAtoljA& a hg
membrAd-alakv/AtozAsait, akkor a peremek mentZh a membrAn-Atlapotot
zavar hajl t nyomatgkok IZpnek fel, amelyek a hg belseje feld haladva
Attal Aban gyorsan cs kkennek.

A hajl t nyomatZkokat k@afdek@bpen lehet meghatAozni. Vagy ozy,
hogy a fel letéh terhelt, hajl tott hgak parciAkis differenci/Zegyenlet-rend-
szeréZhek a megoldAsAb | Al tjuk eli, ahogyan ezt pl. [I]-ben tett@k, vagy ogy,
hogy aterheletlen (csak a peremeken terhelt) hajl tott hdak egyenletrendszer@
oldjuk meg, @& ebbi| szAn tjuk a hajl t nyomatgkot. gy jAtak e pl. [6]-ban.

A k r vez&rvonaleedongahd ak peremzavarAral t bb kutat foglalkozott.
A pontos hajl tAselmdet alapjAn A , rdszletes tAEgyal AS tal AEhat  pl. [2]-ben
@& [4]-ben.

A torzn@gysz g alakce lapos hiperbolikus paraboloidhg peremzavarait
KOLL R & sz Ts [6] vizsgAtta.

A t@glalap alakcetartomAny feletti, mASodrend fel letR lapos transzl/Z&
ci s hgak peremzavar-jelens@g@el t bbek k z tt BoumA [1] & HRUBAN [5]
foglalkozott. BoumAa a lapos hdgak hajl tASelm@ete alapjAn arra keresett
vAtaszt, hogyan vAtozik egy, a peremei ment@h megtAmasztott, egyenletesen
terhelt, mAsodrendR fel letR hg erijAZka, ha a hgfel let egyik fig rb let@&
vAttoztatjuk, mik zben a hg t bbi adata vAttozatlan marad. HRUBAN az
elliptikus @& hiperbolikus paraboloid fel letR membrAahdak peremzavarait
vizsgAtta. Fejteget@sei sorAn felt@elezte, hogy a hg alakvAtozAsi Atlapota
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208 TARNAI TIBOR

a zavart perem sikjaval parhuzamos metszetekben nem valtozik. A héjat
helyettesitette egy, a zavart perem csicspontjaban a héjhoz simulé teljes kor-
hengerrel (1a. abra), amelyet kérszimmetrikusan terheltnek tekintett. Ennek
kovetkeztében a hengerhéjban gyfirdiranyban allandé gytirtier6k keletkeznek.
Ez annak felel meg, hogy a valédi héjnak a zavart peremre meréleges peremei-
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1. dbra. a) a héj simulé korhengerrel valé kozelitése, b), ¢) a héj normalis irdnyd elmozdulds-
gorbéi, d), e) az elmozdulasgorbék kozelitései

r6l minden esetben oldalnyomas adédik le. Mar pedig a vizsgalt héj tébbnyire
oldalnyomasmentes.

Ha egy oldalnyomasmentes, peremein megtamasztott elliptikus para-
boloidhéj egymasra meréleges siki peremeinek peremzavarait egymastél
fiiggetleniil vizsgaljuk, akkor bizonyos feltételezések és megfontolasok mellett
az egyik iranyu zavaré hajlitényomatékokhoz a peremen — a sarokpontok kis
kornyezetének kivételével — az 1b. dbra szerinti, a héj belsejében, a peremmel
parhuzamos sikmetszet mentén az lc. abra szerinti, a héjfeliletre mergleges
elmozdulasok tartoznak. Igaz ugyan, hogy ezekhez az elmozdulasokhoz
a HruBan-féle kozelité elmozdulasok nagyon hasonlék (1d. abra), de mivel
a HruBan-féle héj oldalnyomasos, az eredeti héj pedig nem, ezért meg kell
vizsgalni, hogy ez mennyiben befolyasolja a peremzavar kialakulasat.
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NEGYSZJG ALAPRAJZ FOLE SZERKESZTETT HEJAK PEREMZAVARAI 209

A hajlitonyomatékokat a hajlitott lapos héjak homogén parcialis diffe-
rencialegyenlet-rendszerének megoldasabol fogjuk elgallitani, szemben Bouma-
val, aki a nyomatékokat az inhomogén egyenletrendszer megoldasabél kapta.
Vizsgalataink soran az alakvaltozasi allapotot a zavart perem mentén valtozé-
nak, magat a héjat pedig oldalnyomasmentesnek fogjuk tekinteni, ellentéthen
HruBAN feltételezéseivel. A perem elmozdulasfiiggvényét trigonometrikus
polinommal fogjuk megkozeliteni (le. abra).

A jelen dolgozatban az elliptikus paraboloid, a parabola-donga és a nye-
reg alaka hiperbolikus paraboloid héjak peremzavaraival foglalkozunk. Célul
tiizziik ki, hogy megallapitsuk:

1. mekkora hajlitényomatékok ébrednek a kiilsnb6z8 gorbiiletd héjak-
ban, ha az egyik peremnél — nytlasok révén — egy adott fiiggvény szerint
valtozo6 terhelé elmozdulast idéziink el6;

2. a keletkezd hajlitényomatékok hogyan csillapodnak a kiilonbszs
gorbiiletd héjaknal, mekkora a nyomatékra vasalandé sav szélessége;

3. mennyire megbizhaté HRuUBAN kozelitd médszere.

Eljarasunk elveiben [6]-ot fogja kévetni.

2. Jelolések

Xy ¥ derékszigii koordinatak

z(x,y) a héj kozépfelilletének ordindtédja

a, b a héj alaprajzi vetiiletének féloldalhosszai

Jar fo a vezérgorbék nyilasmagassigai

i Ts a vezérgorbék csdcsponti gorbiileti sugarai
a héj vastagséga b

Ny, Ny membrén-normélerdk

N,y = Ny, membréin-nyiréerd ' FR IER

0 hajlitdsi nyiréersk B F!EiE

M,, M, hajlitényomatékok . BE!E:R

M,, = M,, csavarényomaték r

u, v az xz, yz sikkal parhuzamos, érintGirdnya elmozduldsok

w a héj kozépfelilletére mer6leges elmozdulas

E rugalmassagi modulus

e a természetes logaritmus alapszdma

i (i* = — 1) imaginarius egység

&n =nx/(2b)(n =1, 3,5,...)
az x szerinti differencialas jele
az y szerinti differencidlas jele

-

3. A lapos héjak alapegyenletei

A peremzavar vizsgalata a hajlitott héjak pontos elmélete alapjan rend-
kiviil bonyolult lenne, ezért a joval egyszer{ibb laposhéj-elméletet [3] fogjuk
alkalmazni.

Fejtegetéseinkben a harantnyilasi egyiitthatét elhanyagoljuk (v = 0).
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210 TARNAI TIBOR

A terheletlen héj egyensilyi egyenletei:

N,+ Ny =0, (1a)

N, +N;=0, (1b)

Ny#" + 2Ny 2" + Nyzw + @+ 5 = 0, (Lc)
M+ My, — Q= 0, (1d)

My + M; —Q,=0. (Le)

A metszeterdk és az elmozdulasfiiggvények a kovetkezéképpen fiiggenek

Ossze:
N,=Eh(u — 2" w), (2a)
N, = Eh (v — z w), (2b)
N:(y o _E} (u' + vi— 2% W) s (20)
Eh.’f
M, = — W 2d
x T (2d)
Eh.’i
M, = — w 2
¥ 12 ? ( e)
ER?
= w' 2f
xy i (2f)

Fejezziik ki az (1d) és (le) egyenletekbdl a Q. és Q, nyiréeréket, majd
helyettesitsiik be az (1c)-be. Ha az igy megmarad6 harom egyenletbe beirjuk
a (2a—f) kifejezéseket, akkor az u, v, w elmozdulasokra a kovetkezs parcialis
differencialegyenlet-rendszert kapjuk:

2u" + w4 v —22"w —22"w —2(z" + 2 )w =0, (3a)
20 + v + w2z w—22"w' —2(z + 2" )w =0, (3b)

2

2w 42 (w4 V)t — (32 222 2w — fz

(wllll _|_

+ 2w +w)=0. (3¢)

Adott peremfeltételek esetén e harom differencidlegyenletbdl a harom
elmozdulasfiiggvény és (2a— f) révén az igénybevételfiiggvények egyértelmiien
meghatarozhatok.
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NEGYSZOG ALAPRAJZ FOLE SZERKESZTETT HEJAK PEREMZAVARAI 211

4. Az egyenletek alakulasa masodrendii transzliciés héjak esetén

Haromféle masodrendii transzlacios feliiletet akarunk vizsgalni. Ha a
koordinatarendszer kezddpontjat a héj peremén, a héj szimmetriasikjaban,

a tetGponttal egy magassagban vessziik fel, akkor a haromféle feliilet kozos
egyenlete:

(4)

2. ébra. a) elliptikus paraboloid, b) parabola donga, c) hiperbolikus paraboloid
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212 tarnai tibor

Ebbi | az egyenletbi|l a k vetkezi kppen nyerheti a hAom specidEs
fel let egyenlete: Tekints k fi-1 elijeles mennyisdgnek. Ha f, > 0, akkor
elliptikus paraboloidr | (2a. Abra), ha f, = 0, akkor parabola vez@&g rbgR
dongafel letri| (2b. Abra), lia/ << 0, akkor hiperbolikus paraboloidr | (2c.
Abra) van sz .

A k z s fel letf ggvZhy mAsodik derivAtjai:

Ezek segts@@@el (3a c¢) a k vetkezi Aland egy tthat s parcids
differenci ZAEegyenlet-rendszert eredmhyezi:

28" + u- o+ V- w' 0, (5a)
r,

2v- v w= 0, (5b)
1 2

O 1w e 2w ofw) 0. (50
Y T 1) 12

5. Hruban k zel t1 eljAASa a peremzavar szAm tASAEa

J llehet az (5a c) egyenletrendszer sokkal egyszerBbb ann/Z az egyenlet,
rendszernd, melyet a pontos hajl tASelmdet alapjAn kapnAak, megoldAsa mdy
mindig nagyon bonyolult.

A gyakorlati szAm tAS egyszer3s tsde HRrR B AN [5] tett javaslatot
HSaz sszef gg@keit terhelt hgra vezette le. Hogy elmdet@ a mi eljAASunkk/AE

sszhangban lehessen tAEgyalni, m dszer@ a terheletlen hdak eset@e ismer-
tetj k.

Legyen azavart perem x = 0-nAt. A lapos h@@ai elmdet@ben alkalmazott
elhanyagol /sokh i k vetkezik, hogy a g rb leti sugZ a k z¢bfel let koordi-
nAtas kokkal pAhuzamos metszetparabol &nak minden pontjAban azonoshak
vehetl, azaz a metszetparabolZ& a csoesponti simul k r kkel helyettes t-
heti k. HrRuBAN alapvetl feltevse az, hogy az alakvAiozA  Aapot y-ti f gget-
len. Ez&t valamennyi y szerinti differenciZ&hAByados 0 lesz. IntegrAEjuk
(5a)-t, ill. (5b)-t O-t | x-ig, egyszer, ill. kd&szer, figyelembe v@re, hogy x = 0
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n@dgysz g alaprajz f I|@szerkesztett hgjak peremzavarai 213

esetdh Ny = O, ill. Ny 0 &v= 0, majd (5a) integr/j/& helyettes ts k be
(5c)-be. Ekkor az (5a c) egyenletrendszer a k vetkezi alakra egyszer3s dik:

e w—0, (6a)
v= 0, (6b)
w' + -1?-w = 0. (6¢)

A (6c) egyenlet a terheletlen k rhenger-tartAEyok egyenlete.
Alkalmazzuk a k vetkezi jel I@t:

4

- U]

r\ h?

Legyen a hg a perem ment@h elfordul Amentes (befogott), & szenvedjen
a peremen k rben Alland w, elmozdul Ast, tovAbb/tekints k a hgat vdptelen
hosszomak. Ekkor a peremfelt@telek:

az X= 0 peremen: W = Wy,

Ilyenkor a zavar hajl t nyomat@k:

amely 4>/3 tAwolsAg utAh gyakorlatilag z@usnak veheti .

Ennek a m dszernek nagy elinye, hogy a bonyolult egyenletekre igen
egyszerlRen szAm that alakban kapunk k zel ti megold/Ast.

HRUBAN eljAEASAban teh/AE felt@telezt k, hogy a metszeterik @& az el-
mozdulAsok y-t | f ggetlenek. Egyr@szt ennek a felt@elnek, mASr&zt a hg
lapos voltAbak a k vetkezt@ben a peremzavarok szempontjAb | a hg k z&p-
fel let@ egy zAt k rhengerrel helyettes thett k, amelynek sugara a perem-
g rbe csoesponti g rb leti sugarAwal egyenli. A zAt k rhengerhd omy visel-
kedik, mint egy rugalmasan Agyazott gerenda, |@&@h a (6¢) |Zhyegben azonos
arugalmasan Agyazott gerenda egyenlet@el. A rugalmas AgyazAst a k rhenger-
hg w elmozdul Asaival kapcsolatos Ny membrAn-gyRrRBeri k biztos tjA&. Mint-
hogy k rszimmetrikusan terhelt k rhengerhdr | van sz , w @& N, is k r-
szimmetrikusak, azaz r gz tett x eset¢h a metszetk r mentgn Atland k.
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214 TARNAI TIBOR

Ez azt jelenti, hallgat lagosan feltdelezt k, hogy az eredeti hgdon az
y b@&y = b peremek ment@n a zAt k rhengerhdq fesz Itsdyi & alakv/ZA-
tozAsi AlapotAwal megegyezi peremfelt@eleket biztos tottunk, azaz megg/
tolva v-t, felvett k az N, oldalnyomAst & lehetiv@tett k a iv alakv/AtozAs
kialakul ASAE.

HRUBAN elm@dete tehA nem veszi figyelembe az eredeti hgdy = b &
y = b peremei ment@Zh a téhyleges peremfelt@eleket, & az x = 0 perem
ment@n a zavar liajl t nyomat@kot Atland nak adja. Nem veszi figyelembe
tovAbbA az eredeti hg x irAayce g rb Itsdg@ sem. Elliptikus @& hiperbolikus
paraboloid fel let eset¢h is ugyanazt az My nyomat@kAbrA& szolgAtatja. A
legt bb esetben azonban azy = b @&y = b peremeknd olyan peremtart kat
alkalmazunk, amelyek igen nagy merevs@jRek a perem s kjAban, de arra meri -
leges irAayban nagyon |Agyak ( fdmerev" peremtart k). Ezeknd a peremeknd
tehA& matematikailag is biztos tanunk kell az oldalnyomASmentessZget.

Ezek utAn ak vetkezi k@d@sek mer Inek fel: A RUBAN-fde k zel t@ssel
mekkora hibA k vet nk el egy pontosabb megoldAshoz k@pest ? Milyen m@rtek-
ben f gg azavar hajl t nyomat@Zk nagysAga a hg adott peremfelt@eleiti| @
g rb leti viszonyait |?

A tovAbbiakban ezekre a k&¥dZsekre keress k avAaszt. VizsgAatainkhoz
az (5a «c¢) egyenletrendszert fogjuk felhasznAkni.

6. A peremfelt@elek

+ differenci Aegyenlet-rendszer megoldAsa

Felttelezz k, hogy a hd x = 0 perem@hd a peremtart hajl tA szem-
pontjAb | merev befogAst jelent a hgra ndzve, viszont oldalnyomAsmentessdyet
biztos t. Erri| a peremtart r | feltessz k mdy, hogy asaj4 s kjAban v@telen |
merev, @& hogy meggZolja a h@nak a peremtart n val elcsoszABA az yz
s kban. Ahgy = -\-b &y = b peremei pedig olyan peremtart kkal vannak
al £Amasztva, amelyek nem vesznek fel oldalnyomAst & |leheti v teszik a hg-
perem elfordul ASAE, de nem teszik leheti vd@a perem lehajl SAE & a peremtart n
val , xz s kkal pAEhuzamos elcsoszASA.

K@pzelj k most oly m@tekig feloldva a hg @& a peremtart k&hyszer-
kapcsolatait, hogy a k Isi terhel@s hatASAEa szabadon kialakulhassanak a hdg
membrApb-alakvAttozASai. EzutAn egyeztess k a hg @& a peremtart nyodAsait,
ill. elmozdul Asait.

Legyen a vizsgA zavart perem x = 0-nAE Mivel itt a peremtart t a sajA
s kjAban merevnek t@elezt k fel, ezt nincsenek w elmozdul ABai. K vetkez@s-
k@ppen az elvAgott hgperemen olyan m&t@ki3 nyocdAsokat kell eliidni ellen-
kezi irAayban, mint amekkora nyodASok az elvAgAs utAb a terhel@ hatAs/Aa
keletkeztek.
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A héjperem elmozdulasait trigonometrikus sorba fejtjiik, és tagonként
allapitjuk meg a nyidlas-egyeztetés soran keletkez§ hajlitonyomatékokat.
Feltessziik, hogy a héjat szimmetrikus teher terheli. Ezért az alakvaltozas
is szimmetrikus lesz. Tehat a w lehajlas Fourier-sora csupa koszinuszos taghél
fog allni.
 Végezetiil feltételezziik, hogy a zavart perem hatasa a szemkozti peremig
elenyészik, ezért a szamitas szempontjabol a héjat végtelen hosszinak vehet-
jiik, és igy nem kell foglalkoznunk az x = 2a helyen érvényes peremfeltételek-
kel, ill. itt nem lehetnek végtelen nagy igénybevételek.
A fenti feltételezések tehat a kiovetkezd peremfeltételeket jelentik:

Az x = 0 peremen:

N, =0, azaz u’——1~w:0, (9a)
L §
v— 0 (9b)
= (9¢)
7
w= —w —y. 9d
0 COS T = y (9d)

Az y = b és y = —b peremeken:

Wi — (9e)

Mo — 0 azaz w— U (91)

Ny, =0, azaz v‘-iw:o, (9g)
Ty

y =0, (9h)

Megjegyezziik, hogy a (9d) osszefiiggésben azért indokolt egytagi sor alkal”
mazasa, mert igy — a targyaldsbhan szerepld trigonometrikus fiiggvények orto”
gonalitasa miatt — az igénybevétel fiiggvények y viltozé szerinti sora is csak
egyetlen taghél fog allni. Ezzel biztosithaté, hogy tetszdleges szimmetrikus
peremlehajlas fiiggvény esetén a fiiggvény sorat tagonként véve szamitasba,
az igénybevétel fiiggvények soranak egyes tagjait megallapithassuk.

Az (5a—c) parcialis differencidlegyenlet-rendszer megoldasfiiggvényeit
az alabbi alakban vessziik fel:

u= 3 up(x)coscx,y, (10a)
n=1,3,5,...

yi— v, (x)sinc, y, (10b)
n=13,,...
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W= A wi(X)cosky, (10c)
n=1,3,5...
ahol
e = n++, n 1,3,5,... (12)
26

A (10a c) elmozdul Asf ggvhyekre a (9e h) feltdelek automatikusan
teljes Inek. A (10a «c) f ggvhysorok n-edik tagjA az (5a c) egyenletrend-
szerbe behelyettes tve, @& a megfelell trigonometrikus faktorokkal egyszerR3-
stve ak vetkezi ket kapjuk:

2
2E —u,of+ Vya, —-—4 =0, (12a)
i
2
-u'hag+t 4 - 2y a? + -—w,«, = 0, (12b)
A2
1 1 (1 1) h?
— 4 4 ma,- |— + — lw, - (4" —2< 4 + 4) = 1.

(12c)

Ez mZ k z ns@ges differenciZegyenlet-rendszer, hiszen benne csak x-til
f ggr f ggvdhyek @& derivAtjaik szerepelnek. Mivel a (12a c) differenci/A-
egyenlet-rendszer Alland egy tthat s, a megold/Ast

« (*) = UneP, (133)
Vh(X) = VneP-, (13b)
ei,() = (F /" (13¢c)

alakban kereshetj k, ahol U, V, W, @& , egyelire ismeretlen Aland K.
A (13a c) sszef gg@beket a (12) egyenletcsoportba behelyettes tve az al Abbi
homog@h lineZis egyenletrendszert nyerj k az U, V., W, ismeretlenekre:

2 —
(2 - a)u n+Xn nVn~_ nW— O, (14@
%

2
-an nun - {n 24) 1 Xa W, = 0, (14b)

At

1 1 6° .
& — U, + — oGV, -, +t— + —(4-244+ 4)E+=0. (l4¢)
"\ ‘o rf r 12

A (14a—c) egyenletrendszernelakkor & csakis akkor van a triviAkist |
k I nb zI megoldAsa, ha az egyenletrendszer determinAasa nullA&al egyenli .
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A rendszer determinAasA kifejtve & egyenlivd t@ve nullA&Zal, megkapjuk a
karakterisztikus egyenletet /3,-re:

12
ft>
(15)
Ez az egyenlet ak vetkezi alakra hozhat :
12
(- <Y + T.T\ ft- 0. (16)
h? .

Ebbi | az alakb | |A&szik, hogy a nyolcadfokce karakterisztikus egyenlet meg-
oldAsa ngyzetgy kvonAsok seg tsg@el explicite megadhat [1].

A hg vdhtelen hosszeevoltApak felt@elez@se miatt a kiad d nyolc gy k
k z | csak a negatv val s r@&zR gy k ket (az om. ,,nagy" gy k ket) Kkell
figyelembe venni, mert ezek adnak a zavart peremti| tAwolodva cs kkeni
ighybevteleket. Ez a ndgy gy k a k vetkezi:

m = vm + iy, (17a)
n, == Vnx 'm, (17b)
N3 = Olllz + (17ﬁ)
n = —0ia— 10, , (17d)
aboi 65 ill. n¢ a komplex szAm val s ill. kpzetes rszghek abszolod @Grtgk@

jel li.
A (10a c¢) elmozdul Asf ggv@éhyek a ,,nagy" gy k k seg ts@g@el a k -
vetkezi k lesznek:

4
w = cosa vy, (18)
n 135. 1=1
4
V= \Y I"F,,.N" sinocpy, (19)
>>=135,. 1j=I
w= 2 IV JF.e™ cosay. (20)
>1=135... |j’=

A (18 20) sszef gg@sekben mA csak az U , V., W, konstansok ismeret-
lenek. Ezeket a (14a c) egyenletekbi| @& a peremfelt@elekbi| kell meghat/A
rozni.

Minden n-re 12 ismeretlen nk van. A (14a c¢) homogZh egyenletrend-
szerbi | k vetkezik mivel a rendszer determinAisa nulla , hogy a hAom
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egyenletbi | csak ketti f ggetlen egymAst |. Ez&t k z | k egy elhagyhat .
A megoldAst bAEmely kett (cdszerBen a (14a) & (14b) ) el1 AEl tja. Ezzel minden
jf-re k& egyenletet, sszesen nyolc egyenletet kapunk. A (9e li) peremfel-
tdelek az y = b@&y = b perem mentéh automatikusan teljes Inek. Ezek
teh/£ nem adnak egyenleteket az U, , V,, W, ismeretlenekre. Az x = 0
peremhez tartoz (9a d) peremfeltddelek azonban n@dyy egyenletet szolgA-
tatnak. gy megtal A£tuk azt a 12 egyenletet, amelybil az [/ ., V, , W, AHan-
d k egy@telmBen meghatAozhat k.

Az U, , V4 W,, (j= 1,2, 3,4 konstansok komplex szAmok. A (16)
egyenlet (17a b) & (17c d) gy kei konjugZt komplexek, vagy k@dszeres
val s gy k k. Az uy(X), W(X), wW,{X) pedig val s @&t@kR3 f ggvhyek. Ez&t a
(13a ¢) @& (18 20) sszef gg@kekbil sz ks@k@bpen k vetkezik, hogy
uUnj Uyj Upj Uj Unj UJ Unj V. W) Wh, & Wy W, konjugAt komp-
lex gy kpAok.

A konjugZAtt komplex szAmpAeok val s szAmok Kifejez@sek@nht megad-
hat k. Ezt a 12 val s Zland t ak vetkezi alakban At tjuk eli:

A j+l An] l (21 a)
Anist = 1(AnrA ), (21b)
ahol A= U, V, W@gj = 1,3

Az Un.,, V. Wy (J = 1,2, 3,4 komplex Aland kat, mint az 1ket
eli At (21a, b) val s Aland k kifejez@seit be fogjuk helyettes teni a (14a) &
(14b) egyenletekbe, a .-t pedig a (17) szerinti alakban fogjuk be rni.

Vgezz k el ezt a helyettes t@st j 1 esetéh. Ekkor a (14a) egyenlet a
k vetkezi alakot Iti:

2(—00 + inf - <] YUrroYs o x Ly i - i

Zi Zi
2 w iw
(~tm  + i - 0. (22)

" 2

Egy komplex kifejezZs azonban akkor @& csakis akkor egyenli nullAZal, ha a
kifejezZsnek mind aval s, mind ak@bzetes r&ze nulla. A (22) komplex egyenlet
tehZE a k vetkezi k@& val s egyenlettel ekvivalens:

2 1 1
Unx - 2ym dni Um an ym Vns + a m Vn,
- E
00 ,w H
~.*'n, — iU, = 0, 23a
Ae A " (232)

MRszaki TudomAgy 47, 1973



ndgysz g alaprajz f |@ szerkesztett hdjak peremzavarai 219

- 20mniUs- 0 - 12 - 1% + <Xn mVs + X2 Ym Vee -

(23b)

jf = 2eset¢h a (22) egyenlet konjugAttj A& kapjuk. Ez az egyenlet azonban
@rdektelen, inert ugyanazt a k@& val s egyenletet, (23a, b)-t eredm@hyezi,
mint (22).

Ha a helyettes t@seket a (14b) egyenletben v@gezz k el, akkor a k vet-

kezi k@& val s egyenlet ad dik:

~r Om Yng i Une + (6°1- 21 28a)Vig- Ym m V., +
z
+ = 0, (23c)
A2
2 'nE ‘ns ymU,, — Ym b Vi Y (Pu - % 2a’)F .
(23d)
A2
ia j = 3, akkor a (23a—d)-vel teljesenazonosalake egyenleteink lesz®
nek, melyekben yy, <5u, t/ s t/ne, Vi, 44%, Ehelyett ymg Un,, U, i

Un,, Vn, Wn,, 44% fog szerepelni. A (23e—h) egyenleteketa (23a—d) egyen-
letekkel val alaki megegyez@ miatt nem rjuk fel. Aj = 4 esete ism@& @dek-

telen.
Ezek utAn vizsgAjuk meg a peremfelt@eleket az x = 0 peremnd.

A (9a) felt@tel a k vetkezi egyenletet adja:

LAT] m * é'|' am +U nt ns+Unpji o - “"(\A/ mt W na_ 'F\A/ni +WJ=0 )
4

azaz val s alakban:

1 1 .
YmU ns + LU nt'ynZUnw + ntUns Wi H%; = 0. ( 23i )
ri r,

A (9b) felt@telnek megfeleli egyenlet:

vn, + 4% + V pa + 4% = 0,

val s alakban:
V+Vn.= 0. (23j)
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A (9c) feltddelbi | ak vetkezit kapjuk:
Won m+* Wpln+ W 3 L+ W, = 0,

val s alakban

'Oll.a Wes + o W ,e- Q‘ﬁ Wi + W = 0. (23k)
Vg | a (9d) felt@elbrl:

Wi + Wy + Wi + Wihi=-wy,

val s alakban:

Wp + W7 = wo (231)

Ez az egyenlet akkor A fenn, ha a (9d) felt@elben szerepli n megegyezik
a (10) elmozdul Asf ggv@hyekben szerepli valamelyik n fut indexszel. M/&
n-ekre (231) helyett a

W,+ W-,=0 (23m)

egyenletet kapjuk.

Ezek utAn a (21a, b) szerinti 12 konstans meghatAozhat a (23a 1) 12
ismeretlenes lineis egyenletrendszerbil. A (23a 1) & (23m) egyenletekbi |
kitBnik, hogy csak a (9d) feltdelben r gz tett nre kapunk megoldAst, hiszen
at bbi n-re a (231) helyett a (23m) egyenletet kell venni. Mivel azonban a
(23a 1) egyenletrendszer determinAgsa nem nulla, k vetkezik, hogy a (23a
k, m) homog@h egyenletrendszernek sem nulla a determinAgsa, & ez@&t csak a
triviis megold/Asa |&ezik.

Ennek atéhynek az ak vetkezm@hye, hogy a (10a c) elmozdul ASoknak
@& a (2a f) metszeteri knek a sora csak egyetlen tagb | fog AHni.

V&g | a (21a, b) Atland k ismeret@ben, (20) & (2d) alapjAn fel rhat a
keresett hajl t nyomat@k:

Eh®
My = - {e** (Y% - «%) Whs - 2VYm &i WJ COS X +

+ (20 u Wi + (y%l lj) WO sin/A& a] + e».*[((Y2_ *m) 1 -

- 20i,%2 Yns) cosgz X+ (26,Uzwnr + {y°n2 -
bni) Whe) Sin 2 A1} cos n ’b (24)
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7. Numerikus vizsgalatok

A (16) karakterisztikus egyenlet és (23a—I1) linearis egyenletrendszer
megoldasat, ill. a (24) nyomatékfiiggvény meghatarozasat a Nimiciszr Sza-
mitékozpontja elektronikus szamitégéppel végezte el.

A szamitas az ry/b, ry/h, r,/r; dimenziétlan paraméterek segitségével egy
x/ry, y/b relativ koordinatarendszerben tértént.

Elgszor n = 1 (5. abra) esetén az r,/b = 2 és r,/h = 400 paraméterekre
szamoltuk ki a hajlitényomatékokat, mikézben az r,/r; paraméter —2-és -4
kozotti kerek egész értékeket vett fel, és y/b = 0 volt. A gyakorlatban eléfor-
dulé héjszerkezeteknél ugyanis az r,/r; paraméter altalaban —2 és |4 kozott
van [7].

A HruUBAN elméletébdl ad6do, (8) szerinti nyomatékot az r,/h dimenzié
nélkiili paraméter segitségével az x/r, relativ koordinataban hataroztuk meg.

A (24)-re vonatkozé szamitas a 3. abran lathat6é nyomatéki gorbéket
eredményezte. Kiszamitottuk a (8) nyomatékfiiggvény ordinata-értékeit is.
Azt talaltuk, hogy r,/r; = 1 esetén a (24) és a (8) nyomaték igen j6 egyezést
mutat. A befogés keresztmetszetében az eltérés mindéssze 0,0039%,. A kozbiils6
helyeken a legnagyobb differencia is kisebb, mint 0,129,. Ezért a 3. abran nem
is tudtuk kiilén vonallal abrazolni a HRuBAN -féle (8) nyomatékfiiggvényt. Ha
rofry # 1, akkor (8) a befogas helyén nagyobb nyomatékot ad, mint a (24).
A kiilonbség a 209,-ot is elérheti (pl.: r,/r; = 4 esetén). A tényleges befogasi
nyomaték annél kisebb, minél jobban kiilonbézik az r,/r, paraméter 1-t5l.

My
Ehw,
05“
<7
é‘
5“"-.‘\
"'.“
5; ‘,.“
Ry 7a/r=1 (Hruban)
4 W el -
| W, n/n=0esnjn=2
Y
J\ N re/ry=-1
|
-1
0 o i e .
r— \ ‘ 03 SR 3

3. dbra. Kiilonbozé r,/r, paraméterti héjak nyomatéki dbrdja egy fél cos. hullim alakd w
elmozdulds és r,/b = 2, ry/h = 400 paraméterek esetén. Az abrdan a nyomatékok 10-szere--
sei vannak abrazolva
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Ha a befogasi nyomatékokat az Ty, fliggvényében abrazoljuk, akkor a
4. abran feltintetett gorbét kapjuk. Ennek a gérbének az az érdekessége, liog)

szimmetrikus az r,/r, = 1 ordinata-egyenesre.
A HRUBAN-féle kozelités az els6 nyomatéki nullpontnak a peremtdl mért
tavolsdgat nagyobbnak adja a ténylegesn@ll.: ryjr; = 4 ill. &/& = —2

esetén 13%-kal (0,0071 6-vel)). Ennek kovetkeztében x irdnyban az els6é null-

EhU,

&

4. &bra. Befogési nyomatékok egy fél cos hullam alaki w elmozdulas
és ry/6 = 2, r/h = 400 paraméterek esetén

pontot kdvetden egy atlagosan 0,07 b hosszUsagu szakaszon a kdzelitésse
szamitott pozitivnyomatékok kisebbek a (24)-bdl szamitottaknal. Eléfordulhat,

hogy ez az eltérés a befogasi nyomaték 6%-at is eléri. Ennek aténynek azonban
csak elvi jelentdsége van, mivel ez a differencia a gyakorlat szempontjabo
Iényegtelen, hiszen a jelzett szakaszon a nyomatékok kicsik.

A tovabbiakban azt vizsgéaltuk, hogy a legjobb egyezést mutatg ¥ 1
paraméter esetén megmarad-e az egyelidsaz rjb és gjh paramétert valtoz-
tatjuk. A szamitast a gyakorlatban eldfordulé legkisebb és legnagyobb paramé-
ter értékekre: #/b = 1,5 és 2,5; r,/h = 200 és 600 értékekre [7] végeztik el.
A szamszer(Q eredményekbdl kiderilt, hogy a befogas keresztmetszetében (24)
a (8)-nal nem egészen 0,1%-kal nagyobb nyomatékot ad. A kétféle elmélettel
nyert nyomaték kodzotti differencia a k6zbiilsd helyeken a 2%-ot is elérte, de
ezeken a helyeken a nyomaték maga kicsi volt.

Ezutan megnéztik, hogy magasabb Fourier-tagokra (n — 3, 5) a k6zépso
keresztmetszetbeny(= 0) hogyan alakulnak a hajlitbnyomatékok. A szamitast
rjb = 2, p/lh = 400 és&/ad = 1 paraméterekre végeztik el. Eredményil azt
kaptuk, hogy a befogas helyén a hajlitbnyomatékok n ndvekedtével kissé
ndnek, a nyomatékabrak pedig kissé gyorsabban csillapodnak. A befogasi
nyomaték n — 3 esetén 0,2%-kal, n = 5 esetén 1,6%-kal volt nagyobb annal
a nyomatéknal, melyet n = 1 esetén kaptunk.
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Végul kézelitd médon meghataroztuk az r/6 = 2, rp/h = 400r.r= 1
paraméterekkel jellemzett, oldalnyomasmentes, membranallapotid elliptikus
paraboloidx\r, = 0 peremének w elmozdulasat egyenletes teherre (5. abra), majd
a lehajlasfuggvényt Fourier-sorba fejtettik. Vettik a Fourier-sor elsd harom

w elmozdulas
Hruban

haromtagu  Fourier
hatodpontos hollokéacia
cos Félhullam

5. &bra. Elliptikus paraboloid peremének w elmozduldsgorbéje és kozelitései

tagjat (5. abra) és ebbdl kiszamitottuk a nyomatékokat. A Fourier-sornak ez a
kozelitd ©sszege a lassU konvergencia miatt nem ad kell6 felvilagositast a
nyomatékok nagysagarél, de a nyomatékok csillapoddsanak mértékét elég jol
jellemzi. A haromtagl részletdsszegre azt kaptuk, hogy a nyomatékabra vala-
melyest gyorsabban ugyan, de gyakorlat szempontjabél lIényegében ugyanigy
csillapodik, mint a kérhengerhéj nyomatékabrédja. Hogy a keletkez6é befogasi
nyomaték nagysagarol is képet alkothassunk, a Fourier-sorban szerepld tago-
kat nem Fourier-egyltthatokkal lattuk el, hanem kollokacié6 révén nyert
konstansokkal. EI&irtuk, hogy a kdézelitd trigonometrikus polinom helyette-
sitési értékei a 2b tdAmaszkdz hatodold pontjaiban egyezzenek meg a iv elmoz-
dulasfiiggvénnyel (5. abra). Az igy kiadédo6é befogasi nyomaték y/b = 0-nal
csupan 0,08%-kal volt nagyobb a (8)-bdl szamitottnal. A megegyezés (24) és
(8) kozotty = 0-ban valamennyi esetben szembet(nd.

8. Osszefoglalas

Az eddigiekbdl latszik, hogy forgasparaboloidra a héj tetdpontjan at-
haladé sikmetszet mentén a zavarényomaték meghatarozasara a HRUBAN-féla
kozelitd eljaras a gyakorlati igényt b6ven kielégitd pontossagot biztosit. Ha e
héjfelilet két fogorbllete nem azonos, akkor a lapos héjak elméletével kapottj
pontosnak tekinthetd nyomatékok kisebbek lesznek a HRUBAN-féle elméiette,
szamitottnal.

A kozelitd nyomatékgorbék lefutdsa tendencidjaban azonos a laposhéj-
elmélethdi nyert nyomatékgodrbékével, ezért a kozelitd és a pontos eljaras a
zavart, tehat hajlitonyomatékra vasaland6é peremzdna szélességét (a perem és a
masodik nyomatéki nullpont kdzotti szakaszt) kis kilénbséggel ugyanannyi-
nak adja. A zavartnak tekinthetd sav szélessége a héj paramétereitdl fiiggben
0,26 és 0,46 kozott valtozik.
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A gyakorlatban elifordul geometriai param@erekre teh/f a HRUBAN-
fde k zel t& Tj,/* = 1 esetéh pontosnak tekintheti, ryjr; » 1 eset¢h pedig a
biztonsAg javAta t@ved. A pozit v nyomat@kok szempontjA | korrekci ra
csak egy szBk intervallumban szorul. Ez&t megAtlap thatjuk, hogy a n@ysz g
alaprajz f |J szerkesztett mAsodrendR lapos hddak k z | az elliptikus para-
boloid, a parabola donga @& a nyereg alakoehiperbolikus paraboloid hgaknZ
a peremzavar jelensdy@ a HRUBAN-fde elmdet a gyakorlati szAn tAS cdj/Aa
j I orja le

Vgezet | m@Zy megjegyezz k az alAbbiakat:

HRUBAN a hdperem w elmozdulASg rbg@ konstans f ggv@hnyel k ze-
| tette, mg mi a teljes hg oldalnyomASmentess@y@ biztos tva trigono-
metrikus sorral. Az 5. AbrAa | AEhat , hogy a hg sarkAnak k zel@ben a konstans
f ggv@ny jobban k zel t mint a trigonometrikus sor valamely r@bzlet sszege.
Ennek at@nynek azonban nincs jelenti sdge, mert a gyakorlatban a peremtart
a sarokpontokban ogyis felvesz valamekkora oldalnyomA#Ast.

A HRUBAN-fde k rhengerhd k zel t&ben az alkot irAayce peremen
lead d oldalnyomAs hatASA omy is lehetne vizsgAni, hogy magAa a k r-
hengerhdra alkalmazzuk a jelen dolgozatban ismertetett m dszert. Tudni-
illik k rhengerre is el@heti, hogy oldalnyomASmentes legyen a hg (ha a w
elmozdul A a hengerhd gyRrBs pereme ment@n cosinus-hull An alakoe akkor
ennek z@&ushelyein agyRrBeri z@&us). Ekkor azonban figyelmen k v | marad az
eredeti hg hosszirAayoce g rb Its@ge.

IRODALOM

1. BoUMA, A. L.: Some Applications of the Bending Theory Regarding Doubly Curved Shells.
Proceedings of the Symposium on the Theory of Thin Elastic Shells. North-Holland
Publishing Company, Amsterdam 1960 (202 234. old.).

2. Design of Cylindrical Concrete Shell Roofs. ASCE Manuals of Engineering Practice No.
31. ASCE, New York 1952.

3. FL GGE, W.: Statik und Dynamik der Schalen, 3. Aufl. Springer-Verlag, Berlin G ttin-
gen Heidelberg 1962.

4. HOLAND, I.: Design of Circular Cylindrical Shells. Oslo University Press, Oslo 1957.

5. HRUBAN, K.: TranszIZi s fel letek hajl tASelm@dete & alkalmazAsa a csarnok@ tkez@sben.
VI. Oszt. K z. 11 (1953), 165-202.

6. KOLL' R L. - SZ TS M.: Torzn@gysz g alakcelapos hiperbolikus paraboloidh@ peremzavarai.
MRszaki  Tudom/By 42 (1970), 341-355.

7. R HLE, H.: Schalenkatalog. Entwurfsb ro f r Typung des Ministeriums f r Aufbau.
Sachwort-Verzeiennis 73.71 Dresden, Jan. 1955.

Edge Disturbances of Second Order Shallow Ttranslational Shells on a Rectangular
Base. Edge disturbances of the second order translational shells on rectangular base are dealt
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Randst rungen der flachen Translationsschalen zweiter Ordnung ber einem Viereck-
grundri . Randst rungen der Translationsschalen zweiter Ordnung ber viereckigem Grund-
ri werden aufgrund der Biegetheorie der flachen Schalen behandelt. Die gro e und Ab-
klingungskurve der am eingespannten Rand entstehenden st renden Biegemomente werden
ermittelt. Die erhaltenen Ergebnisse werden denen des wohlbekannten N herungsverfahrens
von Hruban gegen bergestellt.
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