] KULONBOZO MEREVSEGGEL BiRO
ALSO-FELSO OVSIKU, KETRETEGU TERRACSOK
SZAMITASA A KONTINUUM-MODSZERREL

KOLLAR LAJOS*
a mfiszaki tudoményok doktora
[Beérkezett 1971. jilius 23-4n]

A dolgozat dltalanos médszert k6zol olyan kétrétegii térbeli rdcsszerkezetek egyenértéki
kontinuumdnak meghatdrozasdra, amelyeknek két dvsikja egymdstél eltérs, tetszdleges halé-
zatbél 4ll. Levezeti az egyenértékii kontinuum differenciilegyenlet-rendszerét és peremfelté-
teleit. Megillapitja, hogy a lemezek alakvéltozasit jellemz§ lehajlasfiiggvényen kiviil még egy
fesziiltségfiiggvényre is sziikség van a helyettesitd kontinuum er8jitékdnak jellemzésére, ha-
sonléan a bordazott lemezek esetéhez.

- 1. Bevezetés

A kétrétegli térbeli ricsos szerkezetek kontinuum-médszerrel térténd
szamitiasa megoldott probléma abban az esetben, ha a két 6vsik merevségi
jellemz8i azonosak, vagy csak egyetlen kozds szorzétényezdben kiilonbéznek
egymastél [7], [3]. Ha azonban a két 6vsik merevségi jellemzdi kiilonbozs
mértékben vagy mindségileg térnek el egymastél (pl. az egyiknek van nyirasi
merevsége, a miasiknak nincs stb.), akkor a feladat lényegesen bonyolultabba
valik, és hasonlé lesz az egyik oldalan kétirdnyban bordazott lemez er&jaté-
kahoz [1].

Egy korabbi dolgozatban [4] egy speciilis szerkezet-fajtara mutattunk
be megoldast: az alsé dvsiknak nem volt nyirasi merevsége, a felsnek viszont
volt, de x és y irdnyban csak egyenld nagysagi derékerdt tudott felvenni. Most
egy altalinos érvényi médszert mutatunk be, amellyel fel tudjuk irni barmilyen
merevségi tulajdonsagokkal biré alsé és felsé dvsiki térracs kontinuum-egyen-
letét.

2. A feladat kitiizése. Feltevések

Legyen adva egy kétrétegii, egymast6l h tivolsigban levé parhuzamos
ovsikokbél all6 térracs. Az 6vsikokrdl csak azt kétjiik ki. hogy homogénok
legyenek, azaz merevségi jellemzdik mindeniitt legyenek azonosak, és ezen-
kiviil kélcsonésen egyértelmii, linedris osszefiiggés alljon fenn az alakvalto-
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zas- és metszeter6-komponensek kozott. Az vsikok merevsége egyébként
teljesen altalanosan anizotrép (aeolotrép) lehet. Az Gket 6sszekotd racsozastol
pedig azt kivanjuk meg, hogy akadalytalanul tegye lehetdvé az vsikok defor-
maciéjat. Az 1. abran tiintettiink fel egy példat a fenti feltételeknek meg-
felel¢ térracsra.

Megemlitjiik még, hogy a médszer inhomogén (valtozé merevségi)
ovsikok esetén is hasznalhaté, csak a felirandé differencidlegyenlet egyiitthatéi
fognak helyrdl-helyre valtozni.

1. ébra

Az 6vsikokat statikai szempontbél a sajat sikjukban bekovetkezs alak-
viltozasokkal szemben tanisitott nyulasi és nyirasi merevségeik jellemzik.
Ezeket az alapul valasztott x,y koordinatarendszerben az

ny Ay A12 A13 Ex
= Aoy A AL &y (1a)
nxy A3] A32 A33 7xy
azaz roviden az
n = Ae (1b)

matrix-osszefiiggés definialja. Itt n a vizsgalt 6vsik (membran-) metszeterinek
vektora, € az alakviltozasi vektor, A pedig a merevségi matrix. Ez utébbi a
kiils6 idegen munkak tétele miatt mindig szimmetrikus.

Jeloljiik a kovetkezSkben az alsé 6vsikra vonatkozé mennyiségeket ,,a”
‘ndexszel, a felsére vonatkozékat pedig ,.f” indexszel.
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3. A médszer ismertetése

Bontsuk fel az egyik, pl. a felsd ovsik merevségi matrixat két részre:
AT = A] + Al (2)

Az A{ részt valasszuk meg gy, hogy elemei az alsé 6vsik merevségeinek ,,k’’-
szorosai legyenek:

A=k A (3)

Ily médon az Af; ,.kiilonbség”-merevségi matrix tulajdonképpen a fels§ dvsik
merevségének az als6étél valé mindségi eltérését fejezi ki.

2. ébra

A szerkezet teljes alakvaltozasat és erjatékat is két részre fogjuk bon
tani. 1. résznek tekintjiik az Al merevségii felsd és a vele ardnyos A® merev
ségii alsé ovsik tiszta hajlitasi deformacigjat (w,) és belsé erdit. Ezek koziil az
alsé 6vsik belsd erdi a végleges értékiiket veszik fel. A felsé 6vsikban azonban
az ebb6l a w, hajlitasi deforméciébol keletkezd ¢/ alakvaltozasok a valésagban
nemecsak az A] merevségnek megfelels belss erdket hozzak létre, hanem az AL
merevségeknek megfelelGket is. Ezek viszont altalaban nem alkotnak énma-
gukban egyensiilyi erdrendszert. Igy a fels svsik még egy kiegészits (2. jeld)
sikbeli alakviltozdsra kényszeriil, hogy az ennek sordn ébredd belsd erdkkel
egyensiilyozza ki az 1. (hajlitasi) alakvaltozas-rész kiegyensilyozatlan erdit.
Ennek a kiegészitd alakvaltozasnak természetesen oOsszeférhetonek is kell
lennie.

E két erGjaték-részt természetesen nem lehet kiilon-kiilon meghatérozni,
mivel egyik sem alkot nmagaban egyensilyi erdrendszert, hanem csak egy-
szerre egy lépésben.

A 2. jeld sikbeli alakvaltozasbél az alsé 6vsik nem szenved a sajat sikja-
ban semmiféle deforméciét (mivel az 6sszekotd rdcsozas — korabbi feltevé-
siinknek megfelelden — akadalytalanul lehetdvé teszi az egyik 6v alakvaltoza-
sat), de az egész szerkezet tovabbi hajlitasi alakvaltozast végez (w,, lasd a 2.
abrat). Az ennek megfeleld nyomatékokat (az 1. alakvaltozas-rész kiegyen-
silyozatlan erdinek nyomatékaival egyiitt) a fels§ 6vsik megfeleld membran-
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erdinek a semleges tengelyre vett nyomatéka szolgéltatja. Ezek a nyomatékok
azonban nem vesznek részt a fiiggdleges teher viselésében, mivel egyensilyban
levd erdrendszerbdl szarmaznak, és igy zérus lesz a beldliik kaphat6é nyomaté-
kokkal képezett lemezegyenletnek a jobb oldala is.

4. Az alapegyenletek levezetése

Az alakviltozas és az er§jaték ismertetett két részre bontdsanak meg-
felelen az 1. részt a w, hajlitdsi lehajlasfiiggvénnyel fogjuk jellemezni, a 2.
részt pedig a kiegészitd sikbeli erdrendszert definialé @ fesziiltségfiiggvénnyel.
Mivel a w, lehajlasfiiggvény bevezetése biztositja a hozzatartozé alakvaltozi-
sok osszeférhetdségét, ezért vele az egyensilyt kifejezd lemezegyenletet kell
kielégiteniink. Az @ fesziiltségfiiggvény viszont a vele definidlt sikbeli erdk
egyensilyat biztositja, tole tehit az Gsszeférhetségi egyenlet teljesitését kell
megkivinnunk. Ily méden két szimultan differenciilegyenlethez jutunk.

Az erdjaték 1. (hajlitdsi) részéhez célszerii definidlnunk a térracs haj-
litasi merevségi matrixat, B-t. Ez az egymassal k-szoros arinyban allg A°
és A{ dvmerevségi matrixoknak a kozos silyvonalukra vett inercianyomaté-
kaval egyenld. E kozos silyvonal tavolsiga a felsé ovsfiktél:

hf =h 1 ’ 4)
1+ k
a hajlitdsi merevségi matrix tehat:
B = h? k A?, (5)
1+ k&

E hajlitasi merevségi matrix biztositja az 8sszefiiggést a w, hajlitdsi
alakvaltozas masodik deriviltjai, azaz a gorbiiletek és a (kétszeres) csavarodas,
valamint a teljes térriacsra haté fajlagos nyomatékok kozott:

m, B, By, By w
m, |= —| By By By wy (6a)
m,, B,, B,, By, 1L 2wy

(vesszbvel az x szerinti, ponttal az y szerinti differencialast jeloljiik), azaz

m=—B-Luw, (6b)
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ha L;-gyel jeléljik a kévetkezd differencidloperatort:
- 82 ,--<
—

Ox2

0%

L= — . (M
oy?

0%

0x0y |

2

Ezek utan a lemez egyensilydt kifejezd ismert [6]
my; + my 4 2my, = — p (8a)

differencialegyenletet is a révidebb

Ltm=—p (8b)
alakban irhatjuk fel. Behelyettesitve ide (6b)-t, megkapjuk a hajlitasi w, alak-
valtozas differencialegyenletét az altalinosan anizotrép lemez merevségével
kifejezve:

LIBLyw, = p. 9)

A kiegészits sikbeli alakviltozdsnak, vagyis az erdjaték 2. részének vizs-
galatahoz elGszor is azt kell meggondolnunk, hogy a felsGé ovsik kiegészitd

F?Exz
€, = igyz (10)
L Vxy2
sikbeli alakvaltozasabél keletkezd
Ry ]
n, — ny2 = Af © € (11)
Ny |

erérendszer nem énmagaban lesz egyensiilyban, hanem az 1. (hajlitasi) alak-
valtozasbél szirmazé erSk n;;, kiegyensilyozatlan részével egyiitt. Eme m,
kiegyensilyozatlan erdket az elmondottak értelmében tigy dllithatjuk eld,
hogy a felsd 6vsiknak a w, hajlitasi alakvaltozasbél szirmazé

[
; Ex1

= ' - L, (12)

€ = 8y1

Vxy1
nydlasi alakvaltozésait ([3], 2. abra) megszorozzuk az AJ; ,kiilonbség”-
merevségi matrix megfelels elemeivel:

Ry
Lu=|n,n | Afy r e (13)

Nyy1 11
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A ¢ fesziiltségfiiggvényt tehat gy kell megvalasztanunk, hogy az n, ; és
n, erdk dsszegének egyensilyat biztositsa, azaz:

D" = Ny p + Rygs
" = Ry 1 + Ryss (14a—c)
feo
— Q"= Byy1 11 + Nyyas

vagyis, bevezetve az

- 82 7

oy
2
L= & (15)

0x?

82

| ox0y |

differencialoperatort:
L® = n 1+ n, (16)

Eme el6készités utan ratérhetiink a sikbeli alakvdiltozds dsszeférhetdségi
egyenletére, amely, mint ismeretes [5], a kovetkezs alaku:

Lie = &z + &) — yy = 0. (7

Elvben csak az €, kiegészit§ alakvaltozastol kellene megkévetelniink e
(17) 8sszeférhetdségi egyenlet teljesitését, mivel a w,-bdl szirmazé ¢, alakval-
tozas (12) amigyis Gsszeférhetd. A (14) ill. (16) egyenletekbdl azonban latszik,
hogy €,-t nem tudjuk énmagaban kifejezni P-vel, mivel @ tartalmazza az ¢,
alakvaltozasbél szarmazé er8k egy részét is. Kiegészitjiik tehat a (16) egyen-
letet az 1. ex8jaték-rész hidnyzé n, ; erivel, és a belble szarmazé teljes (1.4-2.)
alakvaltozasra irjuk fel az 8sszeférhetfség teljesiilését.

E hidnyzé n,; erfk tulajdonképpen a hajlitisi er&jatékbél szarmazo
ov-erbkkel egyenltk:

m
n = - R (18a)

azaz (6b) alapjan:
n = % B - Luw,. (18b)

A felsé 6vsikban keletkezd teljes erbrendszer tehit, (16)-ot is figyelembe véve:
1
“1x+“111+n2=7BL1w1+L2(D- (19)

Mdssaki Tudomdny 47. 1973.



KULONBOZO MEREVSEGGEL BfRO ALSG-FELSO OVSIKU, KETRETEGU TERRACSOK SZAMITAsAa 231

Az ennek megfelelS teljes €, | €, alakvaltozast az (1) egyenletrendszer
invertalasa szolgaltatja:

1
€ + &= (A1 - (my g + nyy + mp) = (AT [; BLyo, + L,D|. (20)

Behelyettesitve ezt (17)-be, megkapjuk a térracs erdjatékat leiré masik diffe-
rencidlegyenletet:

LX(Af)~1 %BLlwl + qui) =0. 21)

A (9) és (21) egyenletekbdl all6 rendszer — a peremfeltételekkel egyiitt —
meghatarozza a w, és @ fiiggvényeket és ezzel egyiitt a teljes erdjatékot. A
peremfeltételeket azonban nem w,-re, hanem csak a teljes w lehajlasra tudjuk
megadni. At kell tehat irni az egyenleteket tigy, hogy w; helyett w-t tartalmaz-
zak. Ez a teljes w lehajlas az 1. (hajlitasi) er6jatékrészbdl szairmazé w, lehajlas-
nak, valamint a 2. (kiegészit§ sikbeli) alakvaltozasbél szarmazé w, lehajlas-

résznek az dsszege:

w = w, + w, (22)
A w, lehajlas — mivel az alsé 6vsik a 2. alakvaltozas soran nem deforma-
16dik — a 2. abranak megfelelGen kifejezhetd az €, alakvaltozassal:
-
€
w; = Tyz , (23a)
2wy, = RETS ,
h
azaz
1
Lyw, = —h—e2 . (23b)

(22) segitségével kifejezziik a (9) és (21) egyenletekben szerepld L w;-et w-vel
és €,-vel:

1
Lw, = Lw — Tez . (24)
Most még €,-t kell kifejezniink @P-vel és w-vel. A (20) egyenlet mindkét oldalat

megszorozzuk A’-fel, majd (12) segitségével felirjuk e,-et w-gyel, ezt pedig
(24) alapjan w-vel és €,-vel. Ily médon az egyenletben €,-n kiviil csupin a w és
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d fiiggvények fognak szerepelni, €,-t tehat meg tudjuk veliik hatirozni:

1 ‘ 1
Af[hf(Llw - —€2J + e2J =—B|Lw— ie2 + L, (25)
k h h
amib&l atrendezéssel és figyelembe véve (5) alapjan a
— Kt
h—h Af—+-LB= k (AT + A9
h h? 1+ k&

azonossagot, a kovetkezd kifejezést kapjuk e,-re:
1 + k¢ -
= hLyw + ——— (A7 + A*)~YL,® — hA’Lw) . (26)

Behelyettesitve ezt (24)-be, megkapjuk L w,-nek w-vel és P-vel felirt
alakjat:

1
Lo, = 1 : k(AT 4 AY-1RATLw — L) 27)
Ha (27)-et beirjuk (9)-be és (21)-be (és még az egyontetiiség kedvéért B-t is
kifejezziik (5) alapjan A% val), el6allitottuk a teljes w lehajlast és a @ fesziiltség-
fiiggvényt tartalmazé differencialegyenlet-rendszert:

hLYA%A' + A%)~YhATLw — L) =p . (28a)
L¥(A/)~[A%AS + A%~ hA/Lw — L®) + L,®] = 0. (28b)

(28a—Db)-t nevezhetjiitk tehat az dltaldnos kétrétegti térracs viselkedésér leiré
kontinuum-differencidlegyenlet-rendszernek.

E differencialegyenlet-rendszerbdl kiesett a (3)-ban definialt k ardnyos-
sagi tényezd, ami azt jelenti, hogy k-t tetszSlegesen vehetjik fol.

A (28a—D) differenciilegyenlet-rendszer természetesen feltételezi az Al és
az (Af -+ A% matrixok invertilhatésigat. Egy masik alkalommal kivinunk
foglalkozni azokkal az esetekkel, amikor ez a feltétel nem teljesiil.

Abban a specialis esetben, ha a két 6vsik merevségei aranyosak egymassal
(AT = kAY), akkor

1
14k

E

AYAS 4 A%)—1 =

(Af)_l Al—E

miatt (28a)-ban @, (28b)-ben pedig w szerepel az L L, operatorokkal szorozva,
amely viszont zérust ad. Igy a (28a—b) egyenletrendszer két 6nallé egyen-
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letre esik szét: az els6 a

B=nh k As
1+ k

hajlitisi merevség-matrixdi lemez w lehajlasat hatdrozza meg, a maisodik

pedig a kiegészitd @ feszilltségfiiggvény alakvaltozasi osszeférhetdségét biz-
tositja, de a felsd 6vsik sikjdban terheletlen peremek esetében @ = 0 adédik.

A helyettesitd kontinuumnak a (28a—b) egyenletek — peremfeltételeket
is figyelembe vev6 — megoldéasival kapott metszeterdit az Irodalom rovatban
[7), [2], illetve [3] alattiak szerint szamithatjuk 4t riderdkké.

5. Peremfeltételek
A kévetkezdkben a szabadon tdmaszkodé (csuklés) perem feltételi

egyenleteit irjuk fel, az egyszeriiség kedvéért csak az x tengellyel parhuzamos
peremre:

zérus a lehajlas: w=20, (29a)
zérus a peremre
merdleges hajlitényomaték: m, = 0, (29b)

a felsd 6vsikban zérus a
peremre merdleges vizszintes

(membran)-erd: ny = ny; + ny, = 0, (29¢)
a felsé 6vsikban zérus a
(membran-)nyiréerd: Ryy = Mgy + Nxyy = 0. (29d)

(29b)-b61 (18a) segitségével n,,; =0 adédik, igy (29¢) a (14b) képlet figye-
lembevételével igy irhaté:

" = 0. (29¢*)

A (29b)-hez sziikséges nyomatékot vigy fejezhetjiik ki w-vel és ®-vel, hogy
(27)-et behelyettesitjiik (6b)-be. Figyelembe véve még az (5) osszefiiggést is, a
kovetkezdt kapjuk:

m = — hAYAS + A®)~YhA/Lw — L,D). (29b*)

E nyomatékvektornak kell zérussal egyenlévé tenni a peremre merdleges (a
jelen esetben m,) komponensét.

Végiil a (29d)-hez sziitkséges n, | metszeterd-vektort a (18b) és (5) ossze-
figgéseket felhasznalva az

hk
1+ k

p— a
B = ALyw,
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alakban irhatjuk fel. Behelyettesitve ebbe (27)-et, a kévetkezdképpen fejez-
hetjik ki n, ;-et w-vel és ®D-vel:
n,; = A%AS + AY)~YhA'Lw — LD) . (29d*)

Ennek n,y,; komponensét véve és hozzaadva (l4c) értelmében — @"-t, fel-
irhatjuk a (29d) peremfeltételt.

6. Alkalmazasi példa

Irjuk fel az 1. abran vazolt, az x és y iranyokban azonos szilardsagi
tulajdonsagokkal rendelkezd térracs kontinuum-differencialegyenleteit a (29a —
b) altalanos egyenletekbdl.

Ezt a térracsot az jellemzi, hogy az als6 6v merevségi matrixa

"Iy e
e ={o by 0]
0 00
alaky, a felsd 6vé pedig (lasd [2]-t):

Miissaki Tudomdny 47. 1973.

A vA4 0
Al = [vA A0 }
BT P
A (3) egyenlet szerint:
A
k =
Aq
Képezniink kell még az (A')~1 és az (AT + A%~ matrixokat:
[ 1 — g

Al —») A1l —»)

(Af)-1 — — 1 .
Al —9?) Al —»?)

0 0 !
/ Y i
( (Aa + A) —v4 0
(Ag + A)? — 4% (A, + A — »242
(A.f+Aa)—1= A (4a + A) 0
(4a + 4P — 4% (4, + A — P4
0 0 .
e Axy J
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Elvégezve a kijelolt miiveleteket, a (28a—b) egyenletrendszer az alabbi
alakot olti:

1+ k)’; Y (REAJ(L + k — bl + 20" + (1 + k — ko] +
+ [kn(@"Y + @) —2(1 + k)o™]} =p
és
(1 + k)’; . km [— k(wlv + wu) + 2(1 + k)wn..] _
— [(1 TR — k:‘vz]k(l — )4 {[1 + k(1 —+—v2)](@lV+q;:.)_2v(1+2k)¢n..]}+
—1-——— v o eo D" —
+k(1—v2)Aa (@7 + 0" — 20 )+Axy 0.

Ha pedig elhanyagoljuk a fels§ 6vsik harantkontrakciéjat (v = 0), akkor az
egyenletek a kovetkezdképpen egyszeriisodnek:

h2 k Aa le+w|x_ 20" =p
1+ k& hkA,
és
2h w" + 1 (q)lv +¢az) + o = 0.
14k (1 + k)4, Ay
A peremfeltételek pedig — » = 0 és szabad tamaszkodis esetében — az alabbi

egyszerd alakban adédnak:
(29a): w=20,
(29c*): " =0,
A (29b*) peremfeltétel a

hAw — D" =0
alakot dltené, de (29¢*) miatt tovibb egyszerisodik:
(29b%): w =0,

és végiil (A] = kA” 33-as eleme zérus lévén) n,y, ; = 0, igy (29d) a kévetkezs-
képpen alakul:

(29d): " =0.
Megjegyezziik azonban, hogy a harantkontrakeié elhanyagolisa minden-
képpen kozelitést jelent, mivel [2] szerint nem létezik olyan — két iranyd

hiizasi és nyirasi merevséggel biré6 — racsozat, amelynek szabatosan 0 lenne a
harantkontrakeids tényezdje.
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Continnum Method of Analysis for Double-Layer Space Trusses with Upper and Lower
Chord Planes of Different Rigidities A general method has been presented for determining
equivalent continua of double-layer space trusses with two different, arbitrary chord plane
meshes. Differential equation system and boundary conditions of the equivalent continuum
are derived. In addition to the deflection function describing the plate deformation, a stress
function is still needed to describe the internal force system of the substituting continuum,
similarly as for ribbed plates.

Berechnung zweischichtiger Raumfachwerke mit unteren und oberen Gurtebenen von
verschiedenen Steifigkeiten mit dem Kontinuumverfahren. Ein allgemeines Verfahren wird
angegeben fiir die Bestimmung des gleichwertigen Kontinuums von zweischichtigen Raum-
fachwerken, deren beiden Gurtebenen aus unterschiedlichen, beliebigen Netzwerken bestehen.
Differentialgleichungssystem und Randbedingungen des gleichwertigen Kontinuums werden
abgeleitet. Ausser der Durchbiegungsfunktion, die die Plattenverformung beschreibt, ist
noch eine Spannungsfunktion notig fiir die Kennzeichnung des Kriiftespiels des Ersatz-
kontinuums, dhnlich dem Fall der Rippenplatten.

M@asaki Tudomdny 47. 1973.
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