
ORTOGONÁLISÁN ANIZOTROP HENGERES HÉJAK 
ELTOLÓDÁSFÜGGVÉNYEI 

V A R G A L Á S Z L Ó * 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

[ B e é r k e z e t t 1971. d e c e m b e r 2 0 - á n ] 

A dolgozat homogén anizotropia feltételezésével az ortotrop hen-
geres héjak feszültségi állapotát jellemző eltolódásfüggvények vizsgála-
tával és meghatározásával foglalkozik. Az eltolódásfüggvények beveze-
tésével ismerteti az egyensúlyi feltételekből adódó differenciálegyenlet-
rendszer pontos és közelítő jellegű megoldásait. Részletesen tárgyalja a 
homogén rész általános megoldásait jelentő és az inhomogén rendszer 
partikuláris megoldásait jelentő eltolódások és az eltolódásfüggvények 
közötti kapcsolatot. Közli továbbá az eltolódásfüggvények meghatáro-
zására szolgáló differenciálegyenleteket. Végül ismerteti a membránerők 
okozta eltolódások és az eltolódásfüggvényeket tartalmazó differenciál-
egyenletet és annak megoldását. 

Jelölések 

s — h é j v a e t a g s á g [cm] 
и , u 0 , Up, Uj, u2 , u 3 — a l k o t ó i r á n y ú e l to lódások [cm] 
V, ti0, Vp, ti„ ti2, ti3 — k e r ü l e t i r á n y ú e l to lódások [cm] 
to, и>0. HIP, HI,, HI2, HÍJ — s u g á r i r á n y ú e l to lódások [cm] 
ж, — a l k o t ó i r á n y ú k o o r d i n á t a [cm] 
x2 — k e r ü l e t i r á n y ú k o o r d i n á t a [cm] 
x 3 — s u g á r i r á n y ú k o o r d i n á t a [cm] 
x, = xi/R, x2 = x3IR — m é r e t n é l k ü l i k o o r d i n á t á k 
R , — az a l k o t ó i r á n y r a v o n a t k o z ó h a j l í t á s i me revség [kp c m ] 
B 2 — a k e r ü l e t i r á n y r a v o n a t k o z ó h a j l í t á s i me revség [kp c m ] 
B3 — c sava rás i merevség [ k p c m ] 
D l — az a l k o t ó i r á n y r a v o n a t k o z ó nyú l á s i merevség [ k p / c m ] 
D2 — a k e r ü l e t i r á n y r a v o n a k o z ó nyú l á s i merevség [ k p / c m ] 
D3 — ny í rás i m e r e v s é g [ k p / c m ] 
Et — az a l k o t ó i r á n y r a v o n a t k o z ó r u g a l m a s s á g i m o d u l u s [kp /cm 2 ] 
E2 — a k e r ü l e t i r á n y r a v o n a t k o z ó r u g a l m a s s á g i m o d u l u s [kp /cm 2 ] 
oF, ôF0, § p , of,, of2, OF3 — e l t o l ó d á s f ü g g v é n y e k [cm] 
G — ny í rás i r u g a l m a s s á g i m o d u l u s [kp /cm 2 ] 
Af, , M 2 — f a j l a g o s h a j l í t ó n y o m a t é k o k [cm k p / c m ] 
M , 2 , M 2 , — f a j l a g o s c s a v a r ó n y o m a t é k o k [cm k p / c m ] 
TV,, JV2 — n o r m á l e r ő k [ k p / c m ] 
N12, N21 — ny í róe rők [ k p / c m ] 
R — a közép fe lü l e t g ö r b ü l e t i s u g a r a [ cm] 
Q „ Q2 — s u g á r i r á n y ú n y í r ó e r ő k [ k p / c m ] 

X „ X 2 , X 3 — a hé j f e lü l e t r e h a t ó megoszló k ü l s ő erők [kp /cm 2 ] 
* Dr . V a r g a Lász ló , 1026 B u d a p e s t , G á b o r Á. u . 42. 
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e u — a l k o t ó i r á n y ú f a j l a g o s nyú lá s 
r22 — k e r ü l e t i r á n y ú f a j l a g o s nyú lás 
£12, e21 — f a j l a g o s szöge l fo rdu lások 
i>12, v2l — Po i s son t é n y e z ő k ( az első i ndex a z a l a k v á l t o z á s i r á n y á t , a m á s o d i k az erő i r á n y á t 

j e lz i ) 
o n , ff22 — no rmá l f e szü l t s égek [kp /cm 2 ] 
(712, (721 — ny í ró feszü l t ségek [kp /cm 2 ] 

A t o v á b b i jelölések é r t e l m e a szöveg k ö z ö t t t a l á l h a t ó . 

1 . B e v e z e t é s 

A héjak feszültségi állapotának meghatározására szolgáló vizsgálati 
alapok lerakása L O V E [ 1 ] nevéhez fűződik. A hengeres héjakra vonatkozólag 
ugyancsak alapvetőknek tekinthetők; T I M O S H E N K Ó [ 2 ] , F L Ü G G E [ 3 ] , W L A S S O W 

[ 4 ] , D O N N E L [ 5 ] , N O V O Z H I L O V [ 6 ] , és G O L ' D E N V E I Z E R [ 7 ] munkái is, amelyek 
közül tárgyalásmódját tekintve külön figyelmet érdemel [4] és [7]. Ezekben 
találhatók ugyanis az izotrop hengeres héjak feszültségi állapotának közelítő 
megoldásait tartalmazó feszültségfüggvények, amelyekhez hasonló — orto-
trop héjakra vonatkozó — kifejezéseket e sorok írója eltolódásfüggvények-
nek nevez. 

A hengeres héjak feszültségi állapotának meghatározása a középfelület 
eltolódásait tartalmazó eltolódásfüggvény bevezetésével különösen előnyösnek 
ígérkezik a nyomástartó edények vizsgálatakor. Ezek hengeres köpenyéhez 
ugyanis különböző alakú és merevségű szerelvények (a végeket határoló záró-
felületek, az erőbevezetésre szolgáló támaszszerkezetek stb.) csatlakoznak. 
A csatlakozás helyén és környékén uralkodó feszültségi állapot meghatározása 
az illesztési feltételek biztosítása ú t ján történik. Az alakváltozások azonossá-
gát leíró illesztési feltételek pedig közvetlenül kifejezhetők az eltolódásfügg-
vényekkel . Az eltolódásfüggvények birtokában természetesen a belső erők is 
egyszerűen számíthatók. 

Kezelhetőség és áttekinthetőség szempontjából további előnyökkel jár 
az eltolódásfüggvények bevezetése o lyan héjak vizsgálatakor, amelyek homo-
gén anizotrop szerkezeteknek tekinthetők. Ilyen szerkezetek például az üveg-
szállal erősített (üvegszál-vázas) műanyag héjak, amelyek — a műanyagba 
ágyazott végtelen sok elemi szál egyenletesnek tekinthető eloszlása következ-
tében — homogén anziotrop anyagként kezelhetők. Rugalmas tulajdonságaik 
— a biztosági okokból megengedhető alakváltozási tartományban — jó köze-
lítéssel Hooke törvényét követik. 

Az ilyen szerkezeti anyagból készült hengeres héjakra is jellemző, hogy 
falvastagságuk a többi mérethez és a görbületi sugárhoz képest kicsi. í g y 
vizsgálatuk során a vékony héjakra szokásos következő feltevések és elhanya-
golások tehetők: 

1. A héj középfelületére merőleges egyenesek alakváltozás után is egye-
nesek maradnak és merőlegesek lesznek az alakváltozott héj középfelületére. 
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2. A középfelületre merőleges irányban ébredő feszültségek elhanyagol-
hatók a középfelület síkjában és azzal párhuzamos rétegekben ébredő feszült-
ségek mellett. 

3. A középfelületre merőleges irányú fajlagos alakváltozások f igyelmen 
kívül hagyhatók. 

Az előzőek értelmében, a héj valamely Р(Я], x2, x3) pontjában ébredő 
feszültségek és alakváltozások a következő szimmentikus tenzorokkal jelle-
mezhetők: 

F = (aik), 
(i , k, = 1, 2) (a) 

® = («.*)• 

A feltételezéseket kielégítő vékonyfalú szerkezeteknek [2] és [3] szerint 
az s/J? 1/10, [6] szerint az s/J? </ 1/20 méretviszonyú hengeres héjak tekint-
hetők. A feltételezések következtében a hengeres héj ortogonálisán anizotrop 
homogén szerkezetként vizsgálható. Az ortotropia főirányainak a héj alkotó-
és kerületiránya tekinthető. A főirányokra vonatkozó rugalmassági jellemzők 
mérhetők vagy számíthatók. 

Ortogonálisán anizotrop homogénnak tekinthető hengeres héjak eltoló-
dásfüggvényei, legegyszerűbben az egyensúlyi feltételeket leíró differenciál-
egyenletrendszer operátor módszerrel történő megoldása útján származhat-
hatók. A dolgozat tartalmazza az egyenletrendszer pontos és közelítő megoldá-
sait jelentő eltolódások és az eltolódásfüggvények között i tényleges függvény-
kapcsolatokat különböző terhelések eseteiben. Közli az eltolódásfüggvények 
meghatározására szolgáló — az egyenletrendszereket megoldó — differenciál-
egyenleteket. Ezek megoldását azonban nem tárgyalja. Ez utóbbival a szerző 
egy előző dolgozatában [10] foglalkozik, amelyben a homogén egyenletrend-
sze közelítő megoldásait tartalmazó eltolódásfüggvény bevezetése és meghatá-
rozása található. 

2 . A b e l s ő e r ő k és a l a k v á l t o z á s o k k ö z ö t t i ö s s z e f ü g g é s e k 

Az ortotrop héj merevségi főirányaiban ébredő feszültségek és a fellépő 
fajlagos alakváltozások közötti összefüggések — Hooke törvénye alapján — 
a következő alakban írhatók: 

jg 
°11 = («11 + V12«22) 7 

1 - V12V21 

E 
0 2 2 = ~ («22 + "21«l l )> ( l a ~ C ) 

1 - "l2V21 
CT12 = a21 = F «12 = £«21 • 
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Á fajlagos alakváltozásokat a középfelület eltolódásaival kifejezve 
adódik: 

£ n — ~ хз 
М)" 

V' x3 w 
e22 = 

tv 
R R R + x3 R + x. 

(2a—c) 

9. 
= u' + R + X3 r , 3 , *3 

" R + x3 R2 R \ R R + x3 

A deriválást jelző jelölések értelme: 

9 ( ) _ 0 ( ) _ 

d~R 

9( ) _ 9( ) 

O 1 

dX2 

R 

Az ( l a —c) és (2a—c) összefüggések felhasználásával előállíthatók a 
metszeterők és nyomatékok az eltolódások függvényében. Az 1. ábra jelöléseit 
használva: 

JV1 = (Vu 
J » 

1 + t D В 
dx3 = - j j - í"1 + vnV + v12w) - ^ M,U 

J - D 3 
\ ° z ß x 3 --- - r - M + f • + w) + - f ( W + «0 , 
-J л лЛ 

Y n = J V 1 2 ( l + + „i) + - »<•), 

Y 2 1 = J V 2 1 d x 3 = + + A ( u - + 

Mi = - J V n (l + Y ) X3<ÍX3 = ~ (»" + vi2w" - «' - v12if) , 

M2 = — J 2
S o22x3dx3 = (ni" + v21M)U + u>), 

12= — n12 
J 2 

(3a—h) 

M „ = 

M, 

1 + J f 
x3dx3=2j±(u,i--vi), 

21 — — I 2
S

 a2tx3dx3 — 2 

J~2 

B, 
B 2 

A U i u 
tv1' -\ 
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1. ábra.— A feszültségek, a metszeterők és a n y o m a t é k o k , v a l a m i n t a külső t e r h e k értelmezése 

ahol: 

Do 

Ets 

1 — F,AV 

E2S 
1 - "l2V21 

D, = Gs , 

E l S
3 

12(1 - vuv21) 

E2S3 

12(1 - г12ра) 

Gs3 

12 

( 4 a - f ) 

a merevségi főirányokra vonatkozó nyúlási és hajlítási merevségek. 
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3 . Á f e s z ü l t s é g i á l l a p o t d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e i 

A differenciálegyenletek felírása — mint ismeretes — az egyensúlyi 
egyenletek felírása útján lehetséges. Az 1. ábrán látható héjelemre ható erők és 
nyomatékok egyensúlyát a következő összefüggések jellemzik: 

N1 + Ni, = X,R , 

Ni + N{2 -Q2 = X2R , 

N2 + Q\ + Qi = X3R , 

Ml + Mi, -RQ,= 0 , 

Mi + M{2 -RQ2= 0 , 

M2J + RNU - RN21 = 0 

( 5 a - f ) 

A keresztirányú erőket a (5d—e) képletekből kifejezve és az (5b —c) 
egyenletekbe helyettesítve, adódik: 

N1 + Ni, = X,R , 

rn2 + RN[2 - Mi - M\2 = x2r? , 

M2 + МЦ + МЦ + M ' 1 + RN2 = X3R2, 

(6a—c) 

A metszeterők és nyomatékok (3a—h) alatti kifejezéseit a (6a—c) egyen-
letekbe helyettesítve rendezés után a keresett differenciálegyenletekhez jutunk: 

A 7.II 
E, ES E* 

(1 + k)u" + — + "21 К + »Я»1 + к —1W1" 
E* 

A 
E 0 

UÚ" = X Í , 

ES 
b % и1' + v" -\ -(1 + Щ*>п + w' — & 3- h v. 

ES ES 

w 1 + + » + к [ А и4" - А ы ш _ [3 А + „и  
L ES bj2 [ E S 

M;11' = XS, 

( 7 a - e ) 

E, и»' H i-tc I V + 

ES 
+ 22 1- v j m;"" + w-+ 2mi" + mi 

ahol 

S f = 
s,-

1 - V12"21 
A = A_ 

R2Dj 
1 s2  

1 2 Д2^ 

— Áf* , 

R2 
xr = - x „ 

A feszültségi állapotot jel lemző (7a—с) differenciálegyenletrendszer 
megoldása a következő fejezet szerint történik. 
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4 . A d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k m e g o l d á s a a z e l t o l ó d á s f ü g g v é n y 
b e v e z e t é s é v e l 

Az ortotrop hengeres héj feszültségi állapotát leíró (7a—c) egyenletek 
inhomogén lineáris egyenletrendszerként kezelhetők, amelynek megoldásai 
— mint ismeretes — a homogén rész általános megoldásaiból és az inhomogén 
rendszer partikuláris megoldásaiból tevődnek össze. A megoldást jelentő 
eltolódások tehát; 

и = "о + Up » 

v = u0 + vp , (8a — c) 

w — w0 + vp 

alakban írhatók. 
A megoldásokhoz viszonylag egyszerűen az 

JF = ff(*15 x2) (9) 

eltolódásfüggvény bevezetésével juthatunk oly módon, hogy az eltolódásokat 

и = U(9) , 

v = F ( f f ) , (10a—c) 

w = W{&) 
alakban keressük. 

Célravezető és ésszerű az eltolódásfüggvényt ugyancsak két részre bon-
tani, i l letve az 

X2) = x2) + ffpfö, X2) ( 1 1 ) 

összegként előállítani úgy, hogy a homogén rész megoldásait az !F0, az inhomo-
gén rendszer partikuláris megoldásait pedig az oFp függvény tartalmazza. Az 
áttekinthetőség és kezelhetőség érdekében az § p e ltolódásfüggvényt ugyancsak 
célszerű 

§p(x„ x2) = a l f x j , x2) + §2(Xi, X2) + x2) (12) 

összegként értelmezni ahol: 
aF, első eltolódásfüggvény az X , terhelésből adódó u,, vx és w,, az 
OF2 második eltolódásfüggvény az X 2 terhelésből adódó u2, v2 és w2, az 
§3 harmadik eltolódásfüggvény az X 3 terhelésből adódó u3, v3 és w3 

eltolódásokat tartalmazza. 
Végeredményben tehát az eltolódások 

и = u 0 + u, + u2 + u3 = U0(âF0) + UfoPj) + U2(®2) + U3(§3) , 

f = ®o + «i + t>2 + из = V0(§0) + F /IF, ) + V2{§2) + F3(JF3), (13a—с) 

u> = u>0 + Wx + w2 + w3 = JF0(oF 0) + Wx($x) + w2{§2) + W3(§3) 

alakban írhatók. 

3* Műszaki Tudomány 47. 1973. 



2 6 6 VARGA LÁSZLÓ 

Az eltolódások és az eltolódásfüggvények közötti tényleges kapcsolat 
meghatározását a következő fejezet tárgyalja. 

5 . A k ö z é p f e l ü l e t e l t o l ó d á s a i és a z e l t o l ó d á s f ü g g v é n y e k k ö z ö t t i k a p c s o l a t 

A középfelület eltolódásai és az eltolódásfüggvények közötti kapcsolat 
meghatározása az operátor módszer alkalmazásával történhetik. A (7a—c) 
alatti összefüggéseket algebrai egyenletrendszerként kezelve, a keresett u, v és 
u) eltolódások együtthatóiból képzett determináns 

-du di 2 a*
 

to 

= da d22 d23 
Ai d32 d33 

alakban írható. Az d ( / együtthatók értelmét az I. táblázatban foglalt diffe-
rendiáloperátorok adják. 

A (7a—c) egyenletrendszer megoldásait a következő alakban keressük: 

и = « 0 + UP = ® и (у? + yf) + ®12(y® + yP) + ®u(yg + yp
3), 

V = ®0 + vp = ®2 1(yï + yP) + ®M(y® + yf) + ® и (у§ + у?), (15a—с) 

w = w 0 + wp = ®31(y0 + yP) + ®32(y° + y f ) + @зз(у§ + y f ) . 

I . Táblázat 

Az eltolódások együtthatóit jelentő operátorok 

dn 
E , 9» G(1 + А) 9» 
E , 95} 1 EJ 95} 

d „ = dtl 
( i 

, ) Э» 

1 
dis = d« ( G Э3 E , 93 j 

[ E J 95,95} E , 95} J 

dj! G(1 + 3k) 9» 9" 
E J Эх} + 95} 

ds, = d„ 
w - ' ( 3 EJ + " » ) 95}95, 

djj 0 G j 9* 9* о 9» j 
2 E J + 4 95}95} 1 95} + 95} J 
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A megoldásokat a (7a — c) differenciálegyenletrendszerbe helyettesítve, 
— a lineáris algebrai egyenletek elmélete alapján — a következő homogén, és 
inhomogén egyenletrendszerhez jutunk: 

= 0 , 

= 0 , (16a —c) 

®yg = 0 , 

valamint: 

= X ? , 

= X* , ( 1 7 a - c ) 

= X? . 

A homogén egyenletrendszer általános megoldását tartalmazó megoldó 
egyenlet levezetéséhez a gyököket 

y í = = y o = 0 és о (18a—c) 
G 

alakban célszerű választani. í g y a megholdásokat az 

= 0 (19) 

egyenértékű differenciálegyenlet tartalmazza, 
abol 

(20) 
G 

Az inhomogén rendszer partikuláris megoldásai 

r t - f * . 

r l - ^ - ' f ( 2 1 a - c ) 
Cr 

л - f * . 

alakban állíthatók elő. A megoldásokat tartalmazó eltolódásfüggvények az 

= X f , 

= X2* , (22a —c) 

= X3* 
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differenciálegyenletek partikuláris megoldásaként adódnak. Az előzőek értel-
mében az eltolódások és az eltolódásfüggvények közötti kapcsolatot az 

и = + + + s 0 ) , 

V = + ®* + + , ( 2 3 a - c ) 

w = + ®3*2IF2 + ®3*3(^3 + ®0) 

egyenletek írják le. 
A közöltek szerint az eltolódásfüggvények potenciálfüggvényeknek 

tekinthetők, amelyekre vonatkozó részletesebb vizsgálatok a következő feje-
zetben találhatók. 

6 . A homogén rendszer megoldásait tartalmazó eltolódásfüggvény 

Az előző fejezetben levezetett (23a—c) összefüggések alapján — figye-
lembevéve az operátorok I. táblázatban foglalt kifejezéseit, továbbá a (20) 
alatti értelmezést — a homogén rendszert megoldó eltolódások és az eltolódás-
függvény közötti tényleges függvénykapcsolat a következők szerint alakul: 

»0 = + k(U„pl» + UM9ov + иш9™ + U06§1::) + 

+ V{Um8% + t / 0 8 ^ I I : ) , 

«о = + V02$ï + k(V03§- + + F05^
i:") + 

+ (24a —c) 

«о = + Wm9™ + Wm9^ + k(Woi&™ + 1 F 0 # ' I : + IFoeáF-:) + 
+ k2wm®y-. 

Az együtthatók kifejezései a II . táblázatban találhatók. 
Az eltolódásfüggvény meghatározására szolgáló (19) differenciálegyenlet 

pedig az alábbi alakot ölti: 

^0VI11 + « 0 Ä V , : + «02^ V : : + « 0 + «04^6::: + « . A " ' + 

+ + + «o8^ô:: + V c W + «ио*о , ! + «mi*ô ! = « - (25) 

Az együtthatók a III . táblázatban közölt összefüggések szerint alakulnak. 
Az 9 0 eltolódásfüggvény — adott peremfeltételek esetén — a (25) egyen-

let általános megoldásaiból számítható. 
A vizsgálatok tárgyát képező vékony héjak eseteiben R/s )> 10; tehát 

к <C 0,001 így к az egység mellett indokoltan elhagyható. Az elhanyagolás 
következtében a gyakorlat számára elfogadható pontossággal, а IV. táblázat-
ban közölt együtthatókkal számolhatunk. 
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I I . Táblázat 

A homogén megoldások együtthatói 

j U0j 

1 — "JL 
Et 

V*1 G~ 
Ei 
E, 

2 1 — 1 i t - » » 

3 — 3V2 1 — 1 1 

E, 
2 E > 3 E 1 

Et 
2 E, 

5 
2 ( 2 Í R + * » ) A 

6 — I , G L 

7 
' w 

8 
- k 

További jelentős egyszerűsödést jelent, ha az előző megfontolások alapján 

(1 + k)u" ^ u" 
(26a—b) 

(1 + 3k)v" ^ v11 

közelítéssel élünk. Ebben az esetben ugyanis a 
u 0 3 = U m = U o s = о , 

V — V — 0 
'03 — '06 " ' 
^04 = ^05 = ^06 = ^07 = » 

együtthatók adódnak. í g y a (24a — c) egyenletek a következő alakot ölt ik: 

«о = адп + + + uos + u06^--), 

«о = + V02§- + k( V M § y + V05&n , (27а c) 

= wm§™ + + w ^ • 
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I I I . T á b l á z a t 

Az együtthatók pontos meghatározására szolgáló kifejezések 

«0 к ( - |a}S (1 + 21c - 3к') 

«01 o0 Еш[ G + 4 E* k {G 15 Et 8V") + 9 k Et 

«01 V t6 A + 2 v " i t - w -8vL+(6 f - 6 v » w -3vl' j - f c V i J 

«03 - f 
«0 L 

«04 A ( i + k )  
«0 

«05 2 A A , i i ( I + 3 k) 
«0 Ьг 

«06 a K t + A - Ж - + 4 | - í r ) ] 
«07 k Í8 G 

A l 
- + 2 A _ 2 V î i + i c ( 1 4 A . + 2 v i i ) + 6 f c 2 A r ] 

«08 2 - ( l + k) 
«0 

«09 
к 

«0 

«010 
к 

«0 

«011 —(1 + fc) 
«0 

Az eltolódásfüggvény meghatározására szolgáló (19) differenciálegyenlet 
pedig az alábbiak szerint írható: 

« У " ' + «0#0V I : + «02^V : : + «03^ I : : : + « 0 # ó : : : + «05^0VI 

+ «06^0V: + «07^üI:: + « 0 8 + «09^ÄV + «o io^ I : + «m#5 : = 0 . (28) 
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I V . Táblázat 

Az együtthatók közelítő meghatározására szolgáló kifejezések 

Az együtthatók a IV. táblázat szerint és az 

összefüggésekből számíthatók. 

4* Műszaki Tudomány 47. 1973. 
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7 . A z i n h o m o g é n e g y e n l e t e k p a r t i k u l á r i s m e g o l d á s a i t t a r t a l m a z ó 
e l t o l ó d á s f ü g g v é n y 

Az inhomogén differenciálegyenletrendszer partikuláris megoldásai 
— mint ismeretes — a héjfelületre ható megoszló erőrendszer hatását kép-
viselik. Meghatározásuk során egyszerűsítő feltevések tehetők [5] a következő 
elhanyagolások útján: 

A metszeterők (jVlf N2, N12, iV21) kifejezésében szereplő B,-vel szorzott 
tagok elhagyhatók a ű , - v e 1 szorzott tagok mellett. 

A nyomatékok (M4 , M2, Mí2, M21) kifejezésében, a w eltolódás második 
deriváltjai te", iv", w1 ) mellett az и és » eltolódások első deriváltjai (y1, v', и1, u) 
elhanyagolhatók. 

Az erők kerületirányú egyensúlyát leíró egyenletben a viszonylag kis Q2 

keresztirányú erő még kisebb kerületirányú komponense elhagyható. 
Az elhanyagolásokból származó hiba nagysága а к tényező függvénye. 

A szokásos héjaknál (к < 0,001) a hiba f igyelmen kívül hagyható [8], [9]. 
Az elhanyagolások következtében a (7a —c) differenciálegyenletrendszer 

az alábbi alakot ölti: 

E, E* 
+ V2 

G 
E* 

+ V2. u1' -f- v" A 1>» 4- w" 
E* 

v1' + v21wl = X* , 

X* , (29a —c) 

v21ul -j- v' -)- w -)- к —U №IV -f- 2 
En 

Q 
2 - h v21 

Et 
IV I I : - ) - w" = x t . 

A (29a — с) inhomogén rendszer partikuláris megoldásait tartalmazó 
kifejezések bevezetése az 5. fejezetben közölt módszer szerint történhetik az 
eltolódások együtthatóiból képzett 

dll d12 d13 
d21 d22 d23 

-d31 d32 

(30) 

determináns figyelembevételével . Az dfy együtthatók értelmét mos t az V. 
táblázatban foglalt differenciáloperátorok adják. 

A (20), (22a —c) és (23a —c) összefüggések alapján, az eltolódásfüggvé-
nyek meghatározására, valamint az eltolódások és az eltolódásfüggvények 
közötti kapcsolat kifejezésére az alábbi összefüggések szolgálnak: 

©p*^ = X* , 

x t , (31a —c) 

®p*IF3 = X3* , 
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V. Táblázat 

Az eltolódások együtthatóit jelentő közelítő operátorok 

dfl 
E, 9» G 9» 
E, 95} 1 E* 951 

df, = d?, 
[ G ) 9» 
А ? + 4 95,95, 

dfa = df, 
9 

V»95T 

dis 
G 8» 9« 
E* 95Î + 951 

dis = df, 
9 

85, 

dis 

valamint 
up = u, + u2 + u3 = + ®P*§2 + ®P*§3 , 

vp = vx + v2 + v3 = + §)P2*§2 + 3 , (32a —c) 

wp = wi+w2 + w3 = Щ*^ + -f ffißf*,. 

A (32a — с) összefüggések alapján — figyelembe véve az operátorok V. 
táblázatban foglalt kifejezéseit — az egyes eltolódások a következők szerint 
írhatók: 

«1 = вд1 + чи12$г + аду: + ад,:: + ад::). 

"I = A 4 ' + *( A 4 V ' + A 4 1 ' " + A 4 " ) , (33a —c) 

«ü = Ï A 4 " + 

továbbá 

u2 = ад- + к ( а д у - + ад"=- + и а д 1 ' ) , 

t>2 = ад1 + F 2 # 2 + fc(A4" + v 2 i ^ : + ад,:: + А 4 : : ) , (34а—с) 

w2 = A l 4 ' ' + A 4 ' » 
valamint, 

»3 = ад» + I 

f 3 = A 4 1 ' + A 4 ' . ( 3 5 а - с ) 

и̂ з = A 4 V + * А 4 , : + А 4 : • 

4* Műszaki Tudomány 47. 1973. 
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VI . Táblázat 

Az inhomogén megoldások együtthatói 

j U4 Vij= u2j Wij= u3j= uoj Wsi=Vsl=Vüí £ II 

£ 

1 1 — 1 — V !1 
Ei 
G 

Ei 
V " G ~ 

Ei 
E, 

2 
Ei 
E, - ( 

Jk , v EL 
Et G 

1 1 — 1 

3 
Et E\ 
G Ег 

1 

4 
F* 

— 

5 
E; 
G 

6 1 
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Az Ujj, Vjj és Wij együtthatók a VI. táblázatban közölt összefüggésekből 
számíthatók. 

Az eltolódásokat kifejező eltolódásfüggvényeket a (31a—c) összefüggések 
alapján felírható 

ЗУ'" + °01^ÍVI: + «02 A " + « 0 # Г : : 5 + « 0 4 + « o " A = 

= a** A Xf ( i = 1, 2, 3) (36) 
Ei 

differenciálegyenletek partikuláris megoldásai szolgálják. 
Az együtthatók a IV. táblázat szerint és az 

« « - - A 
09 " A E* 

összefüggésből számíthatók. 
Említést érdemel még az a megállapítás [8], [9], [10], hogy a perem-

terhelések hatására ébredő feszültségállapot sok esetben elfogadható pontos-
sággal vizsgálható a (29a — c) egyenletrendszer homogén részének megoldása 
útján is. Ilyen jellegű vizsgálatok — ortotrop hengeres héjra vonatkozólag — 
a szerző előző dolgozatában [10] találhatók. 

8 . A membránfeszültségi állapotra vonatkozó eltolódásfüggvények 

A gyakorlati számítások során különös fontossággal jelentkezik a hen-
geres héjakban ébredő membránfeszültségek és ezek hatására fellépő alak-
változások meghatározása. N e m érdektelen tehát a membránfeszültségi álla-
pothoz tartozó eltolódásfüggvények ismertetése. 

A vizsgálatok teljes egészében a már közölt összefüggések felhasználásá-
val történhetnek a membránfeszültségi állapotra je l lemző B, = 0 és A = 0 
feltételezésével. í g y a membránerők okozta eltolódások a (33a c), továbbá 
a (34a — c), valamint a (35a — c) összefüggések felhasználásával a következők 
szerint írhatók: 

«jm — Un&\ l
M , 

vim = V I , » ( 3 7 a - e ) 

Щм = A A + Wu§Ym , 
továbbá, 

« 2 M = H A •> 

i'2M = П А + H A » ( 3 8 a - с ) 
W2M = A + ^22 A > 

4 * Műszaki Tudomány 47. 1973. 
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valamint, 

«зM = U n S № + U32§l'M , 

v3M = V n 8 § , + VZ2§ÏM , ( 3 9 a - с ) 

w3M = + W32§\c + . 

Az eltolódásfüggvény meghatározására szolgáló (36) differenciálegyenlet 
pedig a következő alakra egyszerűsödik: 

^ = ( i = 1 , 2 , 3 ) (40) 
F i 

Beveze tve a 

(41) 
Ej 

terhelésfüggvény értelmezését a (40) differenciálegyenlet megoldása; 

^ i M = J o i + 2 C n № r 1 (42) 
n=1 

alakban írható, ahol J0; az 

A- i )< = í Jkidxy (k = 1, 2, 3, 4,) (43) 
összefüggés alapján számítható. 

Az eltolódásfüggvények ismeretében az eltolódások mellett természete-
sen a membránerők is meghatározhatók. 
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Displacement Functions of Orthogonally Anisotropic Cylindrical Shells. Disp lacement 
f unc t i ons describing the s t ress s ta te of o r tho t rop ic , an iso t ropic cylindrical shells are analysed 
a n d de te rmined on the a s s u m t i o n of homogeneous a n i s o t r o p y . By in t roduc ing t he displace-
m e n t func t ions , the exac t a n d approx imate solut ions of t he se t of different ial equa t ions der iv-
ed f r o m the equi l ibr ium condi t ions are p r e s e n t e d . The r e l a t i on between t h e d isp lacements 
and d isplacement f unc t i ons render ing genera l solutions t o t h e homogeneous p a r t and per-
fo rming par t icu la r solut ions t o the non-homogeneous s y s t e m are detai led. T h e d i f ferent ia l 
equa t ions furn ish ing the es tab l i shment of t h e d i sp lacement func t ions are r e p o r t e d . Las t , t h e 
re la t ions exis t ing be tween t h e displacements caused b y t h e m e m b r a n e forces a n d the dis-
p lacement func t ions , as well as the d i f fe ren t ia l equa t ion inc luding the d i sp lacement f unc -
t ions and thei r solution a r e shown. 

Versch iebungsfunkt ionen von or togonal-anisotropischen zylindrischen Scha len . B e h a n -
del t werden die U n t e r s u c h u n g und E r m i t t l u n g zyl indrischen Schalen kennze ichnenden Ver-
sch iebungsfunt ionen u n t e r d e r Voraussetzung d e r Anisotropie . Durch E i n f ü h r u n g der Verschie-
b u n g s f u n k t i o n e n werden sowohl die e x a k t e n als auch die Näherungs lösunghengen des Dif-
ferent ia lg le ichungssys tems dargestel l t , das s ich aus den Gleichgewichtsbedingungen ergibt . 
Der Z u s a m m e n h a n g zwischen den Verschiebungen, die die a l lgemeninen Lösungen des homo-
genen Teils u n d die p a r t i k u l a r e n Lösungen des i nhomogenen Systems b e d e u t e n , und den 
Versch iebungsfunkt ionen w i r d eingehend e r ö r t e r t . Ferner w e r d e n die Dif ferent ia lg le ichungen 
zur E r m i t t l u n g der Versch iebungs funk t ionen vorgelegt . Abschl ießend werden die Zusammen-
hänge zwischen den d u r c h die M e m b r a n k r ä f t e he rvorge ru fenen Verschiebungen u n d Ver-
sch iebungsfunkt ionen , sowie die, eine V e r s c h i e b u n g s f u n k t i o n e n en tha l t ende Different ia l -
gleichung u n d deren L ö s u n g erör ter t . 
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