
DISZKRÉT ARGUMENTUM!) FÜGGVÉNYEK 
ALKALMAZÁSA PRIZMATIKUS RUDAK RUGALMAS 

SZABAD CSAVARÁSÁNAK ELEMZÉSÉRE 

E C S E D I I S T V Á N * 

[Beé rkeze t t 1972. jú l ius 20-án] 

A t a n u l m á n y ortogonális görbevonalú koord iná ta rendsze r koord iná t avona la i á l ta l 
h a t á r o l t tömör keresz tmetsze tű p r i zma t ikus r u d a k ruga lmas s zabad csavarás i f e l a d a t á n a k 
mego ldásáva l foglalkozik. Diszkré t a r g u m e n t u m ú függvények a l k a l m a z á s á v a l zár t a l a k b a n 
e lőál l í t ja a vizsgált ke resz tmetsze tek csavarási tehe te t lenségi el lenál lását . 

Jelölések 

T = X, y síkbeli , egyszeresen összefüggő, r e k t i f i k á l h a t ó h a t á r g ö r b é j ű t a r t o m á n y , a csa-
va r t p r i zmat ikus rúd ke resz tmetsze te , 

y = a T t a r t o m á n y h a t á r g ö r b é j e , 
Ф = a keresz tmetsze t P r a n d t l - f é l e feszül tségfüggvénye, 
u , V = ortogonális görbevonalú koord iná t ák , 
X, y = Descartes-féle k o o r d i n á t á k , 

hl m 

hl 
И dv ] 

L a m é e g y ü t t h a t ó k , 

az xyz koo rd iná t a rendsze r egységvektora i , 

ké t v e k t o r í 1 szorza tának je le , 
[ v e k t o r a h s j [x] 

j = az u, V görbevonalú k o o r d i n á t a r e n d s z e r bázis vektora i 

(«и = Ц = 1 , e u • <Г„ = 0 ) , 

^ f z I = az xy sík P p o n t j á b a n éb redő f " J i r á n y ú feszültség (lásd 1. ábra) , 

Mc = a r ú d egy tetszőleges ke re sz tme t sze t é t t e rhe lő c s a v a r ó n y o m a t é k , 
I p = a keresz tmetsze t c s a v a r á s i ellenállása, 
G = a r ú d anyagának c s ú s z t a t ó rugalmassági együ t t ha tó j a , 
í i = a hosszegységre eső r e l a t í v e lcsavarodás , 
I = У — 1 = képze tes egység, 

* Ecsedi I s t v á n , 3528 Miskolc , Frankl in u . 17. 
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318 ECSEDI ISTVÁN 

f , g = k o m p l e x változós f ü g g v é n y e k , 
a, b = a keresz tmetsze t h a t á r á h o z rendel t görbevonalú k o o r d i n á t á k , 

Ы - a l é p é s t á v 0 l s á g [ Г - Ь е Т ] ' 
щ = ihu, (i = 0,1,2, . . . ,M) 
Vj = jhv, ( j = 0,1,2, . . . , N ) 

m = 

8* Э2 

Эх2 + Эу2 

JV = 
A. ' 

Э2 9 2 

i l letve + 

P,- j - az u,-, г у görbevonalú k o o r d i n á t á j ú p o n t az x, у síkon, 

..1 = + ~ 2 Ф ' . > + Ф и - 1 +
 Ф | ,У+1 - 2Ф,-,у + Ф , , ; - , Ь[Ф,,у] = 

a Laplace féle d i f fe renc iaoperá tor , 

к hl 

в' = в" 
1 

1 2 ' 

. 1 / Э Ф _ ЭФ „ j 

m', = 

М4" = 

Э4Ф 
Эи4 

Э4Ф 

U = Uj-(-U'/lu 
V = V J 

+ 

u=ut 
V-»')+M"ft. 

Э'Ф 
Эи4 

Э4Ф 
Эк4 

и=и,—v'hu 
V=Vj 

dv* 

о ^ к', /г', v\ р." <.1, 

и=иt 
v=vj—v"kv 

Фу j = Ф(Ли, jhv), <р\т?п' . . . d i s zk ré t a r g u m e n t u m ú függvények , 

y = a s a j á t függvényhez t a r t ozó s a j á t é r t é k , 
dTy j = te rü le te lem, 
C/n,n(m = 1»2, • • • , M—1, re = 1,2, . . . , JV— 1) = e g y ü t t h a t ó a „ s a j á t f ü g g v é n y e k szer in t i 

so r fe j t é sné l" (lásd (28) összefüggést ,) 
= a Jacobi-fé le f ü g g v é n y d e t e r m i n á n s , 

Egyéb mennyiségeke t , vá l t ozóka t a szövegben é r te lmezünk. 

1. Bevezetés 

Tömör , ál landó ke re sz tme t sze tű p r i zma t ikus r u d a k rugalmas s z a b a d 
csavarása , — m i n t i smere tes , — az a lábbi pe remér ték f e l a d a t mego ldásá ra 
veze t : 

Megha tá rozandó az a T t a r t o m á n y b a n és a T t a r t o m á n y t ha tá ro ló у 
görbe m e n t é n folytonos o l y a n Ф = Ф(х, у) függvény , a m e l y a T t a r t o m á n y -
ban a 

АФ = - 2 (1) 
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Poisson-féle parc iá l i s differenciálegyenlet , a y görbe m e n t é n pedig a 

Ф = 0 (2) 

homogén pe remfe l t é t e l t elégíti ki . 
А ф = Ф(и,и) feszül tségfüggvény i smere tében m á r számolni t u d j u k a 

ke resz tmetsze t s í k j á n a k egy tetszőleges P p o n t j á b a n éb redő rU2, xm feszül t sé-
geket , v a l a m i n t a keresz tmetsze t csavarási tehete t lenségi ellenállását ( lásd 
pl . [1]): 

g0 9ф m 
tuz = — , (3) 

H v qv 

• W — I r — . m 
hu du 

x = xuzeu + rvzev = g0f7 фхк, (5) 

I p = 2 $ m 0 d T . ( 6 ) 

A vizsgált ke resz tmetsze te t az 1. ábrán v á z o l t u k . 
A ke resz tmetsze te t t e rhe lő c s a v a r ó n y o m a t é k és a f a j l agos e lcsavarodás 

szöge közöt t 
m с 

ipg 
(7) 

a lakú összefüggés érvényes. A t a n u l m á n y az (1), (2) á l ta l k i je löl t p e r e m é r t é k 
f e l ada t n u m e r i k u s megoldásá t — diszkrét a r g u m e n t u m függvények fe lhasz -
ná lásáva l — ortogonál is görbevonalú koord iná ta rendsze r k o o r d i n á t a v o n a l a i 
á l ta l h a t á r o z o t t T t a r t o m á n y fe le t t ad j a m e g . 
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320 ECSEDI ISTVÁN 

2 . Poisson-féle parciális differenciálegyenlet numerikus megoldása ortogonális 
görbevonalú koordinátarendszerben diszkretizálással 

Gyakran célszerű beveze tn i egy o l y a n u, v ortogonális görbevonalú 
koordiná tarendszer t , amelye t az 

и = u(x, y) 
v = r (x , y) 

X — х(и, v) 

У = y(u, v) 
(8) 

v=áll 

u=áll 

v-àll 

2. ábra 

konform leképezés határoz m e g az x, y s íkon , az u, t; sík u = állandó, v = ál-
landó ortogonális egyenesseregének k é p e k é n t (2. ábra). E leképzést az 

и + Iv = / ( x + I y ) , (x + I y = g(u + Iv), ( I = f = T ) (9) 

analit ikus egyér tékű k o m p l e x függvény segítségével is m e g a d h a t j u k . A (9) 
ál tal megha tá rozo t t görbevonalú koordinátarendszer izometrikus, azaz 

H u = H„ • (10) 

Izometr ikus ortogonális görbevonalú koord iná tarendszer Hu, Hv Lamé együ t t -
hatói t a 

щ = щ = h2 = m* г + = [щ* + = 18'{u + iv) I2 (11) 
l du J ( a u ) ( э и ) [ d v j 

egyenletből s z á m í t j u k (lásd pl . [2]). Transzformál juk az (1) parciális d i f feren-
ciálegyenletet az x, у Descartes-féle koordiná tarendszerbűi az и, v or togonál is 
görbevonalú koord iná ta rendszerbe : A t ranszformáció a (lásd [2]) 

( 1 2 ) 
9 u2 dv2 
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a lakú Poisson-féle parciál is d i f fe renc iá legyenle te t a d j a . A fent i parciá l is 
d i f ferenciá legyenle te t — a (2) peremfe l té te l me l l e t t — az и — 0, ti = 0, и = a, 
V = b koo rd iná t a vona l ak á l ta l h a t á r o l t T t a r t o m á n y fe le t t f o g j u k megoldani . 
A T t a r t o m á n y képe az u, v s íkon az 

о < ; и < ; a 

0 <,v <,b 
(13) 

a=mk 'u 

b=Nhь 

-С 

lu 
a 

и 

3. ábra 

egyenlőt lenségek által m e g h a t á r o z o t t — 3. á b r á n vázolt — tégla lap. A (12)-es 
egyenlet diszkret izál t v á l t o z a t a a 

(A*0)Pii = - 2(H2)Plj, ( 1 4 ) 

p t j í t 
egyenle t rendszer , amelynek tényleges előáll í tása a d i f fe renc iá lhányadosok 
d i f fe renc iahányadosokka l való közelí tése ú t j á n valósul m e g . Legyen 

hu u -ban 
a lépés távolság , 

v-ben 

a = Mhu, 

b = N h v , 
(15) 

Ф,7 = 0(ihu,jhv) , ( 1 6 ) 

Hl = H(ihu,jhv)2, ( И ) 

i = 0,1,. . . , M; 

/ = 0 , 1 , . . . , A . 
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322 ECSEDI ISTVÁN 

A L a p l a c e o p e r á t o r t — cent rá l i s d i f f e r e n c i a h á n y a d o s o k a l k a l m a z á s á v a l — 
u - b a n hu, v - b e n hv l é p é s t á v o l s á g esetén az a l ább i a l a k b a n t u d j u k e lőá l l í t an i 
( lásd pl. [4] ) : 

hl 

+ 1 — 2 0 i j + ф и - 1 + M ' ß ' h 2 + m ; ' 0 " A 2 . (18) 
hí 

Legye 

L \ 0 I - 0 i + 1 ' J - 2 Ф <- ' + I ~ + П9) 
к hl 

A (14)-et h e l y e t t e s í t ő d i f f e r e n c i a e g y e n l e t e t a (19) f e l h a s z n á l á s á v a l — e l h a g y v a 
az M'ß'l + M"ß"hl k o r l á t o s m a r a d é k t a g o k a t — 

цфи] = - 2 h l j (20) 

a l a k b a n í r h a t j u k fel. 
A 

Ф/, 0 = Ф/. A7 = Ф 0 J = .] , (21) 

(i = 0, 1, . . . M; j = 0, 1 , . . . , N ) 

h o m o g é n p e r e m f e l t é t e l t k i e l ég í tő m e g o l d á s á t s a j á t f ü g g v é n y e k szer in t i h a l a d ó 
sor fe j tésse l o l d j u k meg. A f e l a d a t m e g o l d á s á h o z szükség v a n a 3. á b r á n v á z o l t 
t ég l a l ap a l a k ú t a r t o m á n y c s o m ó p o n t j a i n é r t e l m e z e t t 

= - (22) 

parc iá l i s d i f f e r e n c i a e g y e n l e t e t és a 

= <p\mNn) = <P&n) = <PÏÏf = 0 ( 2 3 ) 

h o m o g é n p e r e m f e l t é t e l á l t a l m e g h a t á r o z o t t s a j á t é r t é k p r o b l é m a АШ|П s a j á t -
é r téke i re és <plmj") s a j á t f ü g g v é n y e i r e . 
K ö z v e t l e n behe lye t t e s í t é s se l m e g g y ő z ő d h e t ü n k arról , h o g y a (22), (23) á l t a l 
k i j e lö l t s a j á t é r t é k p r o b l é m a mego ldása i a 

iá 4 . тпл 4 . 2 пл 
= — sm 2 — + — S l n " T T ' ( 2 4 ) 

A2 M h2
v N 

(m = 1, 2, . . ., M - 1; n = 1, 2 JV - 1) 

s a j á t é r t é k e k és a h o z z á j u k t a r t o z ó 

9>h , n ) = sin — i s in — j (25) 
m n 

(i, m = 1 , 2 , . . . , M - 1 , y , n = 1 , 2 N — 1 ) 
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sa já t függvények . A (20), (21) á l ta l kijelölt peremér ték fe lada t megoldását 
— és Ámn i smere tében — 

M - l N —1 , 
ф и = 2 2xrl<pimfn) (26) 

m=1 n=l Ал, n 
(i, m = 1, 2, . . . , M; j, n = 1 , 2 , . . . , N) 

alakban próbá l juk előállítani. E diszkrét a r g u m e n t u m ú függvény bármi lyen 
cm n (m — 1, . . ., M — 1; n — 1, . . . ,N — 1) együt thatórendszer esetén 
kielégíti a (21) peremfel té te leket . A (20) parciális differenciálegyenletet — m i n t 
arról közvet len behelyet tesí téssel meggyőződhe tünk — akkor , és csakis a k k o r 
elégíti ki , ha 

M-l ЛГ-1 
2 2 cmn<pímfn) = 2 h i j ' (2?) 
m=1 n=l 

(i = 1, 2 M - 1; j = 1, 2 N - 1). 

Szorozzuk meg a (27) egyenlet m indké t o ldalá t a sin kni/M mennyiséggel, s a 
k a p o t t egyenleteket összegezzük i szerint (i = 1, . . . , M — 1), t o v á b b á 
ha alkalmazzuk a t r igonometr ia 

0 , AL,1 . m л . . кл , 
> sin l sin 1 = 

tri m m 
M ha (28) 
— , m = k 

azonosságát, az a l ább i egyenletet kap juk : 

M N - 1 . п л . Mt1 тл . 
— 2 = а 2 щ - — г. (29) 

A (29)-et ismét megszorozva a sin kjy/iV-nel és a kapot t egyenleteket össze-
gezve j szerint ( j = 1, . . . , N — 1), t ovábbá a lkalmazva a (28)-as azonossá-
got, az alábbi összefüggésre j u t u n k : 

M - N _ " - 1 л*"1 т я . . п я . 
cm n = 2 у У ЯЛ sin i s m j , (30) 

4 fűi jŰ M N J 

azaz 

8 ^ Y ; 1 „о . т я . . п я 
Cmn У У H f i s in —— i sin ——/", (31) 

M • N fŰ jŰ M N J 

(m = 1, 2 , . . M — 1; n = 1, 2 , . . . , N — 1). 

így előáll í tot tuk a (20), (21) á l ta l m e g h a t á r o z o t t peremérték fe ladat megoldá-
sát , hiszen a (31) á l t a l meghatá rozot t cmn együ t tha tó rendsze r esetén a (20) 
parciális differenciálegyenlet is k i v a n elégítve, h a а Ф f üggvény t a (26) egyen-
lettel á l l í t juk elő. 
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324 ECSEDI ISTVÁN 

3 . D i s z k r é t a r g u m e n t u m ú f ü g g v é n y e k a l k a l m a z á s a a ruz, rvz és Ip 
s z á m í t á s á r a 

A (3), (4) egyen le tek d i s zk re t i zá l á sábó l k a p o t t ö s sze függésekbő l már 
t u d j u k s z á m í t a n i — d i szk ré t a r g u m e n t u m é r t ékekné l — a ruz és a xvz f eszü l t -
ségeke t :* 

_ Gê Фи+1-Фи_, _ 
{ u z ) í j huj 2hv 

G& N~} cmn . тпл . . пл пл . 
= > > s in l sin cos 1 , 

НЦК £.1 Út Vnn M N N 

(i = 0 , 1 , . . . , M; j = 0 , 1 , . . . , N) (32) 

{ r z ) U ~ Н у 2k 

go ^ çmn_ sin ̂  sin co8 
— ^ 12 Я/Г ЛТ J ЛТ V ' 

Я,7ЛЦ^1 ^ vmn M N M 

(i = 0, 1, . . ., M; j = 0, 1, . . ., JV) . 

T é g l á n y s z a b á l y a l k a l m a z á s á v a l a (6)-os egyen le t a l a p j á n í r h a t j u k , h o g y 

M-l N-l M - l N-I 
2 2 20'idtu = 2 2 щ р ъ к к , (34) 
1=1 j = 1 1=1 J' = 1 

h iszen 

d T u = 
Э(м, я) 

/»„A, = H2ijhuhv . (35) 

H e l y e t t e s í t s ü k (34)-be а Ф,7 (26)-os a l a k j á t , m a j d az így k a p o t t e g y e n l e t -
b e n cse ré l jük f e l az i, j és m,n szer in t i összegezés s o r r e n d j é t , azaz e lőször össze-
gezzük az i,j vá l tozó i sze r in t . H a a t o v á b b i a k b a n a 

n i\ „i . тпл . . пл . -
<P(k]n = T u ' n ) = sin — I sin — j (36) 

összefüggés t a l k a l m a z z u k , az a lábbi e g y e n l e t e t k a p j u k I p - r e : 

M-l N-l r M-l N-l 
h = 2 2 i r 2 2 m m k h • (37) 

m—l n=1 Алл í=i j = l 

* Egysze rű számolással meggyőződhe tünk ró la , hogy (32), (33) a lakú тиг és tvz esetén 
az u = 0 és u = a peremen Ttz = 0, va lamin t az t; = 0 és i> = b p e r e m e n a zu2 = 0. 
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A (30) fe lhaszná lásáva l í r ha t j uk , h o g y 

M-l N-l \J . ту 

i = l ;=1 4 

A (38) (37)-be helyet tes í tésével 1р-те az 

M . M-l N-l J2 aL M-l N-l 

=1 n—l ^n 

összefüggést í r h a t j u k fel . I t t b e v e z e t t ü k a 

m=1 n=l 

jelölést . 
(m = 1, 2 , . . „ M - 1; n = 1, 2 , . . ÍV - 1) 

4 . Néhány speciális keresztmetszet 

a) Körgyűrűcikk keresztmetszetű prizmatikus rúd 

Transz fo rmác ió egyenlete ( lásd 4. ábra) : 

x = rbe" cos V 
y = rbeu sin V . 

A L a m é e g y ü t t h a t ó k : 
Щ = Щ = Я 2 = rie2" , 

A Cm, л e g y ü t t h a t ó k kifejezése: 

cm.n = 4 ri 
1 - ( - l ) 2 M - l m л . 

cot Y е2л«' sin » . 
M-N 2N M 

(m = 1, 2 , . . M — 1; n = 1, 2 , . . N - 1). 

4. ábra 
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с 

2 

4 m-l n-1 
- YFÁT * 2 2 ™s2(ihu - «) + cosh 2(jh, - /?)*. 

Al/V i = 1 
тля _ . пл . 

x sin 2 sm ; , 
M JV 

(m = 1, 2, . . M - 1; n = 1, 2, . . N - 1 ) . 

u=0 

у 

X] 
* 1 \ о 

С - -Л 

(44) 

b) ellipszis és hiperbola ívek által határolt keresztmetszetű prizmatikus rúd 

A t ranszformác ió egyen le te (5. á b r a ) : 

x = с sin (и — a)cosh(v — ß) | 
у = с cos (u — a)sinh(r — ß), J 

о <; u <; 2a = a 
О <, V <, 2ß = b , 

A L a m é e g y ü t t h a t ó k : 

щ = щ = h2 = c2[cos2(w - a) + s inh 2 (v - /8)] = 

[cos 2(u — a) + cosh 2(v — ß)] , 

а cm,n e g y ü t t h a t ó k ki fe jezése: 

c„ 

(45) 

(46) 

5. ábra 

с) Másodfokú parabolaívek által határolt keresztmetszetű prizmatikus rúd 

A t ranszformác ió egyen le te (6. á b r a ) : 

(u + «)(«, - ß) 
x — 

У 

A Lamé e g y ü t t h a t ó k : 

H 2 = H 2 

( И + g)2 _ ( р _ fl« 

2 С 

О <; u < а 

О V 2ß = b , 

щ = (» + а)2 + (у - /З)2 

с2 

(47) 

(48) 
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a cm n e g y ü t t h a t ó k kifejezése: 
4 

MN {[1 - ( - ü l 
пл . . mn 

cot > (ihv + а у sin — 1 + 
2/V Í = 1 M 

+ [ ! - ( - 1 Г ] cot f ^ У ( А - ßY sin ^ / J . (49) 

6. ábra 

5 . Számpélda I p számí tására 

Az alábbi geometr ia i a d a t o k k a l rendelkező kö rgyű rűc ikk csavarási tehe-
te t lenségi el lenál lását h a t á r o z z u k meg a (39)-es képlet segítségével (lásd 4. 
á b r a ) 

a = In 2, 

Legyen 

Ezekke l az é r t ékekke l 

rb 

= 2 

M = 1 0 , 

In 2 
_ 10 : 

n = 1 0 . 

h„ = 
71 

w 

lesz. AJ,n és c m n é r t éke i t az I. és II . t á b l á z a t b a fog la l tuk . ( c m n megha t á rozása a (43) egyenle t 
segítségével tö r t én t ) . Ajj,„ ér tékei t a I I I . t á b l á z a t b a n a d j u k meg. Végül I p - r e az 

ah M N 
= V d U = 0,2315 4 

4 m-l n-1 
e r e d m é n y t k a p j u k . A fent i szelvényre az [1]. m ű 306. oldalán levő 42. t áb láza t szer int az 

Ip = 0,2704 4 

I . Táblázat 

tfnn sajátértékek 

veze the tő le. 

n 
m 

1 2 3 4 s 

1 114,332 205,521 318,237 409,426 444,257 
2 322,469 413,658 526,374 617,563 652,394 
3 579,741 670,930 783 646 874,835 909,666 
4 787,877 879,067 919,782 108,297 111,780 
5 867,379 958,568 107,128 116,247 119.730 

7* Műszaki Tudomány 47. 1973. 
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II . Táblázat 

A 103 cmn együtthatók 

П 
m \ 

l 3 5 7 9 

1 6 6 6 2 5 4 2 0 7 1 , 0 3 0 1 0 5 5 , 2 4 5 3 7 , 6 7 3 1 6 7 , 1 3 4 
2 — 2 2 1 9 , 9 4 — 6 9 0 , 0 6 0 — 3 5 1 , 6 0 3 — 1 7 9 , 1 5 1 — 5 5 , 6 8 8 5 
3 2 4 2 1 , 7 4 7 5 2 , 7 9 2 3 8 3 , 5 6 7 1 9 5 , 4 3 7 6 0 , 7 5 1 0 
4 — 1 0 2 8 , 4 9 — 3 1 9 , 7 0 3 — 1 6 2 , 8 9 7 — 8 3 , 0 0 0 1 — 2 5 , 8 0 0 3 
5 1 2 5 0 , 7 1 3 8 8 , 7 8 0 1 9 8 , 0 9 3 1 0 0 , 9 3 4 3 1 , 3 7 4 9 
6 - 5 4 6 , 4 4 7 — 1 6 9 , 8 6 1 — 8 6 , 5 4 8 8 — 4 4 , 0 9 8 8 — 1 3 , 7 0 8 0 
7 6 3 9 , 5 2 7 1 9 8 , 7 9 5 1 0 1 , 2 9 1 5 1 , 6 1 0 4 1 6 , 0 4 2 9 
8 — 2 4 4 , 8 7 3 — 7 6 , 1 1 7 9 — 3 8 , 7 8 8 4 — 1 9 , 7 6 1 4 — 6 , 1 4 2 7 9 
9 1 9 9 , 0 1 8 6 1 , 8 6 4 2 3 1 , 5 2 1 4 1 6 , 0 6 1 0 4 , 9 9 2 5 0 

1 П . T á b l á z a t 

A 107 d%,n értékek 
n 

m 
l 3 5 7 9 

î 3 8 8 2 4 9 0 1 3 4 7 7 9 2 5 0 6 5 , 1 9 0 8 4 , 1 7 2 4 4 3 , 2 1 
2 1 5 2 8 2 4 9 0 4 6 , 4 7 1 8 9 4 , 9 4 6 0 9 , 7 3 7 9 6 , 1 7 0 6 
3 1 0 1 1 6 3 7 2 3 1 , 5 3 1 6 1 7 , 3 3 4 8 7 , 4 0 9 6 3 , 6 6 0 9 
4 1 3 4 2 5 , 9 1 0 3 0 , 5 7 2 3 7 , 3 8 9 6 9 , 4 6 1 0 8 , 4 4 8 7 4 
5 1 8 0 3 4 , 6 1 4 1 0 , 9 3 3 2 7 , 7 4 5 9 5 , 0 9 7 2 1 1 , 3 4 9 0 
6 3 7 8 9 , 9 9 2 9 0 , 9 2 0 6 7 , 0 1 2 6 1 9 , 6 0 8 2 2 , 3 8 5 0 0 
7 7 0 5 4 , 7 9 5 0 4 , 3 0 3 1 1 2 , 7 8 7 3 3 , 9 9 0 3 4 , 4 3 9 5 0 
8 1 8 5 9 , 4 8 1 1 0 , 0 7 3 2 3 , 0 5 6 6 7 , 4 1 8 9 6 1 , 1 7 0 1 5 
9 3 4 6 4 , 3 1 1 2 0 , 2 6 2 2 2 , 3 6 5 4 8 , 1 0 5 7 2 2 , 1 8 0 0 5 

A t á b l á z a t b a n n e m szereplő Ajj,„ é r t ékek a 

Ámn = = tfnq - P = Ю — m, ç = 10 — n ( m , n = 1,2, . . . 8,) 

össze függés f e lhaszná l á sáva l t u d j u k m e g h a t á r o z n i . 
A I I . és I I I . t á b l á z a t b a n n e m szereplő cmn és dfnn é r t éke zé ru s . 
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The Use of F u n c t i o n s w i t h Discre te A r g u m e n t e fo r t h e A n a l y s i s of the F r e e E l a s t i c 
Tors ion of P r i s m a t i c B a r s . T h e p a p e r deals w i t h t h e p r o b l e m of t h e e las t ic f ree t o r s i o n of 
fu l l - sec t ion p r i s m a t i c b a r s w h i c h a r e l im i t ed b y t h e co -o rd ina t e l ines of a n o r t h o g o n a l curv i l i -
n e a r s y s t e m of co-ord ina tes . B y u s i n g f u n c t i o n s w i t h d i scre te a r g u m e n t s t h e to r s iona l res is-
t a n c e of t h e e x a m i n e d sec t ions is p r o d u c e d in a c losed f o r m . 

A n w e n d u n g топ F u n k t i o n e n m i t d i sk re tem A r g u m e n t auf d ie U n t e r s u c h u n g der f r e i e n 
e las t i schen V e r d r e h u n g von p r i s m a t i s c h e n S t ä b e n . Die A r b e i t b e f a ß t s ich m i t de r L ö s u n g 
d e r A u f g a b e , d ie e las t i sche f re ie V e r d r e h u n g von d u r c h K o o r d i n a t e n k u r v e n eines o r t h o g o n a l e n 
k r u m m l i n i g e n K o o r d i n a t e n s y s t e m s b e g r e n z t e n S t ä b e n m i t vo l lem Q u e r s c h n i t t zu b e s t i m m e n . 
D u r c h A n w e n d u n g v o n F u n k t i o n e n m i t d i s k r e t e m A r g u m e n t wird d e r V e r d r e h u n g s w i d e r s t a n d 
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