DISZKRET ARGUMENTUMU FUGGVENYEK
ALKALMAZASA PRIZMATIKUS RUDAK RUGALMAS
SZABAD CSAVARASANAK ELEMZESERE

ECSEDI ISTVAN*

[Beérkezett 1972. jilius 20-dn]

A tanulminy ortogondlis gorbevonali koordinitarendszer koordinitavonalai altal
hatérolt tomor keresztmetszetli prizmatikus rudak rugalmas szabad csavarési feladatdnak
megoldasaval foglalkozik. Diszkrét argumentumi fiiggvények alkalmazésdval zirt alakban
elgallitja a vizsgalt keresztmetszetek csavarisi tehetetlenségi ellenallasat.

Jelolések
T = x, y sikbeli, egyszeresen 6sszefiiggs, rektifikalhaté hatargorbéji tartoméany, a csa-
vart prizmatikus rdd keresztmetszete,
» = a T tartomany hatargorbéje,
D = a keresztmetszet Prandtl-féle fesziiltségfiiggvénye,
u, v = ortogondlis gorbevonalid koordinatik,
x, ¥y = Descartes-féle koordinatak,
ox)? 9y )?
;G bl L
m= (o) + ()
Lamé egyiitthatok,
0x\? dy )2
R | e =
¥ ( ov ) 2 (Bv )
+
3" = az xyz koordinatarendszer egységvektorai,
E
S 4 skaldris b 3
[X] = két vektor [vektor é.lis] szorzatinak jele,
[;." = az u, v gorbevonali koordinatarendszer bazis vektorai
v

@=8=1 &-5=0

w—
q
A8
R
|

= az xy sik P pontjaban ébredd [:] irdny1 fesziiltség (lasd 1. abra),

M, = arid egy tetszdleges keresztmetszetét terheld csavarényomaték,
I, = a keresztmetszet csavarasi ellenillasa,

G = a rid anyagéanak cstsztaté rugalmassigi egyiitthatdja,

) = a hosszegységre esé relativ elcsavarodas,

I=Y=1= képzetes egység,

* Ecsedi Istvan, 3528 Miskole, Franklin u. 17.
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318 ECSEDI ISTVAN

f, g = komplex valtozés fiiggvények,
= a keresztmetszet hatarahoz rendelt gorbevonali koordinatak,
) 5 gl 1 , [u-ban
[hn] = a lépéstavolsig [v-ben] 3
u; = ihy, G =012, ..M}
vj = jhy, (G ="001.25. .. N)

M = ',; ) N= r ’
02 0? ; 5 ot ar
== Py - By’ illetve Viyive— 2ar T B0t
P; ; = az u;, v gorbevonald koordindtaji pont az x, y sikon,
Qs agh S Dl o, . i
L[®; j] = —tud hé,l i h,;,'j + @i, j-1

a Laplace féle differenciaoperator,
1
’ ”
& =0"= 19

L (i0Dyes; ool
70 =g (gt 55 %)

, o oo
M = Wy ’
du u=u;+u'hy Ju u=u;—v'hy
=1 v=v;
M=
m vt |u= ug 0t |u= ug >
v=v+u"hy v=Vv—v"ky

[l g e L

D; j = D(ihy, jh,), q)g,";’") . . . diszkrét argumentuma fiiggvények,

A j = a tpg';' ” sajatfiiggvényhez tartozé sajatérték,

dT; ; = teriiletelem,

Canm=12,...,M—1, n=12,..., N—1) = egyiitthaté a ,,sajatfiiggvények szerinti
sorfejtésnél” (lasd (28) osszefiiggést,)

a(xiy )

o(u, v)

Egyéb mennyiségeket, valtozékat a szoveghen értelmeziink.

= a Jacobi-féle fiiggvénydeterminans,

1. Bevezetés

Toémor, allandé keresztmetszetli prizmatikus rudak rugalmas szabad
csavardsa, — mint ismeretes, — az alabbi peremérték feladat megoldasara
vezet:

Meghatarozandé az a T tartomanyban és a T tartomanyt hatérolé y
gorbe mentén folytonos olyan @ = @(x, y) fiiggvény, amely a T tartomany-
ban a

a0 = —2 (1)
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DISZKRET ARGUMENTUMU FUGGVENYEK ALKALMAZASA 319

1; v=b
S

u=0

1. dbra

Poisson-féle parcialis differencialegyenlet, a y gorbe mentén pedig a
®=0 )

homogén peremfeltételt elégiti ki.

A @ = D(u,v) fesziiltségfiiggvény ismeretében mar szamolni tudjuk a
keresztmetszet sikjanak egy tetszdleges P pontjaban ébredd 7., 7,, fesziiltsé-
geket, valamint a keresztmetszet csavarasi tehetetlenségi ellenallasat (lasd

pl[E]):

G oD
W G il 5 3
Jle 3)
G3 oD

T, S5 | g GRRET Bt 1 4

o S (4)

T = T8, + Tty = GOy DXk, )
I,=2(®dT . (6)

A vizsgalt keresztmetszetet az 1. abran vazoltuk.
A keresztmetszetet terheld csavarényomaték és a fajlagos elcsavarodas
szoge kozott

(7

alakiu osszefiiggés érvényes. A tanulminy az (1), (2) altal kijelslt peremérték
feladat numerikus megoldasat — diszkrét argumentum fiiggvények felhasz-
nalasaval — ortogonalis gorbevonali koordinatarendszer koordinatavonalai
altal hatarozott T tartominy felett adja meg.
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320 ECSEDI ISTVAN

2. Poisson-féle parciilis differencialegyenlet numerikus megoldasa ortogonalis
gorbevonali koordinatarendszerben diszkretizalassal

Gyakran célszerii bevezetn: egy olyan u, v ortogonilis gorbevonald
koordinatarendszert, amelyet az

u = u(x,y) [x = x{u, v) 8
v = v(x, ) ( y=y(",v)] o

u=all

u=all

v=all

v=all

2. ébra

konform leképezés hataroz meg az x, y sikon, az u, v sik u = 4llandé, v = al-
landé ortogonilis egyenesseregének képeként (2. dbra). E leképzést az

u+ Iv=f(x+ Iy), (x + Iy = g(u + Iv), (I =V —1) 9)

analitikus egyértékii komplex fiiggvény segitségével is megadhatjuk. A (9)
altal meghatarozott gorbevonald koordinaitarendszer izometrikus, azaz

H,=H,. (10)

Izometrikus ortogonilis gérbevonali koordinatarendszer H,, H, Lamé egyiitt-
hatéit a
= (=] (2 - (2] 2] < e
ou ou ov ov

egyenletbdl szamitjuk (lasd pl. [2]). Transzformaljuk az (1) parcialis differen-
cialegyenletet az x, y Descartes-féle koordinatarendszerbdl az u, v ortogonalis
gorbevonali koordinitarendszerbe: A transzformacié a (lasd [2])

2D D
o0 o0

ou? av?

= — 2H*(u, v) (12)
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DISZKRET ARGUMENTUMU FUGGVENYEK ALKALMAZASA 321

alaki Poisson-féle parcialis differencialegyenletet adja. A fenti parcialis
differencialegyenletet — a (2) peremfeltétel mellett — azu = 0, v =0, u = a,
v = b koordinatavonalak altal hatarolt T tartomany felett fogjuk megoldani.
A T tartomany képe az u, v sikon az

0<u<a 13)
0<v<b
v
a=Mh,
b=Nhy
Q
&
Y &
hy 7 u
3. dbra

egyenldtlenségek altal meghatarozott — 3. abran vazolt — téglalap. A (12)-es
egyenlet diszkretizalt valtozata a

(4*D)py = — 2(H?)py (14)
P,eT
egyenletrendszer, amelynek tényleges elballitasa a differencidlhanyadosok
differenciahanyadosokkal valé kozelitése titjan valésul meg. Legyen

h, u-ban e R 2
a lépéstavolsag,
h, v-ben
a=Mh,, (15)
b=:INh,
D;; = P(ihys jhy) (16)
H3; = H(ihy, jh,)?, (17)

1P | e
T b BB
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322 ECSEDI ISTVAN

A Laplace operatort — centrilis differenciabdnyadosok alkalmazasival —
u-ban h;, v-ben h, 1épéstavolsag esetén az alibbi alakban tudjuk eldillitani

(lasd pl. [4]):

(@*9), = Lons = 2Pus Py

¢1.1'+1 _ 2¢i.j + (Di,j—1
b3

+ + M,O'R; + MO"R; . (18)

Legyen

L[D,;] = iy, — 2Di; + Piy, + Dij1— 29,5+ Dy )

2 o 19)

A (14)-et helyettesitd differenciaegyenletet a (19) felhasznalasaval — elhagyva
az M;0’% + M;O"h} korlatos maradék tagokat —
L{®;;] = —2H}; (20)
alakban irhatjuk fel.
A
Dio=Din=Do,j =Dy, (21)
(i=01,...M;j=0,1,...,N)
homogén peremfeltételt kielégitd megoldasat sajatfiiggvények szerinti haladé

sorfejtéssel oldjuk meg. A feladat megoldasahoz sziikség van a 3. abran vazolt
téglalap alaki tartomany csomdépontjain értelmezett

L{g{3™] = — 2, ng3" (22)
parcidlis differenciacgyenletet és a
o™ = ok = o™ = 9§ = 0 (23)

homogén peremfeltétel altal meghatarozott sajatérték probléma 1, , sajat-
értékeire és (pg'}’") sajatfiiggvényeire.

Kozvetlen behelyettesitéssel meggydz8dhetiink arrél, hogy a (22), (23) altal
kijelolt sajatérték probléma megoldasai a

4
A, =—sin®? —— + — sin2 ——, 24
"= v +h2 N (24)
m=1,2,... M—1; n=12,...,N—1)

sajétértékek és a hozzajuk tartozd

@§m™ = sin

JT nn
isin % j 25
~ (25)
(i,m=1,2,...,M—1, j,n=1,2,...,N—1)
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DISZKRET ARGUMENTUMU FUGGVENYEK ALKALMAZASA 323

sajatfiiggvények. A (20), (21) altal kijelolt peremérték feladat megoldasat

(p,'” '™ és Amn ismeretében —

MlNlc

mn_ g Gmn) (26)

2
m=1 n=1 l m, n

Gom=12,...,M;j,n=1,2,...,N)

alakban prébaljuk elSallitani. E diszkrét argumentumi fiiggvény barmilyen
mpn (m=1,...M—1; n=1,...,N— 1) egyiitthatérendszer esetén
kielégiti a (21) peremfeltételeket. A (20) parcidlis differencidlegyenletet — mint
arrdl kozvetlen behelyettesitéssel meggyzddhetiink — akkor, és csakis akkor
elégiti ki, ha )

M-

%N

N—-1
Conn@{T™ — 2HE (27)

m=1 =1

i=1,2...,M—1;j=12,...,N—1).

=

Szorozzuk meg a (27) egyenlet mindkét oldalat a sin kzni/ M mennyiséggel, s a
kapott egyenleteket osszegezziik i szerint (i =1,..., M — 1), tovabba
ha alkalmazzuk a trigonometria

0
M-1 >
> sin mnisinﬁ7—5—1=lM ha m ok, (28)
i=1 M M ? ’ m==%k
azonossagat, az alabbi egyenletet kapjuk:
M S 2 H 29
— Cpp 8ID —— ] = sin ——i.
2 = = 2 v (29)

A (29)-et ismét megszorozva a sin knj/N-nel és a kapott egyenleteket dssze-
gezve j szerint (j=1,..., N — 1), tovibba alkalmazva a (28)-as azonossa-
got, az alabbi dsszefiiggésre jutunk:

M-N N-1 M-1 man nn
Cpn = 2 H sin tsin—7j, 30
g = My ieny (30)
azaz
§ M-1 N1 mn nn
Crin = H%; sin tsin—737, 31
MmN = s SRy PRy (31

m=12,...M—Ln=12,...,N—1).

Igy eléallitottuk a (20), (21) altal meghatarozott peremérték feladat megolda-
sat, hiszen a (31) altal meghatarozott ¢, egyiitthatérendszer esetén a (20)
parcialis differencidlegyenlet is ki van elégitve, ha a @ fiiggvényt a (26) egyen-
lettel allitjuk eld.

T* Mtissaki Tudomdny 47. 1973.



324 ECSEDI ISTVAN

3. Diszkrét argumentumu fiiggvények alkalmazisa a 7, 7, és I

2 S, 14
szamitasara

A (3), (4) egyenletek diszkretizalasabél kapott osszefiiggésekbdl mar

tudjuk szamitani — diszkrét argumentum értékeknél — a 7,, és a 7,, fesziilt-
ségeket:*
(Tuwdij = il @i'j.H _Qi'j_l =
YH, 2h,
G MA N-lg = . . nu
= sin isin — cos —j,
Hijhv m=1 n=1 1,2,1,1
¢=01,....,.M;j=0,1,..., N) (32)
(g = = g oits Pk

2h,

= — mn_sin 7 sin ﬂ_] cos =2 i, (33)
g M N M

Téglany szabaly alkalmazasaval a (6)-0s egyenlet alapjan irhatjuk, hogy

M-1 N-1 M—-1 N-1 s
LS Shanan, =S S &
i=1 j= i=1 j=1
hiszen
oalx,
dT;; = [ﬁ] hih, = Hihoh, . (35)
’ ij

Helyettesitsiik (34)-be a @;; (26)-0s alakjat, majd az igy kapott egyenlet-
ben cseréljiik fel az i, j és m,n szerinti 6sszegezés sorrendjét, azaz el§szor Bssze-
gezziik az i,j valtozdi szerint. Ha a tovabbiakban a

P . mmxT . . nmw .,
# ) = gl = sin D sin T j (36)

osszefiiggést alkalmazzuk, az aliabbi egyenletet kapjuk I,-re:

M-1 N-1

cmn

2
m=1 = mn i=1

-t

M

z

1 -1

ZH?,j(pgf,'Qhujv . (37)

=
-

I

-

* Egyszerli szamoldssal meggydzddhetiink réla, hogy (32), (33) alaki 7, és 7,, esetén
az u = 0 és u = a peremen 7,, = 0, valamint az v = 0 és v = b peremen a 7, = 0.
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DISZKRET ARGUMENTUMU FUGGVENYEK ALKALMAZASA

A (30) felhasznalasaval irhatjuk, hogy

M-1 N-1 o M-N
2 2 2H12,j(p$7'1’,173 = Cm,n -
i=1 j=1 4

A (38) (37)-be helyettesitésével I,-re az

M-1 N-1 72 M-1 N-1
=2 Npp'S 3m_ 255

m=1,2,...M—1;n=12,...,N-—-1)
jelolést.

4. Néhany specialis keresztmetszet

a) Korgyiiriicikk keresztmetszetii prizmatikus rid
Transzformacié egyenlete (lasd 4. abra):
x = rpet cosv
y =ryesinv.

A Lamé egyiitthaték:
H2 = H? = H? = rie*,

A Cp, n egyiitthaték kifejezése:

1 —(— 1) np Ml . mm .
C,,=4r} cot €2 gin i,
™ ® M-N 2N£§ M

m=1,2...,M—1;n=12,...,N—1).

4, dbra

Mtissaki Tudomdny 47
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(39)

(40)

(41)

(42)

(43)
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326 ECSEDI ISTVAN

b) ellipszis és hiperbola ivek dltal hatdrolt keresztmetszetii prizmatikus rid

A transzformicié egyenlete (5. abra):

x = csin (u — a)cosh(v — B) (44)

y = c cos (u — a)sinh(v — B),

0<u<2a=a
0 g v S 213 =b ’
A Lamé egyiitthaték:
H = H2 = H? = cos’(u — «) + sinh¥(v — B)] =
2
= % [cos 2(u — ) 4 cosh 2(v — ﬁ)] ) (45)
a €m n egyiitthaték kifejezése:
4 M-1 N-1
Con=——¢6 3 3 cos2(ih, — a) + cosh 2(jh, — f)x.
MN i=1 j=1
mirw nn
xs' 2 n " 46
in o sin N J (46)
m=11,2,...M—1;n=12,...,N—1).

I v=2p=0

X

u=0 us24=a

v=0
5. débra

¢) Mdsodfokii parabolaivek dltal hatdrolt keresztmetszetii prizmatikus rid

A transzformaicié egyenlete (6. abra):

(u + <) v — B)

x =
¢ (47)
(v + o — (v — B)?
y ==
2¢
0I<u<a
0<v<<C26=b,
A Lamé egyiitthatdk:
H=Hy=Hy =TS T OB (48)

2
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DISZKRET ARGUMENTUMU FUGGVENYEK ALKALMAZASA 327

a ¢y, egyiitthaték kifejezése:

Do =Micz{[l — (—1)"] cot ;”Z Tg_: (th, + «)? sin ”J:;t i+
F =< 1y cot 2 (jh, — P)? sin %,} (49)

&

v=0

5. Szampélda I, szamitdsira

Az alabbi geometriai adatokkal rendelkezé korgytirticikk csavarasi tehe-
tetlenségi ellenallasat hatarozzuk meg a (39)-es képlet segitségével (lasd 4.

abra)
T
a=1n2, = — = ]
3
Legyen
M = 10, N=
Ezekkel az értékekkel
In 2 ]
PET . T

lesz. A%, és cmp értékeit az I. és II. tablazatba foglaltuk. (c;,, meghatérozisa a (43) egyenlet
segitségével tortént). A2, értékeit a ITI. téblézatban adjuk meg. Végiil I-re az

ab M

m=1 ﬂ-=
eredményt kapjuk. A fenti szelvényre az [1]. mii 306. oldalin levd 42. tablizat szerint az
I, = 0,2704 )
vezethetd le.
I. Tablazat
A2 sajatértékek

i 1 2 3 4 5
m

1 114,332 205,521 318,237 409,426 444,257
2 322,469 413,658 526,374 617,563 652,394
3 579,741 670,930 783,646 874,835 909,666
4 787,877 879,067 919,782 108,297 111,780
5 867,379 958,568 107,128 116,247 119.730
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328 ECSEDI ISTVAN

II. Tablazat
A 10° ¢, egyiitthatok

\ 1 3 5 7 9

m
1 6662 54 2071,030 1055,24 537,673 167,134
2 —2219,94 —690,060 —351,603 —179,151 —55,6885
> 2421,74 752,792 383,567 195,437 60,7510
4 —1028,49 —319,703 — 162,897 —83,0001 —25,8003
5 1250,71 388,780 198,093 100,934 31,3749
6 —546,447 —169,861 — 86,5488 —44,0988 —13,7080
7 639,527 198,795 101,291 51,6104 16,0429
8 —244,873 —176,1179 — 38,7884 —19,7614 —6,14279
9 199,018 61,8642 31,5214 16,0610 4,99250

III. Tablazat
A 107 %, ériékek

\ 1 3 5 7 9

m
1 3882490 134779 25065,1 9084,17 2443,21
2 152824 9046,47 1894,94 609,737 96,1706
3 101163 7231,53 1617,33 487,409 63,6609
4 13425,9 1030,57 237,389 69,4610 8,44874
3 18034,6 1410,93 327,745 95,0972 11,3490
6 3789,99 290,920 67,0126 19,6082 2,38500
i 7054,79 504,303 112787 33,9903 4,43950
8 1859,48 110,073 23,0566 7,41896 1,17015
9 3464,31 120,262 22,3654 8,10572 2,18005

A tablazatban nem szerepl6 A%, értékek a

Ain = Apn = Ahg, p=10—m, ¢=10—n (mn=12,...8)
osszefiiggés felhasznaldsdval tudjuk meghatarozni.
A II. és III. tablazatban nem szerepls c,,, és d%,, értéke zérus.
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The Use of Functions with Discrete Arguments for the Analysis of the Free Elastic
Torsion of Prismatic Bars. The paper deals with the problem of the elastic free torsion of
full-section prismatic bars which are limited by the co-ordinate lines of an orthogonal curvili-
near system of co-ordinates. By using functions with discrete arguments the torsional resis-
tance of the examined sections is produced in a closed form.

Anwendung von Funktionen mit diskretem Argument auf die Untersuchung der freien
elastischen Verdrehung von prismatischen Stiben. Die Arbeit befaBt sich mit der Losung
der Aufgabe, die elastische freie Verdrehung von durch Koordinatenkurven eines orthogonalen
krummlinigen Koordinatensystems begrenzten Stiben mit vollem Querschnitt zu bestimmen.
Durch Anwendung von Funktionen mit diskretem Argument wird der Verdrehungswiderstand
der untersuchten Querschnitte in geschlossener Form dargestellt.
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