A SZILARD TESTEK ANYAGTORVENYEI*

HELYZETKEP

BEDA GYULA**

(Beérkezett 1972. oktéber 18-dn]

A 20-as évektil kezd8dben elsésorban a képlékenységtan kialakuldsa az anyag-
torvények kutatdsdra erteljesebben rairdnyitotta a figyelmet. A dolgozat ezeknek a ku-
tatiasoknak a sordn kialakult legjellemzébb elméleteket foglalja ssze.

1. Bevezetés

A technikai fejlddés folytan a gépészmérnéknek olyan gépek és gépszer-
kezetek megtervezésével és elGallitasaval kell foglalkoznia, amelyek magas
hémérsékleten, nagy nyomdason, nagy mozgasi sebességgel mikédnek és miko-
désiik soran egyéb fizikai hatédsoknak is, mint példdul elektromagneses tér,
radioaktiv sugarzas stb, vannak kitéve. Ezeknek a gépeknek és gépszerkezetek-
nek megfeleld miikodését, tobbek kozott bizonyos mechanikai szidmitasok
elvégzése utan lehet megtervezni, illetve megitélni. A mechanikai szamitdsok
elvégzéséhez az altalanos mechanikai egyenletek mellett az anyag viselkedését
kifejezs, tgynevezett anyagtérvény ismeretére is szitkség van.

A mechanika kialakulasaval egyidében felmeriilt az a kérdés, hogy az
anyag egyes részeinek milyen a kélcsonhatasa és ez miként befolyasolja az
anyag altal kitoltott test mozgasat. Az anyag részecskéi kozotti kolesonhatas
ismerete teszi lehetdvé, hogy a test tulajdonsagait megallapitsuk, vagyis az
anyagtdérvényt eldallitsuk. Az anyagszerkezeti vizsgilatok feltartak azokat a
részecskéket, amelyekhdl az anyagi test felépiil. Az atomok, molekuldk vizsga-
lata lehetdvé teszi, hogy az anyagtérvényét elGallitsuk, de ez a kolesonhatasuk
alaposabb megismerését és olyan matematikai szamitast vet fel, amely a leg-
egyszerlibb esetben is igen bonyolultnak igérkezik. Ezért az anyagtorvény
felépitésének egy masik utja alakult ki. Eszerint a test anyagit végnélkiil
oszthaténak gondoljuk el. Vagyis a testet részecskékbél alls olyan alakzatnak
tekintjiik, amely egy geometriai térre barmely idgpillanatban kolesondsen
egyértelmiien leképezhets. Az ilyen testet kontinuumnaek szokis nevezni.

* az MTA Gépszerkezettani Akadémiai Bizottsdg 1972. majus 29-i iilésén tartott elg-
adds.
** Prof. Dr. Béda Gyula, 1021 Budapest Budenz u. 4/a
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Eléfordul, hogy a mozgas soran ebben a kontinuumban a leképzés szempontja-
bél szingularis feliiletek keletkeznek. A kovetkezfkben a test olyan mozgaséaval
foglalkozunk, amely soran ezek a szingularitasok nem jelentkeznek. Ez a kon-
tinuum elképzelés lehetvé teszi, hogy a testnek egy olyan részét valasszuk ki,
és részecskének mevezziitk el, amelyen beliil a sziikséges fizikai mennyiségek
homogén eloszlastaknak tekinthetdk. Az anyagtérvény megalkotdsa soran
tehat ezeknek a részecskéknek a kolecsonhatasat vizsgaljuk.

Azt a nagyszami javaslatot, amely egyetlenegy anyag esetében is az
anyagtérvényre vonatkozéan sziiletett, nehézvolna egyetlenegy helyzetkép
keretében osszefoglalni és megismertetni. Ezért a kovetkezdkben itt csak a
legfontosabbakra szoritkozunk.

A szdzad elejéig viszonylag kevés anyagtérvény volt ismeretes. A 20-as
évekt8l kezdSdden elsGsorban a képlékenységtan kialakulisa a mechanika
kutaték nagy szamat forditotta az anyagtorvény kutatasara. Ettd]l kezd6dden
igen sok elképzelés és elmélet latott napvilagot. Ennek kovetkeztében olyan
helyzet alakult ki, hogy majdnem minden kisérlet kiilon-kiilon megfogalma-
zott anyagtorvényhez vezetett. A mechanikaval szemben tamasztott technikai
igények, a mar felsorolt fizikai hatdsok és a megjelend milianyagok, az anyag-
torvény altalanos megfogalmazasit vetették fel. Az 50-es évektdl kezdSdden
t5bb atfogé elképzelés jelent meg az anyag mechanikai tulajdonsdgainak kifeje-
zésére, és ezek az elmilt 20 évben atalakitottak a kontinuum-mechanika szem-
létetét, a kutatds irdnyat és tartalmat.

2. Az anyagtérvényrdl altalaban

A kontinuum-mechanika néhany alapfogalma tehat elkeriilhetetleniil
sziikséges az anyagtérvények attekintéséhez. A test részecskéinek az id§tél
fiiggd X leképz8 figgvényét a geometriai térre a test mozgastérvényének
nevezziik. A részecskék kozotti kolecsonhatast, az adott részecske esetében an-
nak a feliiletén miik5dd megoszlé erdrendszerrel fejezziik ki. Ez az erérendszer
allhat megoszlé erébél (fesziiltség) és megoszlé erGparbél (fesziiltségpar).
Ebben az esetben poldris anyagrél szokas beszélni. Ha az erfrendszer csak
fesziiltségbdl all, akkor nem poldris anyagrél szokés beszélni. Ez az elterjedtebb,
s mi is csak ezzel foglalkozunk. A fesziiltségvektor a feliilet normalisanak
fuggvénye, ezért ehelyett a P fesziiltségtenzor alkalmas ennek a bels§ er6rend-
szernek a kifejezésére.

A test mozgastérvényének hely szerinti derivaltja az F, a test alakval-
tozésat jellemzi.

Az A alakvaltozasi tenzor az F tenzor meghatirozott fiiggvénye. Kis
alakvaltozas esetében példaul A = (F + F*)/2 (A* transzponilast jelent).
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A 7 mozgastorvény id§ szerinti derivaltja a részecskék v sebességét adja,
ennek hely szerinti derivaltjanak szimmetrikus része az alakvaltozasi sebesség,
a V. Kis alakvaltozas esetében A = V. A* az id§ szerinti deriviltat jelenti.

A test pontjaiban az abszolit hémérséklet, mint az idé fiiggvénye,
legyen T.

Az elektromos térerdsség vektora legyen E. (Sorolhaté még mas fizikai
vagy kémiai hatésra jellemz8 mennyiség is). Az anyagtérvény megszerkesztése
rendszerint az itt felsorolt mennyiségek kozotti kapcesolat megallapitasat jelenti

3. Anyagmodellek

Az anyagtdrvény felépitésének egyik kialakult dtja a reologiai anyag-
modell- elemek felhasznélasaval osszeillitott testek megszerkesztése. A legfon-
tosabb anyagmodell-elemek egytengelyl fesziiltségi allapot esetében a kovet-
kezdk:

Az anyag harom alapvetd tulajdonsagat fogadjuk el és ezeket a tulajdon-
sagokat egyenként egy-egy idealis testnek tulajdonitjuk. Ez a harom tulajdon-
sag a rugalmassdg, a viszkozitds és a képlékenység. Ezeknek megfelels modell-
elemek a Hooke-féle test, Newton-féle test és a Saint-Venant-féle test. Az idealis
testek anyagmodelljét és anyagtérvényeit az I. tablazat, az idealis testek

1. Tablazat

Idedlis testek

Megnevezés Anyagmodell Anyagtérvény
~— W ——
Hooke-féle test 6 6 o= Ee

Newton-féle test s e g = ue

Saint-Venant-féle ___.W_.( e s og<0p o0=o0f

test 6 # 'a 6 e=0, e=<0
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II. Tablazat

Idedlis testek kombindcioi

Megnevezés

Anyagmodell

Anyagtérvény

Rugalmas-képlékeny
test

0

@< 0p, 0= 0,

0= e oLl
6 = 6
6
-—— ] g
Viszkoelasztikus test 6 6F ﬂ 6 o= E¢ + pe,
a) Kelvin test 5 =%+% ¥

b) Maxwell-féle test

Viszkoplasztikus test
a) Bingham-féle test

b) Kiszéképlékeny
test

0< 0Op, 0<Op,

e=0, o=op -+ pe.

0L 0O, 0=0p,

o= e, ‘e==0.

néhany fontosabb kombinaciéjanak anyagmodelljeit és anyagtorvényeit a II.
tablazat tiinteti fel. E tdblazatokban o a fesziiltséget, ¢ a fajlagos nyulast, E a
rugalmassagi tényezdt, u pedig a viszkozitési tényez§hoz hasonlé anyagallandét

jelent.

Az imént egytengelytli fesziiltségi allapotra felirt anyagtérvények tobb-
tengelyii fesziiltségi allapotra is atirhaték.
Ezek koziil legfontosabbak:
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a) az izotrép, homogén linedris rugalmas testre vonatkozé dltaldnos

Hooke-féle torvény
1
P =2G|A 4+ ——-I4,,
m—1

ahol G a cstsztaté rugalmassagi modulusz, m a Poisson szdm, 4, az A tenzor
els8 skalar invaridnsa és I az egységtenzor.

b) Az izotrép, homogén képlékeny testre vonatkozé Prandtl— Reuss-féle
egyenlet

1
0A, = —0d,,
4= 56 0T

ahol
A;j=A— —;— A1 az alakviltozdsi deviitor,
Q= ¢ — —3—<DII — a fesziiltségi deviator

» — megfelelden vélasztott fiiggvény
0 — az utdna kévetkez6 mennyiség megvaltozasat jelenti.

c) Az izotrép homogén wviszkoelasztikus test
@, =2GA, + 2uV,.

A Prandtl— Reuss-féle egyenlethez és a viszkoelasztikus test egyenletéhez
még kiegészitd egyenletek tartoznak a fesziiltség és alakvaltozasi tenzor elsd
invariansai kozstt és a fesziiltségi tenzor masodik skalar invariansara vonat-
kozdan.,

d) Végiill a valamennyinél altalanosabb, Truesdell 4altal javasolt
hipoelasztikus test

&7 — f(V, D),

ahol @7 a fesziiltségi tenzor megfelelé képzési médon elGallitott idS szerinti
derivaltja.

4. Iljusin elmélete

A szazad 40-es és 50-es éveiben kialakult altaldnos elméletek koziil elsd-
nek az A. A. Iljusintél szirmazét emlithetjik. Iljusin elméletének meg-
fogalmazasahoz bizonyos matematikai jeloléseket kell bevezetni. A fesziiltség
és alakvaltozasi devidtorok 5—5 fiiggetlen skalaris adatot tartalmaznak,
ezeket a deviator koordinatakat egy megfeleld linearis transzforméiciéval egy
5 méretii euklideszi tér vektor koordinataiva transzformaljuk. Legyenek a test
egy pontjaban, az 5 méretd térben az A, alakvaltozasi deviitorhoz rendelt
vektor ¢ alakviltozasi vektor koordinatai

e (=1, 2, 3, 4, 5).
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a fesziiltség devidtorhoz (P,) rendelt vektor a o fesziiltségi vektor koordinatai

pedig
O (@=1,..., 5).

A linearis transzformécié legyen olyan, hogy

sl = ¢g; az alakvaltozasi intenzitas és
a] = 0; a fesziiltségi intenzitis
legyen.

Egy terhelési folyamat alatt az alakvaltozasi vektor az 5 méretii térben
egy gorbét ir le, ezt a gorbét alakvdltozdsi trajektoridnak szokis nevezni. Az
alakvaltozasi trajektoria mentén egy kisérg otos vektort allithatunk els. Ezek
a kolcsonosen meréleges egységvektorok legyenek

Po @=1,...,5),

Ezért igy szamithatjuk:

1 d%
= , a=1,...,5
Pe= s ( )
ahol
K, — d*e
ds*

a trajektoria gorbiiletei és torzidi, az s az fvkoordinata. A x», = 1.
Ha minden trajektoria ponthoz hozzarendeljik a megfelel§ e-hoz tartozé
o-t, akkor o-t a p, bazisban igy irhatjuk fel:

5
0= fuPu-
a=1

Az Iljusin-féle elmélet az vigynevezett izotropitdsi posztuldtumban foglal-
hat6 ossze. Az izotropitasi posztulatum kimondja, hogy az alakviltozasi
trajektoria elforgatisa és tiikrozése esetében, amikor a #x,-ak valtozatlanok, az
fi-8k is valtozatlanok maradnak.

Ebbél kévetkezik, hogy az f, csak s-t8l és a x,-aktél fiigg. (Ha a test
morzgédsa sordn mdés fizikai hatisok is jelentkeznek, akkor az eddig felsorolt
viéltozék kiegésziilnek pl. a T abszolit hémérséklet, az E elektromos térerS, a
B maégneses indukacié stb. valtozékkal). Altalanos esetben az fx, s és x,-dk
kozotti kapcsolatot funkcionalékkal fejezhetjiik ki.

Az izotropitisi posztulitumot kiegészitve, a kontinuum-mechanikiban

szokasos vagy alkalmas més egyszerisitS feltevéssel az 6sszes eddig felvetett
anyagtorvényt megkapjuk.
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5. Termodinamikai dsszefiiggések

Az anyagtérvény felépitésének egyik legelterjedtebb médja a termodina-
mikai térvények révén nyerhetd megszoritasok felhasznalasa. Ezek a meggondo-
lasok minden elméletnél megjelennek.

A termodinamika elso fotétele

or—oU-+®- -V _—divg=0,

ahol p a stirliség, r a test belsejében levd hiforras erdsségfiiggvény, U a belsd
energia és ¢ a h8aram vektor. A ® és V kozdtt a ... jel a két tenzor kettds
skaldr szorzatat jelenti.

A mdsodik fotétel ilyen alakban irhaté

g-gradT

TS — r4divg —
0 0 q T

=0,

ahol S az entropia stirdség.
A két képletbdl kiiszéboljiik ki a p r-et és vezessitkk be az U — TS = H
Helmholtz-féle figgvényt, akkor

_Q(I'{+ST)+¢..V_M

>0.
Nézziik milyen képletekhez vezet ez az egyenldtlenség, ha az allapot-
figgvények az A és T. Ekkor H = H (A, T) és az egyenlGtlenség:
( oH

8H q-grad T
®-—po—|+--V—p|S —
¢ BAJ 9[ toor

T

T

>0.

Most, noha nem feltétleniil kis alakvaltozasrél van szé, A— V, mert az A a
Lagrange-féle koordinitak fiiggvénye.
Az utébb felirt egyenldtlenséghél kovetkezik, hogy
8H

=Q——’

34
o9H

8T

—qgrad T> 0.

Ezek az egyenletek a h8rugalmassdgtan anyagtérvényei nagy alakvaltozas
esetében.

Hasonl6é megoldasokkal vezethetd le megfeleld feltételezések rogzitésével
a tobbi ismert test anyagtdrvénye is.

Az anyagtérvény ilyen szarmaztatisa az egyéb feltevések mellett még
attél is fiigg, hogy a méasodik f6tételt milyen alakban fogalmazzuk meg,.
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6. Szedov elmélete

Az el§z8 anyagtorvény szerkesztési méd altalanositasanak tekinthetjiik
az L. J. Szedov altal javasolt elméletet. Szedov, mint masok is, a termodina-
mikai kolesonhatasok mellett mas fizikai és kémiai kélecsénhatéasokat is szami-
tasba vesz, és ezenfeliil elméletét ugy fogalmazza meg, hogy az egyarant alkal-
mas legyen mind a newtoni, mind a relativisztikus mechanikaban. Ennek meg-
felel6en az alapegyenlet variiciés feladat formajaban jelentkezik, mégpedig:

t
6 {  LdVdt + oW* + oW =0,
to V

ahol L a test fajlagos Lagrange-féle fiiggvénye, V a test pillanatnyi elhelyezke-
dési tartoménya, amelyet az A felillet hatarol. A W™ a 1" tartomanyban és
annak A felilletén miikédd kiilonb6z8, az irreverzibilis folyamatokkal kapesola-
tos kolesonhatasbél szarmazé mennyiségek megvaltozdsa. Pl. a nem konzerva-
tiv térfogati és feliileti erdk virtualis munkaja vagy a héfolyamatok esetében a
oTdS térfogati és id8 integralja.

A O0W mennyiség egy olyan feliileti és idGintegral, amely a

4
6§ [ Ldvdt és ow*
t, v
kifejezéshGl a megfelel§ atalakitds utan megmaradt feliileti és idgintegralokkal
nullat ad. A 6W a testhatérolé felillete mentén a vizsgalt id§szakaszban miiksdd
kiilsé hatasokat is tartalmazza.

Ha a §-val jeldlt varidciét altalanos értelemben alkalmazzuk, akkor a
variaciés egyenlet megadja a testre vonatkoz6 dsszes olyan egyenletet, amelyek
médot adnak az anyagtorvény elGallitasara is.

Nézziik azt az egyszeri esetet, amikor csak mechanikai kélesénhatasok
vannak, és a test adiabatikus reverzibilis dllapotvaltozast végez. Legyen az L
fiiggvény a p siiriiségnek, a v sebességnek és az A alakvaltozasi tenzornak a
fiiggvénye:

L = —;—@vz —oU(A).

A variaciés egyenlet:
4

5 JJ[;W gU]dde+aW* _o0.
t, V

Ha kis alakvaltozasrél van szé, akkor

1 ~ Ou

A= - (poutuyp) é v .
ot

o !

Itt u az elmozdulas vektor.
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j”gv-av_g:_g_ . %(Voéu —{—6u0[7)]dth oW 40,
\'4

+J P (gﬂ) - SudVdr - oW* = 0.
5A
t,

(n az A feliilet normalis egységvektora).
A térfogati és id8 szerinti integral akkor nulla, ha

v . oU
=V (9 SA)

mozgasegyenlet teljesiil, amelybdl a

2A

anyagtdrvény kovetkezik. A feliilleti és idGintegralok a §W*-gal nullit adnak.
Ez a kezdeti és peremfeltételekhez vezet.

7. Az anyagtorvényeket rendszerezé axiémarendszer

Végiil egy elterjedt axioma rendszert ismertetiink, amely az anyagtor-
vényre vonatkozik. Az axiéma rendszer kidolgozdsa elsGsorban Truesdell,
Noll, Coleman, Eringen munkainak eredménye. A kévetkezbkben itt csak
a mechanikai kélesonhatasok targyaldsara korlatozédunk. Ekkor tulajdon-
képpen 3 axiémat kell ismertetni. Az axiémik meghatarozott mennyiségek
kozotti kapesolatot dllapitanak meg és ezt funkcionil fejezi ki. A funkcionalt a
kovetkez6kben irott & betivel jeloljiik.

a) Az elsd axiémat a determinizmus axidmdjinak nevezik, és azt mondja
ki, hogy a test @ fesziiltségi allapotat a test X mozgéastorvénye és annak lefutasa
meghatdrozza, azaz az X részecske szimara a t idgpillanatban

®(X,t) =F[x(Z, 7); X, ],

abol Z a test tobbi részecskéje és 7 < t.
b) A masodik a helyi hatds axiémdja. Eszerint, ha két y és " mozgis-
torvény a ¢ idgpillanatban az X részeecske N(X) kérnyezetében megegyezik,
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azon kiviil viszont kiilénbozik, akkor az X részecskére vonatkozéan a ¢t id6-
pillanatban a két mozgastorvényhez ugyanaz a fesziiltségallapot tartozik,
azaz, ha

Tt é ZfN(X)
akkor
Fx; X, t)=FX’; X, ¢t).

¢) A harmadik az anyagi invariancia axiomdja. Ha két megfigyel§ egy
testnek ugyanazt a mozgasat figyeli meg, akkor ugyanazt a fesziiltségi dllapotot
taldlja. Ez matematikai formaban igy frhaté. Legyen Q egy, csak az id6tél
fiiggs ortogonilis tenzor, akkor a két megfigyel§ altal észlelt mozgastorvény
kozotti kapesolat:

(X, t) = QUX,t) +¢c és ' =1t—a.

Itt ¢ az iddtdl fiiggd vektor, a pedig dllandé szam.
Az egyik megfigyel§ &’ a masik P fesziiltségi tenzort figyel meg. Az

axiéma szerint
®=Q @ Q=0 -F( X, Q*.
Az F funkcional, tehat kielégiti az
FQ - 2+te; X,t—a)=Q- -F(x X,9)-Q*

fiiggvényegyenletet.

Ezek az axiémiék a legkiilonbzébb anyagtérvények eldallitdsat és rend-
szerbe foglalasat teszik lehetdvé. Az axiomarendszer egyéb fizikai vagy kémiai
kélesonhatdsok figyelembevételére is kiegészithetd.
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