
PONTOKON TÁMASZKODÓ SZABAD PEREMŰ 
MEMBRÁNHÉJAK 

C S O N K A P Á L * 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

[Beérkezett 1972. március 1-én] 

A dolgozat inverz eljárást i smertet tetszőleges (szabályos vagy szabálytalan) sokszög-
alaprajz fölé szerkesztett peremtartó és osztóborda nélküli olyan membránhéjak tervezésére, 
amelyek ál landó jel legű függőleges megoszló erőkkel vannak terhelve és csupán sarokpontjai-
kon vannak megtámasztva . A dolgozat a fe ladatot a membránelmélet keretében tárgyalja . 
A feladat peremfeltételeinek megfelelő, a héjsarkokban szingularitással bíró feszültségi ál la-
potból indul ki. A feladat differenciálegyenletében szereplő függvények közül a héj a lakját 
leíró f ü g g v é n y t tekint i ismeretlennek és azt numerikus módszerrel határozza meg. A tanu lmány 
a javasolt eljárás alkalmazását egyenlőszárú derékszögű háromszög alaprajz fölé szerkesztett , 
csupán a sarkokban megtámasztot t szabad peremű héjak példáján m u t a t j a be. 

1. Bevezetés 

A szaki roda lom csak e lvé tve foglalkozik pontokon m e g t á m a s z t o t t osz tó-
borda nélkül i szabad pe remű h é j a k k a l (1. á b r a ) . Talán ez az oka annak , h o g y 
ilyen f a j t a h é j a k a t a ránylag r i t k á n ép í tenek , annak ellenére, hogy a lka lma-
zásuk t ö b b szempontból , így főképpen épí tészet i megjelenés s z e m p o n t j á b ó l 
indokol t l ehe t . 

A szabad peremű h é j a k b a n m e m b r á n e r ő k ö n kívül á l t a l á b a n h a j l í t ó -
és c s a v a r ó n y o m a t é k o k is ke le tkeznek . H a azonban a h é j középfe lü le tének 
a l a k j á t a f igye lembe veendő t eher rendszer tő l függően a l k a l m a s a n á l l a p í t j u k 
meg, a h é j b a n az illető t ehe r rendsze r (vagy a vele a rányos t eher rendszerek) 
esetében semmifé le haj l í tó- , v a g y c s a v a r ó n y o m a t é k sem j ö n létre. Az i lyen 
különlegesen a l ak í to t t hé j ak az eml í t e t t t e r h e k esetében — d e csak akkor ! — 
tel jes egészükben membránsze rű , t e h á t a h é j t e rmésze tének megfelelő fe -
szültségi á l l a p o t b a n v a n n a k . 

Az osz tóborda nélküli , s zabad p e r e m ű hé j ak e különleges t u l a j d o n s á -
gára először A. P U C H E R [ 1 ] m u t a t o t t rá , de nem adot t semmifé le u t a s í t á s t 
a r ra nézve, hogy mikén t lehet i l yen fa j t a h é j a k a t szerkeszteni . Az efféle h é j a k 
első gyakor la t i a lka lmazása H . I S L E R [2] nevéhez fűződik . Ő az általa t e r v e -
zet t h é j a k a l a k j á t nem elméleti megfonto lásokka l , h a n e m empir ikus ú t o n 
á l lap í to t ta meg. 

* Prof. Dr. Csonka P., 1114 Budapest , Bartók B. út 31. 
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A s z a b a d peremű h é j a k általános peremfe l té te le i t , ideértve az a l a p r a j z -
ban ívelt pe remmel bíró h é j a k esetét is, szerző [3] t i s z t á z t a . Ugyanő p é l d á k a t 
m u t a t o t t b e olyan m e m b r á n h é j a k r a , ame lyeknek egyes peremszakasza i te l jesen 
szabadok [4, 5, 6]. A sa rokpon tokon m e g t á m a s z t o t t s zabad pe remű h é j a k 
egy különleges pé ldá j á t , egy derékszögű négyszög a l a p r a j z ú héj s z á m í t á s á t 
J . K O R D A [ 7 ] i smer te t te . Ö a fe ladatot inverz módon o ldo t t a meg: a f e l ada t 
peremfel té te le inek megfelelő , stat ikai szempontbó l lehetséges feszültségi álla-

potból i n d u l t ki, és i smerve a héjra h a t ó t e rheke t , az előre felvet t feszül tségi 
á l lapotnak megfelelő h é j a l a k o t numer ikus számítással h a t á r o z t a meg. 

A Korda- fé le inverz számító e l j á rás a lka lmazása során komoly nehéz-
séget okoz a számítás k e z d ő lépésének megté te le : a f e l a d a t peremfel té te le i t 
kielégítő f e szü l t ség függvény felvétele. A leküzdendő nehézségek kü lönösen 
jelentősek, h a a héj a l a p r a j z i idoma n e m p a r a l e l o g r a m m a , hanem te tszőleges 
(szabályos v a g y szabá ly ta l an ) sokszög. 

I lyen kö rü lmények k ö z t érdeklődésre t a r t h a t n a k számot a te tszőleges 
konvex a l a p r a j z i idom fö lé szerkeszthető szabad p e r e m ű hé jakra v o n a t k o z ó 
alábbi fe j t ege tések (1. á b r a ) , va lamint a fe ladat peremfel té te le inek meg-
felelő feszül t ségfüggvény a lka lmas fe lvé te lére v o n a t k o z ó javas la tok . 
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2. Alapösszefüggések 

A függőleges megoszló erőkkel t e r h e l t m e m b r á n h é j a k ismert differenciál-
egyenlete az 1. ábrán f e l t ü n t e t e t t 0(x, y, z) derékszögű koord iná t a r endsze rben 
[8, 9]: 

zxxFyy — 1zxyFxy + ZyyFxx + p = 0 . (1) 

Ebben a kép l e tben z = z(x, y) a héj középfe lü le tének a l a k j á t leíró alakfügg-
vény, p = p(x,y) a h é j r a h a t ó függőleges t e rheknek az a lapra jz t e rü le tegy-
ségére v o n a t k o z t a t o t t f a j l a g o s é r téké t kifejező teher függvény, F= F(x, y) 
pedig a h é j feszültségi á l l a p o t á t je l lemző feszültségfüggvény. Ez u tóbb i az x, y 
i rányú r e d u k á l t fesz í tőerőkkel a köve tkező összefüggésben áll: 

Nx = Fyy, N x y = - F x y , Ny=Fxx. (2) 

A (2) képle tekhez hasonló kép le tekke l fe jezhe tők k i a hé jperem m e n t é n 
működő r e d u k á l t fesz í tőerők is. Ha ui . a h é j a l ap ra jz i i domán a pe remvona l 
normál i sá t n, é r in tőjé t t b e t ű v e l je lö l jük (1. ábra) , a k k o r az n, t i rányú redu-
ká l t fesz í tőerők: 

Nn — F„, Nnt = — Fnt, Nt = Fnn. (3) 

E s e t ü n k b e n a h é j különleges m e g t á m a s z t á s a f o l y t á n a s a rokpon tok 
közti peremszakaszokon 

Nn = 0, 

és ennek megfelelőleg 

Fit = 0, 

Mindkét u t ó b b i fel tétel te l jesül , ha a sa rokpontok köz t i peremszakaszokon 
a feszül tségfüggvény é r t é k e legfeljebb l ineárisan vá l toz ik , gradiense pedig a 
pe remvona l mentén s a r o k p o n t t ó l s a rokpon t ig á l landó: 

F = A -f Bt + Ct\ Fn = k o n s t . (5a) 

Az a l ább iakban az (5a) peremfe l té te leke t sz igor í t juk , nevezetesen az t 
köve te l jük meg, hogy az egyes sokszögoldalak m e n t é n 

F = 0, Fn = kons t . (5b) 
legyen. 

O lyan feszül t ségfüggvény, amely az (5b) peremfe l té te leknek megfelel , 
végtelen sok van , és e n n e k megfelelően a feladat adott teherfüggvény esetében is 
végtelen sok megoldású. Az a l ább iakban e mego ldásoknak csak egy egyszerű 
c sopor t j áva l fogla lkozunk. 
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3. A feladat megoldása 

3.1. A feszültségfüggvény 

Legyen a hé j a l ap ra jz i i d o m a tetszőleges m oldalú k o n v e x sokszög és 
bocsássunk a hé ja l ap ra jz egy tetszőleges О p o n t j á b ó l az a l a p r a j z i sokszög ol-
da la i ra merőlegeseket (2. áb ra ) . T e k i n t s ü k e merőlegeseket az illető sokszög-
o lda lakhoz rende l t olyan k o o r d i n á t a s u g a r a k n a k , amelyek közös k e z d ő p o n t j a 
az 0 p o n t és legyen e suga rakon a ha ladás az О kezdőpon t tó l a megfelelő sok-

szögoldal felé i rányulólag poz i t ív . Az egyes sokszögoldalak egyenle te a szóban 
forgó k o o r d i n á t a s u g a r a k k a l k i f e j ezve 

xi = ai' x2 — a2-> хз ~ o3, • • ., xm = am. 

Legyenek az f v f2, f3, . . .,fm k i fe jezések legalább ké t s ze r differenciál-
h a t ó egyvá l tozós függvények , 

f l — /I(AL)' f i = fi(xi)i / з = f f x ù i • • ••> fm — fm(xm)i 

és k ö v e t e l j ü k meg, hogy ezeknek a függvényeknek az é r t éke az x1 = a x , 

x2 = a 2 , xz — a3, . . ., xm = am sokszögoldalak men tén r end re zérus legyen, 

/ i ( « i ) = 0, f M i ) = 0, f3(«a) = 0, . . ., f j a m ) = 0 . (6) 

Kössük ki t o v á b b á , hogy a f e n t i f üggvények ér téke az e m l í t e t t sokszögolda-

l ak tó l e l t ek in tve sehol se legyen zérus. 

Válasszuk feszü l t ségfüggvényül az a r á n y l a g egyszerű szerkezetű 

F = — — ( 7 ) 

! л. , e , • . CRR 
0 " 

f l f i / з fr 
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k i fe jezés t , a m e l y b e n a c0 , cv c2 , . . ., cm é r t é k e k á l landók és közü lük l egfe l j ebb 
c0 egyenlő zérussal . Ez az F f ü g g v é n y n é m i á t a l ak í t á s u t á n 

F = ~ (8) 
V 

alakban írható, ahol 

u = / i . / « . / a • • -»/п. . ( 9 a ) 

V = Cgll + ^[/2/3/4 • • - f m ] + ^ [ / l / s / l . . . / J + 

+ ^ [ / 1 / 2 / 4 • • -fm] + • • • + c m [ / x / 2 / 3 . . . / m _ J . (9b) 

(Az / 4 , / 2 , / 3 • • ч / m f ü g g v é n y e k e t az 0(x, y) k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e t r a n s z f o r -
m á l v a kell képzelni ) . 

Az F f ü g g v é n y k é p l e t é b e n szereplő с p a r a m é t e r e k n e m v á l a s z t h a t ó k 
szabadon . E z e k n e k olyan é r t é k e k e t kel l t u l a j d o n í t a n u n k , h o g y a h é j fesz í tő-
erői a s a r o k p o n t o k k ivé te l éve l m i n d e n ü t t (végesek és) f o l y t o n o s a k l egyenek , 
és sehol se legyen m i n d h á r o m feszí tőerő egyidejűleg z é r u s . 

A s a r o k p o n t o k b a n , a h é j egyéb p o n t j a i t ó l e l té rően , az F f ü g g v é n y n e k 
sz ingula r i t ássa l kell b í rn ia . M i n t h o g y a h é j pe remén и — 0, a s a r o k p o n t o k b a n 
a m e g k ö v e t e l t sz ingular i tás csak akkor j ö h e t létre, ha o t t az F f ü g g v é n y 0/0 
a l akú , v a g y i s ha a s a r o k p o n t o k b a n v = 0. 

A n n a k igazolásául , h o g y a s a r o k p o n t o k b a n a 1 1 = 0 k ö v e t e l m é n y való-
b a n t e l j e s í tve v a n , v e g y ü k s z e m ü g y r e az a l ap ra j z i sokszög te tszőleges xt = а,-
o lda lának az xi+1 = a í + 1 , i l l e tve = ai_1 sokszögoldal la l közös k é t sa rok-
p o n t j á t . E z e k e g y i k é b e n / + 4 , a m á s i k á b a n p e d i g f í _ 1 z é r u s é r t ékű . M i n t h o g y 
a (9b) kép l e t m i n d e n egyes t a g j á b a n v a g y a z / _ 1 5 vagy az fi+1 k i fe jezés szorzó-
k é n t szerepel , ny i lvánva ló , h o g y v m i n d k é t s a r o k p o n t b a n zérus. H a s o n l ó a 
he lyze t a t ö b b i s a r o k p o n t b a n is. 

Te rmésze te sen , a v á l a s z t o t t F f ü g g v é n y n e k az (5b) a l a t t i k é t pe remfe l -
t é t e lnek sz in t én meg kell fe le lnie . 

Az (5b) a l a t t i első peremfeltétel t e l j e s í t e t t vo l tá ró l a zonna l meggyőződ-
h e t ü n k , h a f igye lembe v e s s z ü k , hogy az egyes sokszögolda lak m e n t é n az 
/ i ' / г ' / з ' • • ч / т f ü g g v é n y e k v a l a m e l y i k e m i n d i g e l tűnik , és így az F f ü g g v é n y 
számlá ló ja — az u f ü g g v é n y — v a l a m e n n y i sokszögoldal m e n t é n zérus é r t é k ű . 
Min thogy u g y a n e k k o r az F f ü g g v é n y n e v e z ő j e — a v f ü g g v é n y — a sa rok-
p o n t o k k ivé te léve l sehol s e m zérus , a számlá ló zérus vo l t a a z t je lent i , h o g y b á r -
mely k é t szomszédos s a r o k p o n t közt i pe remszakaszon az (5b) a l a t t i első pe-
r emfe l t é t e l , vagy i s az 

F = 0 

k ö v e t e l m é n y va lóban t e l j e s í t v e v a n . 

4* Műszaki Tudomány 46, 1973 
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E g y s z e r ű e n igazo lha t juk azt is, hogy a (8) a la t t i F függvény az (5b) 
a l a t t i második peremfeltételnek is megfelel. Vegyük evége t t szemügyre pl . az 
x1 = a1 sokszögoldal t , és á l l ap í t suk meg ezen sokszögoldal m e n t é n az F f ügg -
v é n y grad iensének az é r t é k é t . Az xx szer int i der iválás t vessző indexszel je -
lölve, és f igye lembe véve, h o g y az x1 = a x he lyen и = 0, a szóban forgó gra-
dienst így f e j e z h e t j ü k k i : 

(10) 
vu' — uv' vu' u' 

V2 V2 

Xi = Qi V XI=CLL V Xi = űi 
F' 

Á m d e az Xy — a x helyen / j = 0, úgyhogy 

u ' j x . ^ o , = ( / 1 / 2 / 3 • • • f m ) + ( / 1 / 2 / 3 + • • - f m ) + 

+ ( / 1 / 2 / 3 • • - f m ) + • • • + ( / 1 / 2 / 3 • • - / r n ) 

= / 1 / 2 / 3 • • - fm s 

es 

V V = f l с 1 / г / з • • ' f m 

Ezeknek az összefüggéseknek a f igyelembevéte lével a (10) k é p l e t a köve tkező-
k é p p e n a l aku l : 

F' f l / 2 / 3 • • - fm 
= — f í 

Il С 1 / г / з • • •fm 

Minthogy Ti csak az vá l tozó tó l függ, a z / ' der ivá l t az x1 = a1 helyen á l landó , 
és így ny i lvánva ló , hogy 

Fí |x,=a, = k o n s t , 

vagyis az (5b) a la t t i második peremfel té te l a szóban forgó sokszögoldal men-
t é n szintén te l jes í tve van . Hason lóképpen igazolható a t ö b b i sokszögoldal 
m e n t é n is, hogy az F f ü g g v é n y va lóban megfelel a második peremfe l té te lnek . 

3.2. A peremvonalak 

A hé j a l ak függvényének megha tá rozásához meg ke l l á l lapí tani a h é j 
p e r e m v o n a l a i n a k az a l a k j á t . A n n a k b e m u t a t á s á r a , hogy ez a művelet m i k é n t 
h a j t h a t ó végre , vegyük szemügyre az a l ap ra jz i sokszög egy ik oldalát , i l le tve 
e sokszögoldal felet t i h é j p e r e m e t . H a a v izsgálandó sokszögoldal m e n t é n a 
normál is i r á n y t re-nel, az ér in tőleges i r ány t (-vei je löl jük (1. ábra) , az (1) dif-
ferenciá legyenle t he lyet t ezt í r h a t j u k : 

znnFtt - 2zntFnt + zttFnn + p = 0. (11) 

Ámde a szóban forgó sokszögoldal men tén a (4) a la t t i ak sze r in t 

Flt = 0 és Fnt = 0 , 

Műszaki Tudomány 46, 1973 
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és ezért o t t a (11) d i f ferenciá legyenle t ekkén t egyszerűsödik [7]: 

*„Fnn + p = 0. 
I n n e n 

és ennek megfelelően az eml í te t t sokszögoldal f e l e t t i peremvonal egyenle te : 

« = — Г Г - Р - Л - А . (12) 
J J F n n 

3.3. Az alakfüggvény 

A z f üggvény é r t é k é t az egyes sokszögoldaluk mentén i smerve , a héj 
a l a k j á t leíró a l a k f ü g g v é n y t az (1) d i f ferenciá legyenle tnek megfelelő véges 
d i f ferenciaegyenle tek segítségével l ehe t előállítani. E z a művelet á l t a l ában 
csak közel í tő pon tos ságú megoldást tesz lehetővé, de az eljárás pon tossága 
elvileg tetszőlegesen fokozha tó . 

Fe lmerü lhe t az a kérdés, v a j o n a fe lada t d i f ferenciá legyenlete minden 
ese tben megoldha tó-e , és ha igen, lé tezik-e egyér t e lmű megoldás. E kérdés t 
i l letően t u d n u n k kell , hogy a f e l a d a t di f ferenciálegyenlete a sokszögoldalak 
s a rokpon tok közöt t i szakaszain pa rabo l ikus , a sokszögoldalakon be lü l pedig 
a f e lve t t F f üggvény tő l függően e l l ip t ikus , h iperbol ikus , vagy vegyes t ípusú . 
Az el l ipt ikus esetben nyi lvánvaló , hogy a fe ladat egyér te lműen mego ldha tó . 
Hason ló a helyzet a k k o r is, ha a d i f ferenciá legyenle t vegyes t í p u s ú ugyan , 
de h iperbol ikus szakaszok csak a h é j s a r k o k kö rnyeze tében a lakulnak k i . A pa-
rabol ikus peremvonalszakaszokon ui . m a g a a p e r e m v o n a l a ka rak te r i s z t ika , 
és így a h iperbol ikus részek ka rak te r i s z t iká i csak a sa rokpon tok tó l indu lha t -
nak el és nem v e z e t h e t n e k egyéb p e r e m p o n t o k b a . 

3 . 4 . A támaszerők 

A fe lada t te l jes megoldásához m e g kell még á l l ap í t anunk a hé j s a rkok -
b a n m ű k ö d ő t á m a s z e r ő k x,y, z i r á n y ú Rx, Ry, Rz a lko tó i t is. E v é g e t t egyen-
súlyi v izsgála to t kell végeznünk a h é j a lka lmasan e lha tá ro l t o lyan sa rok ré-
szein, amelyek mindegy ike csupán egyet lenegy s a r o k p o n t o t t a r t a l m a z . Egy 
ilyen J L M sarokrészie te t a 3. á b r á n t ü n t e t t ü n k fel . I t t az x i r á n y ú erőalko-
t ó k r a vona tkozó egyensúlyi fe l té te l t az 

— J I V xdy — J Nyx dx — 0 
L L 

egyenlet fejezi ki. Innen a (2) összefüggések figyelembevételével a támaszerő 
x irányú összetevője: 

J M 
Rx = \ F y y d y - $ F X y d x = Fy\J

L - Fy \M
L = Fy\JM. (13) 

L L 
4* Műszaki Tudomány 46, 1973 
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Teljesen h a s o n l ó módon s z á m í t v a , az Ry t ámasze rő 

m j 
Ry = J Fxxdx - J Fxydy = Fx\™~ Fx \[ = FX\" (14) 

•L Z. 

A támasze rő 2 i rányú ií2 összetevője a függőleges e rőa lko tók ra vona t -
k o z ó egyensúlyi f e l t é t e l segítségével h a t á r o z h a t ó meg. 

4. A héj alaprajzi idoma egyenlőszárú derékszögű háromszög 

Alka lmazzuk az előzőkben vázo l t e l j á rá s t a 4. ábrán a l a p r a j z b a n fel-
t ü n t e t e t t o s z t ó b o r d a nélküli, s z a b a d peremű o l y a n héj ra , ame ly csupán a há -
r o m s a r o k p o n t j á n v a n m e g t á m a s z t v a és az a l a p r a j z t e rü le tén egyenletesen 
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3. ábra. A héjból kimetszett sarokrész 

4. ábra. A példaként tárgyalt szabad peremű héj alaprajza 
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megoszló 

p = Po — k o n s t . 

függőleges t e h e r r e l v a n t e r h e l v e . 
V á l a s s z u k f x , f 2 , f 3 f ü g g v é n y e k ü l az 

/ i ( * i ) = xv 

fÁXil — X2i 

/ з (*з) = W / 2 ) - ж3 

k i f e j ezéseke t , és t é r j ü n k á t н z x j , x.̂ i Xß k o o r d i n á t a s u g a r a k r ó l az x, y de rék -
szögű k o o r d i n á t á k r a : 

f i = 

/ 2 = У л 

/з = Ь — х—у. 

E b b e n az e s e t b e n a (9) k é p l e t szer int az и és v f ü g g v é n y e k r e az 

и = x y(b — x — y), 

v = c0xy(b — x — y) -f ctfib — ж —у) + 

+ c2x(b — ж — у) + c3xy 

k i fe j ezéseke t k a p j u k , az F f ü g g v é n y t p e d i g a (8) kép le t sze r in t így sze rkesz t -
h e t j ü k m e g : 

F = x y ( b - x - y ) _ (15) 

(c0xy + Cxy + с2ж) (b — ж — у) + c3xy 

A köve tkezőkben az álalánosabb e se te t mellőzve csak azokkal az ese-
tekkel óhaj tunk foglalkozni, amelyekben 

a b b b 
c o = Y ' C 2 = = Y ' C3 = Y ' ( } 

Ezekben а képle tekben a nevezet len szám, К dimenziója pedig erő X hosszú-
ság. Ezekkel az értékekkel a feszü l t ségfüggvény (15) jelű képlete így alakul: 

F — К x y j b - x - y ) . ( 1 7 ) 

XXy(b — ж — у) — 6(ж2 + ж у -[- у 2 — b x — by) 

А (17) k é p l e t b e n az a t é n y e z ő n e m v e h e t ő fel t e t sző legesen . A h h o z ui . , 
h o g y a h é j f e sz í tőe rő i a s a r o k p o n t o k t ó l e l t e k i n t v e a h é j egész t e r j e d e l m é b e n 
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végesek legyenek, és a h é j egyetlen p o n t j á n se legyen m i n d h á r o m feszül tség-
alkotó egyidejűleg zérus , az szükséges, hogy 

l e g y e 

a > — 4 

4 . 1 . A feladat megoldása, ha a = 0 

(18) 

A szóban forgó különleges ese tben a feszü l t ségfüggvény (17) j e lű kép-
lete a k ö v e t k e z ő k é p p e n egyszerűsödik: 

xy(b — X —y) 

b x2 x y y2 — b X — by 
(19) 

Ennek az F f ü g g v é n y n e k megfelelő „ feszü l t ségfe lü le t " a hé j egész t e r j ede l -
mében el l ipt ikus. 

A peremvonalak. Az x = 0 befogó fe le t t i pe remvona l a lak ja a (12) a la t -
t iak a l a p j á n fe l í rható 

= ~Po •Ятт-
J J г XX [ x = 0 

dy • dy 

képlet segítségével h a t á r o z h a t ó meg. A szóban forgó ese tben 

x = 0 

2 K y 2 _ ( - b y + b 3 ) ( b - y )  

b (y2 — 6y)3 
- 2 К 

1 

y ( b - y ) 

ЩУ 

= J°o— j j y i b ~ y ) d y • d y . 

Az i n t eg rá lá s t elvégezve, az x = 0 p e r e m v o n a l egyenle teként az a lábbi ki fe-
jezést k a p j u k : 

( y i - 2 b y 3 + b 3 y ) . 
2 4 F 

(20) 

A szóban forgó p e r e m v o n a l az у = 6/2 függőlegesre nézve sz immet r ikus és 
o r d i n á t á j a a nyílás közepén 

x=o 
y=bl 2 

Pob1 

384 К 
(21) 

Az у = 0 befogó fe le t t i pe remvona l a fennforgó sz immet r i a m i a t t u g y a n -
olyan a l a k ú , min t az x = 0 pe remvona l . 
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Az X -(- y = b átfogó f e l e t t i pe remvona l a l ak j án ak megha tá rozásához 
a (19) egyenle tben az x, y vá l tozók he lye t t 

t + v 

П 
У = 

t - V 

П 

helyet tes í téssel a f , Г] v á l t o z ó k a t veze t jük be . Ezekkel az ú j vá l tozókka l a 
f e l ada t feszül tségfüggvénye így fejezhető k i : 

E b b e n az ese tben 

í£ 

][2b 3£2 + rf - 2 ^ 2 « 

= - 1 6 К  
{_ь/У2 b2 - 2rf 

(22) 

és a peremvona l a lak já t megha t á rozó összefüggés: 

IÍ-K/V2 Í J - P o dr] • drj = Po 
FU IÉ-bffi 1 6 K 

Az integrálást elvégezve, a pe remvona l egyen le te : 

Po 
2 = — 

í=b/Vs 

ÍJ<" 2rj2)dr] • dr]. 

16K 2 24 

A nyílás közepén 

Í=b/y2 
>)=0 384 

M . 
К 

(23) 

(24) 

E z az érték a (21) alat t i é r t é k k e l megegyezik, t ehá t a h é j p e r e m az a l ap ra j z i 
háromszög m i n d h á r o m oldala fe le t t azonos ívmagasságú . 

Az alakfüggvény. A h é j feszül t ségfüggvényének a kép le tében а К á l lan-
dó ra nézve edd ig semmi k i k ö t é s t sem t e t t ü n k . Ennek az á l l andónak a lka lmas 
felvételével a h é j magassági v iszonyai t t u d j u k szabályozni . H a pl. azt a k a r j u k 
elérni, hogy a h é j pe remvona la inak ívmagassága h, legyen, akkor a (21) kép le t 
f igyelembevéte léve l К t ényezőü l a 

5 p0b* 
К = (25) 

384 h 
é r t éke t kell v á l a s z t a n u n k . 

А К t é n y e z ő b i r t o k á b a n a héj a l ak függvényének z o r d i n á t á k a pe rem-
vona lak m e n t é n a (20) és (23) képle tek segítségével lehet megál lapí tani , a h é j 
belső p o n t j a i b a n pedig az (1) differenciálegyenletet he lye t t e s í tő véges diffe-
renc iaegyenle tek segítségével lehet — közel í tőleg — megha tá rozn i . 

F e l a d a t u n k esetében az elvégzett s z á m í t á s az 5. á b r á n f e l t ü n t e t e t t hé j -
a lako t e redményez te . 
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5. ábra. Egyenlőszárú derékszögű háromszög alaprajzú szabad peremű héj (a = 0) 

A támaszerők. A hé j r a h a t ó t e rhek eredője 

Q = M _ 

nagyságú függőleges o lyan erő, amelynek ha tásvona la az a lapra jz i i dom súly-
p o n t j á n á t m e n ő függőleges egyenes. A h á r o m támaszerő a Q eredő h a t á s v o n a -
lán me t sződ ik , függőleges a lkotó ik n a g y s á g a egyensúlyi okokból 

R Q n 62 (26) 

A támasze rők x, i l letve у i r ányú a lko tó j a a (13), i l le tve (14) k é p l e t e k se-
gítségével h a t á r o z h a t ó meg. P l . az О pon tbe l i t ámaszerő x i rányú a l k o t ó j a a 
(13) kép le t szerint (6. ábra) 

R = F г — F \ — F \ = F x y\M y\r гУ\м 1 
y\J y\ M ' y\j- (27) 

6. ábra. Az О pontbeli támaszero Rx, Ry összetevői 
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Min thogy 

!gy 

„ Kx2 2 x y + л;2 - 2hx — 2by + b2 

Г у = • , 

6 (л:2 -j- xy — y 2 — bx — by)2  

F * 2 x2 — 2 bx + b2 К 
у |м ' 

b (x2 - bx)2 b 

E z t az é r téket a (27) képle tbe b e t é v e , azt t a l á l j u k , hogy 

R x = R y = — > 
ь 

i l le tve a (25) a l a t t i a k f igyelembevéte lével a r r a az e redményre j u t u n k , hogy 

= =
 ,Èf- ( 2 8 ) 

384 h 

A három t á m a s z e r ő me t szé spon t j ának a z = 0 síktól m é r t hs távolsága az 

R x ) [ 2 : R z = j V 2 : h s 

a r á n y l a t b ó l h a t á r o z h a t ó meg: 

3 Rx 

I n n e n a (26) és (28) a la t t iak f igyelembevéte lével 

64 
hs = —h. (29) 

15 

4 .2 . A feladat megoldása, ha a = —2,25 

E b b e n uz ese tben а f e lada t f eszü l t ségfüggvénye a (17) kép le t f igyelembe-
véte lével így a l a k u l : 

F=-4K x y j b - x - y ) 
9x 2y + 9xy2 — 46x2 - 13bxy - 46y2 + 462x + 462y 

Most a feszül t ségfüggvény je l l emez te felület vegyes t í p u s ú : a héj közepén 
el l ip t ikus , a h é j s a r k o k környeze tében h iperbol ikus . 

A szóban fo rgó pé ldában a h é j a l ak já t a 7. ábra t ü n t e t i fel. 
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0Í.= 2 , 2 5 

5. Megjegyzés 

Az egyenlőszárú derékszögű háromszög alaprajz fölé szerkesztet t szabad 
p e r e m ű héjak prob lémája szoros kapcsola tba hozható a hasonló módon ter-
he l t és meg támasz to t t szabályos háromszög a lapra jzú hé jak p rob lémájáva l . 

E kétféle hé j fe lada t feszii l tségfüggvénye közt ui. a f f in kapcsolat áll fenn, 
úgyhogy, ha az egyik fe ladat megoldása ismeretes, a másik fe ladat megoldása 
ebből affin t ranszformáció segítségével m á r egyszerűen leszármazta tha tó . 
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7. ábra. Egyenlőszárú derékszögű háromszög a lapra jzú szabad peremű héj (a = —2,25) 

8. ábra. Egyenlő oldalú háromszög a lakú szabad peremű héj a laprajza 
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Szabályos háromszög a l a p r a j z fölé sze rkesz te t t h é j a k esetében a 8. áb-
r á n f e l t ü n t e t e t t O ^ x ' s y ^ k o o r d i n á t a r e n d s z e r t célszerű beveze tn i . E b b e n a 
k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n a 4.1. a l a t t t á rgya l t h é j j a l aff in szabályos háromszög 
a l a p r a j z ú h é j a k feszü l t ségfüggvénye 

F = K l *3 - 3*J2 + 3a*2 + Say2 - 4аз ^ ^ = ^ 
ax2 -+- ay2 — 4a3 

а 4.2. alat t i h é j j a l aff in szabályos háromszög a lap ra jzú h é j a k feszül tségfügg-
v é n y e pedig: 

F = K2 - 3*y2 + Sax2 + Зау2 - 4 а 3 ^ ^ = ^ 
x3 — 3 xy2 — ax2 — ay2 + 12a 3 
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Membrane Shells with Point Supports. Paper presents a method for the designing of 
point supported shells enclosing an arbitrary (regular or irregular) polygonal base. The treated 
shells have neither ribs nor edge members (edge arches) and are only submitted to permanent 
loads acting in vertical direction. The problem is dealt with by using the assumptions of the 
so-called membrane theory. I t starts out from a stress state with singularities at the corner 
points and considers the function describing the shape of the shell as unknown. The appli-
cation of the suggested method is explained by taking as examples right angled isosceles 
triangular shells only supported at their corner points. 

Membranschalen auf Einzelstützen. Der Aufsatz gibt ein Verfahren für die Konstruk-
tion von Schalen bekannt, die auf Einzelstützen aufliegen und keine Rand- und Zwischenrip-
pen besitzen. Der Grundriß der Schalen ist ein beliebiges (regelmäßiges oder unregelmäßiges) 
Vieleck. Als Belastung werden nur ständige, verteilte vertikale Kräfte in Rechnung gestellt. 
Das Problem wird im Rahmen der Membrantheorie behandelt. Verfasser geht von e inem den 
Randbedingungen entsprechenden, in den Schalenecken Singularität aufweisenden Spannungs-
zustand aus und betrachtet die Schalenform beschreibende Funktion als unbekannt. D ie An-
wendung des Verfahrens wird anhand Schalen über einem gleichschenkligen rechtwinkeligen 
Dreieckgrundriß vorgeführt. 
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