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A dolgozat két, parhuzamos &vsikbol és az 6ket Gsszekots rudakbol dllé olyan térbeli
ricsszerkezeteket vizsgal, amelyeknek két dvsikja azonos és iltalinos haromszég-halézatbol
ill. Bemutatja a térbeli ricsszerkezet egyenértékii helyettesits kontinuumanak (siklemezének)
meghatdrozasira szolgilé médszert, megallapitja, mik a feltételei annak, hogy ez a lemez
ortotrép, ill. izotrép tulajdonsigi legyen, és levezeti azokat a képleteket, amelyeknek segit-
ségével a kontinuum metszeterdibdl kiszdmithatjuk a racsszerkezet riderdit.

1. A szamitasi modell megvalasztasarol

A mérndki szamitdsok a méretezend8 szerkezet sajatsigain alapuld
szdmitdsi modellen végzett vizsgalatok. A vizsgalatok hasznalhatésiga elss-
sorban attél fiigg, hogy a felvett szamitasi modell mennyire pontosan tartal-
mazza a méretezendd szerkezet meghatarozé tulajdonsagait. Pontosabb és
altalaban bonyolultabb szamitasi modellel t6bb meghatirozé tulajdonsag
hatasat vehetjiik figyelembe, de a méretezési munka szamitasi része is egyre
hosszadalmasabb és 6sszetettebb lesz.

Gyakran eldfordul, hogy a szdmitas egyszeriisitése, esetleg a szimitas
elvégezhetfsége érdekében tudatosan vesziink fel olyan szamitisi modellt,
mely mér alapfeltevéseiben is durvabb kozelitéseket tartalmaz mas lehetséges
szamfitasi modelleknél. Ennek magyarazata az, hogy a kézelit§ alapfeltevések
olyan egyszeri matematikai megold4dsokat tesznek lehetdvé, melyekkel a
méretezés gyorsan, attekinthet§en és mérnéki szempontbél elfogadhaté pon-
tossaggal elvégezhet§. Tanulmanyunk is egy ilyen szdmitasi modell alkalma-
zasanak kérdéseivel foglalkozik.

A mérnoki szerkezetek a méretezés soran alkalmazott szAmitasi modell
jellege szerint két csoportra oszthatdk.

Az egyik csoportba tartoznak a finit szdmitdsi modell alapjin targyal-
haté szerkezetek. Ezeket pontosan kovethetd er§jatékd elemekbdl ssszealli-
tott szerkezeteknek tekintjiik, a kiilsd terhelés hatasira a csatlakozasi pon-
tokban fellépé igénybevételek egyensilyabél illetve az elmozdulasok odssze-
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férhet§ségébdl tudjuk kiszamitani az egész szerkezet erGjatékat, az osszefiig-
géseket leir6 linearis egyenletrendszer megolddsval. Tipikus példai a finit
szamitisi modellii szerkezeteknek a racsostarték és a keretek.

A masik csoportba tartoznak a folytonos szdmitdst modell alapjan mére-
tezend§ szerkezetek. Ezeknél a kiils§ és bels§ erdk egyensilyat, az alakvalto-
zasi elemek Osszeférhet§ségét a folytonos szerkezethdl képzeletben kivagott
differencialis méretii elemen elégitjitk ki. Az dsszefiiggéseket igy differencial-
egyenletek irjak le. Az ergjatékot a differencialegyenlet pontos vagy kozelits
megoldasa szolgaltatja. Tipikus példai a folytonos szamitasi modelld szerke-
zeteknek a lemezek, a tarcsak és a héjak.

Kiilonleges helyet foglalnak el a csoportesitisban a racsos feliiletek,
mert mindkét alapelv szerint targyalhaték. Bar a rdcsos tarték jellegzetesen
finit szamitasi modellhez alkalmas szerkezetek lennének, a szimitasban sze-
repld ismeretlen statikai mennyiségek szama — a szerkezetet alkot6 finit ele-
mek nagy szdma miatt — olyan nagy, hogy a finit szdmitasi modell alkalma-
zasaval a méretezés szamitasi része — terjedelmessége miatt — gyakorlatilag
elvégezhetetlenné vilik.

Rég6ta ismeretes azonban [14], hogy a sok ismétl§ds elembdl 5ssze-
allitott szerkezetek a mérndki pontossag igényeit kielégitd mdédon szamithaték
folytonos szamitdsi modell segitségével is.

A folytonos szamitasi modell hasznalatinak alapvetd kiovetelménye,
hogy ismerjiik a kontinuum anyagtérvényét, azaz a fesziiltségek és az alak-
valtozasok kozotti osszefiiggést leiré egyenletrendszert (merevségi matrixot).
Az izotrép rugalmas anyagokra ez az altalanos Hooke-térvény alakjaban ir-
haté fel. A racsos feliletek helyettesit§ kontinuuma nem feltétleniil izotrép,
igy az anyagtdrvény meghatarozisa a Hooke-térvénynél jéval bonyolultabb
osszefiiggések felirasat jelenti.

2. A feladat kitiizése

A kovetkezdkben kétrétegii riacsszerkezetek szamitasival fogunk fog-
lalkozni. [gy nevezziik azt a térbeli alakzatot, amelynek ovridjai két, egy-
massal parhuzamos tin. dvfeliileten helyezkednek el, s az e két felilleten levé
csomépontokat ferde racsrudak kapcsoljadk egymashoz. A csomépontokat
csuklésnak tételezziik f6l, igy a rudak csak tengelyirdnyid erdt tudnak fel-
venni.

Vizsgalatainkhoz kikotjiik, hogy

a) a két 8vsik halézata és rddszelvényei azonosak legyenek,

b) az dvsikok halézata alljon egybevagé de altalanos haromszégekbdl,
azaz az 6vrudak harom adott irdnnyal parhuzamosan fussanak, egymast6l —
iranyonként — egyenl§ tavolsagban,
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c) az egy-egy iranyban futé évrudak keresztmetszeti teriilete azonos
legyen,

d) a két dvsikot ferde racsrudak kossék ossze oly médon, hogy az alsé
halézat egy-egy haromszogének harom csicspontjabél a racsrudak fussanak
ossze a fels§ halézat egy-egy cstcspontjaba. Igy végiil is minden csomépont-
ban hat 6vrid és harom racsrid taldlkozik (1. abra):

1, dbra. a) alaprajz; b) perspektiv kép

Ezek a feltételek biztositjak egyrészt azt, hogy a szerkezet merev le-
gyen, misrészt pedig, hogy az egész szerkezet hajlitasi és csavarasi igénybe-
vételeibdl csupan dvriderdk ébredjenek. Teljesiil tovabba az is, hogy az egész
szerkezetre haté hajlitasi igénybevételek a kozépfeliiletben nem okoznak ny-
last, a membran-igénybevételek pedig nem okoznak hajlitasi alakvaltozast,
végiill pedig hogy a nyirasi alakvaltozas csupan a racsrudak merevségétél
figg.

Feladatunk az lesz, hogy meghatarozzuk e szerkezet nyidlasi (memb-
ran-) merevségeit, hajlitasi-csavarasi (lemez-) merevségeit, és ennek alapjan
megallapitsuk: milyen tomor lemez lesz statikai szempontbél egyenértékii a
kétrétegii racsszerkezettel. Ezen beliil azt is tisztazzuk, hogy az egyenértékii
lemez mikor izotrép, mikor ortotrép és mikor altalanosan anizotrép (aeolotrép).
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3. Az irodalom ismertetése

A kétrétegili racsszerkezet kontinuummal valé helyettesitését elészor
WRricHT irta le [15], mégpedig egyenls oldald haromszégekbdl allé svsikok és
mindhirom §vrddiranyban azonos keresztmetszetii rudak esetére. Szabalyos
tetraéderekbdl 6sszeallithaté halézaton mutatja be a helyettesit§ — izotrép-
nak tekinthet§ — témér lemez merevségeinek meghatarozasat.

OpraviL [9] egyrétegili, egyenlfszard haromszégekbsl allé halézattal
foglalkozott azzal a feltételezéssel, hogy a két haromszdgszarnak megfeleld
rudak keresztmetszete azonos. Ily médon természetesen ortotrép szerkezethez
jut, és az ortotrépia fGirdnyait eleve ismeri.

Hexk: médszere [2], [3] alkalmas a 2. pontban leirt 4ltalanos racsozisi
egy- és kétrétegili racsszerkezetek helyettesit§ merevségeinek meghataroza-
sara, de esak olyan eseteket targyal, amikor a geometriai tulajdonsagok (szim-
metrikus ricsozas stb.) egyértelmiien megszabjak az ortotrépia féiranyait.

Rozsa [11] és Szmoprrs [12] felirjak az egyrétegli, hajlitasra is merev
rudakbél all6 aeolotrép ricsozas helyettesitd lemezének differencialegyenletét,
de 8k sem térnek ki az altalanos racsozas ortotrépia-firanyainak meghatéro-
zasara.

Mi a kévetkezGkben a probléméanak az el§z6kben kériilirt altalanos meg-
oldésat kivinjuk bemutatni. Ezen belil elsGsorban az ortotrépia feltételével
foglalkozunk részletesen.

4. A kétrétegii racsos szerkezet lemezmerevségei

Ismeretes [4], [5], hogy a lemezek Kirchoff-féle igynevezett klasszikus
hajlitaselméletében csak a kozépfeliilettel parhuzamos sikbeli fesziiltségek és
alakvaltozasok 0Osszefiiggését megadé rugalmas allandék szerepelnek. Tomor,
vékony lemezek vizsgilatanal ez megengedhetd, mert az elhanyagolas soran
végtelen nagynak feltételezett rugalmas allandék szerepe kicsiny; pontos
figyelembevételiik csak kis eltérést adna a klasszikus elmélet eredményeihez
képest. Ricsos szerkezeteknél a helyzet nem ennyire kedvezd. Egyrészt ugyan-
is a szerkezet helyettesit§ lemezének merevségi ardnyai meglehet§sen tavol is
allhatnak a vékony lemezek merevségi aranyaitél, masrészt pedig bizonyos
racsozisi rendszerek esetén (pl. eltérd alsé és fels6 6vricsozas, nem alaktarté
6vracsozasok sth.) a kiilonb6z8 igénybevételek hataséra létrejovs deformaciék
a klasszikus lemezelméletben, st a tomor lemezek pontos elméletében sem
szerepl§ j merevségi jellemz8k bevezetését kivanjik meg [3].

A 2. pontban leirt racsozasi rendszeriinkben a sikbeli anizotrépia mellett
csak a klasszikus elmélet szerint elhanyagolt nyirasi alakvaltozasoknak a
témér lemezekénél valamivel nagyobb volta jelenthet eltérést a Kirchoff-
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féle lemezelmélethez képest, de ennek pontos figyelembevételére altalaban
nincs sziikség, mert az ilyen jellegi nyirasi alakvaltozasok a gyakorlatban
majdnem mindig teljesiilé feltételek mellett a nyomatéki alakvaltozastél
fiiggetleniil vizsgalhaték [10]. Elegendé tehat a Kirchoff-féle hajlitaselmélet-
ben szerepld és esetiinkben az 6sszekot8 racsozastdl fiiggetlen rugalmas allan-
dékat (,,lemezmerevségeket’) meghataroznunk.

4.1. Osszefiiggés az ovfeliiletek nyuldsi merevségei és a teljes rdcsszerkezet hajlitdsi
merevségei kozott

Jelolje a teljes racsszerkezetnek megfelelé lemez hajlitasi alakvaltoza-
sait jellemz§ értékharmast a x vektor, a nyomatéki igénybevételeket pedig az
m vektor:

% m,
=} 2% |, m=| m,
22ty 1y
2w w : s g - y g
Tt v — és x, = az x ill. y iranyd gorbiiletvaltozast (2a. abra),
dy?
32w E
sy az elcsavarodast,

54 8xdy

m, és my az x ill. y iranya fajlagos hajlitényomatékot,
m,y a fajlagos csavarényomatékot jelenti;
w pedig a kozépfeliilet lehajlasa.

oldalnézet alaprajz
&
1 Tt 7 felsb
M 5

() !/ﬁ N s
= alsé

z L
Y G sdx |
Exax 4 Lx ?
A e s
7 iy
odalnézet |/ fas
h
3 ]\ elss
z L L §
2/a dbra. Oldalnézet. 2[b. dbra. Alaprajz
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Az alakvaltozasok és a nyomatékok kézti kapcesolatot leird legaltalano-
sabb osszefiiggés a kovetkez§:

By, By, By, *x
m=—B.x=—| B, B,, By, %y |. (1)
Bys Byy Byg |1 2%y,
Az egyik ovfeliilet helyettesit§ tarcsajanak fajlagos alakvaltozasait és

metszeterdit tartalmazé vektorok kozti §sszefiiggés a legaltalanosabb eset-
ben (1)-hez hasonlé alaki lesz:

Ny Ay Ay AT &
n=|n, |=A-e=]4, Ay, Ays || & |» (2)
Nyy Ayg Agg Az 1lyy,
ahol ¢y, ¢, az x ill. y irdnyd megnyildsok,
Vxy az Ovsikba esf szdgtorzulas,
ny,n, az x ill. y irdnyd derékerdk az §vsikban,
Ny pedig az dvsikban haté (membrén-) nyiréerd (3. dbra).
™
Ny
y
ki —Mx
§
(P
X
3. dbra

Az egyenletekben szerepld A ill. B szimmetrikus matrixok az dvsikok
nyildsi merevségeinek, ill. a racsszerkezet helyettesit8 hajlitasi merevségeinek
matrixa.

Egyszertien megteremthets az osszefiiggés a két matrix kozott.

Mivel merevségek meghatarozasahoz tiszta hajlitasi (ill. csavarasi)
alakvaltozas-allapotot kell vizsgalnunk, az 6sszekot§ récsozat a 2. pontban
leirt feltételezéseink szerint igénybevétel-mentes. A nyomatékokat igy a két
ovfeliiletben miksds, egymassal egyenld nagysagu, ill. iranyd, de ellentétes
értelmii metszeterGkbgl tehetjiik 6ssze. Korabbi feltevésiink szerint a két
dvfeliillet merevsége azonos, igy az dvfelilletek nyilasai is egymassal egyenlek,
de ellentétes értelmiiek lesznek.

Vegyiik alapul a fels§ ovfelillet nyilasait és metszeterdit. Igy (a 2a.
iabra szerint):

~ les—(—&d]dx 2 2e

k- dx R’ Y
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illetve (2b. dbra szerint):

2 2 2 2
25y = 2 . = Yyy
h/2 dyj2  h

Az egyenletekben h a racsszerkezet dvsikjainak tavolsaga.

Az alakvaltozasok kézti Gsszefiiggéshez hasonlé az igénybevételek kozti
osszefiiggés: ha a fels§ ovfeliilet membran-metszeter§it (—h)-val szorozzuk,
éppen a hajlité- ill. csavarényomatékokat kapjuk meg.

VégsS soron tehiat:

® = 2. € (3a)
és
m= -- hn, (3b)
és ha (3a, b)-t (2)-be helyettesitjiik és osszevetjiik (1)-gyel, kitiinik, hogy
h2
B=—A. 4
5 4)

Elegendd tehit egy ovfeliilet A nyilasi merevségi matrixat meghataroz-
nunk, mert (4) értelmében ez meghatirozza a B hajlitasi merevségi matrixot is.
4.2. Egy évfeliilet merevségi viszonyai; sikbeli anizotrépidk

A nyilasi merevségek A matrixa a (2) alakban felirva az altaldnos (sik-
beli) anizotrépia — aeolotrépia — esetének felel meg. Ebben a legiltalanosabb

esetben is — az idegen munkak egyenl§ségére vonatkozé reciprocitasi tétel
kovetkeztében — szimmetrikus a merevségi mdtrix:
A* = A,

mégpedig tetszfleges helyzet{ koordinatarendszerben. Az egymastél kiilsnbozd
matrixelemek szama igy maximum 6. A késébbiekben latni fogjuk, hogy bizo-
nyosesetekbhen az egymastdl fiiggetleniil felvehetd elemek szama jéval kevesebb,
esetleg csak egyetlenegy. Az anyagtérvényt leiré matrix struktirajabél egyéb-
ként elég nehéz kozvetlen kivetkeztetéseket levonni az anyagtérvény milyen-
ségére, mert a matrix-elemek — az izotrépia esetét kivéve — az alapul vett
koordinatarendszer irdnyatdl fiiggden valtoznak.

A sikbeli aeolotrépia esetében is talalhatunk olyan, egymasra nem merg-
leges &, 7, ... irdnyokat, melyek egyikével parhuzamosan felvett x vagy y
koordindtarendszerben A4,, = 0 vagy A,; = 0 adédik. Ezeket az irdnyokat
kitiintetett merevségi matrixuk miatt merevségi firdnyoknak is tekinthetjiik.

Az anizotrépia specidlis esete az ortotrépia, amikor & és ) egymasra merG-
leges iranyok. Ilyenkor a megfeleld helyzet{i koordinatarendszerben felirt A
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matrix 4,, és A,, eleme egyszerre valik zérussa. Az ortotrépia feltétele tehat
az, hogy £ | nésx| & y||n esetén 4,3 = 4,3 = 0legyen [1], [6], [7], [13].

Végiil az izotrépia feltétele az, hogy az A,; = Ay, és A,3 = A,, matrix-
elemek a koordinétarendszer felvételétsl fiiggetleniil zérussal legyenek egyen-
16k. Ehhez az sziikséges, hogy az A matrix invaridns legyen az alapul vett
derékszogli koordinatarendszer elforgatasaval szemben [1].

Az anizotrépia éltalanos a kristalyos szerkezetek korében, az ortotrépia
a magasabb kristalytani osztalyokba sorolt anyagok sajatossaga. Az amorf
vagy mikroszképikusan rendezetlen anyagok izotrépnak tekintheték.

A merevségi matrix felirasa, majd kiilonb6z§ iranyd koordinatarendsze-
rekbe torténd atirasa ttjan meghatarozhatjuk tehat a fGiranyok relativ hely-
zetének, ill. a f8iranyi koordinatarendszerben felirt matrix elemeinek vizs-
galata alapjan a kontinuum szilardsagi jellemzdit és az izotrépia vagy az
ortotrépia feltételeinek teljesiilését.

4.3. Az ovsikok helyettesito kontinuuma (tarcsdja)

A helyettesités elve legyen a kivetkezs: Hozzunk létre az dvsik peremein
a csomopontokra hato erérendszerrel egy homogén rid-ergjatékot (amikor is
minden egyiranyu ridban ugyanakkora riderd ébred). A rudak hosszvaltoza-
saval megvaltozik a csomépontok tavolsaga, és valamilyen szabalyossag sze-
rint eltorzul az eredeti haromszog-rendszer. A helyettesitd folytonos tarcsa az
lesz, amelyre az el6zivel egyenértékii megoszlé erdrendszert mikéodtetve a
kialakulé6 homogén fesziiltségallapot kiovetkeztében létrejové alakvaltozasok
a lemezre felrazjolt ricsrendszernek az eredeti racsrendszerével megegyezs
eltorzulasat okozzak.

A 4. abra szerinti r, s és t iranyt rudak fajlagos megnyilasanak tehat
meg kell egyeznie a helyettesitd kontinuum ¢,, & és ¢; megnytlasaival, az r, s és

l___x oL
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tiranyid rudak S,, S és S, rider8inek ered§je pedig minden metszett feliileten
egyenértéki kell legyen a helyettesitd kontinuum megfelel§ metszett feliilletén
miikods belsd erdk eredgjével.

Mivel az anyagtérvényt a leggyakrabban egy derékszogii koordinata-
rendszerben értelmezett n,, n, és n,, belsé erfrendszer és az ugyanebben a
rendszerben értelmezett ¢,, ¢, és y,, alakvaltozasi rendszer elemei kozott fenn-
allé osszefiiggés formajaban adjuk meg, az S,, S; és S; riderdk és az ¢, &5 és g
megnyildsok kozotti dsszefiiggések nem jellemzik szemléletes médon a he-
lyettesitd kontinuum szilardsagi tulajdonsagait, de ezekbél kell kiindulnunk:

S,
g =
EF,
S;
&, = e, = Rils
s EFS 4 1
\ S

A matrix-osszefiiggés formajaban felirt (5) egyenletrenszerb8l (e, a
ridiranyd nyilasokat, s a riderSket felsorolé vektor, R; a ridmerevségeket
tartalmazé diagonal-matrix) az € és €4 ill. n és s vektorok kozti dsszefiiggést
leiré matrix-egyenletek segitségével el§allithatjuk az anyagtérvény meg-
szokott formajat.

Teremtsiik meg eldszor a kapcsolatot az € és €4 vektorok kézott. Valasz-
szuk az x irdnyt r-rel parhuzamosnak (4. abra). Ekkor

1 0 ]
€4=Le =] cos®x sin’x cos o - sinx |€. (6)
cos? sin’8 — cosf - sinf

A (6) vsszefiiggés helyességét a sikbeli alakvaltozasok kozti térvényszerliségek
alapjan azonnal belathatjuk.

A masodik dsszefiiggés felirasahoz helyettesitsiik a riderfket a rudak
irdnyaba esd harom linearis fesziiltségallapottal (vé. a 4. abraval):

b1 0 0
n,=R,.s=] 0 b5 0 [s. )
0 0 b

A helyettesit§ fesziiltségallapot e harom linearis fesziiltségallapot egymasra-
halmozasaval allithaté eld:

1 cos’x cos?f
n=L,=n,=|0 sin’ sin?3 “ny. (8a)
0 cosa-sine —cosf-sinf
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Ennek az §sszefiiggésnek a helyességét a sikbeli, ill. a linearis fesziiltség-
allapot térvényszeriiségei alapjan ellenérizhetjiik.
Az anyagtérvényt leiré (2) mitrixegyenlet az (5)—(8) egyenletek alap-
jan tehat igy alakul:
n=L,-n,=L, - Rs=L,R,R, ¢, =LR,R, Le. (8b)

Mivel L, = L} = L*

[ EE. 0
b,
R, R, = 0 EF, 0 =R,
by
0 0 EF,
| bt J
ezért
A =L*RL. 9)

A merevségi matrixot ily médon a struktidra vizsgilatara, ill. a koordinata-
transzformécidkra igen alkalmas, dgynevezett bazisfaktoros felirasméddal
allitottuk el8: Bevezetve az

r 0 O
R={0 s 0
0 0 ¢

roviditett felirdst, a merevségi matrix részletesen kiirva a kévetkezd alaki
lesz:

r+ s - costa 4t - costf s - sin®a cos?e + t - sin?f cos?B
A =] s sin’x cos® -+ ¢ - sin?f cos?f s - sinfa - ¢ - sin®f
s - sina cos%o — ¢ + sinf cos?B s - sin%x coset — ¢t - sin3f cosf

s - sina cos®o — ¢ - sinf cos?f
s - sin’x cosx — ¢t + sin®f cosf (10)
s - sinx cos’o + ¢ - sin?f cos?8

4.4. A merevségi mdtrix vizsgdlata; az ortotrépia feltételei

A (10) kifejezés azt mutatja, hogy a merevségi matrix elemei a mar emli-
tett szimmetrian kiviil teljesitik az

A12 = A21 = Asa

osszefiiggést is. Mivel ez az 6sszefiiggés a viszonyitasi koordinatarendszertsl
fiiggetleniil fennall, a rdcsrendszer aeolotrépidja sohasem teljesen dltaldnos.
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Bizonyes ridszelvény-aranyok esetén az anyagtérvény teljesiti az orto-
trépia feltételeit. Ilyenkor az x, y koordinitarendszerrél attérve a vele g szdget
bezaré, az ortotropla féiranyokba esd h,'r) koordinatarendszerre (3. dbra), az

ebben értelmezett A merevségi matrix A13 és A23 eleme zérusra kell adédjék.

Az elforgatott koordinatarendszer irdnyainak megfeleld A matrixot a kovet-
kezdképpen allithatjuk el az xy koordinatarendszerben felirt A matrixbél:
A (2) bsszefiiggésnek a &7 koordinitarendszerben az

i — A¢ (11a)

egyenlet felel meg. A sikbeli alakvaltozas- és fesziiltségallapot elméletébél is-
meretes, hogy

é =Fe (11b)
és
i =06n (11¢)
ahol
cos%p sin’p cos @ sin @
F= sin’p cos’p —cos @ sin @ (12a)
—2 cosgp sing 2cospsing  cos’p — sinZp

az alakvdltozdsok forgatémdtriza, G pedig a fesziiltségek forgatomdtrixa, amely F
transzponéltjanak inverze:

cos?p sin%p 2 cos ¢ sin @
G=(F"1= sin%p cos?p —2cosp sing |. (12b)
—cos @ sin @ cos @ sin @ cos? ¢ — sin%p

Behelyettesitve mar most (2)-be e-nak, ill. n-nek (11b)-bél, ill. (11c)-bdl
kifejezett értékét, és felhasznalva (12b)-t, az elforgatott merevségi matrixra az
A — GAG* (13)

kifejezést kapjuk.
Ha az attérést A bazisfaktoros alakjanak felhasznalasaval végezziik el,
akkor

A = GL*RLG* = L*RL, (14)
ahol

N cos%p 0 0
L(¢) = LG* =(p) =| cos*(@ — ) sin*(a — ¢) cos(e — ¢) * sin{ax — @) [ (15)
cos¥(f + ¢) sin®(B + ¢) —cos(B + ¢) - sin(f + ¢)
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A tetszélegesen felvett derékszogli &9 koordinatarendszerben az X mat-
rix L(p) felhasznéalasdval A-hoz hasonlé bazisfaktoros alakra hozhaté, illetve

a matrix-elemek A elemeihez hasonlé kifejezésekként adédnak. Az me = 233
egyenl8ség a felirds alapjan ellendrizhet. A merevségi f8iranyok ¢ szogét az

~

A(@)ys =0 (16a)
vagy az

APy = 0 (16h)

egyenletek szolgaltatjak, az ortotrépia feltételét pedig (16a) és (16b) egyidejii
teljesiilése:

—rsing - cosdp + s - sin(e — @) - cos¥(ax — @) +

+ ¢ sin(B + ¢) - cos¥(B + ) = O, (16¢)
—r - sindp - cos @ + s - sind(x —¢) - cos{e — @) +
+ t - sin®(f + @) * cos(f 4 ¢) = 0, (16d)

vagy révidebb forméaban, (16¢) és (16d) kombinalasaval:

—7 - sin 29 + s - sin 2(@ — @) + ¢+ sin 2(8 + ¢) = O, (16e)
—r -sindp + s - sind{w —¢) +¢t-sin4(f + ¢) = 0. (16f)

Az ortotrépia feltételeit megadhatjuk A elemeinek felhasznilasaval egy-
szeribb, algebrai egyenletekként is:

—cos @ - sing |
A,y = [cos?p, sin%p, 2cosp - singpl]A-]l cosp -sing |[=0. (17a)

2

cos®p — sin%p |
. —cos @ - sing]
Ay = [sin*p, cos?p, —2 cos ¢ - singp]A-lcosp - sing =0. (17b)

cos?p — sin?p

E két egyenletbdl meghatarozhaté a feltételezett ortotrépia fGiranyainak ¢
hajlasszidge (3. abra):

2(A13 + A23) .

(18)
Ay — Ay

. arct
4 2 g
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RIR
e
151 2
1 »$ Zad
%
10 60°
s/ \t
'BB
5 3¢
05 60
& 45°
o1 | 1 L .
ooloj02 05 10 15 20 R /;—:
1 F;j
20

0010102 05 0 03 20 = /Fr

5. Gbra. 5/a dbra. a) Egyenlszéri hiromszogracsok o = f; b) Altaldnos héromszogracsok
o —5"

majd (18)-at a (17a) vagy (17b) egyenletbe helyettesitve, az ortotrépia felté-

tele az alabbi alakot &lti:

Ay — Ay i Az + Ay

Ayy + Ay Ay — Ay

64, — (Ayy + Agp) + (A1 — A23)[ ] =0. (16)
Mivel a lemezelmélet legtobb probléméjat izotrép és ortotrép lemezekre
dolgoztak ki, célszerii a racsok ortotréopia-feltételeinek szamitasra alkalmasabb
formajat meghatarozni. A (18) és (19) egyenletekbe visszahelyettesitve a racs-
rendszer kiindulé adatait, a kovetkezd kifejezésekre jutunk:
F,-sinf-sin2x — F; + sina - sin 2f
@ — —aret

1
T g . . . 2 (20)
2 F,-siny+ F;-sinf - cos2x+ F, - sina - cos 23
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F/F
20+
P eS8y AT
B = 60°
ol 35):
Wb o8
\,0 +
>
i,
5 e 4
g /
/
02+ lI
st P T ; y
00'0102 05 10 15 20 3 / R

000102 05 1,0 15 2 K /Fr

5/c—5/d abrik c) altalidnos hiaromszogricsok; d) derékszogii hdromszogracsok

A feltételezett ortotrépia féiranya, az ortotrépia feltétele pedig:
F,.-sin2«  F,-sin2B Fs-sin2y  F; - sin2a
2F, - sinf8 2F; - sina 2F, - sinc 2F,; - sin y
F;-sin2f F,-sin2y sin (x — f) & sin (y — ) o sin (8 — y)
2F - siny 2F, - sinf sin y sin f§ sin

=

(21)
Ez a képlet alkalmas adott geometriai rendszerii racsozés esetén az ortotrépiat
biztosité ridkeresztmetszet-aranyok meghatarozasara. Lathatjuk, hogy egy
adott geometria («, f, ) esetén végtelen sok dsszetartozé F/F, és FyF, érték-
par ad ortotrépiat, s6t — mivel a (21) egyenlet nem lineéris — egy F/F, arany-
hoz esetleg tobb F,/F, arany is tartozik. A kénnyebb tajékozédas céljabsl né-
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hany geometriai elrendezésre az 5. dbrin adjuk meg az ortotrépiat biztosité
osszetartozd Fo[F, és Fy|F, értékparokat abrazolé gorbéknek a 0 és 2,0 feliilet-
aranyok kozé es§ szakaszait. Az ortotrépia feltételi egyenletének negativ és
képzetes feliiletarany-gyékei is vannak, de a diagramokon csupan a valés,
pozitiv felilletaranyokat abrazoltuk.

A leggyakrabban el§fordulé — trividlisan ortotrép — racsozas az egyenls-
szari haromszogekbdl o = § és F; = F, feltétellel 6sszeallitott halézat. («, B, y
és F,, F;, F, ciklikus cseréjével hasonlé ortotrépia adédik). Ilyenkor a f6ira-
nyok a hiaromszdgek szimmetriatengelyébe,ill. a rd merdleges radiranyba esnek.

Az ortotrépia feltételét kielégiti az altalanos hiromszégekbdl allé hals-
zat is, ha teljesiil az

Fr_Fs__Ft

= (22)
cosy cos f cos &
arany. Ilyenkor azonban az ortotrépia féirdnyai nem adhaték meg szemlélet
alapjan.

Az izotrépia azt jelenti, hogy a szilardsagi tulajdonsagok fiiggetlenek a
koordinatarendszer iranyatél. Ebb&l kovetkezik, hogy ¢ értékétél fiiggetleniil

ki kell elégiilniiik a (16a, e) egyenleteknek, az 6sszes elemekre pedig az 4, = 4,
egyenlfségnek.
Az eléz8ekben kimutatott A,, = 4,; egyenldség kovetkezménye, hogy
az izotrép helyettesité kontinuum harantkontrakeciés allandéja mindig
A _ Ay Ay 1 (23)
Ay Ayy Ay 3
tehat az izotrép racsozas merevségi tulajdonsagait csupan egyetlen adat jel-
lemzi.
Mivel az r, s ill. ¢t irAnyd hidzasok esetében a harantkontrakcié csupan
a racsozis geometriajatdl fiigg, ezért sziikséges feltétele az izotrépianak, hogy
a racsozasban a csatlakozé rdidirdnyok minden ridhoz azonos szég alatt fus-
sanak. Ilyen csak a teljesen szabilyos (egyenl§oldali) haromszégracsozas lehet,
ahol o = =7 — (« + B) = #/3 = 60°. Ugyancsak az r, s ill. ¢t irdnyt hiza-
sok vizsgalata mutatja meg, hogy az F,, F, és F; ridkeresztmetszeteknek is
egyezntiik kell. Mivel az « = f = n/3 és az F, = F, = F; feltételekkel ki
tudjuk elégiteni a (16) és (20) egyenleteket, kimondhatjuk, hegy a hiromszog-
racsozas helyettesit§ kontinuuma egy és csakis egy esetben lehet izotrép:
az egyforma hizasi merevségi{i rudakbél ésszeallitott egyenld oldald, szabalyos
haromszdgricsozas esetén.

4.5. A kéirétegli rdcsszerkezet merevségei

Attérve mar most a teljes racsszerkezet helyettesits lemezének merevségi
tulajdonsagaira, az dvfeliletek A ill. a racsszerkezet B matrixa kozotti (4)
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osszefiiggés alapjan megallapithatjuk, hogy csak akkor helyettesithetjiik a
racsszerkezetet izotrép lemezzel, ha az dvsikokat alkoté racsozat egyenld
hizési merevségii rudakbél allé, egyenld oldali haromszogracs. Az tsszekotd
rudaknak nincs hatésa az izotrépiara, mivel — mint a 2. pontban mondottuk —
a hajlitasi és a nyirasi alakvaltozasok egymaistél fiiggetlenul targyalhaték.
Ilyen értelemben, de csakis ilyen értelemben nevezheték izotrépnak az egyenl§
oldald haromszégracsozasi ovsikokkal kialakitott kétrétegii racsok, ill. helyet-
tesitd tomér lemeziik.

Az ortotrépidnak a teljes racsozisra vonatkozé értelmezése teljesen ana-
16g az izotrépidéval.

A nyirdsi merevségek vizsgalata alapjan meg lehet hatarozni az alsé
és a fels§ Gvracsozds csomépontjainak relativ helyzete altal megszabott izo-
trép, ill. az ortotrép 6vricsozas merevségi f8irdnyaival egybeess, tetszgleges
merevségi aranyd ortotrép nyirémerevségii 6sszekotd racsozas elrendezését és
szelvényaranyait. Ezzel azonban mest nem foglalkozunk részletesen.

5. A raderék meghatarozasa

Hatra van még a ricsozas dvriderdinek és racsrider§inek meghatarozasa
a kontinuum-modell alapjan szamitott igénybevételekbél.

Egyszeriibb az dvriderok meghatarozdsa. A helyettesit§ lemez szilard-
sagi tulajdonsidgainak megfelel§ izotrép, ortotrép vagy aeolotrép lemezegyen-
let megoldisa, majd a nyomatékok meghatirozasa utdn a nyomatékok h-val
torténd osztasival (3b) megkapjuk az alsé vagy felsd 6vsik membranjellegii
igénybevételeit. Igy valamennyi csomépontban meghatarozhatjuk az n vek-
tor komponenseit. Homogén fesziiltségdllapotban, allandé merevség esetén pon-
tos Osszefiiggést ad az invertalt (8b) kifejezés:

s = (L*R,)"'n — Ry (L*)"n. (24)

A képlethben szereplé Ry * diagonalmatrix-inverz meghatirozasa nem je-

lent problémat, (L*)~! pedig,

(L*)~L* = E
alapjan ellen8rizhet8en:
] _ Gosxcos B ~ sin(x — f) T
sin o sin sin o sin
wr=lo . cosf sin # . (25)
sin o sin (¢ + f) sin o sin (x + f)
0 cos o B sin «
] sin 8 sin (x 4 f) sin § sin (z + f) |
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(25) alapjan a (24) egyenlet skalaris formaban a kovetkez§ lesz:

Sr:br[nx_ cos & cos f e sin (¢ — f) nxy]’

sinasinf °  sinasinf

Quzd bs COSﬂ sinﬂ : ], i
? [sinfxsin(oc—{—ﬂ) N sin o sin (¢ 4 f) Nyy (26a—c)
= b s 5% sin x].
* t[sinﬂsin(a—}—ﬂ) i sinﬁsin(a+ﬂ)"y
k

PR,
=
——0

i\ e
l
6/a. dbra 6/b. dbra

Ha pedig véltoznak a racsszerkezet, ill. a helyettesit§ lemez igénybevéte-
lei, sGt esetleg a halézata is, akkor — feltéve, hogy ez a valtozas nem tdlsago-
san gyors — minden csomépontban felirhatjuk, hogy

s~Rz' (L., 27)

ahol i a vizsgalt pont jele. E kifejezés alapjan minden csomépontra, igy min-
den rid két végére is — valtozé igénybevétel (ill. kismértékben valtozé ra-
csozas) esetében — egymastol eltérd riderék adédnak. i-vel és j-vel jelolve
valamelyik ij 6vrad két végpontjat, a méretezéshez felhasznalhaté riders-
értéket szamtani kozepeléssel a

8~ @;ri/)f 28)

képlet alapjan vehetjiik fel.

Az alsé és a felsd 6vsik riderdinek ismeretében térhetiink ra az dssze-
koto rdacsozat ruderdinek meghatarozasara. Megvizsgalva egy kl 6sszekots rad
k jeld felsd ill. I jeld alsé csomépontjanak egyensilyat, azt talaljuk, hogy a k
csomopontba csatlakozé harom racsrid — koztiik kl — igénybevétele a csomé-
pontban haté ismert évriderdk és az ugyanitt haté kiils§ teher segitségével
statikailag hatarozott médon kiszamithaté (6a. abra). Ugyancsak statikailag
hatarozott az | pontban ésszefuté racsrudak alkotta ,,haromlabu bakallvany™
(6b. abra). Igy a kI rdd ridereje meghatirozhaté az I csomépont egyensiilya
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alapjan is. A méretezéshez — a valtozé igénybevétel miatt —ismét a két ered-
mény szamtani kozepét hasznilhatjuk:

Skl AL (Skl)k _2|_ (Skl)l . (29)
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