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A dolgozat két , párhuzamos övsíkból és az őket összekötő rudakból álló olyau térbeli 
rácsszerkezeteket vizsgál, amelyeknek két övsíkja azonos és általános háromszög-hálózatból 
áll. Bemutatja a térbeli rácsszerkezet egyenértékű helyettesítő kontinuumának (síklemezének) 
meghatározására szolgáló módszert, megállapítja, mik a feltételei annak, hogy ez a l emez 
ortotróp, ill. izotróp tulajdonságú legyen, és levezeti azokat a képleteket, amelyeknek segít-
ségével a kontinuum metszeterőiből kiszámíthatjuk a rácsszerkezet rúderőit. 

1. Á számítási modell megválasztásáról 

A mérnöki számítások a mére tezendő szerkezet s a j á t s á g a i n a l a p u l ó 
számítási modellen végzett v izsgála tok . A vizsgála tok haszná lha tósága első-
so rban a t tó l f ü g g , hogy a f e l v e t t számítási mode l l mennyire pontosan t a r t a l -
mazza a mére t ezendő szerkezet megha tá rozó tu l a jdonsága i t . Pontosabb és 
á l t a l ában b o n y o l u l t a b b számí tá s i modellel t ö b b megha tá rozó t u l a j d o n s á g 
h a t á s á t v e h e t j ü k f igyelembe, de a méretezési m u n k a számí tás i része is e g y r e 
hosszada lmasabb és össze te t tebb lesz. 

Gyakran előfordul , h o g y a számítás egyszerűsítése, ese t leg a s z á m í t á s 
elvégezhetősége érdekében t u d a t o s a n v e s z ü n k fel olyan számí tás i mode l l t , 
me ly már a lapfel tevéseiben is d u r v á b b közel í téseket t a r t a l m a z más lehetséges 
számí tás i model leknél . Ennek m a g y a r á z a t a a z , hogy a köze l í tő a lapfe l tevések 
o lyan egyszerű m a t e m a t i k a i megoldásoka t tesznek l ehe tővé , melyekkel a 
méretezés gyorsan , á t t e k i n t h e t ő e n és m é r n ö k i szempontból e l fogadható p o n -
tossággal e lvégezhető . T a n u l m á n y u n k is egy i lyen számítási modell a l k a l m a -
zásának kérdése ive l foglalkozik. 

A m é r n ö k i szerkezetek a méretezés s o r á n a lka lmazot t számítási m o d e l l 
jel lege szerint k é t csoportra osz tha tók . 

Az egyik csopor tba t a r t o z n a k a finit számítási modell a l ap ján t á r g y a l -
h a t ó szerkezetek. Ezeke t p o n t o s a n k ö v e t h e t ő erőjátékú e lemekből összeállí-
t o t t szerkeze teknek t e k i n t j ü k , a külső t e r h e l é s hatására a csat lakozási p o n -
t o k b a n fellépő igénybevéte lek egyensúlyából illetve az e lmozdulások össze-
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férhetőségéből t u d j u k k i számí t an i az egész szerkezet e r ő j á t é k á t , az összefüg-
géseket le í ró lineáris egyenle t rendszer megoldásval . T ip ikus példái a f in i t 
számítási mode l lű szerkezeteknek a r á c s o s t a r t ó k és a kere tek . 

A m á s i k csoportba t a r t o z n a k a folytonos számítási modell a l a p j á n mére-
tezendő szerkeze tek . E z e k n é l a külső és be l ső erők egyensú lyá t , az a l a k v á l t o -
zási elemek összeférhetőségét a fo ly tonos szerkezetből képzeletben k i v á g o t t 
differenciális mére tű e l emen elégítjük k i . Az összefüggéseket így di f ferenciá l -
egyenletek í r j á k le. Az e r ő j á t é k o t a d i f fe renc iá legyenle t pontos vagy köze l í tő 
megoldása szo lgá l ta t j a . T i p i k u s példái a fo lytonos s z á m í t á s i modellű szerke-
zeteknek a lemezek, a t á r c s á k és a h é j a k . 

Külön leges helyet fogla lnak el a c sopor tos í t á sban a rácsos f e lü l e t ek , 
mer t m i n d k é t alapelv s z e r i n t t á r g y a l h a t ó k . Bár a r á c s o s ta r tók je l legzetesen 
f in i t számí tás i modellhez a lkalmas sze rkeze tek l ennének , a számí tá sban sze-
replő i smere t l en s tat ikai mennyiségek s z á m a — a sze rkeze te t alkotó f i n i t ele-
mek nagy s z á m a miatt — o lyan nagy, h o g y a finit s z á m í t á s i modell a l k a l m a -
zásával a mére tezés s z á m í t á s i része — te r jede lmessége m i a t t — gyakor l a t i l ag 
e lvégezhete t lenné válik. 

Régó ta ismeretes a z o n b a n [14], h o g y a sok i smét lődő elemből össze-
áll í tott sze rkeze tek a m é r n ö k i pontosság igényei t k ie lég í tő módon s z á m í t h a t ó k 
folytonos számí tá s i model l segítségével is . 

A f o l y t o n o s számí tás i modell h a s z n á l a t á n a k a l a p v e t ő k ö v e t e l m é n y e , 
hogy i s m e r j ü k a k o n t i n u u m a n y a g t ö r v é n y é t , azaz a feszültségek és az alak-
változások k ö z ö t t i összefüggést leíró egyen le t rendsze r t (merevségi m á t r i x o t ) . 
Az izotróp ruga lmas a n y a g o k r a ez az á l t a l á n o s Hooke - tö rvény a l a k j á b a n ír-
ha tó fel. A rácsos fe lü le tek helyet tesí tő k o n t i n u u m a n e m feltétlenül i zo t róp , 
így az a n y a g t ö r v é n y megha tá rozása a H o o k e - t ö r v é n y n é l jóval b o n y o l u l t a b b 
összefüggések felírását j e l e n t i . 

2. A feladat kitűzése 

A köve tkezőkben k é t r é t e g ű rácsszerkezetek s zámí t á sáva l f o g u n k fog-
lalkozni. í g y nevezzük a z t a térbeli a l a k z a t o t , a m e l y n e k övrúdjai k é t , egy-
mással p á r h u z a m o s ún. övfelüle ten he lyezkednek el, s az e két fe lü le ten levő 
c somópon toka t ferde r á c s r u d a k k a p c s o l j á k egymáshoz . A c s o m ó p o n t o k a t 
csuklósnak té te lezzük fö l , így a rudak c sak t enge ly i r ányú erőt t u d n a k fel-
venni. 

Vizsgála ta inkhoz k i k ö t j ü k , hogy 

a ) a k é t övsík h á l ó z a t a és rúdsze lvénye i azonosak legyenek, 
b) az övsíkok h á l ó z a t a álljon e g y b e v á g ó de á l t a l á n o s háromszögekből , 

azaz az ö v r u d a k három a d o t t i ránnyal p á r h u z a m o s a n f u s s a n a k , e g y m á s t ó l — 
i rányonként — egyenlő t ávo l ságban , 
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c ) az egy-egy i r á n y b a n f u t ó ö v r u d a k ke resz tmetsze t i te rü le te azonos 
legyen, 

d) a k é t övs íkot fe rde r ács rudak kössék össze oly módon, hogy az alsó 
há lóza t egy-egy háromszögének h á r o m csúcspon t j ábó l a rács rudak f u s s a n a k 
össze a felső há lóza t egy-egy c súcspon t j ába . í g y végül is minden c s o m ó p o n t -
ban h a t öv rúd és h á r o m rácsrúd ta lá lkozik (1. áb ra ) : 

1. ábra. a ) a l a p r a j z ; b ) p e r s p e k t í v k é p 

E z e k a fe l té te lek b iz tos í t j ák egyrészt az t , hogy a szerkezet m e r e v le-
gyen, másrész t pedig , hogy az egész szerkezet ha j l í t ás i és csavarási igénybe-
vételeiből csupán öv rúde rők ébred jenek . Tel jesül t o v á b b á az is, hogy az egész 
szerkezetre ha tó ha j l í t á s i igénybevételek a középfe lü le tben nem okoznak nyú -
lást, a membrán- igénybevé te l ek pedig n e m okoznak ha j l í t á s i a l akvá l tozás t , 
végül pedig hogy a nyí rás i a lakvá l tozás csupán a r á c s ru d ak merevségé tő l 
függ-

F e l a d a t u n k az lesz, hogy m e g h a t á r o z z u k e szerkezet nyúlási ( m e m b -
rán-) merevségei t , ha j l í tás i -csavarás i (lemez-) merevségei t , és ennek a l a p j á n 
megá l l ap í t suk : mi lyen t ö m ö r lemez lesz s t a t i k a i s zempon tbó l e g y e n é r t é k ű a 
ké t r é t egű rácsszerkezet te l . Ezen belül az t is t i sz tázzuk , hogy az e g y e n é r t é k ű 
lemez mikor izotróp, m iko r o r to t róp és mikor á l t a lánosan anizot rop (aeolo t róp) . 
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3. Az irodalom ismer te tése 

A k é t r é t e g ű rácsszerkezet k o n t i n u u m m a l való he lye t tes í t ésé t először 
W R I G H T írta le [ 1 5 ] , mégpedig egyenlő oldalú háromszögekből álló övsíkok és 
m i n d h á r o m ö v r ú d i r á n y b a n azonos ke resz tme t sze tű rudak esetére. Szabályos 
t e t r aéderekbő l összeál l í tható há lóza ton m u t a t j a be a he lye t tes í tő — izotróp-
n a k tek in the tő — tömör lemez merevségeinek megha t á rozásá t . 

O P H A V I L [ 9 ] egyrétegű, egyenlőszárú háromszögekből álló há lóza t t a l 
foglalkozot t a z z a l a feltételezéssel, hogy a k é t háromszögszárnak megfelelő 
r u d a k ke resz tme t sze te azonos. I l y módon te rmésze tesen o r t o t r ó p szerkezethez 
j u t , és az o r t o t r ó p i a fő i r ánya i t eleve ismeri . 

H E K I m ó d s z e r e [2], [3] a lka lmas a 2. p o n t b a n leírt á l t a lános rácsozású 
egy- és k é t r é t e g ű rácsszerkezetek he lye t tes í tő merevségeinek megha tá rozá -
s á r a , de csak o l y a n eseteket t á r g y a l , amikor a geometr iai t u l a j d o n s á g o k (szim-
me t r i kus r ácsozás stb.) egyér t e lműen m e g s z a b j á k az o r to t róp i a fő i r ánya i t . 

R Ó Z S A [ 1 1 ] és S Z M O D I T S [ 1 2 ] fel í r ják az egyrétegű, ha j l í t á s r a is merev 
r u d a k b ó l álló aeo lo t róp rácsozás helyet tes í tő lemezének d i f ferenciá legyenle té t , 
d e ők sem t é r n e k k i az á l t a l ános rácsozás o r t o t róp i a - fő i r ánya inak megha t á ro -
zásá ra . 

Mi a k ö v e t k e z ő k b e n a p r o b l é m á n a k az előzőkben körü l í r t á l ta lános meg-
o ldásá t k í v á n j u k bemuta tn i . E z e n belül e l sősorban az o r to t róp ia fe l té te lével 
foglalkozunk részle tesen. 

4 . A kétrétegű rácsos szerkezet lemezmerevségei 

Ismeretes [4] , [5], hogy a lemezek Kirchoff - fé le ú g y n e v e z e t t k lassz ikus 
ha j l í t á se lmé le t ében csak a középfe lü le t te l p á r h u z a m o s s íkbel i feszül tségek és 
a lakvál tozások összefüggését megadó r u g a l m a s állandók szerepelnek. T ö m ö r , 
v é k o n y lemezek v izsgá la táná l ez megengedhe tő , mert az e lhanyagolás során 
végtelen n a g y n a k fe l té te lezet t rugalmas á l l andók szerepe kicsiny; p o n t o s 
f igye lembevé te lük csak kis e l t é rés t adna a k lassz ikus e lmélet e redményeihez 
képes t . Rácsos szerkezeteknél a helyzet n e m enny i re kedvező. Egyrész t u g y a n -
is a szerkezet he lye t tes í tő l emezének merevségi arányai meglehetősen t á v o l is 
á l lha tnak a v é k o n y lemezek merevségi a r á n y a i t ó l , másrész t pedig b izonyos 
rácsozási r e n d s z e r e k esetén (pl . eltérő alsó és felső övrácsozás, nem a l a k t a r t ó 
övrácsozások s t b . ) a különböző igénybevéte lek ha t á sá r a l é t r e jövő deformációk 
a klasszikus l emeze lméle tben , sőt a t ömör lemezek pon tos e lméletében sem 
szereplő ú j merevség i je l lemzők bevezetését k í v á n j á k meg [3]. 

A 2. p o n t b a n leírt rácsozás i r endsze rünkben a síkbeli anizot rópia mel le t t 
csak a k lassz ikus elmélet sze r in t e lhanyagol t nyírási a l akvá l tozásoknak a 
t ö m ö r lemezekéné l valamivel nagyobb v o l t a je lenthet e l térés t a Ki rchof f -
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féle lemezelmélethez k é p e s t , de ennek pon tos f igyelembevéte lére á l t a l á b a n 
nincs szükség , mert az i lyen jellegű ny í r á s i a lakvál tozások a g y a k o r l a t b a n 
m a j d n e m m i n d i g te l jesülő fel tételek me l l e t t a n y o m a t é k i a l akvá l tozás tó l 
függet lenül v izsgálhatók [10]. Elegendő t e h á t a Kirchoff - fé le ha j l í t áse lméle t -
ben szereplő és ese tünkben az összekötő rácsozástól függe t l en ruga lmas állan-
dókat ( „ l emezmerevségeke t " ) m e g h a t á r o z n u n k . 

4.1. Összefüggés az övfelületek nyúlási merevségei és a teljes rácsszerkezet hajlítási 
merevségei között 

Je lö l j e a teljes rácsszerkeze tnek megfelelő lemez ha j l í t á s i a l akvá l tozá -
sait je l lemző é r t ékhá rmas t a x vektor , a nyomaték i igénybevé te leke t ped ig az 
m v e k t o r : 

I t t — es %y — — HZ x ill. y i r á n y ú görbüle tvá l tozás t (2a. ábra) , 
9ж2 

Q2W 

ДХДУ 

Эу2 

az e lcsavarodás t , 

mx és m y a z x ill. у i r á n y ú faj lagos h a j l í t ó n y o m a t é k o t , 
mxy a f a j l a g o s c sava rónyomatéko t j e l e n t i ; 
u) pedig a középfelület l eha j l á sa . 

oldalnézet 

dx 

17 
/ТС* 

4 ¥ X 

2/a ábra. Oldalnézet. 2/6. ábra. Alaprajz 
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Az a lakvá l tozások és a n y o m a t é k o k k ö z t i kapcso la to t leíró legál taláno-
sabb összefüggés a k ö v e t k e z ő : 

(1) 

Az egyik övfelület he lye t tes í tő t á r c s á j á n a k fa j lagos a lakvál tozása i t és 
metszeterői t t a r t a l m a z ó v e k t o r o k közti összefüggés a legál ta lánosabb ese t -
ben (l)-hez hasonló a l akú lesz: 

ahol ex, Cy 
УХУ 

az x ill. у irányú megnyúlások, 
az övsíkba eső szögtorzulás, 

nx, iiy az x ill. у irányú derékerők az övsíkban, 
"xy pedig az övsíkban ható (membrán-) nyíróerő (3. ábra). 

|ПУ 

3. ábra 

Az egyenle tekben szereplő A ill. В s z i m m e t r i k u s m á t r i x o k az övs íkok 
nyúlás i merevségeinek, ill. a rácsszerkezet he lye t tes í tő ha j l í t á s i merevségeinek 
má t r ixa . 

Egyszerűen m e g t e r e m t h e t ő az összefüggés a ké t m á t r i x közöt t . 
Mivel merevségek megha tá rozásához t i s z t a ha j l í t á s i (ill. csavarási) 

a lakvál tozás-á l lapoto t kell v izsgálnunk, az összekötő r ácsoza t a 2. p o n t b a n 
leírt fel tételezéseink szer int igénybevéte l -mentes . A n y o m a t é k o k a t így a k é t 
övfelületben m ű k ö d ő , egymássa l egyenlő n a g y s á g ú , ill. i r á n y ú , de e l lentétes 
é r te lmű metsze te rőkbő l t e h e t j ü k össze. K o r á b b i f e l t evésünk szerint a k é t 
övfelület merevsége azonos, így az övfelületek nyú lása i is egymássa l egyenlőek, 
de ellentétes é r t e lműek lesznek. 

Vegyük a lapul a felső övfelület nyú lá sa i t és me t sze t e rő i t . így (a 2a . 
áb ra szerint) : 

x . [ f x - ( - ex)] dx = # ^ = 2ey_ 

h • dx h h 
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illetve (2b. áb ra szerint) : 

Уху . dy_ 

2 2 2 _ 2 
x y A/2 ' dy /2 ~ А ' Г х у -

Az egyenle tekben A a rácsszerkezet övs ík ja inak t ávo l sága . 
Az a lakvál tozások k ö z t i összefüggéshez hasonló az igénybevéte lek köz t i 

összefüggés: ha a felső övfe lü le t membrán-me t sze te rő i t (—A)-val szorozzuk, 
éppen a ha j l í tó - ill. c s a v a r ó n y o m a t é k o k a t k a p j u k meg. 

Végső soron t e h á t : 

к = — • e (3a) 
A 

és 
m = — An , (3b) 

és ha (3a, b)- t (2)-be h e l y e t t e s í t j ü k és összeve t jük ( l ) -gye l , k i tűnik , hogy 

A2 

В = — A . (4) 
2 

Elegendő t ehá t egy övfe lü le t A nyú lás i merevségi m á t r i x á t megha tá roz -
n u n k , mer t (4) ér te lmében ez megha tá rozza а В haj l í tási merevségi m á t r i x o t is. 

4.2. Egy övfelület merevségi viszonyai; síkbeli anizotrópiák 

A nyúlás i merevségek A mát r ixa a (2) a lakban f e l í rva az á l ta lános (sík-
beli) an izot rópia — aeolo t rópia — esetének felel meg. E b b e n a legá l ta lánosabb 
esetben is — az idegen m u n k á k egyenlőségére v o n a t k o z ó reciprocitási té te l 
köve tkez tében — szimmetrikus a merevségi mátrix: 

A* = A , 

mégpedig tetszőleges he lyze tű koord iná ta rendszerben . Az egymástól kü lönböző 
mát r ixe lemek száma így m a x i m u m 6. A későbbiekben l á t n i fogjuk , hogy bizo-
nyos ese tekben az egymás tó l függet lenül fe lvehe tő elemek s z á m a jóval k e v e s e b b , 
esetleg csak egyet lenegy. Az a n y a g t ö r v é n y t leíró m á t r i x s t r u k t ú r á j á b ó l egyéb-
k é n t elég nehéz közvet len köve tkez t e t é seke t levonni az a n y a g t ö r v é n y mi lyen-
ségére, m e r t a má t r ix -e l emek — az izot rópia esetét k i v é v e — az a l apu l v e t t 
koord iná ta rendszer i r á n y á t ó l függően vá l t oznak . 

A síkbeli aeolotrópia ese tében is t a l á l h a t u n k o lyan , egymásra nem merő-
leges I , íj, . . . i r ányoka t , me lyek egyikével p á r h u z a m o s a n felvet t x v a g y у 
koord iná ta rendszerben A]3 = 0 vagy A23 = 0 adódik . E z e k e t az i r á n y o k a t 
k i t ü n t e t e t t merevségi m á t r i x u k mia t t merevségi f ő i r á n y o k n a k is t e k i n t h e t j ü k . 

Az anizot rópia speciális esete az ortotrópia, amikor £ és tq egymásra merő-
leges i r ányok . I lyenkor a megfelelő he lyze tű koord iná ta rendsze rben fe l í r t A 
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m á t r i x A13 és A23 eleme egyszerre válik zérussá . Az o r t o t r ó p i a feltétele t e h á t 
az , hogy £ J_ rj és ж || у || 17 esetén Aia = A23 = 0 legyen [1], [6], [7], [13]. 

Végül az izotrópia f e l t é te le az, hogy az Aí3 — A3i es A23 — A32 m á t r i x -
elemek a koord iná t a rendsze r felvételétől függe t lenü l zérussal legyenek egyen-
lők . Ehhez az szükséges, h o g y az A m á t r i x invariáns l egyen az alapul v e t t 
derékszögű koo rd iná t a r endsze r e l forga tásával szemben [1]. 

Az an izo t róp ia á l ta lános a kr is tá lyos szerkezetek k ö r é b e n , az o r to t róp ia 
a magasabb k r i s t á ly tan i o sz t á lyokba sorolt anyagok s a j á t o s s á g a . Az amor f 
v a g y mikroszkopikusan rendeze t l en anyagok izotrópnak t e k i n t h e t ő k . 

A merevségi mát r ix fe l í rása , m a j d kü lönböző i rányú koord iná ta rendsze -
r e k b e t ö r t é n ő á t í r ása ú t j á n m e g h a t á r o z h a t j u k t ehá t a f ő i r á n y o k relat ív hely-
ze tének, ill. a fő i rányú k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n felírt m á t r i x elemeinek vizs-
gá la ta a l a p j á n a k o n t i n u u m szilárdsági je l lemzőit és az izotrópia vagy az 
or to t róp ia fe l té te le inek te l jesü lésé t . 

4 .3. Az övsíkok helyettesítő kontinuuma (tárcsája) 

A he lye t t es í t é s elve l egyen a köve tkező : Hozzunk lé t re az övsík peremein 
a c somópon tokra ha tó erőrendszerrel egy homogén r ú d - e r ő j á t é k o t (amikor is 
minden egy i r ányú rúdban u g y a n a k k o r a r ú d e r ő ébred). A r u d a k hosszvál tozá-
sával megvá l toz ik a c somópon tok távolsága , és valamilyen szabályosság sze-
r in t eltorzul az eredeti háromszög-rendszer . A helyet tes í tő fo ly tonos t á rcsa az 
lesz, amelyre az előzővel egyené r t ékű megoszló e rőrendszer t m ű k ö d t e t v e a 
k ia lakuló h o m o g é n feszül tségál lapot köve tkez t ében l é t r e jövő a lakvál tozások 
a lemezre f e l r az jo l t rácsrendszernek az e rede t i rácsrendszerével megegyező 
e l torzulását okozzák . 

A 4. á b r a szerinti r, s és t i rányú r u d a k fajlagos m e g n y ú l á s á n a k t e h á t 
m e g kell egyeznie a he lye t tes í tő k o n t i n u u m e r , es és e( megnyúlása iva l , az r, s és 

4. ábra 
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t i r ányú r u d a k Sn Ss és St rúderő inek eredője pedig minden metsze t t f e lü l e t en 
egyenér tékű kell legyen a he lye t tes í tő k o n t i n u u m megfelelő metsze t t f e lü l e t én 
működő belső erők eredőjével . 

Mivel az a n y a g t ö r v é n y t a l e g g y a k r a b b a n egy derékszögű k o o r d i n á t a -
rendszerben é r te lmeze t t nr belső erőrendszer és az u g y a n e b b e n a 
rendszerben é r te lmeze t t ex, ey és yxy a l akvá l tozás i rendszer elemei közöt t f e n n -
álló összefüggés f o r m á j á b a n a d j u k meg, az Sr, Ss és St r ú d e r ő k és az e r, es és et 

megnyúlások közö t t i összefüggések nem je l lemzik szemléletes módon a he-
lyet tes í tő k o n t i n u u m szi lárdsági t u l a jdonsága i t , de ezekből kell k i i n d u l n u n k : 

Sr 

= R f J s 

EFr 

EFS 

E S '  
Ь, — • 

EFt 

A mát r ix-összefüggés f o r m á j á b a n fe l í r t (5) egyenletrenszerből (e^ a 
rúd i r ányú nyú lá soka t , s a rúde rőke t felsoroló vek to r , a rúdmerevségeke t 
t a r t a l m a z ó d iagoná l -mát r ix ) az e és ill. n és s vek to rok köz t i összefüggést 
leíró mát r ix -egyen le tek segítségével e lőá l l í t ha t juk az a n y a g t ö r v é n y meg-
szokott f o r m á j á t . 

T e r e m t s ü k meg először a kapcsola to t az с és e j v e k t o r o k között . Yá lasz -
szuk az x i r á n y t r-rel p á r h u z a m o s n a k (4. á b r a ) . E k k o r 

eA = tqC 
1 0 

cos2a sin2a 
cos2/? sin2/? 

0 
cos a • sin a 
cos ß • sin ß 

(6) 

A (6) összefüggés helyességét а síkbeli a lakvá l tozások köz t i tö rvényszerűségek 
a lap ján azonna l b e l á t h a t j u k . 

A második összefüggés fel írásához he lye t t e s í t sük a rúderőke t a r u d a k 
i r ányába eső há rom lineáris feszü l t ségá l lapot ta l (vö. a 4. áb ráva l ) : 

R , 
b f 1 

0 
0 

0 

Ь г 1  

0 

0 
0 

br1 
A. (7) 

A he lye t tes í tő feszül tségál lapot e há rom l ineár is feszül tségál lapot e g y m á s r a -
ha lmozásáva l á l l í tha tó elő: 

n = L2 = nA = 

cos^x 
sin2a 
cos a • sin a 

cos2/? 
sin2/? 
cos ß • sin ß 

(8а) 
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Ennek az összefüggésnek a helyességét a síkbeli, ill. a l ineáris feszül tség-
ál lapot törvényszerűségei a l a p j á n e l lenőr izhe t jük . 

Az a n y a g t ö r v é n y t le í ró (2) má t r i xegyen l e t az (5)—(8) egyenletek a lap-
j á n tehát így a l aku l : 

n = L2 • nA = L 2 • R2S = L 2 R 2 R 1 e j = L ^ j R j L x e . (8b) 

Mivel L2 = L t = L* 

R 2 • R : 

EFr 
0 0 0 0 

br 

0 
E F , 

0 S 0 
bs 

0 0 
EF, 

bt 

R , 

ezer t 
A = L * R L (9) 

A merevségi m á t r i x o t ily m ó d o n a s t r u k t ú r a v izsgála tára , ill. a k o o r d i n á t a -
t r a n s z f o r m á c i ó k r a igen a l k a l m a s , ú g y n e v e z e t t báz i s fak toros fe l í r ásmódda l 
á l l í to t tuk elő: Bevezetve az 

R = 
R 0 0 
0 s 0 
0 0 t 

röv id í te t t f e l í r á s t , a merevségi mát r ix részle tesen k i í rva a köve tkező a l akú 
lesz: 

A = 

r -f- s • cos4a + í • cos4/? 

s • sin2a cos2a -j- t • sin2/? cos2/? 

s • sina cos 3 a — t • sin/? cos3/? 

s • sin2a cos2a -f- t • sin2/? cos2/? 

s • sura - t • sin4/ 

s • sm"a cosa — t • sui"p cos 

s • sina cos3a — t • sin/? cos3/? 

s • sin3a cosa — t • sin3/? cos/? 

s • sin2a cos2a + t • sin2/? cos2/? 

(10) 

4.4 . A merevségi mátrix vizsgálata; az ortotrópia feltételei 

A (10) k i fe jezés azt m u t a t j a , hogy a merevségi m á t r i x elemei a m á r emlí-
t e t t s z immet r i án kívül t e l j e s í t ik az 

12 21 l 3 3 

összefüggést is . Mivel ez az összefüggés a viszonyítási koo rd iná t a r endsze r tő l 
függet lenül f e n n á l l , a rácsrendszer aeolotrópiája sohasem teljesen általános. 
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Bizonyos rúdsze lvény -a rányok esetén az anyag tö rvény te l jes í t i az or to-
t r ó p i a fel tételei t . I lyenkor az x , y koord iná ta rendszer rő l á t t é r v e a vele cp szöget 
b e z á r ó , az o r to t róp ia - fő i r ányokba eső £, t] koo rd iná t a r endsze r r e (3. ábra) , az 

e b b e n ér te lmezet t A merevségi m á t r i x A13 és A23 eleme zérusra kell adód jék . 

Az e l fo rga to t t koo rd iná t a r endsze r i ránya inak megfelelő A m á t r i x o t a köve t -
k e z ő k é p p e n á l l í t h a t j u k elő az xy koord iná ta rendszerben fe l í r t A mát r ixbó l : 

A (2) összefüggésnek a £r] koord iná ta rendsze rben az 

= Aë ( l i a ) 

egyen le t felel meg . A síkbeli a lakvá l tozás - és feszül tségál lapot e lméletéből is-
m e r e t e s , hogy 

ë = Fe 

es 

aho l 

n = Gn 

(11b) 

(11c) 

F = 
COS2Ç9 
sin2Ç9 

— 2 cos (p sin (p 

sin2!)!) 
cos "hp 
2 cos (p s in (p 

cos cp sin rp 
— COS (p s in cp 
cos \ — sin2<p 

(12a) 

az alakváltozások forgatómátrixa, G pedig а feszültségek forgatómátrixa, amely F 
t r a n s z p o n á l t j á n a k inverze: 

G = (F*)- 1 = sia2(p 
—cos <p sin <p 

sin2ç> 
cos2<p 
cos (p sin cp 

2 cos cp s in cp 
—2 cos cp s in cp 
cos2 cp — sin2<p 

(12b) 

Behe lye t t es í tve már most (2)-be e-nak, ill. n-nek ( l l b ) - b ő l , ill. ( l l c ) -bő l 
k i f e j e z e t t é r téké t , és fe lhasználva (12b)-t , az e l fo rga to t t merevségi mát r ix ra az 

GAG* (13) 

k i f e j ezés t k a p j u k . 
H a az á t t é r é s t A báz i s fak to ros a l ak j ának fe lhaszná lásáva l végezzük el, 

a k k o r 

A = G L * R L G * = L * R L , (14) 

aho l 

L(<p) = LG* = (?>) = 

cos 2cp 0 
cos2(a — 95) sin2(a — cp) 
cos2(ß -j- cp) s i n 2 ( ß + < p ) 

0 
cos(x — cp) • s in (a — cp) 

-cos(ß + cp) • sin(ß + cp) _ 
(15) 
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A tetszőlegesen f e l v e t t derékszögű £»7 koord iná ta rendsze rben az A mát-

r i x 1,(99) fe lhasználásával A-hoz hasonló báz i s fak toros a lakra hozha tó , illetve 

a má t r ix -e l emek A elemeihez hasonló k i fe jezésekként a d ó d n a k . Az A12 = A3g 

egyenlőség a felírás a l a p j á n el lenőrizhető. A merevségi fői rányok 99 szögét az 

A( <p)13 = 0 

v a g y az 

A(tp) 23 0 

( 1 6 a ) 

(16b) 

egyenle tek szo lgá l ta t j ák , az or to t rópia fe l té te lé t ped ig (16a) és (16b) egyidejű 
te l jesülése: 

—r sin 99 • cos399 s • sin(a — 99) • cos3(a — 99) + 

+ t • sin(ß + 99) • cos3(ß -f- 99) = 0, (16c) 

—г • sin399 • cos 99 -(- s • sin3(a — 99) • cos(a — 99) 4-

+ t • sin3(ß 4- <p) • cos(ß 4- <p) = 0, (16d) 

v a g y röv idebb f o r m á b a n , (16c) és (16d) k o mb in á l á sáv a l : 

—г • sin 299 4- s ' sin 2(<x — 99) 4- f • sin 2(ß 4- 99) = 0, (16e) 

—г • sin 499 4- s • sin 4(a — 99) 4" t • sin 4(/3 4- 99) = 0. (16f) 

Az o r to t róp ia fe l té te le i t m e g a d h a t j u k A elemeinek fe lhasználásával egy-
szerűbb , algebrai egyen le tekkén t is: 

A13— [cosV, s inV, 2 cos 99 • sin 99]A 
— c o s 99 • s i n 99 

c o s 99 • s i n 99 

COS299 — sin29? 
= 0 . ( 1 7 a ) 

A23 = [ s i n 2 9 9 , COS299, — 2 c o s 99 • s i n 9 9 ] A 

— c o s 99 • s i n 99 

c o s 99 • s i n 99 

COS299 s i n 2 9 9 

0 . ( 1 7 b ) 

E k é t egyenletből m e g h a t á r o z h a t ó a fe l té te lezet t o r t o t róp i a fő i r ánya inak 99 
haj lásszöge (3. ábra ) : 

1 2(A13 4- A23) 
99 = — arc tg v 13 

2 ^-il -^22 
( 1 8 ) 
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s / \ t 

0.0 o) Q2 0̂5 Ï[Ô 2P F / Ç 

5. ábra. 5/a ábra. a) Egyenlőszárú háromszögrácsok a = /?; b) Általános háromszögrácsok 
a = 15° 

m a j d (18)-at a (17a) v a g y (17b) egyenle tbe he lye t t e s í tve , az o r to t róp i a felté-
tele az alábbi a lakot ö l t i : 

6V12 - ( A N -F- A22) + ( A 1 3 — A23) 
A 11 ~ л 22 ^ -^13 + A2 3 

. А з + АГ A , , AN 
= 0. (16) 

Mivel a lemezelmélet legtöbb p r o b l é m á j á t i z o t r ó p és or to t róp lemezekre 
dolgozták ki , célszerű a rácsok or to t rópia- fe l té te le inek számításra a lka lmasabb 
f o r m á j á t megha tá rozn i . A (18) és (19) egyenletekbe v i sszahe lye t tes í tve a rács-
rendszer ki induló a d a t a i t , a köve tkező kifejezésekre j u t u n k : 

1 F, • sin в • sin 2x — F, • s in x • sin 2/3 
— arc tg - - -
2 Fr • sin у + Fs • sin ß • cos 2a + Ft • sin a • cos 2ß 

(20) 
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A fe l té te leze t t o r t o t róp i a fő i r ánya , az or to t rópia feltétele p e d i g : 

Fr • sin 2 a Fr • sin 2ß Fs • sin 2y Fs • sin 2a 

2F t • sin ß 2 F s • s in a 2 F r • sin a 2 F , • sin y 

Ft • sin 2ß Ft • sin 2y ^ s in (a — ß) ^ sin (y — a) ^ s in (ß — y) _ ^ 

2 F S • sin y 2 F r • sin/3 s in y sin/3 sin a 

(21) 

E z а kép le t a lka lmas ado t t geomet r i a i rendszerű rácsozás esetén az or to t rópiá t 
b i z tos í tó rúdke re sz tme t sze t - a r ányok megha tá rozásá ra . L á t h a t j u k , hogy egy 
a d o t t geometr ia (a, ß, у) esetén v é g t e l e n sok összetar tozó FsjFr és FtjFr érték-
p á r a d o r to t róp iá t , ső t — mivel a (21) egyenlet n e m lineáris — egy FsjFr arány-
hoz eset leg több FßFr a rány is t a r t o z i k . A k ö n n y e b b t á j é k o z ó d á s céljából né-
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h á n y geometr iai elrendezésre az 5. áb rán a d j u k meg az o r to t róp iá t biz tosí tó 
össze tar tozó F$IFr és FtjFr é r t é k p á r o k a t ábrázoló görbéknek a 0 és 2,0 felület-
a r á n y o k közé eső szakaszai t . Az or to t rópia fel tétel i egyenle tének nega t ív és 
képze te s fe lü le tarány-gyökei is v a n n a k , de a d i ag ramokon csupán a valós, 
poz i t ív f e lü l e t a r ányoka t áb rázo l t uk . 

A l eggyakrabban előforduló -— tr iviál isan o r to t róp — rácsozás az egyenlő-
szárú háromszögekből « = ß és Fs = Ft feltétellel összeál l í to t t há lóza t , (a, ß, y 
és Fr, Fs, Ft ciklikus cseréjével hasonló or to t rópia adódik) . I lyenkor a főirá-
n y o k a háromszögek sz immet r ia tenge lyébe , ill. a rá merőleges r ú d i r á n y b a esnek. 

Az or to t rópia fe l té te lé t kielégít i az á l ta lános háromszögekből álló háló-
za t is, ha te l jesül az 

a r á n y . I lyenkor azonban az o r to t róp ia fő i rányai nem a d h a t ó k meg szemlélet 
a l a p j á n . 

Az izotrópia az t je lent i , hogy a szilárdsági t u l a jdonságok függet lenek a 
koord iná t a rendsze r i r ányá tó l . Ebbő l következ ik , hogy cp é r tékétől függe t lenül 
k i kell elégülniük a (16a, e) egyenle teknek , az összes e lemekre pedig az At = A( 

egyenlőségnek. 
Az előzőekben k i m u t a t o t t A 1 2 = A 3 3 egyenlőség k ö v e t k e z m é n y e , hogy 

az izot róp he lye t tes í tő k o n t i n u u m ha rán tkon t r akc ió s á l landója mindig 

t e h á t az izotróp rácsozás merevségi tu l a jdonsága i t c supán egyetlen a d a t jel-
lemzi . 

Mivel az r, s ill. t i r ányú húzások esetében a h a r á n t k o n t r a k c i ó csupán 
a rácsozás geomet r i á já tó l függ , ezér t szükséges fel tétele az i zo t róp iának , hogy 
a rácsozásban a csat lakozó rúd i r ányok minden rúdhoz azonos szög a l a t t fus-
s a n a k . I lyen csak a te l jesen szabályos (egyenlőoldalú) háromszögrácsozás lehet , 
ahol a = ß = TI — (a ß) = jr/3 = 60°. Ugyancsak az r , s ill. t i r á n y ú húzá-
sok vizsgálata m u t a t j a meg, hogy az Fr, Fs és Ff r údke re sz tme t sze t eknek is 
egyezniük kell. Mivel az a = ß = тг/З és az Fr = Fs = Ft fe l té te lekkel ki 
t u d j u k elégíteni a (16) és (20) egyenle teke t , k i m o n d h a t j u k , hogy a háromszög-
rácsozás he lye t tes í tő k o n t i n u u m a egy és csakis egy ese tben lehet izot róp: 
az egyforma húzási merevségű rudakbó l összeáll í tott egyenlő oldalú, szabályos 
háromszögrácsozás esetén. 

4.5. A kétrétegű rácsszerkezet merevségei 

Át té rve m á r mos t a teljes rácsszerkezet helyettesítő lemezének merevségi 
t i da jdonsága i r a , az övfelüle tek A ill. a rácsszerkezet В m á t r i x a közö t t i (4) 
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cos у cos ß COS ОС 
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összefüggés a l a p j á n m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy csak akkor h e l y e t t e s í t h e t j ü k a 
rácsszerkeze te t i zo t róp lemezzel , ha az övs íkoka t a lkotó rácsoza t egyenlő 
h ú z á s i merevségű rudakbó l ál ló, egyenlő oldalú háromszögrács . Az összekötő 
r u d a k n a k nincs h a t á s a az i zo t róp iá ra , mivel — m i n t a 2. p o n t b a n m o n d o t t u k — 
a ha j l í t á s i és a ny í rás i a l akvá l tozások egymás tó l függe t l enü l t á r g y a l h a t ó k . 
I l y e n ér te lemben, de csakis i lyen ér te lemben nevezhe tők i zo t rópnak az egyenlő 
o l d a l ú háromszögrácsozású övs íkokka l k i a l ak í to t t ké t ré t egű rácsok , ill. helyet-
t e s í t ő tömör l emezük . 

Az ortotrópiának a tel jes rácsozásra v o n a t k o z ó ér te lmezése te l jesen ana-
lóg az izotrópiáéval . 

A nyírási merevségek v i z sgá la t a a l ap j án meg lehet h a t á r o z n i az alsó 
és a felső övrácsozás c s o m ó p o n t j a i n a k re la t ív helyzete á l ta l megszabo t t izo-
t r ó p , ill. az o r t o t r ó p övrácsozás merevségi fő i ránya iva l egybeeső, tetszőleges 
m e r e v s é g i a r ányú or to t róp ny í rómerevségű összekötő rácsozás elrendezését és 
s ze lvénya ránya i t . Ezzel a z o n b a n mos t nem fogla lkozunk részletesen. 

5. A r ű d e r ő k megha tá rozása 

H á t r a van m é g a rácsozás övrúderőinek és rácsrúderő inek megha tá rozása 
a k o n t i n u u m - m o d e l l a lapján s z á m í t o t t igénybevéte lekből . 

Egyszerűbb az övrúdcrők megha tá rozása . A he lye t tes í tő lemez szilárd-
ság i t u l a jdonsága inak megfelelő izotróp, o r to t róp vagy aeo lo t róp lemezegyen-
le t megoldása, m a j d a n y o m a t é k o k megha tá rozása u t á n a n y o m a t é k o k /i-val 
t ö r t é n ő osztásával (3b) m e g k a p j u k az alsó v a g y felső övsík membrán je l l egű 
igénybevéte le i t . í g y va l amenny i c somópon tban m e g h a t á r o z h a t j u k az n vek-
t o r komponense i t . Homogén feszültségállapotban, á l landó merevség esetén pon-
t o s összefüggést a d az inver tá l t (8b) kifejezés: 

s = ( L * R 2 ) _ 1 n = RT"1(L*)_1n . (24) 

A képle tben szereplő Rg - 1 d iagoná lmát r ix - inverz megha tá rozása nem je-
l e n t problémát , ( L * ) - 1 pedig, 

a l a p j á n el lenőrizhetően: 

1 -

(L*)- i = 0 

(L* ) - 1 L* = E 

cos a cos ß 

sin a sin ß 

cos ß 
sin a sin (a -j- ß) 

cos a 

sin (a — ß) 

sin a sin ß 

sin ß 
sin a sin (a -j- ß) 

sin ж 

sin ß sin (a ß) sin ß sin (a ß) 

(25) 
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(25) a l ap j án a (24) egyenlet ska lá r i s f o rmában a következő lesz: 

Sr=br 

Ss=bs 

St = bt 

cos a cos ß sin (a — ß) 
• А У • • А ХУ  sin a s in ß sin a sin ß 

cos ß sin ß 
ЬУ ' • O\ XY 

sin ос sin (a + ß) sin a sin (a -f- ß) 

cos a 

6/a. ábra 

sin a 
sin ß sin (a + ß) sin ß sin (a -f- ß) 

nxy j 

6/b. ábra 

(26а—c) 

H a pedig v á l t o z n a k a rácsszerkezet , ill. a he lye t tes í tő l emez igénybevéte-
lei, ső t esetleg a h á l ó z a t a is, a k k o r — feltéve, h o g y ez a vá l t ozá s nem túlságo-
san gyors — m i n d e n c s o m ó p o n t b a n f e l í rha t juk , hogy 

r 2 T (L*) - í (27) 

aho l i a vizsgált p o n t jele. E k i fe jezés a lapján m i n d e n c somópon t r a , így min-
den r ú d ké t végére is — vá l tozó igénybevétel (ill. k i smér t ékben változó rá -
csozás) esetében — egymástól e l t é rő rúderők adódnak , i -vel és y-vel jelölve 
va l ame ly ik ij ö v r ú d ké t v é g p o n t j á t , a méretezéshez f e lhaszná lha tó rúderő-
é r t é k e t számtani közepeléssel a 

SJJ •• 
2 

(28) 

k é p l e t a lapján v e h e t j ü k fel. 
Az alsó és a felső övsík rúderő inek i smere tében t é r h e t ü n k rá az össze-

kötő rácsozat rúderőinek megha tá rozásá ra . Megvizsgálva egy kl összekötő r ú d 
к j e l ű felső ill. I j e l ű alsó c s o m ó p o n t j á n a k egyensú lyá t , azt t a l á l j u k , hogy а к 
csomópon tba csa t l akozó három r á c s r ú d — k ö z t ü k kl — igénybevéte le a csomó-
p o n t b a n ható i s m e r t övrúderők és az ugyan i t t h a t ó külső t e h e r segítségével 
s t a t ika i l ag h a t á r o z o t t módon k i s z á m í t h a t ó (6a. ábra) . U g y a n c s a k s ta t ika i lag 
h a t á r o z o t t az l p o n t b a n összefutó rácsrudak a l k o t t a „ h á r o m l á b ú b a k á l l v á n y " 
(6b. ábra ) . í gy a kl r ú d rúdere je m e g h a t á r o z h a t ó az l c somópon t egyensúlya 
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a l a p j á n is. A mére tezéshez — a vá l tozó igénybevétel m i a t t — ismét a k é t ered-
m é n y s z á m t a n i közepé t h a s z n á l h a t j u k : 

SKÍ ^ (SKI)I ^29) 

I R O D A L O M 

1. FLÜGGE, S.: Handbuch der Phys ik , Bd. V I . Elastizität und Plast iz i tät . Springer, Berlin— 
Gött ingen—Heidelberg 1958 

2. HEKI, K. — FUJITANI, Y.: T h e Stress Ana lys i s of Grids under the Action of B e n d i n g and 
Shear. Space Structures. (Ed . R. M. Dav ie s . ) Blaekwell Sc ient i f ic Publ icat ions Oxford 
and Edinburgh 1967 

3. HEKI, K.: On the Ef fec t ive Rigidit ies of Lat t i ce Plates. R e c e n t Researches of Structural 
Mechanics. (Ed. H. Tanaka , S. K a w a m a t a . ) Uno Shoten, T o k y o 1968 

4. KROMM, A.: Veral lgemeinerte Theorie der Plattenstat ik. Ingenieur-Archiv, 21 (1953), 
2 6 6 - 2 8 6 

5. KROMM, A.: Über die Randquerkräf te bei gestützten P l a t t e n . Zeitschr. f . angew. Math. 
Mech. 35 (1955), 2 3 1 - 2 4 2 

6. LEHNICKIJ, SZ. G.: Anizotropnüe plaszt inki . Gosztehizdat, Moszkva—Leningrad 1947 
7. LEHNICKIJ, SZ. G.: Teorija uprugoszti anizotropnogo tela. Gosztehizdat, M o s z k v a —Lenin-

grad 1950 
8. LOVASS-NAGY V.: Matrixszámítás . Műszaki Matematikai Gyakorlatok С. IV. Tankönyv-

kiadó, Budapes t 1956 
9. OPRAVIL, V.: Adalékok diszkrét , lapos körhengerhéjak véges a lakvál tozásának elméletéhez. 

А II. Könnyűszerkezet i Konferencia előadásai. (Székesfehérvár, 1970. aug. 3 — 8.) 
II. köt . , 231. o. M E T E S Z , Gépipari Tud . Egyesület k iadása , 1970 

10. PLANTEMA, F. J.: Sandwich Construction. T h e Bending and Buckl ing of S a n d w i c h Beams, 
Plates and Shells. J o h n W i l e y & Sons, Inc. N e w York — L o n d o n — S y d n e y 1966 

11. RÓZSA M.: A hajl í tott tartórácsok differenciálegyenletei . MTA Műsz. Tud. Közi. 1 3 (1954), 
41—57 
Equat ions différentielles des grillages f léchis . Acta Techn. Hung. 8 (1954) 277 — 293 

12. SzMODiTS К . : K ö n n y ű térbeli acélszerkezetek. ETI Tudományos Közlemények 75. sz. 
Budapes t 1969 

13. TIMOSHENKO, S. —WOINOWSKI-KRIEGER, S.: Theory of P l a t e s and Shells. McGraw-Hill , 
New York—Toronto — L o n d o n 1959. 
Lemezek és héjak e lmélete . Műszaki Kiadó , Budapest 1966 

14. TORROJA, E. : Réalisations de voûtes minces en Espagne. R é s u l t a t s obtenus et possibilités 
futures. Annales de l'Institut Technique du Bâtiment et des Travaux Publics. Série: 
Béton , B é t o n armé, N o . 14. (1950) 

15. WRIGHT, D . T.: A Cont inuum Analysis for Double Layer S p a c e Frame Shells. Publ. Int. 
Assoc. Bridge Struct. Eng. Zurich, 26 (1966). 

Solution of Double-layer Space Trusses of General Triangular Grid by the Equivalent 
Continuum Method. Space trusses consisting of t w o parallel, ident i ca l chord planes of general 
tr iangle mesh and of connect ing space diagonals are analysed. A method for determining the 
equiva lent subst i tut ing c o n t i n u u m (plane plate) of the space t russ is presented, t o g e t h e r with 
t h e conditions of orthotropy or i sotropy for this plate , and formulae are deduced for the deter-
minat ion of bar forces in the space truss from the internal forces of the cont inuum. 

Anwendung des Verfahrens des gleichwertigen Ersatzkont inuums für zweischichtige 
Raumfachwerke mit a l lgemeinem Dreiecknetz. Raumfachwerke m i t zwei parallelen, identischen 
Gurtebenen aus al lgemeinem Dreiecknetz und räumlichen Verbindungsstäben w e r d e n unter-
sucht . Eine Methode wird dargelegt für die B e s t i m m u n g des g le ichwert igen Ersatzkont inuums 
(ebene Platte) des Raumfachwerkes , die Bed ingungen für die Orthotropie bzw. I sotropie der 
P l a t t e werden angegeben, und Formeln werden abgeleitet für die Berechnung der Stabkräfte 
i m Raumfachwerk aus den Schni t tkräf ten des Kontinuums. 
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