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[Beérkezett: 1971, november 8-4n]

A rétegzett mintavétel az egyszerii véletlen mintavételnél hatdsosabb megfigyelési
eljaras. Alkalmazisa sordn a mintdzandé sokasagot részsokasigokra, rétegekre kell bontani,
vagy a sokasdg amugy is meglevd rétegzddését kell kihasznéalni. Az egyes rétegekben nagyja-
bél azonos tulajdonsdgd, kis szérdsd mintaelemek vannak, de a rétegdtlagok jobban kiilén-
béznek egymastél, vagyis a rétegatlagok kozotti szérds nagy. Ilyen médon rendezett sokasdg
esetében a régzitett mintaelemszdmot a rétegekre megfeleld médon (pl. az optimélis elosztds
segitségével) szét kell osztani és a rétegekb8l a mintdkat véletlen médon kell kiemelni.

A tanulmény a rétegzett mintavétel paraméterei kozstti legfontosabb osszefiiggése-
ket, az egyszerii torzitatlan becsléseket, valamint a kiilonb6z6 mintavételi médokat ismerteti.
Az utolsé részben két specidlis becslési eljarast kozol.

Bevezetés

A mintavételnek harom f§ forméja ismeretes: az egyszerli véletlen,
a szisztematikus és a rétegzett mintavétel.

a) Az egyszerii véletlen miniavétel esetében a diszkrét eloszlasi sokasag
paraméterei a binomiilis, ill. a hipergeometrikus eloszlasok segitségével adha-
ték meg attél fiiggSen, hogy a mintavétel visszatevéssel vagy visszatevés
nélkiil tortént; folytonos eloszlasi sokasig esetén a mintavétel megszervezése,
ill. a paraméterek becslése rendszerint a normalis eloszlas segitségével torténik.

b) A szisztematikus mintavétel esetében a természet vagy az emberi
beavatkozas altal rendezett sokasag elemeit meghatéarozott terv szerint mintaz-
zak. Szisztematikus mintavétel a rendszerint folytonos valdsziniiségi valtozéji
természeti jelenségek — h&mérsékletmérés, folyé vizilldsanak megallapitésa,
hasznosithaté 4asvanytelepiilés szabalyos halé szerinti megkutatasa sth.
— vagy olyan ipari termékek, mint a gumiszalagon szallitott vagy vasuti
kocsiban levd szemesés anyagok, szabalyos id8kézokben, ill. térbeli tavolsagok-
ban valé megfigyelése. Diszkrét valésziniiségi valtozéji sokasig esetében a
szisztematikus mintavétel érdekében az elemek sorszammal latanddék el.
A mintabél kivett elemek egymais utan kovetkez8 sorszamainak kiilsnbsége a
mintavételi arany reciprokaval (N/r) egyezik meg tgy, hogy a legkisebb sor-

szdmi mintaelem megallapitasa véletlen médon torténik. Ha az idGben vagy
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134 PETHO SZILVESZTER

térben egymis utin kévetkezd mintaelemek jellemzd értékei kozott figglség
van, akkor a megfigyelt paraméterek torzitatlan becslése csak ezzel a minta-
vételi méddal biztosithaté.

¢) A rétegzett mintavételt a statisztikai hivatalok, a kézvéleménykutatéd
intézetek alkalmaztak el§szor, mert segitségével az egyszerdi véletlen minta-
vételnél hatasosabb becslés érhets el. Ha egy t8kés tarsadalomban pl. az atla-
gos jovedelmet és ennek szérasat mikrocenzusok segitségével rendszeresen meg
akarjak allapitani, akkor a mikrocenzusok alkalmaval a t8kés tarsadalom
meglevd osztalytagozddasat célszerli alapul venni. Az egyes tirsadalmi réte-
gekben nagyjabél azonos jovedelmid egyedek vannak, de a rétegek atlagos
jovedelmében igen nagyok a kiilonbségek. Az 6sszes megfigyelések szama, n,
rogzitve van, amelyet az egyes tarsadalmi csoportokra a rétegzett mintavétel
elvei szerint elére felosztanak és a rétegeken beliill egyszerd véletlen minta-
vételt hajtanak végre. Belathat6 és matematikailag bizonyithaté, hogy ilyen
mintavétellel a megfigyelt paraméterek, a felhozott példa szerint az atlagos
jovedelem, pontosabban figyelhetdk meg, mint egyszeri véletlen mintavétel
esetén. Ilyen természetes rétegz8dés a mintavétel soran nem mindig figyelhetd
meg, ilyenkor mesterségesen torekszenek a sokasidgon belill olyan rétegek
kialakitasara, melynek elemei a megfigyelt jellemz§ értékében nem nagyon
kiilonboznek egymastél. A rétegekre valé bontas akkor a legtokéletesebb, ha az
a becsléses illeszkedésvizsgalathoz szitkséges értékkozok szerintirendezésnek
felel meg, mert ilyen esetben lehet a leghatasosabb becslést elérni. Szemnagy-
sagelemzési vizsgalatokban, szenek, ércek alapgorbéinek felvételéhez sltalaban
ilyen tokéletes rétegeket hoznak létre: a rétegen beliil nem odavalé tulajdon-
sagil szemcse nincsen. Ha a rétegeket véletlen médon alakitjak ki, akkor a réteg-
zett mintavétel bevezetésével a véletlen mintavétellel szemben a becslés
hatéasossiga nem fokozhaté.

A kovetkezdékben a rétegzett mintavétel legfontosabb tulajdonsagai
keriilnek megvizsgalasra, és megismerhetdk lesznek a kiillonb6z6 mintavételi és
becslési médszerek.

A rétegzett mintavétel paraméterei kozotti
osszefiiggések attekintése

1. A sokasig paraméterei kozitti osszefiiggések dttekintése

A sokasag elemeinek szama N — tehat véges sokaségrél van sz6 —
a rétegek szama L, a h-odik rétegben levd elemek szama Ny. A h-odik réteg i-
edik elemének jellemzd értéke X ;: az elsG index (k) tehat a rétegszamot, a ma-
sodik (i) pedig az elemszamot jelenti, vagyis a mintaelemek, legalabbis gon-
dolatban, sorszdmozva vannak. A h-odik réteg totalja X,, atlaga X,, az egész
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A RETEGZETT MINTAVETELROL 135

sokasag totalja és atlaga X ill. X. A jelolések Aattekintése utdn a kovetkezd
dsszefiiggések azonnal belathaték:

L
N= 3N, (1.1)
h=1
Ny
Na . glxhl
XhZZXhi, Xhz = e (1.2)
i=1 Nh
L L N N
X=3X=3 3 Xu=3X, (1.3)
h=1 h=1 i=1 i=1 ’
L L N N
"X, 3 3Xu SN,
X=t= =fliel = (1.4)
L L N
2N
h=1

A h-odik réteg ,,korrigilt empirikus szérisnégyzete” (S;) és empirikus széras
négyzete (o7)

Ny Na —
2 Xht - Xh)2 Z(Xhi - Xh)2
Sp—=1=t g =4i=r 1.5
=Sy ; v (1.5)

A relativ széras (V) és a szamtani atlag szérasnégyzete (D%(X,):

S £
v, =2 X,) = 1.6
=X, D¥(X,) = N, (1.6)

(1.5) és (1.6) alatti szérasnégyzetek az egész sokasigra vonatkozéan:

L N L1 Ny
¥ Z(Xhi_X)z P (X — X)?
§ === . 0 = A== : (1.7)
N-—-1 N
S < S2
V=:, D2X _ . 1-8
X (X) N (1.8)

Célszerii definialni még a rétegatlagok szérasnégyzetét (g;) és a rétegitlagokra
vonatkozé szérasnégyzetet is (oh):

o2 = f= , @:h“= . (1.9)
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136 PETHO SZILVESZTER

Fontos dsszefiiggés mutathaté ki a sokasag elemei szérasnégyzete (a2), tovabba
a rétegatlagok szérasnégyzete (03) és a rétegatlagokra vonatkozé szérasnégyzet
(o}) kozott. Az osszefiiggés a kiovetkezd:

o = o} + o} . (1.10)

1.10 bizonyitasa o%>nek (1.7) alapjan valé felirasaval torténhetik:

1 L Na _ 1 L N _ _
?=— 3 X~ XP=—733 3(Xn — Xp+ Xy — X +
N 721 i=1 N ari=1
1 L Nl" . L Na o —
+W wz(Xhi_Xh)z’*"*hZ D Xni — X)Xy — X) +
A=l i=1 =1 i=1
1 L N __ _
+—=2 (X, — X)?
Nh=1 i=1

A misodik tagban szerepl$

Ni —
Z(Xhi — Xp) =0,

i=1
és a harmadik tag

L N» _ L - =

2 DX — XP = 3 NyXy— X)?.

h=1 j=1 h=1

Ezek, valamint 1.9 figyelembevételével az 1.10. tétel igazolédott.

2. A minta paraméterei kézotti osszefiiggések és a sokasdg paraméiereinek egyszerii
torzitatlan becslései

A mintabeli paramétereket kishetiikkel célszerii jel6lni: a mintaelemszam
n, a h-odik rétegbdl vett mintaelemszam n,; a h-odik réteg i-edig mintaelemé-
nek jellemz§ értéke x,;, a réteg totalja (n, szimi mintaelem alapjan) x,, atlaga
X5 az egész sokasig totalja (n elembdl kiszamitva) x és az atlag x.

Az (1.1), (1.2), (1.3) és (1.4) dsszefiiggések a mintabeli paraméterekre is
érvényesek, de a mintabeli paraméterekre felirhaté 6sszefiiggésekben termé-
szetesen kishetik szerepelnek.

Az X, atlag becslése %,-val torténik, de az X, és X total, tovabba az X
atlag becslése az egész sokasag és a rétegek elemszamanak ismeretében

=)
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A RETEGZETT MINTAVETELROL 137

— a becslési értékeket %,-val, %-szel ill. x-sal jelélve — a mintabeli adatokkal
a kovetkez8képpen hajtandé végre:

- - i=1 - -
x,,=th,,==N,, ’ Xp = Xp (2'1)
np
L
L L ) g N,x,
b= k= SNg, F=rT (2.2)
h=1 h=1 N
% természetesen kiilonbozik x-tél, melynek kiszdmitasa
L
S iy
h=1 B
n

szerint térténik. A (2.1)-ben és (2.2)-ben szerepls becsléseket egyszeri torzitatlan
becsléseknek szokas nevezni.

Az (1.5)-ben és az (1.7)-ben szerepld szérasnégyzetek torzitatlan becslései
sp és s, amelyek kiszamitasa az

na L ny

2 (i — %p)? 2: ‘2: (% — X
=221 g s2=Ilm 1= (2.3)
n,—1 n—1

képletek szerint torténik. A relativ szérasok (v, és v) és a szamtani atlagok
szérasnégyzetei (D*(x,) és D?*(x)) (1.6) és (1.8) alatti osszefiiggések alapjan, a
(2.3)-ban szerepl§ szdérasnégyzetek figyelembevételével irhaték fel:

vy = —‘_S_i és v=-> , (2.4)
Xy x
illetve
2 2
D(E,) = ( —In )k g DYE) = (1 - i) R (2.5)
Nh n, N n

2.5.-ben szerepelnek az n,/N, illetve n/N mintavételi ardnyok, amelyek f,-val
illetve f-el jelslhetik.

A (2.1)-ben és a (2.2)-ben szereplS egyszerii torzitatlan becslések széras-
négyzetei — D¥x,) és D?(x) a totalok, D2(x,) és D%(x) a szamtani atlagok
szérasnégyzetei — a kovetkezfk:

D*(s,) = Nyl — £y %, (2.6)
ny
D%bM@ﬂhm§- 2.7)
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Az egész sokasagra vonatkozé szérasnégyzetek kiszamitasaa (2.6) szerinti
P P o g o Ao iz g
szorasnégyzet megfelel§ 5sszegezése és sillyozasa utjan torténik:

DxE) = S N3 — f) (2.8)
h=1 n,
D3 = L S N1 sk 2.9)
(x —Fhﬂ h( *fh)n*h- ( .

3. A mintavételi modok ismertetése

A rétegzett sokasighdl torténd mintavételi médok targyalasakor n, az
Osszes mintaelemszam rogzitve van, az egyes mintavételi médok az n minta-
elemszamnak az egyes rétegekre torténd elosztasaban kiilsnbéznek egymastél.
A kovetkez8 mintavételi médok ismeretesek:

a) A mintaelemszim véletlen elosztdsa. Az n mintaelemszamnak a réte-
gekre valé véletlen elosztasakor a becslési értékek — a totalok és dtlagok — a
(2.1) és (2.2) és ezek szérasnégyzetei a (2.6), (2.7), (2.8) és (2.9) egyenletekkel
szamithatok. Az egész sokasag totaljanak és atlaganak szérasnégyzetei

D*(x) és D*(x)
ennél a mintavételi médnal a legnagyobbak, illetve megegyeznek az egyszeri

véletlen mintavétel megfelel6 szérasnégyzeteivel.
b) Az ardnyos elosztds. Ebben a h-odik réteg n,, mintaelemszama,

nha:iv]vjh‘n =ho (h=1,29"'7L) (3.1)

vagyis a mintaelemszam a rétegek N, elemszdmaval ardnyos. A sokasag atlaga
ennél a becslési médnal (2.2 alapjan 3.1 felhasznalasaval és x,-sal jelolve)

Nia
L thi L n
fa= 3Ny > 3w
h=l Ne _Astizv 5 (3.2)

N n

vagyis megegyezik x-sal, amelynek kiszamitasihoz a rétegek elemsziméanak
(IV, illetve N) ismerete nem sziikséges. A rétegatlag szérasnégyzete (D2(%n,),
(2.7)-b6] kiindulva):

L 1— | ’
Do) ==L . (3.3)
SNn
A sokasig atlaganak szérasnégyzete (D%(x,), (2.9)-bél kiindulva):
_ 1—f &
D¥(x,) = — N IN,sh. 3.4
(Fa) = — h%l Sk (3.4)
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A RETEGZETT MINTAVETELROL 139

Mivel két torzitatlan becslés kéziil az a hatdsosabb, amelyiknek a szérésnégy-
zete kisebb, az aranyos elosztasnak a véletlen elosztassal szembeni elénye
(3.4) és (2.9) sokasagatlag szérasnégyzetek dsszehasonlitdsdval itélheté meg.
A D?(x,) és D%(x) szérasnégyzetek a kovetkezs formakban is felirhaték:

1 L 1 L '
D%(x) = — ZNs2—-— ' V57, 3.5
(%a) AN = hSh N'—’% hSh (3.5)
1 N?
D%z ALY 2,_—— N,s? 3.6
=15 = o0 2 5t (3.6)
Képezve a DXx) — D%(%,) kiilonbséget,
D*x) — D*x,) 1 SN s} N
) —DYz)= —— ¥ Lsfp— —— SE =
( )= 20 nNz o}
L N2
_ 1 )«N gL SN e (3.7)
]V2 h=1 Ny N2 on

szerint, azonnal belathaté, hogy az adott feltételekkel
L L
N=2Nh, nzz'nh éS N,,Zn,,. (h:l,z,...,L),
h=1 h=1

a kiilonbség altalaban 0-nal nagyobb, vagyis az aranyos elosztéssal a véletlen
elosztassal szemben a sokasiagrél megbizhatébb ismeretek szerezhetdk.

¢) Az optimdlis eloszids: Az n mintaelemszamnak a sokasig rétegeire
valé olyan elosztasa is létezik, amelynél a sokasag totaljanak, illetve atlaga
szérasnégyzeteinek minimuma van — ez az optimalis elosztas —, amellyel
tehat a legmegbizhatébb ismeretek szerezhet8k a sokasig paramétereirdl.

A mintaelemszam optimalis elosztasdhoz a (2.9) szerinti D?*(x) széras-
négyzet szélsG értékét kell megkeresni a

L
Sny=n
h=1

feltétel megtartdsaval. Lagrange médszere szerint tehat irhaté:

F=-L LSN?( ~-ﬂliﬁ—-+k Snyn (3.8)
Nzh:'l ! N,, ny h=1 " ' .

Az osszefiiggés jobb oldalanak els8 tagja a D*(x) szérasnégyzet, mely minimu-

méanak megkeresése a cél; a masodik tag a mellékfeltételt fejezi ki; a mellék-

feltételben szerepl$ k a Lagrange-féle szorzé. n, optimalis értékének meghata-

rozasihoz F-nek n, szerinti részleges derivaltjat 0-val tessziik egyenlévé, és
ebbdl:

Nysn

n NVE (h=1,2,...,L), (3.9)
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tovabba
L
n 2 Nysy
h=1
Yy =n= ————-. 3.10
=" NVE (3.10)

VE-t (3.10)-bél kifejezve és (3.9)-be behelyettesitve, az optimalis elosztisra
vonatkozé mintaelemszim megadhaté:

N e, D), (3.11)

L
2 Nhsh
h=1

vagyis az optimélis elemszdm a réteg elemszamanak (IV,) és korrigalt empirikus

Ny opt =

szérasanak (s,) szorzataval arinyos. Ha az egyes rétegek elemszidma azonos
— N, = N/L —, akkor az optimalis elemszim értéke

Sh

L
2 s
h=1

vagyis az emlitett hatiresetben (IN, = NJL) az optimalis elemszim a réteg

nhopt= n’ (h=’1729---7L)5 (3.12)

korrigalt empirikus szérasiaval aranyos.
n, opt figyelembevételével fcopt, D2(x, opt), D%(%, opt) €s Dz(fcopt) a kovet-
kezbképpen adhaté meg:

Na opt
L 2 Xni
SNy =
a = n
ﬁ_?opt = h=1 N hopt ) (3.13)
3 N
hSh — Spnt
D _Nh*nhopt 2_% l 3.14
(Fnopt) = ——— sf = ———— 5y, (3.14)
Nn,, opt Nyn
- Ny — nyopt
D&y opt) = N —2 T 0Bt 2 (3.15)
Npny, opt

(3-11)-et (3.15)-be is behelyettesitve, a réteg totalis szérasnégyzete:

L
Nhysp ZNhsh
D(&), opt) = ———=—— — N,s, (3.16)
n
és
L 2
5
DYfop) = — 3 D) =—| 2= SN @17)
PN = PN n =
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A RETEGZETT MINTAVETELROL 141

Az optimalis elosztasnak az ardnyos elosztéssal szembeni elénye a
D2(%,) — D2(%opt)

kiilonbség kiszamitasabél tiinik ki. (3.4) illetve (3.5) és (3.17) felhasznalasaval
L L 2
2 Nysh, ( 2 N hshl
h=1 =21

Nh Nzn
_1[151\132 ! st2] (3.18)

w | N = T e |- hSa| |- .

(3.18)-at megvizsgalva, lathaté, hogy abban a szégletes zaréjelen beliil a réteg-
szérasok szérasnégyzete szerepel. (A szdgletes ziréjelben az els§ tag a réteg-

Dz(ia) - DZ(iOpt) =

elemszamokkal stlyozott szérasnégyzet, a negativ jel utdn kovetkezd masodik
tag pedig a silyozott szérasatlag négyzete.) (3.18) csak abban az esetben 0,
ha az s,(h=1,2,...,L) szérasok egyenlék; ilyenkor a széban forgé két
becslési médszer azonos értéki, minden mas esetben az optimalis mintaelosztas
az el8nyosebb.

Ha nem az dsszes mintaelemszam, hanem a mintavétel dsszes C koltsége
van régzitve és mindegyik rétegben egy-egy mintaelem vételének koltsége,
C, a valtozé (C, tehat a h-odik réteg fajlagos mintavételi koltsége), a minta-
elemszam optimalis elosztdsa ebben az esethen is elvégezhets a

L
C= 3Cpn, (3.19)
h=l

mellékfeltétel figyelembevételével. Az a fiiggvény, amelynek Lagrange
moédszerével a széls§ értékét megkeresve,

L 1 2 L
F,——L SN2 (1 — %} Sk, [2 Cyny—C (3.20)
=1

=—
N2 nl my i

(3.20) fiiggvény megoldasa a (3.8) fiiggvény megoldidsahoz hasonléan térténik,
és a rétegek mintaelemszamara az

=LN"—S"/V—C—"—nC, (h=1,2,...,L) (3.21)
2 Nhsh/b'?h
h=1

Npe
osszefiiggés adhaté meg. (Az egyes rétegekbdl az osszefiiggéssel kiszamithaté
mintaelemszamot véve, az elére rogzitett C koltséghez tartozé minimalis
szérasu sokasagatlag megadhaté). (3.21)-ben szerepel n,, amelyet szintén
meg kell adni, hogy a rétegek mintaelemszdma kiszamithaté legyen. Ezért a
(3-21) egyenletet be kell helyettesiteni (3.19)-be, amelyben C, az ésszes koltség
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ismert és igy az egyenletben csak egy ismeretlen van, n,, az 6sszes mintaelem-
szam:

V5

' Nysu/ Y Ch

no=2"2____ C. (3.22)
thsh/VCh

1

B
i

(VS

>
Il

Numerikus feladat megoldasakor C ismeretében elészér n, szamitandé ki
(3.22)-vel, majd nj (3.21)-gyel. Az egyes rétegekbdl a (3.22) ill. a (3.21) egyen-
letekkel kiszamithaté mintaelemszamot véve, az eldre rogzitett C koltséghez
tartozé minimalis szérasi sokasagatlag megadhaté.

A mintavétel koltségei minimalhaték olyan kikotéssel is, hogy a sokasag-
atlag szérasa el6re meghatarozott E érték legyen, vagyis az

L 2
E2=L2Nﬁ (1_ﬂ Sh_ (3.23)
N2 h=1 h ny

egyenldség biztositasaval az osszes kéltség (C),

L
C = Zchnh (3.24)
h=1 .

szélsG értékének megkeresése a feladat. Mivel a mellékfeltételt a (3.23) sor-
szamu egyenlet tartalmazza, azért az a figgvény, amelynek megoldasa szintén
Lagrange médszerével torténik,

L : L 2
Fg= 3 Cpny+ kg %VNﬁ[l—lh—)s—h~Ez]. (3.25)
h=1 N2 n/ Ny

(3.25)-b6l a rétegek mintaelemszamaéra (3.21)-gyel azonos alakd 8sszefiiggés
adédik:

N hsh/ m n
g (N1$1/Ch)

A két képlet kozotti kiilonbség az Osszes mintaelemszam értékében van,
altalaban n, # ng. Az ng meghatarozéasa érdekében n,p a (3.24) egyenlethe
helyettesitendd n, helyére és a megfeleld miiveletek elvégzése utan az Gsszes
mintaelemszim

LTy (3.26)

L L
2' NhShVChZNhsh/Ch
ng = 2= ’f‘ . (3.27)
E2N? + > N,s?
h=1

Gyakorlati feladatok megoldasakor — E ismert — el8szér ng szamitandé ki

(3.27)-tel, majd n,p (3.26)-tal. Az egyes rétegekbdl a (3.27)-tel ill. (3.26)-tal
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szamithaté mintaelemszamot véve, az elGre rogzitett E pontossaghoz (sokasag-
atlag szérashoz) tartozé minimalis koltségii sokasagatlag megadhatg.

d) Azonos megbizhatisdgi szinttel és megbizhatdsdgi intervallummal térténs
mintaelosztds. Az azonos meghizhatgésagi szinttel, illetve azonos megbizhatdsagi
egyutthatéval (u,) és az azonos megbizhatésagi intervallummal (2¢ hosszisagu)
térténd mintanagysig meghatarozasnak kiilonésen a gazdasagi és tarsadalmi
jelenségek megfigyelésekor van jelentGsége. Bérek, adék megallapitasakor és
altalaban a jovedelmek megallapitasaval kapcsolatos megfigyelések soran
jogos az az igény, hogy a megfelels paramétereket azonos meghbizhatésagi
szinttel, tehat azonos meghbizhatésigi egyiitthatéval (u,) és meghizhatésagi
intervallummal (e) allapitsdk meg.

Ennél a mintaeloszlasnal célszerii el6bb a végtelen sokasag esetét tar-
gyalni.

A végtelennek tekintett statisztikai sokasag h rétegébél vett mintaelem-
szam, mint ismeretes,

u2
ny Z—LSE. (3.28)
82
Mivel
L
2 np,=mn
h=1

rogzitett, ezért az dsszes mintaelemszam
u,\2 L,
n=|-L| ¥si. (3.29)
[ h=1

(3.29)-b8l (upfe)-et kifejezve, majd (3.28)-ba behelyettesitve és (3.29)-hez

hasonléan ismét csak az egyenl§séget tartva meg, a rétegek mintaelemszama

Phy = —o—n,  (h=1,2,...,L). (3.30)

h=1

Az Osszefiiggéshdl lathatd, hogy a rétegek mintavételi szama si korrigalt em-
pirikus szérasnégyzetiikkel aranyos.

A h-adik réteg és az egész sokasag atlaganak szérasnégyzete (3.30) fel-
hasznalasaval

L
8

2 2 S%
h=1

D) =~ = =(i]2, (h=1,2,....,L)  (3.31)
Thyy n up
1 ez L
Dx,) = — [2|* > g, 3.32
) = (J SN (3.32)
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Véges sokasag esetén az nuy, mintanagysig meghatarozisa érdekében a kovet-
kezdképpen célszerid eljirni. A h-adik réteg mintaelemszama, altalanos for-
maéaban

2 2
M o (Ye)® (3.33)
14 kst €
N
amely csak az egyenléség megtartdsaval
nhs% ‘
n, +k = ks?
h N, h

szerint alakithaté at. Attérve az egyes rétegek mintaelemszamanak dsszege-
zésére és figyelembevéve, hogy

L
Znh=n éS n,,/N,,:f,,,

, (3.34)

amelyet (3.33)-ba helyettesitve, a megfelel§ atalakitds utan
Npsh

= L L
No[Sst 3 ] +sin
h=1 h=1

ny

(h=1,2,...,L)  (3.35)

Az egyenlet megoldisa prébalgatassal, pl. logarléc segitségével néhany 1épés-
ben elvégezhetd. A problémat a nevez8ben szerepld f, = n,/N, kifejezés
okozza, amelyet els8 lépésben 0-nak célszer{i felvenni. ([7] és [8] -ban mas meg-
oldasok is megtalalhaték!) (3.35) alapjan egyébként megallapithaté, hogy a
rétegek mintaelemszama a réteg elemszamatél és korrigalt empirikus széras-
négyzetétsl figg. A (3.31)-hez és (3.32)-hoéz hasonléan az atlagok széras-
négyzete véges sokasig esetén is megadhatd.

4. Kiilonleges becslési médok

Kiilonleges becslési médokrél a rétegzett mintavétellel kapcesolatban
akkor van sz6, ha az egész sokasag totalja (X) vagy atlaga (X) ismert, vagy
ezen értékek bizonyos hibaval megmérhet6k. A mérési eredmények jelslése
ez utébbi esetben O illetve O, szérasnégyzeteiké N2D*(0) és D2(6). Ez az utébbi
eset fordul el pl. moséasi gorbék felvétele esetén akkor, amikor nemesak a
frakciok (rétegek), hanem a kisérletbe bevont ésszes anyag tulajdonsagat is
meghatarozzik. Ilyen esetben a rétegekbdl vett mintak alapjan szamitott és
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a kozvetlen méréssel kapott sokasagatlag vagy totalis altalaban nem egyezik
meg, de legvalészintibb értéke, x, (vagy «) kiszadmithaté:

D) DYO) @)
+

DXz) ' D¥0)

A kiilénleges becslési médokban arrél van szé, hogy azt az r értéket, amely
r=|X—x|;r=|%—=%| (4.2)

szerint van definidlva, és zdrlati hibinak nevezhets, miképpen kell az egyes

rétegekre elosztani.

a) Azonos megbizhatésagi hatdrral valé becslés

A rétegek egyszerii torzitatlan totalisai (N,x,) dsszegének és az egész
sokasig totalisanak (X) ill. totalisa legvalésziniibb értékének (Nx) kiilonb-
sége adja r-t, a zarlati hibat:

L

DSNE, — X' =r. (4.3)

h=1
Ebben az osszefiiggésben, amelyet a kiegyenlitd szamitasban ellentmonddsi
egyenletnek neveznek, X’ jelenti X-et, illetve Nz-et. Ha x, legvalésziniibb
értéke x,, akkor a feltételi egyenlet a (4.3) ellentmondasi egyenlet alapjan
a kovetkez8képpen alakul:

L
SN, — X' =0. (4.4)
h=1

A rétegatlagok legvalésziniibb értéke
Xy =%, + u, (%) (4.5)

szerint definialhaté, ami annyit jelent, hogy a méréssel megallapitott x, atlag
az r zarlati hiba eltiintetése érdekében az u, megbizhatésagi egyiitthaté és a
D(x;) széras szorzataval aranyosan valtoztatandé meg. Mivel az u, szim mind-
egyik rétegre azonos, ezért az x, értékek (h = 1,2, ..., L) azokat a megbiz-
hatésagi hatarokat jelentik, amely hatarok altal kijelslt intervallumban valé
bekeriilés val6sziniisége egyforma. Ezért a széban forgé becslési méd azonos
meghbizhatésagi hatarokkal valé becslésnek nevezhetd.
(4.5)-nek (4.4)-be valé helyettesitésével

L L
2 Nyp— X' + up D NyD(E) = 0 (4.6)
h=1 h=1
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osszefiiggés adédik, amelybél az u, megbizhatésagi egyiitthaté

L
ZNhih - X'
h=1 r
e e (4.7)
hz_: N, D(%y) ) N D (%))

h

t~

1
-

Ha az u, megbizhatésigi egyiitthaté 3-nal nagyobb (sok szerz§ szerint 2-nél),
akkor valészinti, hogy a méréssorozat sordn szisztematikus hiba is elgfordult.
A (4.7) egyenlettel meghatarozott u, tehat a mérési eredményekbél szamithaté
és a rétegatlag legvalészintibb érték:

L
DN, — X'
Xp = Xp + h=lL D(zy) . (4.8)
h%: NhD(Eh)

Ennek alapjan a tébbi paraméter, igy pl. a Npxy totalis is, szamithaté.
Ha a rétegatlagok szérasai (D(x)) egyformak, akkor a (4.8) egyenlet

®il

n=Xn +

~ (4.9)

szerint, a rétegtotalis pedig

= _Nh
Nyxp =« —=r 4.10
nxn n+ N ( )

szerint alakul. Ez utébbi egyenlet szerint a rétegtotalis legvalésziniibb érté-
kének meghatarozasakor a zarlati hiba a rétegek elemszaméaval aranyosan osz-
tandé szét.

b) A legkisebb négyzetek mddszerével valé becslés

Annak érdekében, hogy a legkisebb négyzetek médszerével a zarlati
hiba az egyes rétegekre eloszthaté legyen, az xj totalisok, illetve a totalisok
D?(xy) szérasnégyzete veend§ figyelembe. Az egyes rétegek totalisainak javi-
tasa Axp; ezek dsszege (h = 1,2, ..., L) a zarlati hibat adja. Mivel a legkisebb
négyzetek modszerénél a javitasoknak a szérassal silyozott négyzetdsszege
minimélis, ezért az a fliggvény, amelynek szélsg értéke Lagrange modszerével
keresend6 meg a kovetkezd:

[ A%, 1“—2k{§*ﬁh~~ r]=0. (4.11)
D(xy) | h=1

F=3

L
h=1
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A fiiggvényben a mellékfeltételt kifejezs rész szorzéja — a javitasok dsszege
a zarlati hibat adja — a kénnyebb megoldis érdekében —2k. A megoldast
a szokasos médon megkeresve, a totalisok javitasira az irhatd, hogy

. 2 2
fiy = D& 12,0, (4.12)

L
> D*(xp)
h=1

(4.12)-b8l megallapithatéan a javitasok a rétegtotalisok szérasnégyzetével
aranyesak, az utébbiak a (2.6) egyenlet szerint szamithaték ki.
A legkisebb négyzetek mddszerével javitott totalis

Xp = %y + A%, . (4.13)

Ha a rétegtotalisok szérasnégyzetei egyformak, akkor a (4.12) osszefiiggés
Axp = — (4.14)

szerint alakul, vagyis ilyen esetekben a javitasok azonosak.

*

Jelen tanulméany alapjan a [3] alatti szakkényv, tovabba a [4—8] és
{10} alatti szakcikkek alkotjdk. A [11] és [12] alatti munkék specialis problé-
makat dlelnek fel, és nem is keriiltek ezen tanulmanyba bedolgozasra. Az idé-
zett tanulményoknak a jelenlegivel valé 6sszevetésébdl kitlinik, hogy ebben
a munkaban tartalmilag az eddigiekhez képest 1j megallapitdsok nincsenek,
csupan a tanulmany felépitése djszerd.
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Stratified Sampling. Stratified sampling is a better observation method than simple
random sampling. When using it, the sampled set must be divided into subsets, strata, or an
anyhow existing stratification of the set mut be used. In the different strata are members of
approximately the same characteristics and low dispersion, but the strata means differ from
each other the variation between strata means is large. With a set orderly arranged in this
way the fixed number of samples must be divided among the strata in a suitable way (e.g.
with the aid of the optimum distribution), and random samples must be taken from the subsets.
The paper presents the most important relations between the parameters of stratified sampling,
the simple unbiased estimations, and reviews the various sampling methods. The last part
deals with two special estimating methods.

Die geschichtete Probeentnahme. Die geschichtete Probeentnahme ist eine wirkungs-
vollere Beobachtungsmethode als die einfache Probeentnahme. Die Menge aus der die Proben
zu entnehmen sind wird in Teilmengen, Schichten aufgeteilt oder die vorhandene Schichtung
der Menge wird ausgeniitzt. In den einzelnen Schichten befinden sich Elemente mit ungefihr
gleichen Eigenschaften und kleiner Streuung, die Schichtmittelwerte unterscheiden sich jedoch
bedeutender voneinander, d. h. die Streuung zwischen den Schichtmitteln ist grofl. Bei einer
derart geordneten Menge ist die fesgelegte Zahl der Proben entsprechend (z. B. mit Hilfe der
optimalen Verteilung) auf die Schichten zu verteilen und aus den Schichten sind die Proben
zufallsartig zu entnehmen. In der Arbeit werden die wichtigsten Zusammenhinge zwischen den
Parametern, ferner die einfachen unverzerrten Schiitzungen und die verschiedenen Verfahren
fiir die Probeentnahme besprochen. Der letzte Teil der Arbeit bringt zwei spezielle Schitzungs-
verfahren
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