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A rétegzett mintavétel az egyszerű véletlen mintavételnél hatásosabb megfigyelési 
eljárás. Alkalmazása során a mintázandó sokaságot részsokaságokra, rétegekre kell bontani, 
vagy a sokaság amúgy is meglevő rétegződését kell kihasználni. Az egyes rétegekben nagyjá-
ból azonos tulajdonságú, kis szórású mintaelemek vannak, de a rétegátlagok jobban külön-
böznek egymástól, vagyis a rétegátlagok közötti szórás nagy. Ilyen módon rendezett sokaság 
esetében a rögzített mintaelemszámot a rétegekre megfelelő módon (pl. az optimális elosztás 
segítségével) szét kell osztani és a rétegekből a mintákat véletlen módon kell kiemelni. 

A tanulmány a rétegzett mintavétel paraméterei közötti legfontosabb összefüggése-
ket, az egyszerű torzítatlan becsléseket, valamint a különböző mintavételi módokat ismerteti. 
Az utolsó részben két speciális becslési eljárást közöl. 

Bevezetés 

A m i n t a v é t e l n e k h á r o m fő f o r m á j a ismeretes: az egyszerű vé l e t l en , 
a sz i sz temat ikus és a r é t egze t t m i n t a v é t e l . 

a) Az egyszerű véletlen mintavétel e se t ében a d iszkré t eloszlású s o k a s á g 
pa ramé te re i a binomiál is , ill. a h ipe rgeomet r ikus eloszlások segítségével a d h a -
tók meg a t t ó l függően, hogy a m i n t a v é t e l visszatevéssel vagy v i s sza tevés 
nélkül t ö r t é n t ; fo lytonos eloszlású sokaság esetén a m i n t a v é t e l megszervezése, 
ill. a p a r a m é t e r e k becslése rendszer in t a n o r m á l i s eloszlás segítségével t ö r t é n i k . 

b) A szisztematikus mintavétel e se tében a t e rmésze t vagy az e m b e r i 
beava tkozás á l t a l rendeze t t sokaság elemeit m e g h a t á r o z o t t t e r v szerint m i n t á z -
zák. Sz i sz temat ikus min t avé t e l a rendszer in t folytonos valószínűségi v á l t o z ó j ú 
te rmésze t i je lenségek — hőmérsék le tmérés , fo lyó v ízá l lásának megá l l ap í t á sa , 
hasznos í tha tó ásványte lepülés szabályos há ló szerinti m e g k u t a t á s a s tb . 
— v a g y o lyan ipari t e r m é k e k , mint a gumiszalagon szá l l í to t t vagy v a s ú t i 
kocs iban levő szemcsés anyagok , szabályos időközökben, ill. térbeli t ávo l s ágok -
b a n való megfigyelése. Diszkré t valószínűségi vá l tozójú sokaság e se t ében a 
sz i sz temat ikus min tavé te l érdekében az elemek so r számmal l á t a n d ó k el. 
A min tábó l k i v e t t elemek egymás u t á n k ö v e t k e z ő sorszámainak kü lönbsége a 
min tavé te l i a r á n y rec iprokával (N/n) egyez ik meg úgy, hogy a legkisebb sor-
számú m i n t a e l e m megál lap í tása véletlen m ó d o n tö r tén ik . H a az időben v a g y 
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t é rben egymás u t á n köve tkező mintae lemek jellemző é r t éke i közöt t függőség 
v a n , akkor a megfigyel t p a r a m é t e r e k t o r z í t a t l a n becslése csak ezzel a m i n t a -
vétel i m ó d d a l b iz tos í tha tó . 

c) A rétegzett mintavételt a s ta t i sz t ika i h iva ta lok , a k ö z v é l e m é n y k u t a t ó 
intézetek a l k a l m a z t á k először , mert segí tségével az egyszerű véletlen m i n t a -
vételnél h a t á s o s a b b becslés é rhe tő el. Ha egy tőkés t á r s a d a l o m b a n pl. az á t la -
gos jövede lme t és ennek szó rásá t mikrocenzusok segítségével rendszeresen m e g 
a k a r j á k á l l ap í t an i , akkor a mikrocenzusok a lka lmával a tőkés t á r s a d a l o m 
meglevő o s z t á l y t a g o z ó d á s á t célszerű a l apu l venni . Az egyes t á r sada lmi ré te-
gekben n a g y j á b ó l azonos jövede lmű egy ed ek vannak , de a rétegek á t l agos 
jövede lmében igen nagyok a különbségek. Az összes megfigyelések s z á m a , re, 
rögzítve v a n , ame lye t az egyes tá rsada lmi csopor tokra a ré tegze t t m i n t a v é t e l 
elvei szerint előre f e losz t anak és a r é t egeken belül egyszerű véletlen m i n t a -
vé te l t h a j t a n a k végre. B e l á t h a t ó és m a t e m a t i k a i l a g b i zony í tha tó , hogy i lyen 
mintavéte l le l a megfigyel t pa ramé te rek , a fe lhozot t pé lda szerint az á t l agos 
jövedelem, p o n t o s a b b a n f igye lhe tők meg, m i n t egyszerű véletlen m i n t a v é t e l 
esetén. I lyen te rmésze tes ré tegződés a m i n t a v é t e l során n e m mindig f i g y e lh e tő 
meg, i lyenkor mesterségesen törekszenek a sokaságon be lü l olyan r é t egek 
k ia lak í t á sá ra , melynek elemei a megfigyel t jellemző é r t ékében nem n a g y o n 
különböznek egymástó l . A ré tegekre való b o n t á s akkor a legtökéle tesebb, h a az 
a becsléses i l leszkedésvizsgála thoz szükséges é r t ékközök szerint i r endezésnek 
felel meg, m e r t i lyen esetben lehet a l egha tásosabb becslést elérni. Szemnagy-
ságelemzési v i z sgá la tokban , szenek, ércek a lapgörbé inek felvételéhez á l t a l á b a n 
i lyen tökéletes ré tegeket h o z n a k létre: a r é t e g e n belül n e m odavaló t u l a j d o n -
ságú szemcse n incsen . Ha a r é t egeke t vélet len módon a l a k í t j á k ki, akkor a r é t eg -
z e t t m i n t a v é t e l bevezetésével a véletlen mintavéte l le l szemben a becslés 
hatásossága n e m fokozha tó . 

A köve tkezőkben a ré tegze t t m i n t a v é t e l l egfontosabb t u l a j d o n s á g a i 
kerülnek megvizsgá lásra , és megismerhetők lesznek a kü lönböző min tavé te l i és 
becslési módsze rek . 

A rétegzett mintavétel pa ramé te re i közöt t i 
összefüggések á t t ek in tése 

1. A sokaság paraméterei közötti összefüggések áttekintése 

A sokaság elemeinek s z á m a N — t e h á t véges sokaságró l van szó — 
a rétegek s z á m a L, a ft-odik r é t egben levő e l e m e k száma NR. A h-odik r é t e g í-
ed ik elemének jel lemző é r t éke Xhi: az első i n d e x (h) t ehá t a ré tegszámot , a m á -
sodik (i) pedig az e lemszámot jelenti , v a g y i s a m i n t a e l e m e k , legalábbis gon-
do la tban , so rszámozva v a n n a k . A ít-odik r é t e g to tá l ja Xh, á t l aga Xh, az egész 
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s o k a s á g t o t á l j a és á t l aga X ill. X . A jelölések á t t ek in t é se u t á n a köve tkező 
összefüggések a z o n n a l b e l á t h a t o k : 

N = j ? A „ , (1.1) 
h=l 

A h ._ 2 X h i 

X h = 2 X " " A = (1-2) 
1 = 1 Aft 

L L Ni, N 
X = 2 X * = 2 2 x"<= 2 x< ' (L3> 

Л=1 Л=1 Í=1 ( = 1 

L L Nh N 

2 х» 2 2х« 
X = -Ü=i = 1 = 1 = . (1.4) 

T L N 
2 N » /!= 1 

A Л-odik ré teg „ k o r r i g á l t e m p i r i k u s s z ó r á s n é g y z e t e " (Sj;) és e m p i r i k u s szórás 
n é g y z e t e (a\) 

NK _ N* _ 
^ ( Х А , - Х „ ) 2 2 (Xht — Xh)2 

= - Í = ± , <R* = 1 = 1 . ( 1 . 5 ) 
N h - 1 Nh 

A r e l a t í v szórás (Vh) és a s z á m t a n i á t lag szórásnégyze te (D2(Xh): 

= D 2 (X h ) = ^ L . (1.6) 
X/, А л 

(1.5) és (1.6) a l a t t i szórásnégyze tek az egész sokaságra v o n a t k o z ó a n : 

L Nh _ L Ni, _ 

2 2 (Х'Н - X ) 2 2 2 ( X * < - X ) 2 

S2 = , er2 = * " 1 - 1 " 1 . (1.7) 
A - 1 A , 

D 2 (X) = — . (1.8) 
X A 

Célszerű def in iá ln i még a r é t e g á t l a g o k szórásnégyze té t (<т̂ ) és a r é t e g á t l a g o k r a 
v o n a t k o z ó szórásnégyze te t is ( ( + ) : 

L _ _ L NH _ 

2 Nh(Xh - X ) 2 ^ Д (Xhl - Xh)2 

a2 = , ol = — . (1.9) 
A A 
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Fontos összefüggés m u t a t h a t ó ki a sokaság elemei szórásnégyzete (cr2), t o v á b b á 
a ré tegá t lagok szórásnégyze te (a2

b) és a r é t egá t l agokra vona tkozó szórásnégyzet 
(a2

w) k ö z ö t t . Az összefüggés a köve tkező : 

a 1 = a \ + a l . (1.10) 

1.10 b izonyí tása o2-nek (1.7) a lap ján va ló fe l í rásával t ö r t énhe t ik : 

L L N* _ 1 L J V » _ _ _ 
°2 = ^ 2 2 ( Х " - Х У = 2 ( x » i - x h + x h - X ) 2 + 

iv Л=1 Í = 1 JA h=i Í=1 

1 L Nh _ 2 L N » _ _ _ 

+ Т Г 2 2 ( X V - XNF + 2 2 ( X " < - ~ X ) + iv Л=1 Í = 1 ÍV ft=i Í = 1 

1 í. Nh _ _ 

iv ft=1 ,-=1 

A második t a g b a n szereplő 

N„ _ 
2 ( x h i - x h ) = o, 
í= 1 

és a h a r m a d i k t ag 

L NH _ _ L _ _ 
2 2 ( x * ~

 x ) 2 = ^ - X ) 2 . 

л=1 í=i л=1 

Ezek , v a l a m i n t 1.9 f igye lembevé te léve l az 1.10. t é te l igazolódot t . 

2. A minta paraméterei közötti összefüggések és a sokaság paramétereinek egyszerű 
torzítatlan becslései 

A min tabe l i p a r a m é t e r e k e t k i sbe tűkke l célszerű je lö ln i : a min tae lemszám 
n, a ft-odik rétegből v e t t m in t ae l emszám nh; a ft-odik r é t e g i-edig min tae lemé-
nek je l lemző értéke xht, a r é t eg to tá l ja (n h számú m i n t a e l e m alapján) xh, á t laga 
xh; az egész sokaság t o t á l j a (n elemből k iszámítva) x és az átlag x. 

Az (1.1), (1-2), (1.3) és (1.4) összefüggések a m i n t a b e l i p a r a m é t e r e k r e is 
é rvényesek , de a m i n t a b e l i p a r a m é t e r e k r e fel í rható összefüggésekben te rmé-
szetesen k i sbe tűk szerepe lnek . 

Az Xh á t lag becslése ï f t -va l t ö r t é n i k , de az Xh és X totá l , t o v á b b á az X 

á t l ag becslése az egész sokaság és a r é t egek e l emszámának i smere tében 
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— a becslési é r t é k e k e t xh-val, я-szel ill. лг-sal je lölve — a min tabe l i a d a t o k k a l 
a k ö v e t k e z ő k é p p e n h a j t a n d ó végre : 

ХМ  
=1 
nh 

*h = N h x n — N h — - , Xh = x h , (2.1) 

^ N h x h 

x = J ? x h = 2 N h x h , S = . (2.2) 
L L - ft-1 

л=i л-1 JV 

# t e rmésze tesen k ü l ö n b ö z i k ié-től, m e l y n e k k i s zámí t á sa 

L 

/1=1 

szerint t ö r t é n i k . A (2.1)-ben és (2.2)-ben szereplő becs léseket egyszerű torzítatlan 
becsléseknek szokás n e v e z n i . 

Az (1.5)-ben és az (1.7)-ben szereplő szó rásnégyze tek t o r z í t a t l an becs lése i 
sl és s2 , ame lyek k i s z á m í t á s a az 

пл L n* 
2 ( * « - 4? 2 ^ ( * f t í - * ) 2  

S2 = A r 1
 é s S2 = ' - 1 (2.3) 
nh — 1 n — 1 

képle tek szer in t t ö r t é n i k . A re la t ív szórások (vh és v) és a s zámtan i á t l a g o k 
szórásnégyzete i ( D 2 ( x h ) és D2(x)) (1.6) és (1.8) a l a t t i összefüggések a l a p j á n , a 
(2.3)-ban szereplő szórásnégyze tek f igye lembevé te l éve l í r h a t ó k fel: 

és v= — , (2.4) 
X 

i l letve 

®ft = 
iL 
4 

nh ' I i i 
Nhl 1 nh 

D2(xh) = ( I - - ^ L ) Í Í - és D2(x) = í l —I . (2.5) 
1 JVftJ nh \ N ) n 

2.5.-ben szerepelnek az nJNh i l letve n/iV m i n t a v é t e l i a r á n y o k , a m e l y e k / , , - v a l 
i l letve f-el j e lö lhe tők . 

A (2.1)-ben és a (2.2)-ben szereplő egyszerű t o r z í t a t l a n becslések szórás-
négyzete i — D2(xh) és D2(x) a t o t á l o k , D2(xh) és D2(x) a s zámtan i á t l a g o k 
szórásnégyzete i — a k ö v e t k e z ő k : 

D2(xh) = N 2
h ( l - f h ( 2 . 6 ) 

«л 

D2(£h) = D2(xh) = ( l - f h ) ^ - . (2.7) 
n h 
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Az egész s o k a s á g r a v o n a t k o z ó szórásnégyzetek k i számí tásaa (2.6) szer in t i 
szórásnégyzet megfelelő összegezése és sú lyozása ú t j á n t ö r t é n i k : 

D 2 ( i ) = (2.8) 
л=1 "л 

D2& = i - / * ) — • ( 2-9) 
iV2 /,=1 nl} 

3. A mintavételi módok ismertetése 

A r é t e g z e t t sokaságból t ö r t énő m i n t a v é t e l i módok t á rgya l á sako r n, az 
összes min t ae l emszám rögz í tve van , az egyes mintavéte l i módok az n m i n t a -
e lemszámnak az egyes r é t egekre tör ténő e losz tásában kü lönböznek egymás tó l . 
A következő mintavé te l i m ó d o k i smere tesek : 

a) A mintaelemszám véletlen elosztása. Az n m in t ae l emszámnak a ré te -
gekre való v é l e t l e n elosztásakor a becslési é r t é k e k — a t o t á lok és á t lagok — a 
(2.1) és (2.2) és ezek szórásnégyzetei a (2.6), (2.7), (2.8) és (2.9) egyenle tekkel 
s zámí tha tók . Az egész sokaság t o t á l j á n a k és á t lagának szórásnégyzetei 

D2{i) és D2(x) 

enné l a m i n t a v é t e l i módnál a l egnagyobbak , il letve megegyeznek az egyszerű 
vélet len m i n t a v é t e l megfelelő szórásnégyzeteivel . 

b) Az arányos elosztás. E b b e n a A-odik réteg п^а m in t ae l emszáma , 

nh a = ~ - n = f N h (A = 1 , 2 , . . . , L ) (3.1) 

vagy i s a min tae l emszám a r é t egek Nh e l emszámáva l a rányos . A sokaság á t l aga 
ennél a becslési módnál (2.2 a l a p j á n 3.1 fe lhaszná lásáva l és x a-sal jelölve) 

n*» 
У ХЫ 

L L ПКА 

Л=1 IV/ , / , = 1 , = I 

N 
= * , (3.2) 

vagy i s megegyez ik x-sal, a m e l y n e k k i számí tásához a ré tegek e l emszámának 
( N H illetve N ) i smere te nem szükséges. A ré tegá t l ag szórásnégyzete (D2(XHA), 

(2.7)-ből k i i n d u l v a ) : 

= (3.3) 
J ^ H 

A sokaság á t l a g á n a k szórásnégyzete ( ü 2 ( x a ) , (2.9)-ből k i indu lva) : 

D2(xa)=^-f ^Nhs2
h. (3.4) 

nlV /,=1 
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Mivel k é t t o rz í t a t l an becslés közű ' az a ha tásosabb , amelyiknek a szórásnégy-
zete k i sebb , az a r á n y o s e losztásnak a véletlen elosztással s zemben i előnye 
(3.4) és (2.9) sokaságá t lag szórásnégyzetek összehasonl í tásával í t é lhe tő meg. 
A D2(xa) és D2(x) szórásnégyzetek a következő f o r m á k b a n is f e l í r h a t o k : 

nl\ h = l A2 h = 1 

1 L NI 1 L 

D2(x) = — y y Nhs2. (3.6) W N2 & nh N2 é 

K é p e z v e a D2(x) — D2(xa) kü lönbsége t , 

I L ÎV2 1 7 -
D2(x) - D\xa) = — N Л = 

/V2
 Л =1 nh nN h=1 

1 L Л72 I L ДГДГ, 
= i _ v ü i s 2 (3.7) 

N2 éi nh " N2 „T, n 

szer in t , azonnal b e l á t h a t ó , hogy az adot t fe l té te lekkel 

N = ^ N h , n = 2 n " és Nh^n„. (h= 1,2,..., L), 
/1 = 1 Л = 1 

a kü lönbség á l t a l ában 0-nál n a g y o b b , vagyis az a r ányos elosztással a véletlen 
e losztással szemben a sokaságról megbízha tóbb ismeretek szerezhe tők . 

c) Az optimális elosztás: Az n min tae lemszámnak a s o k a s á g rétegeire 
való o lyan elosztása is létezik, ame lyné l a sokaság t o t á l j á n a k , i l le tve át laga 
szórásnégyzete inek min imuma v a n — ez az op t imál i s elosztás — , amellyel 
t e h á t a legmegbízha tóbb i smere tek szerezhetők a sokaság pa raméte re i rő l . 

A min tae lemszám optimális elosztásához a (2.9) szerinti D2(x) szórás-
négyze t szélső é r t é k é t kell megkeresn i a 

L 
^ N H = N 
/1=1 

fe l t é te l m e g t a r t á s á v a l . Lagrange módszere szer int t ehá t í r h a t ó : 

F = — y N l Í l - Ж 
N2 él l Nh 

«2 

Jlh 

L 

ft=l 
2 n h - n \ . (3.8) 

Az összefüggés j o b b oldalának első t a g j a a D2(x) szórásnégyzet , m e l y minimu-
m á n a k megkeresése a cél; a m á s o d i k t ag a mellékfel té tel t fe jez i k i ; a mellék-
fe l t é t e lben szereplő к a Lagrange-féle szorzó. nh opt imál is é r t é k é n e k meghatá-
rozásához F-nek nh szerinti részleges de r ivá l t j á t 0-val tesszük egyenlővé, és 
ebbő l : 

= (h = E2,...,L), (3.9) 

10* Műszaki Tudomány 46, 1973 



140 p e t h ő s z i l v e s z t e r 

t o v á b b á 

2 N h s h 

> NH = N = — 
HT. NYK 

(3.10) 

У k-t (3.10)-ból k i f e j ezve és (3.9)-be behe lye t t e s í tve , az opt imál is elosztásra 
v o n a t k o z ó min t ae l emszám m e g a d h a t ó : 

nh opt — —jT 
Nhsh (h= 1,2,...,L), (3.11) 

ft=i 

vagy i s az opt imál is e lemszám a ré teg e lemszámának (Nh) és korr igá l t empir ikus 
szórásának (sh) szorza táva l a rányos . H a az egyes ré tegek e lemszáma azonos 
— Nh = N/L —, a k k o r az opt imál i s elemszám é r t é k e 

n h opt — ' L 

H=1 

(A = 1, 2 , . . . , L ) , (3.12) 

vagyis az eml í te t t h a t á r e s e t b e n ( N h = N/L) az op t imá l i s e lemszám a réteg 
kor r igá l t empir ikus szórásával a r á n y o s . 

nh opt f igye lembevéte léve l i 0 pt , D2(xh opt), D2(xh o p t ) és D2(xopt) a követ-
kezőképpen a d h a t ó m e g : 

1» opt 

L 2 
2 n K — — 

T — /1=1 Щ opt 
xopt N 

(3.13) 

2 NHSH — S>'N 

z /1=1 
SH — ' SH 

opt N„n 

™hnh o p t 

(3.11)-et (3.15)-be is behe lye t t e s í tve , a réteg to tá l i s szórásnégyzete : 

(3.14) 

(3.15) 

o p t ) = 
/1=1 

~ N H S L , (3.16) 

es 

2 N H S N 
/1=1 

/1=1 
(3.17) 

Műszaki Tudomány 46, 1973 



a r é t e g z e t t m i n t a v é t e l r ő l 141 

Az op t imá l i s e losz tásnak az a r á n y o s e losztással s z e m b e n i előnye a 

D2{xa) - D2(á0pt) 

k ü l ö n b s é g k i s z á m í t á s á b ó l t ű n i k ki . (3.4) i l le tve (3.5) és (3.17) f e l h a s z n á l á s á v a l 

j 
D2(ûa)-D

2(ïopt) = H= 1 \h=\ 

Nh N2n 

2' 

íH4Wa (3.18) 

(3 .18)-a t megvizsgá lva , l á t h a t ó , hogy a b b a n a szögletes zá ró je len be lü l a ré teg-

szórások szórásnégyze te szerepel . (A szögletes z á r ó j e l b e n az első t a g a ré teg-
e l e m s z á m o k k a l s ú l y o z o t t s zó rá snégyze t , a nega t ív je l u t á n k ö v e t k e z ő m á s o d i k 
t a g p e d i g a sú lyozo t t s zó rá sá t l ag négyze te . ) (3.18) c s a k a b b a n az e s e t b e n 0, 
lia az sh (h — 1 , 2 , . . ., L) szórások egyenlők; i l y e n k o r a szóban f o r g ó k é t 
becs lés i módsze r azonos é r t é k ű , m i n d e n m á s ese tben az o p t i m á l i s m i n t a e l o s z t á s 
az e lőnyösebb . 

H a n e m az összes m i n t a e l e m s z á m , h a n e m a m i n t a v é t e l összes С köl t sége 
v a n rögz í tve és m i n d e g y i k r é t e g b e n egy-egy m i n t a e l e m vé te l ének kö l t sége , 
Ch a v á l t o z ó (Ch t e h á t a A-odik r é t eg f a j l agos m i n t a v é t e l i köl tsége) , a m i n t a -
e l e m s z á m op t imál i s e losz tása ebben az ese tben is e l v é g e z h e t ő a 

с = 2 Chnh (3.19) 
л=1 

me l l ék fe l t é t e l f i gye l embevé t e l éve l . Az a f ü g g v é n y , a m e l y n e k L a g r a n g e 
módsze réve l a szélső é r t é k é t m e g k e r e s v e , 

1 L 

Fc = — У N2
h 

/1=1 
1 - NH 

Nh 

V2 sh 

Л / nli 
К \^Chnh — C 

/1=1 

(3.20) 

(3.20) f ü g g v é n y m e g o l d á s a a (3.8) f ü g g v é n y m e g o l d á s á h o z hason lóan t ö r t é n i k , 
és a r é t egek m i n t a e l e m s z á m á r a az 

"HE = 
N h s h lVC h 

2 NhshiYch 
/1=1 

(A = l , 2 , . . . , L) (3.21) 

összefüggés a d h a t ó meg . (Az egyes r é t egekbő l az összefüggésse l k i s z á m í t h a t ó 
m i n t a e l e m s z á m o t v é v e , az előre r ö g z í t e t t С k ö l t s é g h e z t a r t ozó min imá l i s 
s zó rású sokaságá t l ag m e g a d h a t ó ) . (3.21)-ben sze repe l nc, a m e l y e t sz in tén 
m e g kel l adn i , h o g y a r é t e g e k m i n t a e l e m s z á m a k i s z á m í t h a t ó legyen . E z é r t a 
(3.21) egyen le te t be kel l h e l y e t t e s í t e n i (3.19)-be, a m e l y b e n C, az összes köl t ség 
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i s m e r t és így az egyen le tben c s a k egy i smere t len v a n , nc, az összes min tae l em-
s z á m : 

2 N ^ L W H 

n c = С . (3.22) 

H=1 

N u m e r i k u s f e l a d a t m e g o l d á s a k o r С i smere t ében először nc s z á m í t a n d ó ki 
(3 .22)-vel , m a j d nhc (3.21)-gyel. A z egyes r é t e g e k b ő l a (3.22) ill. a (3.21) egyen-
l e t e k k e l k i s z á m í t h a t ó m i n t a e l e m s z á m o t véve , az előre r ö g z í t e t t С köl tséghez 
t a r t o z ó min imál i s szórású s o k a s á g á t l a g m e g a d h a t ó . 

A m i n t a v é t e l köl tségei m i n i m á l h a t ó k o l y a n k ikö tésse l is, h o g y a sokaság-
á t l a g szórása e lőre m e g h a t á r o z o t t E ér ték l e g y e n , vagyis az 

1 И n i e 2 
£2 _ x у ДГ2 1 h 1 sft 

N* £
 h 

1 _ _ 2 2 L J2L (3.23) 
N J nh 

egyen lőség b i z t o s í t á s á v a l az összes köl tség (C), 

C = 2Chnh (3.24) 
A=I 

szé l ső é r t ékének megkeresése a f e l a d a t . Mivel a me l l ék fe l t é t e l t a (3.23) sor-
s z á m ú egyenlet t a r t a l m a z z a , a z é r t az a f ü g g v é n y , a m e l y n e k m e g o l d á s a sz in tén 
L a g r a n g e módsze réve l t ö r t é n i k , 

L 
f E = y C H N h - \ - k E 

h=1 

1 
y N1 ( l 

nh 

_ / V 2 
Л = 1 l Nh nh 

(3.25) 

(3 .25)-ből a r é t e g e k m i n t a e l e m s z á m á r a (3.21)-gyel azonos a l a k ú összefüggés 
a d ó d i k : 

nhE = ^ h hí Ch _ nE _ (3.26) 

2(NhshICh) h—l 

A k é t kép le t k ö z ö t t i k ü l ö n b s é g az összes m i n t a e l e m s z á m é r t é k é b e n v a n , 
á l t a l á b a n nc ^ nf?. Az nE m e g h a t á r o z á s a é r d e k é b e n nhE a (3.24) egyenle tbe 
h e l y e t t e s í t e n d ő nh he lyére és a megfe le lő m ű v e l e t e k elvégzése u t á n az összes 
m i n t a e l e m s z á m 

2 íNhshYCh2NhshICh 

nE = 1 - í = i - >- . (3.27) 

E * № + 2 N H S L 
h=I 

G y a k o r l a t i f e l a d a t o k m e g o l d á s a k o r — E i s m e r t — először nE s z á m í t a n d ó ki 
(3 .27)- te l , m a j d nhE (3.26)-tal. A z egyes r é t e g e k b ő l a (3.27)- tel ill. (3.26)-tal 

Műszaki Tudomány 46, 1973 



a r é t e g z e t t m i n t a v é t e l r ő l 143 

s z á m í t h a t ó min t ae l emszámot véve, az előre rögzí tet t E pon tossághoz (sokaság-
át lag szóráshoz) t a r t ozó minimál is kö l t ségű sokaságát lag megadha tó . 

d) Azonos megbízhatósági szinttel és megbízhatósági intervallummal történő 
mintaelosztás. Az azonos megbízha tósági szint tel , illetve azonos megbízha tóság i 
e g y ü t t h a t ó v a l (up) és az azonos megbízha tóság i i n t e rva l l ummal (2e hosszúságú) 
t ö r t énő m i n t a n a g y s á g m e g h a t á r o z á s n a k különösen a gazdaság i és t á r s a d a l m i 
jelenségek megfigyelésekor van je lentősége. Bérek, adók megá l l ap í t á sakor és 
á l t a l ában a jövedelmek megá l l ap í t á sáva l kapcsolatos megfigyelések során 
jogos az az igény, hogy a megfelelő pa r amé te r eke t azonos megbízha tósági 
szint tel , t e h á t azonos megbízha tóság i e g y ü t t h a t ó v a l (a p ) és megbízha tóság i 
i n t e rva l l ummal (e) á l lapí t sák meg. 

E n n é l a mintaeloszlásnál célszerű előbb a végtelen sokaság ese té t tá r -
gyalni . 

A végte lennek t e k i n t e t t s ta t i sz t ika i sokaság h ré tegéből ve t t min tae lem-
szám, m i n t ismeretes, 

e2 

Mivel 
L 

2 NH = П 
h—l 

rögz í te t t , ezért az összes min tae lemszám 

(3.28) 

2 2S*- (3-29) 

(3.29)-ből (up/e)2-et k i fe jezve , m a j d (3.28)-ba behe lye t t e s í tve és (3.29)-hez 
hasonlóan ismét csak az egyenlőséget t a r t v a meg, a r é tegek min tae l emszáma 

4 nhUr = ~ - n , (h = 1 , 2 , . . . , L ) . (3.30) 

2 4 
/1=1 

Az összefüggésből l á t ha tó , hogy a ré tegek mintavétel i s záma sA kor r igá l t em-
pir ikus szórásnégyzetükkel a rányos . 

A Л-adik réteg és az egész sokaság á t lagának szórásnégyzete (3.30) fel-
haszná lásáva l 

D2(*HUP) = 

L 

.2 2 4 
s h Л = 1 e 

nhUp
 П l Up 

E 
K ДГ2 

(A = 1 , 2 , . . . , L ) (3.31) 

2 2 N * - < 3 - 3 2 ) 
/1=1 

10* Műszaki Tudomány 46, 1973 



144 p e t h ő s z i l v e s z t e r 

V é g e s sokaság e se t én az n^up m i n t a n a g y s á g megha t á rozása é rdekében a köve t -
kezőképpen cé lszerű eljárni. A A-adik ré teg m i n t a e l e m s z á m a , ál talános for-
m á b a n 

nh> k S ) . , * = í — Г ' (3-33) 
j , Äfh l e ) 

Nh 

a m e l y csak az egyenlőség m e g t a r t á s á v a l 

NH + K ^ = KSL 
N h 

s z e r i n t a l ak í tha tó á t . Á t t é rve az egyes ré tegek min t ae l emszámának összege-
zésére és f igyelembevéve , h o g y 

L 

£ nh = n és nhjNh = /„ , 
ft=i 

k = — —l , (3.34) 

л=1 ft=i 

a m e l y e t (3.33)-ba he lye t t es í tve , a megfelelő á ta lak í t á s u t á n 

nh = — ^ n. (A = 1, 2 , . . . , L) (3.35) 

i/i=i л=1 I 

A z egyenlet mego ldása p róbá lga tássa l , pl. logarléc segítségével néhány lépés-
b e n elvégezhető. A p r o b l é m á t a nevezőben szereplő fh = nhj]Sh k ifejezés 
o k o z z a , amelyet első lépésben O-nak célszerű fe lvenni . ([7] és [8] -ban más meg-
o ldások is meg ta l á lha tók !) (3.35) a lapján egyébkén t megá l l ap í tha tó , hogy a 
r é t e g e k min tae lemszáma a r é t e g e lemszámától és kor r igá l t empir ikus szórás-
négyze té tő l f ü g g . A (3.31)-hez és (3.32)-höz hasonlóan az át lagok szórás-
n é g y z e t e véges sokaság ese tén is megadha tó . 

4. Külön leges becslési módok 

Különleges becslési m ó d o k r ó l a r é t egze t t min tavé te l l e l kapcso la tban 
a k k o r van szó, h a az egész s o k a s á g to tá l ja (X) vagy á t l aga (X) ismert , v a g y 
e z e n értékek b izonyos h ibáva l megmérhe tők . A mérési e r edmények jelölése 
ez u tóbb i esetben О illetve 0 , szórásnégyzete iké N2D2(0) és D2(0). Ez az u t ó b b i 
e se t fordul elő p l . mosási g ö r b é k felvétele ese tén akkor , a m i k o r nemcsak a 
f r a k c i ó k (rétegek), hanem a k í sé r l e tbe b e v o n t összes a n y a g t u l a jdonságá t is 
megha t á rozzák . I lyen esetben a rétegekből v e t t m in t ák a l a p j á n számí to t t és 

Műszaki Tudomány 46, 1973 



a r é t e g z e t t m i n t a v é t e l r ő l 145 

a közvet len méréssel k a p o t t sokaságá t lag vagy totál is á l t a lában n e m egyezik 
meg, de legvalószínűbb é r téke , x, ( v a g y x) k i s zámí tha tó : 

! = « Ш - . (4.1) 
1 + 1 

D2(á) D\0) 
A különleges becslési m ó d o k b a n arról v a n szó, hogy a z t az r é r t éke t , amely 

r =\X — x\ ; r = I x — x I (4.2) 

szerint v a n def iniá lva , és zárlati hibának nevezhető, m iképpen kell az egyes 
rétegekre e losztani . 

a) Azonos megbízhatósági határral való becslés 

A r é t e g e k egyszerű to rz í t a t l an t o t á l i s a i (Nhxh) összegének és az egész 
sokaság t o t á l i s á n a k (X) ill. totálisa legvalószínűbb é r t ékének (Nx) kü lönb-
sége a d j a r - t , a zárlati h i b á t : 

2 N h x h - X ' = r . (4.3) 
h=1 

Ebben az összefüggésben, amelyet a k iegyenl í tő s zámí t á sban ellentmondási 
egyenletnek neveznek, X' je lent i X - e t , i l le tve Nx-et. H a Xh l egvalósz ínűbb 
értéke Xh, a k k o r a fe l té te l i egyenlet a (4.3) e l lentmondási egyenlet a l a p j á n 
a köve tkezőképpen a l aku l : 

L 

2 Nhxh- X' = 0. (4-4) 

Л = 1 

A ré tegá t l agok legvalószínűbb értéke 

4 — xh ± upD(xh) (4.5) 
szerint de f in i á lha tó , ami a n n y i t jelent , h o g y a méréssel megá l lap í to t t x^ á t lag 
az r zár la t i h i b a e l tün te t é se érdekében az up megbízhatósági e g y ü t t h a t ó és a 
D(xij) szórás szorza tával a r á n y o s a n v á l t o z t a t a n d ó meg. Mivel az up szám mind-
egyik r é t eg re azonos, ezér t az Xh é r t ékek (h = 1, 2, . . ., L) azokat a megbíz-
hatósági h a t á r o k a t j e len t ik , amely h a t á r o k által ki je löl t i n t e r v a l l u m b a n való 
bekerülés valószínűsége egyfo rma . E z é r t a szóban forgó becslési mód azonos 
megbízha tóság i ha t á rokka l való becslésnek nevezhető. 

(4.5)-nek (4.4)-be v a l ó helyet tes í tésével 

2 Nhxh - X' ± up 2 NhD(xh) - 0 (4.6) 
/1=1 /1=1 
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összefüggés a d ó d i k , amelyből az up megbízha tósági e g y ü t t h a t ó 

2 N H X H ~ X ' 

(4.7) 

2NhD{xh) 2NhD(xh) 
ft=1 ft = l 

H a az Up megbízha tóság i e g y ü t t h a t ó 3-nál n a g y o b b (sok szerző szerint 2-nél) , 
a k k o r valószínű, hogy a méréssoroza t során sz isz temat ikus h iba is e lőfordul t . 
A (4.7) egyenle t te l m e g h a t á r o z o t t u p t ehá t a mérés i e redményekből s zámí tha tó 
és a ré tegá t lag legvalószínűbb é r t ék : 

2 N H X H - X ' 

h = 4 + D(xh). (4.8) 

2NhD(xh) 
a=1 

E n n e k a l ap j án a t öbb i p a r a m é t e r , így pl. a iV/,x/, totál is is, számí tha tó . 
Ha a r é tegá t l agok szórásai (D(xh)) e g y f o r m á k , akkor a (4.8) egyenle t 

*h = *h + ~ (4.9) 

szer in t , a r é t eg to tá l i s pedig 

= 4 + (4.10) 

szer int a lakul . E z u tóbb i egyenle t szerint a ré tegto tá l i s legvalószínűbb é r t é -
kének megha t á rozásako r a zár la t i h iba a r é t egek e lemszámával a rányosan osz-
t a n d ó szét. 

b) A legkisebb négyzetek módszerével való becslés 

Annak é rdekében , hogy a legkisebb négyze tek módszerével a zá r l a t i 
h iba az egyes ré tegekre e losz tha tó legyen, az to tá l isok, i l le tve a to tá l i sok 
D2(xf,) szórásnégyzete veendő f igyelembe. Az egyes rétegek to tá l i sa inak j a v í -
t á s a Axh; ezek összege (h = 1, 2, . . ,,L) a zá r l a t i h ibá t a d j a . Mivel a legkisebb 
négyzetek módszeréné l a j a v í t á s o k n a k a szórássa l súlyozot t négyzetösszege 
minimális , ezér t az a függvény , amelynek szélső ér téke L ag ran g e módszerével 
keresendő meg a köve tkező : 

L 

F = 2 
Axh 

L D ( x h ) . 
2 к 

Г L 
2 Л Ч 
л=1 

= o . (4.11) 
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A függvényben a mellékfel tétel t kifejező rész szorzója — a j av í t á sok összege 
a zárlat i hibát a d j a — a könnyebb megoldás érdekében —2k. A megoldást 
a szokásos módon megkeresve, a totálisok j a v í t á s á r a az í rha tó , hogy 

AÍh= ®2{Xh) r, (h = 1 , 2 L ) . (4.12) 
2 D 2 ( X H ) 
ft=l 

(4.12)-ből megál lapí tha tóan a javí tások a ré tegtotál isok szórásnégyzetével 
a rányosak , az u t ó b b i a k a (2.6) egyenlet szerint számíthatók ki . 

A legkisebb négyzetek módszerével j a v í t o t t totális 

Îh = xh + Axh. (4.13) 

Ha a rétegtotál isok szórásnégyzetei egyformák, akkor a (4.12) összefüggés 

Axh = ~ (4.14) 
ÍJ 

szerint alakul, vagyis ilyen esetekben a j a v í t á s o k azonosak. 

* 

Jelen t a n u l m á n y a lap ján a [3] alatti s zakkönyv , t o v á b b á a [4—8] és 
[10] a la t t i szakcikkek a lko t ják . A [11] és [12] a l a t t i munkák speciális problé-
m á k a t ölelnek fel, és nem is ke rü l t ek ezen t a n u l m á n y b a bedolgozásra. Az idé-
ze t t t a n u l m á n y o k n a k a jelenlegivel való összevetéséből k i tűn ik , hogy ebben 
a munkában t a r t a lmi lag az eddigiekhez képest ú j megállapítások nincsenek, 
csupán a t a n u l m á n y felépítése ú jszerű . 
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Stratified Sampling. Stratified sampling is a better observation method than simple 
random sampling. When using it, the sampled set must be divided into subsets, strata, or an 
anyhow existing stratification of the set mut be used. In the different strata are members of 
approximately the same characteristics and low dispersion, but the strata means differ from 
each other the variation between strata means is large. With a set orderly arranged in this 
way the fixed number of samples must be divided among the strata in a suitable way (e.g. 
with the aid of the optimum distribution), and random samples must be taken from the subsets. 
The paper presents the most important relations between the parameters of stratified sampling, 
the simple unbiased estimations, and reviews the various sampling methods. The last part 
deals with two special estimating methods. 

Die geschichtete Probeentnahme. Die geschichtete Probeentnahme ist eine wirkungs-
vollere Beobachtungsmethode als die einfache Probeentnahme. Die Menge aus der die Proben 
zu entnehmen sind wird in Teilmengen, Schichten aufgeteilt oder die vorhandene Schichtung 
der Menge wird ausgenützt. In den einzelnen Schichten befinden sich Elemente mit ungefähr 
gleichen Eigenschaften und kleiner Streuung, die Schichtmittelwerte unterscheiden sich jedoch 
bedeutender voneinander, d. h. die Streuung zwischen den Schichtmitteln ist groß. Bei einer 
derart geordneten Menge ist die fesgelegte Zahl der Proben entsprechend (z. B. mit Hilfe der 
optimalen Verteilung) auf die Schichten zu verteilen und aus den Schichten sind die Proben 
zufallsartig zu entnehmen. In der Arbeit werden die wichtigsten Zusammenhänge zwischen den 
Parametern, ferner die einfachen unverzerrten Schätzungen und die verschiedenen Verfahren 
für die Probeentnahme besprochen. Der letzte Teil der Arbeit bringt zwei spezielle Schätzungs-
verfahren 
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