
HÁROMSZÖGHÁLÓZATÚ GÖMBI RÁCSSZERKEZETEK 

T A R N A I T I B O R * 

[Beérkezett: 1971. március 28-án] 

A dolgozat az egyrétegű, háromszöghálózatú g ö m b i rácsszerkezetek hálózatának geo-
metr ia i v izsgálatával foglalkozik. Arra a kérdésre keresi a választ , hogyan l e h e t a gömbfelületet 
k e v é s különböző hosszúságú oldallal a l ehe tő legtöbb gömbháromszögre fe losztani úgy, h o g y 
a f e losz tás lehetőleg egyenletes l egyen . A szabályos és fé l ig szabályos t e s t e k segítségével a 
gömbfe lü le ten megköze l í tően egyenle tes háromszög-felosztásokat állít e lő, melyekből k ivá-
laszt ja a legsűrűbb hálózatúakat . Módszer t javasol a fe losztásra, és a f e lo sz tás eredményeként 
k iadódó alakzatokat összehasonlítja a Fuller-féle fe losztásokkal nyert a lakzatokkal . 

1. Bevezetés 

Az elmúlt k é t évtizedben számos, e lőregyár tot t elemekből a helyszínen 
összeszerelt f émvázas gömbkupolá t épí tet tek. A szerkezetek kons t ruá lásáná l 
az a cél vezette a tervezőket , h o g y lehetőleg minél több egyforma elemből le-
hessen a szerkezetet összeállítani. 

A minimális számú e l emfa j t a a lka lmazásának igényével tö r ténő gömbi 
há lóza t szerkesztése FüLLERtől [9] ered. Az ő ta lá lmányai a lap ján sokféle 
gömbsá to r [5] és gömbkupola é p ü l t [9, 8, 2]. 

Ezen rácsos gömbszerkezetek há lóza tának geometr iá ja azonban csak 
részben ismeretes e lő t tünk. F U L L E R a gömb fe lüle té t a gömb geodet ikus vona-
laival , a főkörívekkel gömbháromszögekre osz to t ta . A hálózat-szerkesztési 
e l já rás alapjául egy általa k idolgozot t geometriai rendszer (energetic-synergetic 
geometry) szolgált. F U L L E R geodet ikus há lóza ta inak két a l ap t í pusá t imer jük 
[5, 6 és 3]. Ezekné l a felosztás a l apa lakza takén t a szabályos ikozaédert és a 
szabályos pentagondodekaéder lap ja i ra á l l í to t t , szabályos gúlákból k iadódó 
k o n v e x poliédert , ill. ezek é lhá lóza tának gömbi vetületét a lka lmaz ta . 

A rácsos gömbszerkezetek egy speciális f a j t á j á t T U P O L E V [10] is vizsgálta. 
A jelen dolgozatban az egyré tegű, rácsos gömbszerkezetek hálózatának 

geometr ia i v izsgálatával k í v á n u n k foglalkozni. Célunk, hogy megál lapí t suk: 
létezik-e egy a d o t t gömbhöz o lyan háromszöglapokkal h a t á r o l t , beírt konvex 
poliéder, ill. nek i megfelelő, gömbháromszögekből álló gömbi hálóalakzat , 
melye t a továbbosz tás alapjául vá la sz tha tunk úgy , hogy a há lóa lakza t gömb-
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h á r o m s z ö g e i n e k f e l o s z t á s á v a l s ű r ű b b h á l ó z a t o t k a p j u n k , m i n t a g ö m b i ikoza-
éde r , v a g y a k i egész í t e t t d o d e k a é d e r h á l ó z a t á n a k s ű r í t é s e esetén k a p n á n k azon 
k i k ö t é s m e l l e t t , hogy a fe losz tássa l k e l e t k e z e t t p o l i é d e r e k e g y m á s t ó l külön-
b ö z ő él- ill. l a p f a j t á i n a k s z á m a azonos l egyen . Cé lunk t o v á b b á , h o g y h a nem 
k ö v e t j ü k sz igo rúan a fu l l e r i e lvet ( a m e l y szer in t a f e l o s z t á s a l a p j á u l szolgáló 
g ö m b i h á l ó a l a k z a t egy g ö m b h á r o m s z ö g é n belül egy osz tóvona l m i n d i g egy 
o l y a n f ő k ö r í v , m e l y n e k v é g p o n t j a i a g ö m b h á r o m s z ö g k é t o lda lá ra esnek) , 
egyes e s e t e k b e n k o n k r é t m ó d s z e r t a d j u n k a f e l o s z t á s r a . 

Az á l t a l u n k k o n s t r u á l t po l iéderek (gömbi h á l ó z a t o k ) a d a t a i t v é g ü l össze 
f o g j u k h a s o n l í t a n i F U L L E R i smer t po l i édere inek ( g ö m b i h á l ó z a t a i n a k ) ada-
t a i v a l . 

2. Jelölések 

с a poliéder összes csúcsainak a száma 
ck a poliéder egymástó l kü lönböző szögleteinek a száma 
e a poliéder összes éleinek a száma 
ek a poliéder egymástó l kü lönböző éleinek a s záma 
E j (i = 1 , 2 , . . ., ek) a pol iéder i-edik kü lönböző éle, ill. a nek i megfelelő gömbháromszög 

oldal 
l a poliéder összes lapjainak a száma 
l k a poliéder egymástó l k ü l ö n b ö z ő lapjainak a száma 
Lj (i = 1 , 2 , . . ., 1к) a poliéder i-edik különböző lapja, ill. a nek i megfelelő gömbháromszög 
L'j az Lj lapnak, ill. gömbháromszögnek v a l a m e l y főkör síkjára vonatkozó tükörképe 
n a hálózat sűrítési fokozata , ame ly a l egtöbb esetben azt is j e l en t i , hogy az a lapalakzat egy 

gömbháromszögének o ldalát hány részre osz to t tuk 
sk a poliéder egymástó l kü lönböző lapszögeinek a száma 

3. A l a p f o g a l m a k 1 

A t á r g y a l á s során h a s z n á l n i f o g u n k n é h á n y g e o m e t r i a i f o g a l m a t . Ezek 
k ö z ü l a l ege lemibbek — m i n t a sokszög; a sokszög oldala, csúcsa, szöge; a poli-
éder; a poliéder lapja, éle, csúcsa, élszöge, lapszöge; a gömb főköre — ér te lmezésé-
ve l e he lyen n e m f o g l a l k o z u n k , c s u p á n h i v a t k o z u n k [7]- re , ahol e f o g a l m a k 
p o n t o s def in íc ió i m e g t a l á l h a t ó k . 

N é h á n y fon to s , r é s z b e n k ö z i s m e r t f o g a l m a t a z a l ább i ak s z e r i n t értel-
m e z ü n k : 

3.1. E g y a l a k z a t konvex, ha az a l a k z a t b á r m e l y k é t p o n t j á t összekötő 
egyenes szakasz m i n d e n p o n t j a az a l a k z a t h o z t a r t o z i k . 

3.2. E g y k o n v e x sokszög szabályos, h a m i n d e n o lda l a és szöge egyenlő . 
A s íkban egye t l en o lyan p o n t v a n , m e l y a szabá lyos sokszög c súcsa i tó l ill. 
o lda la i tó l egyen lő t á v o l s á g r a v a n . E z a p o n t a s z a b á l y o s sokszög középpontja 
( centruma ). 

1 Az i t t következőket részletesen tárgyalja pl .: [7, 1, 4] . 

Alűszaki Tudomány 46, 1973 



HÁROMSZÖGHÁLÓZ ATÜ GÖMBI RÁCSSZERKEZETEK 2 0 1 

3.3. H a egy s o k s z ö g t a r t o m á n y p o n t j a i h o z egy, a sokszög s ík j án k í v ü l 
eső p o n t b ó l f é legyeneseke t i n d í t u n k , a k k o r a fé legyenesek e g y e s í t é s e k é n t 
végtelen gúlát k a p u n k . Azt a po l i éde r t , a m e l y e t a végte len g ú l á n a k a sokszög 
s í k j á v a l va ló e lmetszése á l t a l á l l í t unk elő, g ú f ó n a k nevezzük . A sokszög a gú l a 
alaplapja. A t ö b b i l ap ja h á r o m s z ö g , ezek a gúla oldallapjai. Az o l d a l l a p o k 
e g y ü t t e s e n a gú l a palástját a d j á k . Az a l a p l a p o t ha tá ro ló é lek a gúla alapélei, 
a t ö b b i él a gúla oldaléle. A s z á r m a z t a t á s n á l szereplő fé l egyenesek k e z d ő p o n t j a 
a gúla csúcsa. Az o lda l l apokon h a l a d ó fé legyenesek a lapél ig t e r j e d ő s z a k a s z a i 
a gúla alkotói. 

A gúla szabályos, ha a gú la a l a p l a p j a szabályos sokszög , és csúcsa az 
a l a p l a p k ö z é p p o n t j á b a n az a l a p l a p r a á l l í t o t t merőlegesen v a n . 

3.4. Az o l y a n végte len g ú l á t , a m e l y e t szára ik m e n t é n egymáshoz k a p -
csolódó s z ö g t a r t o m á n y o k h a t á r o l n a k , szögletnek (szöglettartománynak) n e v e -
z ü n k . A h a t á r o l ó s z ö g t a r t o m á n y o k a szöglet oldalai, c s a t l akozás i f é legyenese ik 
a szöglet élei, a csa t l akozó s z ö g t a r t o m á n y o k á l t a l a l k o t o t t l apszögek a szögle t 
szögei. Az élek közös k e z d ő p o n t j a a szöglet csúcsa. A h á r o m é l ű k o n v e x szögle t -
t a r t o m á n y t triédernek n e v e z z ü k . 

E g y szögle t szabályos, h a oldalai és szögei egyenlők . H a egy po l i éde r 
egyszeresen össze függő és m i n d e n élében c s a k k é t lap t a l á l k o z i k , akko r a pol i -
éde r m i n d e n csúcsához egy szögle te t l e h e t hozzá rende ln i , me lynek c súcsa 
azonos a po l i éde r csúcsával , élei t a r t a l m a z z á k a po l iédernek a z o k a t az é le i t , 
ame lyek a c s ú c s b a n t a l á l k o z n a k , oldalai a pol iéder élszögei , szögei p e d i g a 
pol iéder lapszögei . Ez a szög le t a pol iéder szöglete. 

3.5. E g y k o n v e x po l i éde r szabályos test, ha minden éle , élszöge és l ap -
szöge egyenlő. A t é r b e n e g y e t l e n o lyan p o n t v a n , mely a s z a b á l y o s t es t csúcsa i -
tó l , ill. l a p j a i t ó l egyenlő t á v o l s á g r a v a n . E z a p o n t a s z a b á l y o s t e s t középpontja 

(centruma). A szabályos t e s t l a p j a i és szögle te i s zabá lyosak és e g y b e v á g ó k . 
3.6. H a e g y k o n v e x po l i éde r lapja i s z a b á l y o s a k , a szögle te i pedig e g y b e -

v á g ó k , v a g y m e g f o r d í t v a , a k k o r félig szabályos testet k a p u n k . H o g y ezzel a de-
f in íc ióval a s z a b á l y o s t e s t e k e t n e soro l juk b e a félig s z a b á l y o s t e s t ek k ö z é , k i -
k ö t j ü k , hogy a l a p o k r a és a szög le tek re n e m t e l j e sü lhe t egysze r re a s zabá lyos ság 
és az e g y b e v á g ó s á g . Esze r in t a fél ig s zabá lyos t e s t ek k é t o s z t á l y b a s o r o l h a t ó k : 

Az 1. o s z t á l y b a t a r t o z n a k az o lyan k o n v e x po l iéderek , me lyeknek m i n -
d e n l ap ja s z a b á l y o s sokszög és m i n d e n szög le te egybevágó , d e n e m s z a b á l y o s . 

A 2. o s z t á l y b a t a r t o z n a k az olyan k o n v e x po l iéderek , a m e l y e k n e k m i n -
d e n l ap j a e g y b e v á g ó , de n e m szabá lyos és m i n d e n szöglete szabá lyos . 

Minden 1. osz tá lyba t a r t o z ó p o l i é d e r h e z t a l á lha tó a 2. o s z t á l y b a n egy 
pol iéder , m e l y n e k u g y a n a n n y i csúcsa ill. l a p j a van , m i n t a m e n n y i l a p j a ill. 
csúcsa v a n az 1. osztá lybel i p o l i é d e r n e k . E z a 2. osztá lybel i pol iéder az 1. osz-
t á lybe l i po l i éde r duálisa. 

Az 1. o s z t á l y b a t a r t o z ó fé l ig szabá lyos t e s t e k e t Archimedes-félepoliéderek-
nek n e v e z z ü k . E g y Arch imedes - fé le po l i éde r minden éle egyenlő . 
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Az Arch imedes - f é l e pol iéderek je lö lésére [4] a l a p j á n egy s z á m c s o p o r t o t 
f o g u n k h a s z n á l n i : (i,j, . . m). A s z á m c s o p o r t b a n levő s z á m o k j e l en t é se : egy 
s z á m c s o p o r t a n n y i s z á m b ó l áll, a h á n y sokszöglap t a l á l k o z i k egy c s ú c s b a n , 
az i , j , . . ., m s zámok p e d i g a z t j e len t ik , h o g y az egyes sokszögek i-, j-, . . ., m-
szögűek. P é l d á u l (4,6,8) a z t je lent i , hogy m i n d e n c s ú c s b a n h á r o m sokszög t a -
lálkozik, a m e l y e k k ö z ö t t e g y 4-szög, egy 6-szög és egy 8 - szög v a n . Az Arch i -
medes-féle po l i éde reke t az 5—19. á b r á k o n a v a s t a g v o n a l a k m u t a t j á k . 

3.7. E g y g ö m b f e l ü l e t b ő l egy t r i é d e r á l ta l k i m e t s z e t t a l a k z a t o t gömb-
háromszögnek. n e v e z ü n k , h a a t r iéder c súcsa azonos a g ö m b k ö z é p p o n t j á v a l . 

3.8. H a egy po l i éde r fe lü le t e t , m e l y n e k v a n b e í r t g ö m b j e (a p o l i é d e r 
m i n d e n l a p j a é r i n t egy g ö m b ö t ) , vagy k ö r é í r t g ö m b j e (a p o l i é d e r m i n d e n csúcsa 
r a j t a van e g y g ö m b f e l ü l e t e n ) , a gömb k ö z é p p o n t j á b ó l a g ö m b fe lü le té re ve t í -
t ü n k , a k k o r a pol iéder é l e inek ve tü le te a g ö m b ö n egy f ő k ö r í v e k b ő l álló v o n a l -
rendszer lesz, m e l y e t a po l i éde r gömbi élhálózatának (hálózatának) n e v e z ü n k . 
A gömbi h á l ó z a t á l ta l f e l o s z t o t t g ö m b f e l ü l e t e t , mely a po l i éde r gömbi v e t ü l e t e , 
teljes gömbi hálóalakzatnak (gömbi hálóalakzatnak) m o n d j u k . 

3.9. E g y gömbi é l h á l ó z a t sűrűségén a há lóza t h o s s z á n a k és a g ö m b á t -
mérő j ének h á n y a d o s á t é r t j ü k . H a egy g ö m b i h á l ó a l a k z a t o lyan, h o g y c s u p a 
g ö m b h á r o m s z ö g b ő l áll, és a g ö m b h á r o m s z ö g e k m e g k ö z e l í t ő e n egyen lőo lda lúak 
és megköze l í tően e g y f o r m á k , akkor a h á l ó z a t s ű r ű s é g é t elég jól j e l l emz i a 
g ö m b h á r o m s z ö g - o l d a l a k (a gömbi a l a k z a t n a k megfele lő pol iéder-élek) s z á m a , 
ill. a g ö m b h á r o m s z ö g e k (a megfelelő po l i éder - l apok) s z á m a . A gömbi há ló -
a l a k z a t n a k megfe le lő p o l i é d e r t ugyanis h á r o m s z ö g l a p o k h a t á r o l j á k , és e k k o r 

3.10. V a l a m e l y f e lü l e t k é t p o n t j á t összekö tő l e g r ö v i d e b b fe lü le t i v o n a l 
a geodetikus vonal. A g ö m b f e l ü l e t g e o d e t i k u s vona la i a f ő k ö r í v e k . A f ő k ö r í v e k -
bő l álló g ö m b i há lóza t a l a p j á n m e g k o n s t r u á l t g ö m b k u p o l á k a t geodetikus ku-
poláknak n e v e z i k . 

4 . A gömb közel í tő poliéderei 

H a e g y g ö m b s z e r k e z e t e t — pé ldáu l g ö m b k u p o l á t — e l ő r e g y á r t o t t ele-
m e k b ő l k í v á n u n k összeszere ln i , akkor a g y á r t á s és szerelés s z e m p o n t j á b ó l elő-
n y ö s n e k l á t s z i k , hogy azok az elemek, m e l y e k n e k hosszúság i illetve hos szúság i 
és szélességi m é r e t e a t ö b b i mére téhez k é p e s t nagy , ne r ende lkezzenek hossz-
i r á n y ú ill. hossz - és k e r e s z t i r á n y ú gö rbü l e t t e l , azaz ezek az elemek v a g y egye-
nes r u d a k v a g y sík t á b l á k ( lapok) l e g y e n e k . I lyen e l e m e k k e l t e r m é s z e t e s e n 
n e m á l l í t ha tó elő a g ö m b f e l ü l e t , hanem c s a k egy köze l í tő pol iédere . 
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Azt m o n d j u k , hogy egy r s u g a r ú g ö m b ö t egy poliéder e m é r t é k b e n k ö z e -
l í t , h a a po l i éder fe lü le t minden p o n t j a benne v a n az r e, r — e sugarú, k o n -
c e n t r i k u s gömbfe lü l e t ekke l h a t á r o l t t a r t o m á n y b a n . 

A köze l í tő po l i éderek k ö r é b ő l célszerű k é t k ö n n y e n k e z e l h e t ő t ípus t m e g -
k ü l ö n b ö z t e t n i a s z e r i n t , hogy 

a ) a po l i éde r a gömb b e í r t k o n v e x po l i éde re , 
b) a po l iéder a gömb k ö r é í r t pol iédere . 
A d o t t g ö m b ese tén egy b e í r t , vagy k ö r é í r t poliéder e g y u g y a n o l y a n t í -

p u s ú más ik po l i éde rhez képes t j o b b a n közelí t i a g ö m b ö t , ha élei és lapjai k i s eb -
b e k . 

1. ábra. Háromszögű keretekből összeszerelt gömbi rácsszerkezet 

Bizonyos e é r t é k e k r e a s z a b á l y o s és fé l ig szabályos t e s t e k is t e k i n t h e t ő k 
a g ö m b közel í tő po l iédere inek . A szabályos t e s t e k mindké t t í p u s b a be l e t a r toz -
n a k , az Arch imedes - fé le po l i éde rek az a), az Arch imedes - fé le pol iéderek d u á l i -
sai p e d i g a b ) t í p u s b a t a r t o z n a k . 

H a egy t e h e r h o r d ó sze rkeze t r u d a k b ó l és a r u d a k a t e g y m á s h o z k a p c s o l ó 
c s o m ó p o n t i e l e m e k b ő l áll, rúdszerkezetről b e s z é l ü n k . Ha egy t e h e r h o r d ó szer -
k e z e t sík l a p o k b ó l és a l a p o k a t egymáshoz kapcso ló é l m e n t i e lemekből á l l , 
lapszerkezetrôl b e s z é l ü n k . 

Po l i éde r -é lhá lóza t r a s z e r k e s z t e t t r údsze rkeze tné l a c s o m ó p o n t i e l e m e k 
b i z t o s í t j á k a po l i éde r szöglete i t , szereléskor a pol iéder l a p j a i a k é t f a j t a e l e m 
segí t ségével a u t o m a t i k u s a n k i a l a k u l n a k . 

Po l i éde r -é lhá lóza t r a s z e r k e s z t e t t l apsze rkeze tné l az é l m e n t i elemek b i z -
t o s í t j á k a po l iéder lapszögei t , szere léskor a po l i éde r szögletei a k é t f a j t a e l e m 
segí t ségével a u t o m a t i k u s a n k i a l a k u l n a k . 
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2. ábra. A rácsszerkezet egy csomópontja 

A po l i éde r élszögeit a c somópon t i e l emek ill. a l a p o k a sze rkeze tek mind-
k é t t í p u s á n á l eleve b i z t o s í t j á k . 

A r ú d s z e r k e z e t e k k ö z i s m e r t e k . L a p s z e r k e z e t r e p é l d á t az 1. á b r a m u t a t , 
i t t a l a p o k a t há romszögű k e r e t e k a l k o t j á k . A 2. á b r á n l á t h a t j u k a l a p o k kap-
cso la tá t , a l apszögeke t b i z t o s í t ó e l e m e k e t és a k i a l a k u l t c s o m ó p o n t o t (szög-
le te t ) . A sze rkeze t megsze rkesz t é sének a l a p j á u l szolgáló poliéder c s ú c s a i egy 
15 m á t m é r ő j ű g ö m b f e l ü l e t e n h e l y e z k e d n e k el, a h a t á r o l ó lapok s z á m a 240. 
A sze rkeze t e t K Á D Á R I s t v á n t e rvez te . 

5 . A felosztási p r o b l é m a fe lvetése 

H a e g y a d o t t s u g a r ú gömbi t é r a l a k z a t o t e l ő r e g y á r t o t t egyenes r u d a k b ó l 
és c s o m ó p o n t i e lemekből á l ló , egyré t egű r á c s s z e r k e z e t k é n t k í v á n u n k megép í -
t en i , a k k o r a köve tkező k ö v e t e l m é n y e k n e k kell e leget t e n n ü n k : 

a) A rácsszerkeze t a l a k j a minél j o b b a n közel í t se m e g a g ö m b ö t . A rács 
há lóza ta egyezzék meg a g ö m b v a l a m e l y közel í tő p o l i é d e r é n e k é l h á l ó z a t á v a l . 

b) A r á c s há lóza t a c s u p a h á r o m s z ö g e k b ő l á l l j o n , m e r t az egyszeresen 
összefüggő t é r r é sz t k ö r ü l v e v ő r ács sze rkeze tek közül c s a k a h á r o m s z ö g h á l ó z a t ú 
r ác s m e r e v . 

c) A z e lemek l e g n a g y o b b mére t e n e lépje tú l a s zá l l í t ha tóság és szerel-
he tőség k o r l á t a i t . A r u d a k k iha j lás i h o s s z a minél k i s e b b legyen. 

d ) A z elemek e g y f o r m á k l egyenek , hogy s o r o z a t g y á r t á s r a l ehes sen be-
r e n d e z k e d n i , és így az ü z e m i előállí tás gazdaságos l e g y e n , ill. hogy a sze rkeze t 
m e g j e l e n é s é b e n e g y ö n t e t ű és esz té t ikus l egyen . 
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3. ábra. Szabályos ikozaéder 

Az a) f e l t é t e l t t ö b b f é l e k é p p e n is ki lehet e lég í ten i . A 4. p o n t b a n a lehe-
tő ségek közül a k é t l e g f o n t o s a b b a t e m l í t e t t ü k . A továbbiakban azzal az esettel 
foglalkozunk, amikor a közelítő poliéder a gömb beírt konvex poliédere. 

Most nézzük meg , me ly po l iéderek t esznek e leget az i t t fe lsorol t követe l -
m é n y e k n e k . 

A szabá lyos t e s t e k k ie lég í t ik az a) és d) k ö v e t e l m é n y e k e t , ugyan i s a 
g ö m b be í r t k o n v e x pol iédere i , és m i n d e n élük ill. s zög le tük e g y f o r m a . A b ) 
k ö v e t e l m é n y n e k az ö t fé le s zabá lyos t e s t közül csak h á r o m tesz e leget : a t e t r a -
é d e r (c = 4, e = 6, l — 4, egy c s ú c s b a n 3 él t a l á lkoz ik ) , az o k t a é d e r (c = 6, 
e = 12, 1 = 8 , egy c s ú c s á b a n 4 él t a l á lkoz ik ) és az i k o z a é d e r (c = 12, e = 30, 
l = 20, egy c s ú c s á b a n 5 él t a l á lkoz ik ) . R ö g z í t s ü k a c ) k ö v e t e l m é n y b e n elő-
í r t m é r e t e t , a m e l y m e g a d j a az élhossz felső k o r l á t j á t , és n ö v e l j ü k a g ö m b suga-
r á t . T e k i n t s ü k e k k o r sor ra a h á r o m po l iéder t . A t e t r a é d e r n é l az élhossz h a m a r 
eléri a m e g a d o t t h a t á r t . V e g y ü k e z u t á n az o k t a é d e r t . A gömb s u g a r a t o v á b b 
n ö v e l h e t ő , h o g y az élhossz a m e g a d o t t ko r l á t a l a t t m a r a d j o n . A g ö m b sugará-
n a k t o v á b b i növe léséve l a z o n b a n az o k t a é d e r élliossza is tú l lépi a h a t á r t , és 
e k k o r m á r csak az ikozaéde r (3 . áb ra ) j ö h e t szóba . Í g y a z t m o n d h a t j u k , hogy 
m i n d a d d i g míg a g ö m b s u g a r a az e lőí r t k o r l á t n a k az 1/1,0515-szörösét n e m 
h a l a d j a meg , de n a g y o b b m i n t a k o r l á t 1/] 2-szöröse, a szabá lyos t e s t e k közü l 
e g y e d ü l az i k o z a é d e r elégíti k i a c) f e l t é t e l t . H a a z o n b a n a gömb s u g a r a nagy , 
a k k o r a be í r t i kozaéde r élei is n a g y o k lesznek és t ú l l é p h e t i k a c) k ikö t é sben 
m e g s z a b o t t k o r l á t o t . E z é r t t e h á t o lyan po l i éde reke t kel l k e r e s n ü n k , ame lyek-
n e k é lhá lóza ta s ű r ű b b , és e n n e k k ö v e t k e z t é b e n élei r ö v i d e b b e k . 

I lyen po l i éde reke t t a l á l u n k a félig szabá lyos t e s t e k k ö z ö t t . Pé ldáu l a 
(3,4,5,4) a r ch imedes i t e s t n e k 60 csúcsa , 120 éle és 62 l a p j a v a n . Az Arch imedes -
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féle po l iéderek k ie lég í t ik az a) és d) k ö v e t e l m é n y e k e t , l évén a g ö m b be í r t 
k o n v e x poliéderei , éleik és szög le te ik e g y f o r m á k . A c) f e l t é t e l t is t e l jes í t ik 
o l y a n n e m nagy s u g a r ú g ö m b ö k r e , me lyek re az ikozaéde r m á r n e m felel meg . 
Az Arch imedes - fé le po l i éde reke t a z o n b a n 3-, 4-, 5- , 6- , 8- és 10-szögek ha t á ro l -
j á k , és egy po l i éde r t sem h a t á r o l n a k csupa h á r o m s z ö g e k . E z é r t ezek a poli-
é d e r e k a b ) f e l t é t e lnek n e m t e s z n e k e leget . A z o n b a n az a r c h i m e d e s i pol iéderek-
n e k a z o k r a a l a p j a i r a , ame lyek n e m h á r o m s z ö g e k , szabá lyos g ú l á k a t á l l í tha-
t u n k ú g y , hogy a gúla a l a p l a p j a a po l i éde r l ap j a l egyen és a gú la csúcsa a poli-
éde r k ö r é í r t gömbfe lü l e t en l e g y e n . 

Ezze l e l é r jük , h o g y az így k i a d ó d ó ú j po l iéder v a l a m e n n y i l a p j a h á r o m -
szög lesz, v i szont a gú l ák oldalélei egy v a g y t ö b b ú j é lhosszúságo t a d n a k , me-
lyek k ü l ö n b ö z n e k a gú lák a l apé l e i t adó Arch imedes- fé le po l i éde r éleinek él-
h o s s z á t ó l . Mivel a g ö m b beí r t k o n v e x poliéderei k ö z ö t t az edd ig t á r g y a l t a k o n 
k í v ü l n incsenek m á s po l iéderek , m e l y e k n e k élhosszai egyen lők l e n n é n e k , és 
m i v e l az Arch imedes- fé le po l i éde rek é lhá lóza ta n e m c s u p á n h á r o m s z ö g e k b ő l 
áll, le ke l l m o n d a n u n k arról az i g é n y r ő l , hogy a po l iéder m i n d e n éle e g y f o r m a 
l e g y e n . 

A d ) fe l té te l h e l y e t t a k ö v e t k e z ő k é t , egy ide jű leg é r v é n y e s s z e m p o n t o t 
v e h e t j ü k : 

d . l ) A szerkeze t sok e g y f o r m a , de kevés k ü l ö n b ö z ő f a j t a e l emből á l l jon , 
h o g y az e lő regyá r t á s gazdaságos l e g y e n . 

d.2) Az e lemek mére t e l e h e t ő l e g csak kevéssé t é r j e n el e g y m á s t ó l , hogy 
az e l e m e k e g y f o r m á n a k l á t s z ó d j a n a k és így a sze rkeze t m e g j e l e n é s e e sz té t ikus 
l e g y e n , t o v á b b á h o g y a szerkezet még i s azonos g y á r t á s i h o s s z ú s á g ú r u d a k b ó l 
ké szü lhes sen úgy , h o g y a h o s s z d i f f e r e n c i á k a t a c s o m ó p o n t i i l lesz tésekkel ad-
j u k m e g . 

A z eddigiek r ú d s z e r k e z e t r e v o n a t k o z t a k . H a s o n l ó f e l t é t e l e k e t m o n d h a -
t u n k k i l ap sze rkeze t ek re is r u d a k h e l y e t t l a p o k a t , c s o m ó p o n t i e l emek h e l y e t t 
é l m e n t i e lemeket v é v e . L a p s z e r k e z e t e k ese tében a b ) f e l t é t e lben h á r o m s z ö g e k 
h e l y e t t m á s sokszöget is v á l a s z t h a t n á n k . A t ö m ö r l apokbó l ál ló l apsze rkeze t 
t u l a j d o n k é p p e n fe lü le t sze rkeze t , h a a z o n b a n a l a p o k n a k csak a p e r e m é t von-
j u k b e a t eherv i se lésbe , akko r a l apsze rkeze t t é rbe l i k e r e t s z e r k e z e t t é vá l ik . 
H a a k e r e t h á l ó z a t h á r o m s z ö g e k b ő l ál l , r ácssze rkeze thez j u t u n k . A t o v á b b i a k -
b a n , h a l apsze rkeze tekke l f o g l a l k o z u n k , akko r csak h á r o m s z ö g h á l ó z a t ú lap-
s z e r k e z e t e k r e g o n d o l u n k , m e l y e k r e a lényeget t e k i n t v e u g y a n a z o k a t a k ikö-
t é s e k e t t e sszük , m i n t r ú d s z e r k e z e t e k r e . 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy e g y g ö m b be í r t , h á r o m s z ö g l a p o k k a l h a t á r o l t , 
k o n v e x pol iédere kölcsönösen e g y é r t e l m ű e n m e g f e l e l t e t h e t ő a g ö m b i háló-
a l a k z a t á n a k , ha a h á l ó a l a k z a t m i n d e n g ö m b h á r o m s z ö g é r e t e l j e s ü l a k ö v e t k e z ő 
f e l t é t e l (а kölcsönösen egyértelmű, megfeleltetés feltétele) : A g ö m b h á r o m s z ö g e t 
l e f edő azon g ö m b s ü v e g , a m e l y n e k a l a p k ö r e á t m e g y a g ö m b h á r o m s z ö g m i n d e n 
c s ú c s p o n t j á n , n e m f e d le t o v á b b i c s ú c s p o n t o k a t . E n n e k e l ő r e b o c s á t á s á v a l az 
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a) fe l té te l t e l j e s ü l é s e ese tében a b—d.2. k ö v e t e l m é n y e k e t így is m e g f o g a l m a z -
h a t j u k (felosztási probléma) : 

Osszunk f e l egy a d o t t s u g a r ú g ö m b ö t f ő k ö r í v e k k e l g ö m b h á r o m s z ö g e k r e 
ú g y , hogy 

a.) a l e g h o s s z a b b g ö m b h á r o m s z ö g - o l d a l is r ö v i d e b b legyen egy előre 
m e g a d o t t h o s s z ú s á g n á l , 

ß) l e h e t ő l e g minél k e v e s e b b f a j t a g ö m b h á r o m s z ö g - o l d a l és g ö m b h á r o m -
szög f o r d u l j o n e lő , lehetőleg miné l t ö b b l e g y e n az egyenlő g ö m b h á r o m s z ö g -
o lda l és az e g y b e v á g ó g ö m b h á r o m s z ö g , 

y ) a g ö m b h á r o m s z ö g - o l d a l a k és a g ö m b h á r o m s z ö g e k lehe tő leg csak 
kevéssé t é r j e n e k el e g y m á s t ó l , azaz a f e l o s z t á s lehető leg egyenle tes l egyen . 
M e g k ö v e t e l j ü k , h o g y t e l j e s ü l j ö n a kö lc sönösen e g y é r t e l m ű megfe le l t e tés fel-
t é t e l e . 

A fe losz t á s i p rob léma fe l t é te le i t k i e l ég í tő gömbi h á l ó a l a k z a t h o z t a r t o z i k 
e g y poliéder, a m e l y eleget t e s z az eredet i p r o b l é m a k ikö t é se inek . 

V i z s g á l a t a i n k a t az egységsuga rú g ö m b ö n végezzük . 
A s z a b á l y o s és félig s zabá lyos t e s t e k k ö z ö t t v a n n a k o lyanok , a m e l y e k 

v á l t o z a t l a n a l a k b a n vagy gúla-kiegészítéssel a f e l t é t e l eknek ас), ill. az a.) k i v é -
te léve l eleget t e s z n e k . Ahhoz , h o g y ас), ill. az a.) f e l t é t e l t is k ie lég í t sük , eze-
k e t a p o l i é d e r e k e t ill. gömbi v e t ü l e t ü k e t t o v á b b f o g j u k osz tan i m i n d a d d i g , 
a m í g csak n e m k e r ü l n e k az élek ill. o lda lhosszak a meg je lö l t k o r l á t a lá . 

Megv iz sgá l juk , hogy ek == 1, 2, 3 ( l apsze rkeze t ekné l lk = 1 , 2 ) m e l l e t t 
me lyek azok a po l iéderek , a m e l y e k n é l a l e g h o s s z a b b és l eg röv idebb él h o s s z á -
n a k h á n y a d o s a a legkisebb. Az így k i a d ó d ó pol iéderek g ö m b i h á l ó z a t á t fel-
o sz t á s seg í t ségéve l be f o g j u k sűr í ten i , és az i ly módon n y e r t h á l ó a l a k z a t o k 
k ö z ü l f o g j u k m a j d k i v á l a s z t a n i a l egsű rűbb h á l ó z a t ú a k a t . 

E l v b e n m e g kellene m é g vizsgálni , h o g y a gömbfe lü l e t egy b i z o n y o s leg-
s ű r ű b b há romszög- f e lo sz t á sa v a l a m e l y k o r á b b i gömbi a l a k z a t b ó l (pl . g ö m b i 
ikozaéderből ) v a l a m i l y e n t o v á b b o s z t á s á l t a l áll-e elő (a k o r á b b i a l a k z a t m in -
d e n csúcsa c súcsa lesz a t o v á b b o s z t o t t a l a k z a t n a k is), de ezzel mos t i t t n e m 
fog l a lkozunk . 

6 . A szabályos testek és gú la-k iegész í tése ik 

Most t e k i n t s ü n k el az 5. p o n t c) , ill. « ) f e l t é t e l é t ő l ! 
R ú d s z e r k e z e t e k e se tében azok a p o l i é d e r e k , m e l y e k r e ek = 1, és a t ö b b i 

f e l t é t e lnek e lege t t esznek , v a l a m i l y e n s z a b á l y o s t e s t e k . E z e k k ö z ö t t , m i n t 
l á t t u k , az i k o z a é d e r elégíti k i a l eg jobban a f e l t é t e l eke t . 

L a p s z e r k e z e t e k ese tében lk — l - r e a t ö b b i fe l t é te l t l e g j o b b a n k ie l ég í tő 
pol iéder a k ö v e t k e z ő k é p p e n s z á r m a z t a t h a t ó . 

T e k i n t s ü k a gömb b e í r t szabá lyos p e n t a g o n d o d e k a é d e r é t . A d o d e k a é d e r 
l a p j a i s zabá lyos ötszögek (egy csúcsban h á r o m él t a l á lkoz ik ) . A l apok k ö z é p -
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p o n t j á t a d o d e k a é d e r k ö z é p p o n t j á b ó l v e t í t s ü k a gömbfe lü l e t r e . E z e k e t a 
v e t ü l e t i p o n t o k a t egyenesszakaszok segí t ségével kössük össze a megfe le lő la-
p o k a t h a t á r o l ó élek p o n t j a i v a l . Ezzel a d o d e k a é d e r m i n d e n l a p j á r a s z a b á l y o s 
gú lá t á l l í t o t t u n k , a m e l y n e k a csúcsa a g ö m b f e l ü l e t e n v a n . A g ú l a p a l á s t o k a 
g ö m b egy be í r t k o n v e x po l iéderé t a d j á k (4. á b r a ) , a m e l y e t (5,5,5)g-vel f o g u n k 
je lölni . (Az (5,5,5) j e l en t i a d o d e k a é d e r t . E z a jelölés ö s s z h a n g b a n v a n az 
Arch imedes - f é l e p o l i é d e r e k r e a 3.6. p o n t b a n a d o t t jelöléssel . A g i n d e x a r r a 
u t a l , h o g y a po l iéder az (5,5,5)-ből gúla-kiegészí téssel a d ó d o t t . ) Az (5,5,5)„ 
po l i éde r t 60 e g y b e v á g ó egyen lőszá rú h á r o m s z ö g h a t á r o l j a . A k é t f a j t a él hosz -
s z á n a k a r á n y a 1,11. A d imenz ió né lkü l i j e l l emző a d a t o k a t az V. t á b l á z a t b a n 
n = 1-né l t a l á l j u k . Az (5,5,5)g c súcsa iban ö t ill. h a t él t a l á lkoz ik . 

4. ábra. ( 5 , 5 , 5 ) 

7. Az Arch imedes - fé l e pol iéderek és gúla-kiegészí tése ik 

H a a (4,4,re) és a (3,3,3,n) t e s t e k b ő l csak az egy r ö g z í t e t t re-hez (pl. n = 5-
höz) t a r t o z ó k a t v e s s z ü k f i gye l embe , a k k o r 15-féle k o n g r u e n s szögle tű fé l ig 
s zabá lyos t e s t ü n k v a n . E z e k a k ö v e t k e z ő k : 

(3.3.3.3.4) 
(3.3.3.3.5) 

(3,6,6) (3,3,3,re) 
(3,8,8) (3,4,3,4) 
(3,10,10) (3,4,4,4) 
(4,4,re) (3,4,5,4) 
(4,6,6) (3,5,3,5) 
(4,6,8) 
(4,6,10) 
(5,6,6) 
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Most v e g y ü k sor ra az e g y s é g g ö m b b e be í r t 15-féle a rch imedes i po l i éde r t , 
és m i n d e n h á r o m n á l t ö b b csúcsú sokszög l ap ra á l l í t s u n k szabályos g ú l á t úgy, 
a h o g y a z t a 6. p o n t b a n a d o d e k a é d e r e se t ében t e t t ü k . í g y ú j p o l i é d e r e k h e z 
j u t u n k , m e l y e k e t (i , j , . . ., m)g-vel f o g u n k jelölni . 

A g i n d e x i smé t a r r a u t a l , hogy az ú j pol iéder t az (i , j, . . ., m) Arch ime-
des-fé le po l i éde rbő l gúla-kiegészí tésse l k a p t u k . 

11. ábra. (4,6,10)g 12. ábra. (5,6,6)g 13. ábra. (3,3,3,5)g 

A k iegész í t e t t és m o s t m á r csak h á r o m s z ö g e k k e l h a t á r o l t p o l i é d e r e k e t az 
5—19. á b r á n t ü n t e t t ü k fe l . A po l i éde rek d imenzió n é l k ü l i je l lemző a d a t a i t az 
I . t á b l á z a t t a r t a l m a z z a . E z e k közü l a po l i éde rek k ö z ü l sze re tnénk k i v á l a s z t a n i 
k ü l ö n b ö z ő e f t-ra a z o k a t a po l i éde reke t , a m e l y e k n e k a h á l ó z a t a a l e g s ű r ű b b és 
a m e l y e k az 5. p o n t f e l t é t e le i t a c) ill. a ) k ivé te léve l k ie lég í t ik . 

A k i egész í t e t t po l iéderek k ö z ö t t egy pol iéder v a n , a m e l y n é l ek = 1. 
E z a (3,3,3,5)g pol iéder , ame ly azonos az ikozaéder re l . 

Az ek m a g a s a b b é r t éke i r e a z o n b a n n e m t u d j u k e ldönten i az I . t á b l á z a t 
a d a t a i b ó l , h o g y mely ik pol iéder elégít i k i a l e g j o b b a n az 5. pon t f e l t é t e l e i t , és 
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m e l y i k poliéder h á l ó z a t a s ű r ű b b , m e r t e lőfordul , h o g y ké t po l i éde rné l ck, c, ek, 
e, lk, l, sk m e g e g y e z i k , min t pl. a (3,10,10)g és (3 ,3 ,3 ,3 ,5) g e s e t é b e n . Ezé r t meg-
h a t á r o z z u k v a l a m e n n y i po l iéderné l az élek h o s s z á t , és e l őá l l í t j uk m i n d e n 
po l i éde rné l a l e g h o s s z a b b és a l eg röv idebb él h o s s z á n a k az a r á n y á t . Azokra a 
po l i éde rekre , a m e l y e k r e ez az a r á n y 1-nél n e m sokka l n a g y o b b , az 5. p o n t 
d.2) k ö v e t e l m é n y é t t e l j e s í t e t t n e k t e k i n t j ü k . E z e k e t a po l i éde reke t k ivá l a sz t -

18. ábra. ( 3 , 3 , 3 , 3 , 4 ) , 19. ábra. ( 3 , 3 , 3 , 3 , 5 ) , 

j u k és m e g á l l a p í t j u k , hogy k ö z ü l ü k melyekre t e l j e s ü l az 5. p o n t d.\) k ö v e t e l -
m é n y e . A s z á m í t á s e r edménye i t a I I . t á b l á z a t m u t a t j a . A I I . t á b á z a t b a n 
k - v a l az a rch imedes i poliéder é l h o s s z á t , a ^ g y e l , a 2 -ve l , a 3 -ma l а l a p o k r a á l l í t o t t , 
k ü l ö n b ö z ő s z a b á l y o s gúlák o lda lé lhosszá t j e l ö l t ü k . 

M e g á l l a p í t h a t j u k , hogy a 15-fé le poliéder k ö z ü l csak ö t r e t e l j e sü l az, h o g y 
a l eghosszabb és a l egröv idebb él hosszának a r á n y a 1,2 a l a t t v a n . A több i pol i -
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I. táblázat 

Szabályos gúlákkal kiegészített Archimedes-féle poliéderek dimenzió nélküli jellemző adatai 

Poliéder <* С e r ' i 

*(3,6,6)g 2 16 2 42 2 28 3 
(3,8,8)? 2 30 2 84 2 56 3 
(3 10,10)g 2 72 2 210 2 140 3 
(4,4,n)„, n = 5 3 17 3 45 2 30 4 
(4,6,6) g 3 32 3 108 2 72 4 

(4,6,8)g 
4 

(5) 
74 4 216 3 144 6 

(4,6,10)g 
4 

(5) 
182 4 540 3 360 6 

*(5,6,6)„ 3 92 3 270 2 180 4 
*(3,3,3,n)g, re = 5 1 12 1 30 1 20 1 

(3,4,3,4), 2 18 2 48 2 32 2 
(3,4,4,4)g 2 42 2 120 2 80 3 
(3,4,5,4)g 3 102 3 300 3 200 4 

*(3,5,3,5)g 2 42 2 120 2 80 2 
(3,3,3,3,4)g 2 30 2 84 2 56 3 

*(3,3 3,3,5), 2 72 2 210 2 140 3 

A *-gal jelölt poliéderek eleget tesznek az 5. pont d. 2 követelményének. A zárójelbe tett 
számok akkor érvényesek, ha két azonos méretű elemet, melyek csak tükrözéssel hozhatók 
fedésbe, különbözőknek tekintünk. 

II. táblázat 

Egységgömbbe beírt, szabályos gúlákkal kiegészített Archimedes-féle poliéderek élhosszai 

Sor- (• 4 m )> к max(fe, aL, a 2 , a 3 ) 
szám (• 4 m )> al az rain(fe, a , , a „ a3) 

1 * ( 3 , 6 , 6 ) g 0 , 8 5 2 8 0 , 9 7 7 5 1 , 1 5 
2 ( 3 , 8 , 8 ) , 0 , 5 6 2 2 0 , 8 0 1 7 — — 1 , 4 3 
3 ( 3 , 1 0 , 1 0 ) , 

( 4 . 4 . 5 ) , 
( 4 . 6 . 6 ) , 

0 , 3 3 6 3 0 , 5 6 7 5 — — 1 , 6 9 
4 

( 3 , 1 0 , 1 0 ) , 
( 4 . 4 . 5 ) , 
( 4 . 6 . 6 ) , 

1 , 0 1 3 5 0 , 7 7 7 8 0 , 9 9 3 2 — 1 , 3 0 
5 

( 3 , 1 0 , 1 0 ) , 
( 4 . 4 . 5 ) , 
( 4 . 6 . 6 ) , 0 , 6 3 2 5 0 , 4 5 9 5 0 , 6 7 1 4 — 1 , 4 6 

6 ( 4 , 6 , 8 ) , 0 , 4 3 1 5 0 , 3 0 8 8 0 , 4 4 2 4 0 , 5 9 0 0 1 , 9 1 
7 ( 4 , 6 , 1 0 ) , 0 , 2 6 3 0 0 , 1 8 6 8 0 , 2 6 5 3 0 , 4 3 6 0 2 , 3 3 
8 * ( 5 , 6 , 6 ) , 0 , 4 0 3 5 0 , 3 4 8 6 0 , 4 1 2 4 — 1 , 1 8 
9 * ( 3 , 3 , 3 , 5 ) g 

(ikozaéder) 
1 , 0 5 1 5 1 , 0 5 1 5 — — 1 

1 0 ( 3 , 4 , 3 , 4 ) , 1 , 0 0 0 0 0 , 7 6 5 4 — — 1 , 3 1 
1 1 ( 3 , 4 , 4 , 4 ) , 0 , 7 1 4 8 0 , 5 2 3 7 — — 1 , 3 6 
1 2 ( 3 , 4 , 5 , 4 ) , 0 , 4 4 7 8 0 , 3 2 0 8 0 , 3 8 8 3 — 1 , 4 0 
1 3 * ( 3 , 5 , 3 , 5 ) , 0 , 6 1 7 8 0 , 5 4 6 5 — — 1 , 1 3 
1 4 ( 3 , 3 , 3 , 3 , 4 ) , 0 , 7 7 2 4 0 , 5 6 9 8 — — 1 , 3 6 
1 5 • ( 3 , 3 , 3 , 3 , 5 ) , 0 , 4 6 3 8 0 , 4 0 2 8 — — 1 , 1 5 

A *-gal jelölt poliéderek eleget tesznek az 5. pont d. 2. követelményének. 
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21. ábra. (3,5,3,5)g 

é d e r n é l ez az a r á n y 1,3 v a g y a n n á l n a g y o b b . Az az ö t po l iéder , a m e l y r e t e h á t 
t e l j e s í t e t t n e k t e k i n t j ü k az 5. p o n t d.2) k ö v e t e l m é n y é t , a k ö v e t k e z ő : 

(3 ,6 ,6) g (5. á b r a ) , (5 ,6 ,6) g (12. és 20. á b r a ) , (3,3,3,5)g 

(3 . és 13. á b r a ) , (3 ,5,3,5) g (17. és 21. áb ra ) és (3,3,3,3,5)g 

(19 . és 22. á b r a ) . 

Ezen p o l i é d e r e k c s ú c s a i b a n öt ill. h a t él t a l á lkoz ik . E b b ő l az ö t pol iéder-
b ő l — mivel k ö z ö t t ü k m á r n i n c s k e t t ő , m e l y n é l c, e, l m e g e g y e z n é k -— k ivá l a sz t -
h a t ó az ek = 2 és ek = 3 é r t é k e k h e z t a r t o z ó , l e g t ö b b l apbó l álló pol iéder . 
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22. ábra. (3,3,3,3,5)g 

E z e k : ek = 2 ese tén a (3 ,3,3,3,5) g , 

ek — 3 ese tén ped ig az (5,6,6)g . 

A (3,3,3,3,5)g k é t f a j t a h á r o m s z ö g l a p b ó l áll. Az e g y i k szabályos , a m á s i k 
egyen lőszárú há romszög . A z (5,6,6)g k é t f a j t a egyen lőszárú h á r o m s z ö g l a p b ó l ál l . 

8. Hálózatsűrítés és gömbháromszög-felosztási módszerek 

A 6. és 7. p o n t b a n l á t t u k , hogy a z o k n á l a po l i éde rekné l , me lyek re az 5. 
p o n t d.2) k ö v e t e l m é n y e t e l j e s ü l , és a m e l y e k n e k t ö b b l a p j u k v a n , m i n t az 
o k t a é d e r e n e k , minden c s ú c s b a n öt v a g y h a t él t a l á l k o z i k . Az i k o z a é d e r t , az 
(5,5,5)g-t , a (3,3,3,3,5)g-t és az (5,6,6)g-t a f e l o s z t á s a l a p a l a k z a t á n a k f o g j u k t e k i n -
t en i , és g ö m b i h á l ó z a t u k a t b izonyos e lvek szer in t sű r í t en i f o g j u k , ü g y e l v e a r r a , 
hogy a t o v á b b i fe losz tássa l e lőál l í to t t p o l i é d e r n e k is m i n d e n csúcsában ö t v a g y 
h a t él t a l á l k o z z é k . 

Az a l a p a l a k z a t o k g ö m b i h á l ó z a t á n a k sűrí tése a h a t á r o l ó g ö m b h á r o m -
szögek k i s e b b g ö m b h á r o m s z ö g e k r e va ló f e losz tá sáva l t ö r t é n i k . Az a l á b b i a k b a n 
i s m e r t e t ü n k n é h á n y f e lo sz t á s i e l j á r á s t . 

8 .1. Általános gömbháromszögekre is alkalmazható felosztási módszerek. 
(Különböző háromszögekből álló hálózat sűrítése) 

8.1. 1) Oldalfelezéses eljárás 

K ö s s ü k össze a g ö m b h á r o m s z ö g oldal fe lező p o n t j a i t főkör ívekke l . Í g y 
az e rede t i g ö m b h á r o m s z ö g e t négy g ö m b h á r o m s z ö g r e o s z t o t t u k . A k i a d ó d ó 
g ö m b h á r o m s z ö g e k o lda l fe lező p o n t j a i t i s m é t kössük össze főkör ívekke l és így 
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t o v á b b . A f e l o s z t á s t t e t sző leges sűrűségi f o k i g f o l y t a t h a t j u k . Ezze l az e l j á r á s s a l 
az eredet i g ö m b h á r o m s z ö g o lda l a inak (2 s zámú) egyen lő részekre t ö r t é n ő 
f e losz t á sá t é r j ü k el. 

8 .1. 2) A gömbháromszög köré írható kör középpontjával történő sűrítés 

T e k i n t s ü k egy te t sző leges g ö m b h á r o m s z ö g e k b ő l álló g ö m b i a l a k z a t e g y 
g ö m b h á r o m s z ö g é t . A g ö m b h á r o m s z ö g k ö r é í r h a t ó kör k ö z é p p o n t j á t k ö s s ü k 
össze f ő k ö r í v e k k e l a g ö m b h á r o m s z ö g h á r o m csúcsával és a g ö m b h á r o m s z ö g g e l 
közös o lda lú h á r o m szomszédos g ö m b h á r o m s z ö g köré í r h a t ó k ö r n e k a k ö z é p -
p o n t j á v a l . E z t az e l já rás t m i n d e n g ö m b h á r o m s z ö g r e e lvégezve ú j , az e r e d e t i h e z 
k é p e s t h á r o m s z o r sű rűbb h á l ó z a t o t n y e r ü n k . 

8.2. Egyenlőszárú gömbháromszögek Fuller-féle felosztása 

Az egyen lőszá rú g ö m b h á r o m s z ö g e k l egkevesebb k ü l ö n b ö z ő o lda lhossza l 
j á r ó f e losz tása FuLLERtől e r e d . Módszeré t [3] a l a p j á n i s m e r t e t j ü k . 

T e k i n t s ü n k egy egyen lő szá rú , hegyesszögű g ö m b h á r o m s z ö g e t . E n n e k 
g ö m b i s z i m m e t r i a v o n a l a merő legesen felezi az a l apo t és fe lez i a g ö m b h á r o m -
szög со szá r szögé t is. E z u t á n osszuk fel a s z i m m e t r i a v o n a l n a k a h á r o m s z ö g b e 
eső s z a k a s z á t n egyenlő h o s s z ú s á g ú ív re (23.a ábra) . Az o s z t ó p o n t o k b a n 
v e g y ü k a s z i m m e t r i a v o n a l r a merőleges f ő k ö r í v e k e t . E z e k metsz ik a g ö m b -
h á r o m s z ö g s z á r a i t . A g ö m b h á r o m s z ö g szá r szögné l levő c s ú c s á t ó l k i i n d u l v a a 
k é t száron k a p o t t m e t s z é s p o n t o k a t r end re k ö s s ü k össze f ő k ö r í v e k segí t ségével 
a s z i m m e t r i a v o n a l o n levő m i n d e n m á s o d i k o s z t ó p o n t t a l . í g y csak a s z á r 
fe lé ig t u d u n k e l j u tn i . E z é r t f o r g a s s u k el az egyenlő r é szek re fe losz to t t s z i m -
m e t r i a v o n a l - s z a k a s z t a g ö m b ö n az a lap f e l e z ő p o n t j a kö rü l 180°-kal , és az í g y 
előálló o s z t ó p o n t o k k a l f o l y t a s s u k az e l j á r á s t . E z á l t a l az e r e d e t i egyen lőszá rú 
g ö m b h á r o m s z ö g e t n2 d a r a b g ö m b h á r o m s z ö g r e o s z t o t t u k . A s z i m m e t r i a v o n a l 
i r á n y á b a n e g y m á s a l a t t so r ra o lyan g ö m b h á r o m s z ö g e k á l l n a k , melyek t ü k r ö -
zéssel f edé sbe h o z h a t ó k . Az e l j á r á s f e losz t j a az eredet i g ö m b h á r o m s z ö g s z á r á t 
n k ü l ö n b ö z ő hosszúságú f ő k ö r í v r e , az a l a p o t p e d i g rc/2 ill. (n -f- l ) /2 k ü l ö n b ö z ő 
hos szúságú f ő k ö r í v r e , a t t ó l f ü g g ő e n , hogy n páros-e v a g y p á r a t l a n . Az a l a p 
f e l e t t i első o s z t ó főkör íven n /2 ill. (n — l ) / 2 kü lönböző hosszúságú f ő k ö r í v 
k e l e t k e z i k n p á r o s v a g y p á r a t l a n vo l t á tó l f ü g g ő e n . 

Ez a f e losz tá s t e h á t e g y egyen lőszá rú g ö m b h á r o m s z ö g b e n 
2n kü lönböző o lda lhos sza t , 
n ill. 2 n — 1 k ü l ö n b ö z ő g ö m b h á r o m s z ö g e t (a t tó l f ü g g ő e n , hogy k é t 
a z o n o s mére tű g ö m b h á r o m s z ö g e t , melyek csak tük rözésse l h o z h a -
t ó k fedésbe , a z o n o s n a k t . ek in tünk-e vagy n e m ) , és 
n2 g ö m b h á r o m s z ö g e t e r e d m é n y e z . 

A f e lo sz t á s e r e d m é n y é t a 23.b és 23.с á b r a szemlé l te t i a r r a az e s e t r e , 
m i d ő n n p á r o s . 
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23/a ábra. Egyenlőszárú gömbháromszög Fuller-féle fe losztása 

8.3. Egyenlőoldalú gömbháromszögek felosztásai 

8.3. 1 ) Egyenlőoldalú gömbháromszögek Fuller-féle felosztása 

Ful l e r m ó d s z e r é t [5] és [6] a l a p j á n i s m e r t e t j ü k . A z egyen lőo lda lú 
g ö m b h á r o m s z ö g fe losz tá sá t l ényegében a k ö v e t k e z ő k é t a lapese t re v e z e t i 
v i s sza : 

a) Az egyen lőo lda lú g ö m b h á r o m s z ö g oldal fe lező p o n t j a i t kössük ö s sze 
f ő k ö r í v e k k e l . Ezze l ú g y o s z t o t t u k fel a g ö m b b á r o m s z ö g e t , h o g y be lse jében e g y 
ú j a b b egyen lőo lda lú g ö m b h á r o m s z ö g ke l e tkez ik , ame lynek csúcsai az e r e d e t i 
egyen lőo lda lú g ö m b h á r o m s z ö g oldalfelező p o n t j a i . 

b ) Az egyen lőo lda lú g ö m b h á r o m s z ö g c e n t r u m á n k e r e s z t ü l vegyünk f e l a 
s z i m m e t r i a v o n a l a k r a merőleges f ő k ö r í v e k e t . E z e k az o l d a l a k k a l ha t m e t s z é s -
p o n t o t h a t á r o z n a k meg . A g ö m b h á r o m s z ö g csúcsa ihoz l egköze lebb eső k é t - k é t 
m e t s z é s p o n t o t f ő k ö r í v e k k e l ö s szekö tve egy o l y a n fe losz táshoz j u t u n k , m e l y az 
e r ede t i h á r o m s z ö g be l se jében szabá lyos g ö m b i ha t szöge t e r e d m é n y e z . 

Müssaki Tudomány 46, 1973 



216 TARNAI TIBOR 

Ha sűrűbb felosztást akarunk, akkor az a) ponti felosztásban keletkező 
egyenlőoldalú gömbháromszöget kell az a), ill. b) alapeset valamelyikével 
tovább osztani . A belső szabályos gömbháromszögön kívül keletkező osztó-
pontok a szimmetriavonalakra merőleges főkörívek segítségével egyértelműen 
kiadódnak. 

A felosztást n = 2-re az a), n = 3-ra ab) alapeset adja, n = 4 és n = 6 
esetére a felosztást a 24. ábra mutatja. A z ábrán a számok a különböző oldala-
kat , a nagybetűk pedig a különböző gömbháromszögeket jelölik. 

8.3. 2) Az általunk javasolt felosztás 

Osszuk fel az egyenlőoldalú gömbháromszög mindhárom oldalát n egyenlő 
hosszú ívre. A gömbháromszög mindegyik csúcsánál a csúcstól számított első 
osztópontokat kössük össze főkörívvel. Vegyük a háromszög csúcsán áthaladó 
gömbi magasságvonalat (szimmetriavonalat) és a csúcstó l számított második 
szakaszt a felosztott háromszög-oldalon, valamint e szakasz gömbi felező 
merőlegesét. Ez utóbbi metsz i a háromszög magasságvonalát. A metszéspontot 
főkörívekkel összekötve a csúcstól számítot t első és második osztóponttal , 
egyenlőszárú gömbháromszöget kapunk. Állítsunk az eredeti gömbháromszög 
oldalain minden fennmaradó szakaszra ugyanilyen egyenlőszárú gömbhárom-
szöget. Eddig három különböző oldalhossz adódott. Az egyenlőszárú három-
szögek szárszögeinél levő csúcsai az eredeti gömbháromszög egy oldala mentén 
egymástól egyenlő gömbi távolságokra lesznek, hiszen ezek a csúcsok a gömbön 
egy, a gömbháromszög oldalának síkjával párhuzamos s íkban is benne vannak. 
Kössük össze főkörívekkel ezeket a csúcsokat. Így adódik a negyedik-féle 
oldalhossz. Ekkor az eredeti gömbháromszög belsejében az eredeti gömb-
háromszögre emlékeztető alakzatot kapunk, amelynek „oldalai" (ezek most 
gömbi töröttvonalak) a töréspontok által n — 2 egyenlő részre vannak felosztva. 
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Az e l j á r á s t add ig kel l i smé te ln i , m íg v a g y egy p o n t b a n , v a g y egy g ö m b -
h á r o m s z ö g b e n végződ ik az e l j á rás a t t ó l f ü g g ő e n , hogy n osz tha tó v o l t - e 
h á r o m m a l , v a g y n e m . 

E n n é l a módsze rné l a fe losz tássa l k e l e t k e z e t t g ö m b h á r o m s z ö g e k v a g y 
m i n d , v a g y egy k ivé te l éve l e g y e n l ő s z á r ú a k (ez az egy a cent rá l i s h e l y z e t ű 
szabá lyos g ö m b h á r o m s z ö g ) , a t t ó l f ü g g ő e n , h o g y n o s z t h a t ó - e h á r o m m a l , 
v a g y sem. 

9. Hálózatsűrítéssel előáll ított poliéderek 

A 8. p o n t b a n a 8 .1 . 2) k ivé te léve l a r r a a d t u n k n é h á n y fon tos e l j á r á s t , 
hogy h o g y a n lehe t egy g ö m b h á r o m s z ö g e k b ő l álló g ö m b i b á l ó a l a k z a t egy 
g ö m b h á r o m s z ö g é t f e losz t an i ú g y , hogy a f e losz tássa l l ehe tő leg kevés ú j o l d a l -
hossz a d ó d j é k . Most a 8. p o n t b a n i s m e r t e t e t t f e losz t á s i m ó d s z e r e k k e l a g ö m b i 
h á l ó a l a k z a t v a l a m e n n y i g ö m b h á r o m s z ö g é t f e l o s z t j u k . E z z e l s ű r ű b b h á l ó z a t ú , 
g ö m b h á r o m s z ö g e k b ő l álló gömbi h á l ó a l a k z a t h o z j u t u n k . E b b e n a p o n t b a n az 
így e lőá l l í to t t gömbi h á l ó a l a k z a t o k h o z t a r t o z ó (3.8. és 5. p o n t ) p o l i é d e r e k 
t u l a j d o n s á g a i t f o g j u k v izsgá ln i . 

9.1. A gömbi ikozaéder hálózatának sűrítése 

A g ö m b i ikozaéde r 8.1. 1) szer in t i f e l o s z t á s a másod ik l é p é s b e n — h a első 
lépésként m a g á t az i k o z a é d e r t f o g a d j u k el — a (3,5,3,5)g a l a k z a t o t s z o l g á l t a t j a . 
A h á l ó z a t s ű r í t é s n é h á n y első lépését a I I I . t á b l á z a t a) p o n t j a t a r t a l m a z z a . 

A 8.1. 2) szer in t i h á l ó z a t s ű r í t é s m á s o d i k l épésekén t az (5,5,5)g a l a k z a t o t 
n y e r j ü k . Az n t o v á b b i é r t éke i r e a ke l e tkező a l a k z a t o k a d a t a i t a I I I . t á b l á z a t -
b a n , a b) p o n t b a n t a l á l j u k meg . 

A 8.3. 1 ) p o n t b a n i s m e r t e t e t t f e l o s z t á s t F U L L E R k i f e j e z e t t e n a g ö m b i 
ikozaéder re do lgoz ta k i . Az ebben a f e losz tás i r e n d s z e r b e n r e j l ő s z a b á l y o s s á g 
a b b a n is k i f e j ezés re j u t , h o g y n = 2-re a (3 ,5 ,3 ,5) g , n = 3 - ra az (5,6,6)g a l a k z a t 
adód ik (ezeke t k o r á b b a n az a r ch imedes i po l i éde rekbő l s z á r m a z t a t t u k ) . 
F U L L E R g ö m b i ikozaéder - fe losz tása t e h á t b i z o n y o s n é r t é k e k r e egyben kiadja a 
gömbi (5,6,6)g alakzat felosztását is. 

Az n m a g a s a b b é r t éke i r e az e lőzőknél k e d v e z ő b b f e l o s z t á s t n y ú j t a 8 .3 . 
2)-ben j a v a s o l t e l j á rás . E n n é l az e l j á r á s n á l , h a egy o lda l t n részre o s z t o t t u n k 
fel , a k k o r 

ck = n, 
С = 10 re2 + 2, 
ek = n, 
e = 30 re2, 
1=20 n2. 
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III. táblázat 

Gömbi ikozaéder hálózatának sűrítése 

a) oldalfelezéses eljárással: 

Sorszám 4 h n 4 С ч e h 1 ч 

2 2 4 2 2 1 2 0 2 8 0 2 
3 4 1 6 2 5 4 8 0 5 3 2 0 5 

( 6 ) 
4 1 0 6 4 2 1 5 1 9 2 0 1 5 1 2 8 0 2 0 

( 1 2 ) ( 2 2 ) 

b) a háromszögek köré írható körök középpon tjainak segítségével: 

Sorszám 
n 4 e ч e h I ч 

2 2 3 2 2 9 0 1 6 0 2 
3 3 9 2 3 2 7 0 2 1 8 0 4 
4 6 2 7 2 6 8 1 0 4 5 4 0 1 0 

(5) 

c) általunk javasol t felosztással: 

Sorszám 
n 4 С ч e h 1 ч 

1 1 1 2 1 3 0 1 2 0 1 
2 2 4 2 2 1 2 0 2 8 0 2 
3 3 9 2 3 2 7 0 3 1 8 0 4 
4 4 1 6 2 4 4 8 0 5 3 2 0 6 
5 5 2 5 2 5 7 5 0 6 5 0 0 7 
6 6 3 6 2 6 1 0 8 0 7 7 2 0 9 

(7) 
7 7 4 9 2 7 1 4 7 0 9 9 8 0 1 1 

(8) 
8 8 6 4 2 8 1 9 2 0 1 0 1 2 8 0 1 2 

(9) 
9 9 8 1 2 9 2 4 3 0 1 1 1 6 2 0 1 4 

(И) 
10 1 0 1 0 0 2 1 0 3 0 0 0 1 3 2 0 0 0 1 6 

( 1 2 ) 

A zárójelbe t e t t számok akkor érvényesek, ha két azonos meretű elemet, amelyek csak tükrö-
zéssel hozhatók fedésbe, különbözőknek tekintünk. 

Az ezze l a módszer re l t ö r t é n ő l i á lóza t sű r í t é s első ö t lépésé t a 25. á b r á n 
s z e m l é l t e t j ü k . A kü lönböző s zámok a k ü l ö n b ö z ő o l d a l a k a t , a k ü l ö n b ö z ő b e t ű k 
a k ü l ö n b ö z ő g ö m b h á r o m s z ö g e k e t jelöl ik. A ke le tkező a l a k z a t o k a d a t a i t a I I I . 
t á b l á z a t c ) p o n t j á b a g y ű j t ö t t ü k össze. 
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9.2. A gömbi f5 ,5 ,5 ) g alakzat hálózatának sűrítése 

A gömbi (5,5,5)g a lakzat legeredményesebb felosztását a 8.2. p o n t b a n 
leírt módszerrel é r h e t j ü k el. Ez t a módszert FULLER lényegében éppen az 
(5,5,5)g gömbi há lóza tának besűrí tésére a lkalmazta . Ha egy oldalt n részre 
osz to t tunk fel, akkor a keletkező poliéder jellemző, dimenzió nélküli ada t a i a 
következők lesznek: 

ck = 2 n, 
с = 30 n2 + 2 , 
ek = 2 n , 
e = 90 n2 , 
lk = n (2n — 1, ha ké t azonos méretű olyan lapot , amelyek csak 

tükrözéssel hozha tók fedésbe, különbözőknek t ek in tünk) , 
/ = 60 n2 , 
sk = 3 n — 1 . 

A felosztást az n = 1,2,3,4,5 esetekre a 26. ábra m u t a t j a . Az n = 2-re 
k iadódó poliédert az 1. és 27. ábrán l á t h a t j u k . A jellemző ada toka t t á b l á z a t b a 
is fog la l tuk (IV. t áb l áza t ) . 
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27. ábra. Az (5,5,5)„ Fuller-felosztása n = 2 esetén 

Alűszaki Tudomány 46, 1973 
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IV. táblázat 
Gömbi (5,5,5)g alakzat Fuller-féle hálózatsürítése 

Sorszám 
N Ч С «i E G I »t 

1 2 32 2 90 1 60 2 
2 4 122 4 360 2 240 5 

3 6 272 6 810 
(3) 

3 540 8 

4 8 482 8 1440 
(5) 

4 960 11 

5 10 752 10 2250 
(7) 

5 
(9) 

1500 14 

A zárójelbe tett számok akkor érvényesek, ha két azonos méretű elemet, melyek csak 
tükrözéssel hozhatók fedésbe, különbözőknek tekintünk. 

9.3. A gömbi f 3 , 3 , 3 , 3 , a l a k z a t hálózatának sűrítése 

A (3,3,3,3,5)g poliéder gömbi hálózata, min t l á t t uk , egyenlőszárú és 
egyenlőoldalú gömbháromszögekből áll. Az egyenlőszárú gömbháromszögek is 
és az egyenlőoldalú gömbháromszögek is egybevágók. Egy egyenlőszárú gömb-
háromszöghöz a száraknál ismét egyenlőszárú gömbháromszögek csa t lakoznak, 
az a lapná l egyenlőoldalú gömbháromszög kapcsolódik. A hálózatsűr í tés t a 
köve tkező módon h a j t j u k végre: 

15 Műszaki Tudomány 46, 1973 
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Az egyen lőszá rú g ö m b h á r o m s z ö g e t osszuk fel a 8.2. p o n t b a fog la l t ak 
s z e r i n t . Ez a h á r o m s z ö g - f e l o s z t á s i n d u k á l egy s z i m m e t r i k u s f e losz tás t az 
e g y e n l ő s z á r ú g ö m b h á r o m s z ö g a l a p j á n . U g y a n e z t a f e losz t á s t v i g y ü k á t az 
egyen lőo lda lú g ö m b h á r o m s z ö g m á s i k k é t o l d a l á r a is. E z u t á n a l k a l m a z z u k a 
8 . 3 . 2)-ben leír t m ó d s z e r t . Mivel az o lda l t n e m egyenlő s z a k a s z o k r a o s z t o t t u k 
f e l , és így a s z a k a s z o k r a nem l e h e t egybevágó g ö m b h á r o m s z ö g e k e t he lyezni , a 
8 . 3 . 2)- t o l y k é p p e n m ó d o s í t s u k , h o g y a s z a k a s z o k r a á l l í t o t t egyen lőszá rú 
g ö m b h á r o m s z ö g e k n e k a szá rhossza legyen azonos . A fe losz tás első lépései t a 
28 . á b r á n m u t a t j u k be . Az a l a k z a t o k h o z t a r t o z ó po l iéderek a d a t a i t az V. t á b -
l á z a t c ) p o n t j a a l a t t t a l á l j u k . A z összehason l í t á s k e d v é é r t a 8.1. 1) és 8.1. 2) 
s z e r i n t i f e losz tás t is e lvégeztük n = 2-re (V. t á b l á z a t a) és b) ). 

V. táblázat 

Gömbi /3,3,3,3,5/g alakzat hálózatának sűrítése 

a) oldalfelezéses eljárással: 

S o r s z á m 
n 

ck С "к e h 1 «t 

1 2 72 2 210 2 140 3 
2 5 282 5 840 5 

(6) 
560 7 

b) a háromszögek köré írható körök középpon tjainak segítségével: 

S o r s z á m 
n 

с n e k t 'k 

1 2 72 2 210 2 140 3 
2 5 212 5 630 3 

(4) 
420 7 

c) Ful ler módszerének segítségével: 

S o r s z á m 
n ч С е* e h t 'k 

1 2 72 2 210 2 140 3 
2 5 282 5 840 4 560 7 

3 8 632 8 1890 
( 5 ) 

6 1260 13 

4 12 1122 11 3360 
(8) 

9 
(12) 

2240 18 

A zárójelbe t e t t számok akkor érvényesek, ha két azonos méretű elemet, melyek csak 
tükrözéssel hozhatók fedésbe, különbözőknek tekintünk. 
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9.4. A gömbi (5,6,6)g alakzat hálózatának sűrítése 

M i n t a 9 . l -ben l á t t u k az (5,6,6)g pol iéder g ö m b i h á l ó z a t á n a k geode t ikus 
v o n a l a k k a l va ló f e losz t á sa l ényegében a gömbi i k o z a é d e r 8.3. 1) sze r in t i felosz-
t á s á n a k k ö v e t k e z m é n y e . 

Az (5,6,6)g po l i éde r gömbi h á l ó z a t a k é t f a j t a egyen lőszá rú g ö m b h á r o m -
szögből ál l . K é t k ü l ö n b ö z ő g ö m b h á r o m s z ö g az a l a p j á v a l c s a t l a k o z i k egymás-
hoz. E g y e n l ő s z á r ú g ö m b h á r o m s z ö g e k r ő l lévén szó, a l k a l m a z h a t j u k a 8.2-ben 
e lőado t t fe losz tás i m ó d s z e r t . Ez n = 2-re minden v á l t o z t a t á s n é l k ü l használ -
h a t ó . n 2 esetén m á r m ó d o s í t a n i ke l l az e l j á rá s t . 

Az egyik f a j t a egyen lőszá rú g ö m b h á r o m s z ö g e t osszuk fel a 8.2. szer in t . 
Ez a h á r o m s z ö g - f e l o s z t á s az a l apon e g y s z i m m e t r i k u s f e losz t á s t e r e d m é n y e z . 
A m á s i k egyenlőszárú g ö m b h á r o m s z ö g e t m á r úgy kel l f e losz tan i , h o g y az ala-
pon k i a d ó d ó o s z t ó p o n t o k azonosak legyenek a z o k k a l az o s z t ó p o n t o k k a l , 
m e l y e k e t előzőleg k a p t u n k . Az a l a p o s z t ó p o n t j a i n a k egyez te t é se a z t e redmé-
nyezi , h o g y n m a g a s a b b é r téke i re ez az e l járás m á r e lőny te l en lesz, ek és lk 

é r t éke i n a g y o b b a k l e sznek — u g y a n o l y a n sűrűség m e l l e t t — m i n t az előző mód-
sze rekke l n y e r t po l i éde rekné l . Az e l j á r á s t és az a l a k z a t o k a d a t a i t a 29. á b r á n 
és a V I . t á b l á z a t b a n l á t h a t j u k . 

29. ábra. A gömbi (5,6,6)g alakzat hálózatának sűrítése n = 1,2,3,4,5 esetén 
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VI. táblázat 

Gömbi (5,6,6)g alakzat hálózatának sűrítése 

Sorszám 
n <* с e h 1 «* 

1 3 92 3 270 2 180 4 
2 6 362 7 1080 4 720 9 

(6) 
3 10 812 11 2430 7 1620 16 

( И ) 

A zárójelbe tet t számok akkor érvényesek, ha két azonos méretű e lemet , melyek csak 
tükrözéssel hozhatók fedésbe, különbözőknek tekintünk. 

10. Összehasonlítás és értékelés 

Az i r o d a l o m b ó l edd ig i s m e r t a l a k z a t o k m e l l e t t ( ikozaéder , (5,5,5)g , ezek 
FuLLER-felosztásai , v a l a m i n t az (5,6,6) ?) — ré szben F U L L E R e l j á r á s á t is fel-
h a s z n á l v a — s ikerü l t az i t t k ö z ö l t e k szer in t egy sor ú j a l a k z a t o t szerkesz teni . 
Ezze l m ó d ny í l ik a r r a , h o g y az ú j f e losz tásokka l k a p o t t , l e g s ű r ű b b há lóza tú 
a l a k z a t o k a t az eddig i s m e r t e k k e l e g y ü t t az 5. p o n t b a n f e l á l l í t o t t k ö v e t e l m é n y e -
k e t f i gye l embe véve ek ill. lk n ö v e k v ő é r téke i sze r in t s o r o z a t b a á l l í t suk . A t á r -
gya l t po l iéderek közül a l e g s ű r ű b b h á l ó z a t ú a k a t r ú d s z e r k e z e t e k r e a V I I . t áb l á -
z a t , l a p s z e r k e z e t e k r e a V I I I . a) és b) t á b l á z a t so ro l j a fel . 

VII. táblázat 

Legsűrűbb hálózatú poliéderek rádszerkezetekhez 

Alakzat 4 С ч e к 1 

ikozaéder 1 12 1 30 1 20 
(3 ,3 ,3 ,3 ,5b 2 72 2 210 2 140 
(5,6,6) f 3 92 3 270 2 180 
ikozaéder felosztás, n = 4 4 162 4 480 5 320 

(3,3,3,3,5)g felosztás, n = 2 5 282 5 840 4 
(5) 

560 

ikozaéder felosztás, n = 6 6 
(7) 

362 6 1080 7 720 

ikozaéder felosztás, n = 7 7 
(8) 492 7 1470 9 980 

ikozaéder felosztás, n = 8 8 
(9) 

642 8 1920 10 1280 

ikozaéder felosztás, n = 9 9 
( И ) 

812 9 2430 11 1620 

A zárójelbe tet t számok akkor érvényesek, ha két azonos méretű e lemet , melyek csak 
tükrözéssel hozhatók fedésbe, különbözőknek tekintünk. 
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VIII. táblázat 

Legsűrűbb hálózatú poliéderek lapszerkezetekhez 

melyek csak tükrözéssel hozhatók a) Ha valamely két azonos méretű háromszöglapot 
fedésbe — azonosaknak tekintünk: 

Alakzat <* С ч e h < •к 

2 32 2 90 1 60 2 
Fuller-felosztás, n = 2 4 122 4 360 2 240 5 
Fuller-felosztás, n 3 6 272 6 810 3 540 8 
Fuller-felosztás, re = 4 8 482 8 1440 4 960 1 1 
Fuller-felosztás, n = 5 10 752 10 2250 5 1500 14 

(5.5,5), 
(5,5,5)" 
(5.5,5), 
(5,5,5), 
(5.5,5), 

b) Ha valamely két azonos méretű háromszöglapot 
fedésbe — különbözőknek tekintünk: 

melyek csak tükrözéssel hozhatók 

Alakzat «* С ч e I 'k 

(5,5,5), 2 32 2 90 1 60 2 
(5,6,6), 3 92 3 270 2 180 4 
(5,5,5), Fuller-felosztás, n = 2 4 122 4 360 3 240 5 
(3,3,3,3,5), háromszög köré 

írható körök középpontjaival 
sűrítve, n = 2 5 212 5 630 4 420 7 

(3,3,3,3,5)g felosztás, n = 2 5 282 5 840 5 560 7 
(5,6,6)g felosztás, n = 2 6 362 7 1080 6 720 9 
(5,5,5)g Fuller-felosztás, n = 4 8 482 8 1440 7 960 И 
(3,3,3,3,5), felosztás, re = 3 
(5,5,5)g Fuller-felosztás, re = 5 

8 632 8 1890 8 1260 13 (3,3,3,3,5), felosztás, re = 3 
(5,5,5)g Fuller-felosztás, re = 5 10 752 10 2250 9 1500 14 

A k a p o t t e r e d m é n y e k b ő l k i t ű n i k , h o g y lapszerkezeteknél, ha az azonos 
m é r e t ű , de e l l en té tes k ö r ü l j á r á s ú h á r o m s z ö g l a p o k a t a z o n o s a k n a k t e k i n t j ü k , 
a k k o r k i z á r ó l a g az (5 ,5 ,5) , és a n n a k Fu l l e r - fé le f e losz tássa l (8.2) s z á r m a z t a t o t t 
po l iédere i a d j á k a l e g s ű r ű b b é l h á l ó z a t o t . H a az a z o n o s m é r e t ű , de e l len té tes 
k ö r ü l j á r á s ú h á r o m s z ö g - l a p o k a t n e m t e k i n t j ü k a z o n o s a k n a k , a k k o r a z (5,5,5)„ 
és a n n a k Ful ler- fé le pol iédere i , v a l a m i n t az (5,6,6)g , az á l t a l u n k i s m e r t e t e t t 
(3,3,3,3,5)g és az ezek fe losz tása iva l k e l e t k e z ő po l i éde rek v á l t a k o z v a lesznek 
a l e g s ű r ű b b é lhá lóza tú po l iéderek . 

A g y a k o r l a t s z e m p o n t j á b ó l oly f o n t o s rúdszerkezetek e se tében n n ö v e k v ő 
é r t é k e i t t e k i n t v e az i k o z a é d e r és a k é t fél ig szabá lyos t e s t b ő l s z á r m a z t a t o t t 
po l iéder (a (3,3,3,3,5)g és az (5,6,6),) u t á n a l egsűrűbb é l h á l ó z a t o t a z o k a poli-
éderek a d j á k , amelyek az i kozaéde rbő l az á l t a lunk j a v a s o l t 8.3. 2) szer in t i 
f e losz tássa l k e l e t k e z n e k . M e g á l l a p í t h a t j u k t e h á t , h o g y a (3 ,3 ,3 ,3 ,5) , po l i éde r és 
e n n e k egy t o v á b b o s z t o t t pol iédere , v a l a m i n t a gömbi i k o z a é d e r 8.3.2) s ze r i n t i 
f e l o s z t á s á n a k segí tségével e lőá l l í to t t po l i éde rek n 2, n =f= 3 é r t é k e k r e m i n d e n 
eddigi po l i éde rné l j o b b a n te l j es í t ik az 5. p o n t b a n k i t ű z ö t t f e l t é t e l e k e t . 
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Spherical Grids of Triangular Network. The network of single-layered spherical grids 
consisting of triangles is geometrically analysed. The answer sought for is how a sphere surface 
might be divided into the greatest possible number of spherical triangles wi th a small number 
of different side-lengths in such a way that the division is as uniform as possible. With the aid 
of regular and semi-regular solids approximately uniform triangular division is produced on the 
surface of the sphere from which the densest network should be selected. A new method of 
division is suggested and the resulting configurations are compared to those obtained by Fuller's 
methods of subdivision. 

Sphärische Dreiecksfachwerke. Die Geometrie des Dreiecksnetzes von einschichtigen 
sphärischen Fachwerken wird untersucht. Auf die Frage: auf welche Weise eine Kugelfläche 
in soviel sphärische Dreiecke wie mögl ich mit wenigen unterschiedlichen Seiten aufgeteilt 
werden kann, daß die Aufteilung mögl ichst gleichförmig sei, wird eine Antwort gesucht. Mit 
Hi l fe von regelmäßigen und halbregelmäßigen Körpern wurden auf der Kugelfläche annähernd 
gleichförmige Dreiecksaufteilungen hergestellt, von denen dieselben von dichtesten Netzen 
ausgewählt werden können. Es wird eine neue Auftei lungsmethode vorgeschlagen und die 
durch Anwendung dieser Methode als Ergebnis erhaltene Konfigurationen werden denselben, 
die durch die Fullerschen Aufteilungen erhalten wurden, entgegengestellt. 
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