HAROMSZOGHALOZATU GOMBI RACSSZERKEZETEK

TARNAI TIBOR*

[Beérkezett: 1971. marcius 28-an]

A dolgozat az egyrétegil, haromszoghalézatii gbmbi racsszerkezetek hdlézatdnak geo-
metriai vizsgalatdval foglalkozik. Arra a kérdésre keresi a valaszt, hogyan lehet a gombfeliiletet
kevés kiilonbdz8 hosszisigi oldallal a lehetd legtébb gémbharomszigre felosztani dgy, hogy
a felosztds lehetbleg egyenletes legyen. A szabalyos és félig szabilyos testek segitségével a
gombfeliileten megkiozelitden egyenletes hédromszog-felosztasokat 4allit eld, melyekbsl kiva-
lasztja a legsiiriibb halézattakat. Médszert javasol a felosztasra, és a felosztds eredményeként
kiad6dé alakzatokat osszehasonlitja a Fuller-féle felosztasokkal nyert alakzatokkal.

1. Bevezetés

Az elmilt két évtizedhen szamos, eldregyartott elemekhdl a helyszinen
dsszeszerelt fémvazas gémbkupolat épitettek. A szerkezetek konstrualasanal
az a cél vezette a tervezfket, hogy lehetSleg minél tobb egyforma elembdl le-
hessen a szerkezetet §sszedllitani.

A minimélis szami elemfajta alkalmazdsinak igényével térténé gombi
halézat szerkesztése FULLERtSl [9] ered. Az & talilminyai alapjan sokféle
gombsator [5] és gémbkupola épiilt [9, 8, 2].

Ezen racsos gombszerkezetek halézatanak geometridja azonban csak
részben ismeretes elttiink. FULLER a gémb feliiletét a gomb geodetikus vona-
laival, a f6korivekkel gombharomszogekre osztotta. A halézat-szerkesztési
eljaras alapjaul egy altala kidolgozott geometriai rendszer (energetic-synergetic
geometry) szolgalt. FUuLLER geodetikus halézatainak két alaptipusat imerjiitk
[5, 6 és 3]. Ezeknél a felosztas alapalakzataként a szabalyos ikozaédert és a
szabilyos pentagondodekaéder lapjaira allitott, szabalyos guldkbél kiadédo
konvex poliédert, ill. ezek élhalézatanak gémbi vetiiletét alkalmazta.

A racsos gémbszerkezetek egy speciélis fajtajat TuroLEV [10] is vizsgalta.

A jelen dolgozatban az egyrétegii, ricsos gombszerkezetek halézatanak
geometriai vizsgalataval kivanunk foglalkozni. Célunk, hogy megallapitsuk:
létezik-e egy adott gombhéz olyan haromszéglapokkal hatarolt, beirt konvex
poliéder, ill. neki megfeleld, gombharomszogekbdl allé géombi haléalakzat,
melyet a tovabbosztas alapjaul valaszthatunk dgy, hogy a haléalakzat gomb-

* Tarnai Tibor Budapest XI., Eszék u 7/b.
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haromszégeinek felosztasaval siiriibb halézatot kapjunk, mint a gémbi ikoza-
éder, vagy a kiegészitett dodekaéder halézatanak siiritése esetén kapnank azon
kikotés mellett, hogy a felosztassal keletkezett poliéderek egymastél kiilén-
bo6z§ él- ill. lapfajtainak szdma azonos legyen. Célunk tovabbi, hogy ha nem
kévetjiik szigorian a fulleri elvet (amely szerint a felosztas alapjaul szolgalé
gombi haléalakzat egy gombharomszégén belill egy osztévonal mindig egy
olyan f6kériv, melynek végpontjai a gémbharomszog két oldalara esnek),
egyes esetekben konkrét mdédszert adjunk a felosztasra.

Az altalunk konstrualt poliéderek (gombi halézatok) adatait végiil 6ssze
fogjuk hasonlitani FULLER ismert poliédereinek (gombi halézatainak) ada-
taival.

2. Jelolések

¢ a poliéder dsszes csiicsainak a szama

¢, a poliéder egymistél kiilonboz8 szogleteinek a szdma

e  a poliéder 9sszes éleinek a szdma

e, a poliéder egymdstél kiilonbozd éleinek a szdma

E; =1,2,...,¢) a poliéder i-edik kiilonboz8 éle, ill. a neki megfeleld gombharomszog
oldal

! a poliéder osszes lapjainak a szdma

l;, a poliéder egymdastél kilénboz8 lapjainak a szdma

L; (i=1,2,...,1;) a poliéder i-edik kiilonb6z3 lapja, ill. a neki megfeleld gombharomszog

L} az L; lapnak, ill. gombhiromszognek valamely fékor sikjara vonatkozé tiikkorképe

n  a hélézat siiritési fokozata, amely a legtobb esetben azt is jelenti, hogy az alapalakzat egy
gombhdromszogének oldaldt hiny részre osztottuk

s, a poliéder egymistél kiilonboz8 lapszigeinek a szdma

3. Alapfogalmak?!

A targyalas soran hasznalni fogunk néhiany geometriai fogalmat. Ezek
koziil a legelemibbek — mint a sokszég; a sokszig oldala, csiicsa, szége; a poli-
éder; a poliéder lapja, éle, csiicsa, élszige, lapszoge; a gomb fokire —— értelmezésé-
vel e helyen nem foglalkozunk, csupan hivatkozunk [7]-re, ahol e fogalmak
pontos definiciéi megtalalhaték.

Néhéany fontos, részben kozismert fogalmat az aldbbiak szerint értel-
meziink:

3.1. Egy alakzat konvex, ha az alakzat barmely két pontjat 6sszekotd
egyenesszakasz minden pontja az alakzathoz tartozik.

3.2. Egy konvex sokszdg szabdlyos, ha minden oldala és szége egyenld.
A sikban egyetlen olyan pont van, mely a szabalyos sokszdg cstcsaitdl ill.
oldalaitél egyenl$ tavolsdgra van. Ez a pont a szabalyos sokszég kézéppontja
(centruma ).

1 Az itt kiovetkezdket részletesen targyalja pl.: [7, 1, 4].
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3.3. Ha egy sokszégtartomany pontjaihoz egy, a sokszoég sikjan kiviil
es§ pontbél félegyeneseket inditunk, akkor a félegyenesek egyesitéseként
végtelen gildt kapunk. Azt a poliédert, amelyet a végtelen gilanak a sokszog
sikjaval valé elmetszése altal allitunk elg, gildnak nevezziik. A sokszég a gula
alaplapja. A t6bbi lapja haromszog, ezek a gila oldallapjai. Az oldallapok
egyiittesen a gula paldstjat adjak. Az alaplapot hatarolé élek a gila alapélei,
a tsbbi él a gila oldaléle. A szarmaztatasnal szerepld félegyenesek kezddpontja
a gila csiicsa. Az oldallapokon haladé félegyenesek alapélig terjed§ szakaszai
a gila alketdi.

A gila szabdlyos, ha a gila alaplapja szabélyos sokszog, és csiicsa az
alaplap kézéppontjidban az alaplapra éllitott merdlegesen van.

3.4. Az olyan végtelen gilat, amelyet szaraik mentén egymashoz kap-
csol6dé szbgtartomanyok hatéarolnak, szégletnek (sziglettartomdnynak) neve-
ziink. A hatérolé sziogtartomanyok a szoglet oldalai, csatlakozasi félegyeneseik
a szbglet élei, a csatlakozé szégtartoméanyok altal alkotott lapszogek a szoglet
szégei. Az élek k6z6s kezdGpontja a szoglet csiicsa. A haroméli konvex szoglet-
tartomanyt triédernek nevezziik.

Egy szoglet szabdlyos, ha oldalai és szdgei egyenldk. Ha egy poliéder
egyszeresen sszefiiggé és minden élében csak két lap talalkozik, akkor a poli-
éder minden csiicsahoz egy szogletet lehet hozzarendelni, melynek csiicsa
azonos a poliéder csicsdval, élei tartalmazzak a poliédernek azokat az éleit,
amelyek a csicsban talalkoznak, oldalai a poliéder élszogei, szogei pedig a
poliéder lapszdgei. Ez a szoglet a poliéder szdglete.

3.5. Egy konvex poliéder szabdlyos test, ha minden éle, élszioge és lap-
szdge egyenl§. A térben egyetlen olyan pont van, mely a szabalyos test csiicsai-
tol, ill. lapjaitél egyenls tavolsagra van. Ez a pont a szabalyos test kézéppontja
(centruma). A szabalyos test lapjai és szogletei szabalyosak és egybevagdk.

3.6. Ha egy konvex poliéder lapjai szabalyosak, a szdgletei pedig egybe-
vagok, vagy megforditva, akkor félig szabdlyos testet kapunk. Hogy ezzel a de-
finiciéval a szabalyos testeket ne soroljuk be a félig szabalyos testek kozé, ki-
kotjiik, hogy a lapokra és a szbgletekre nem teljesiilhet egyszerre a szabalyossag
és az egybevagésag. Eszerint a félig szabalyos testek két osztalyba sorolhaték:

Az 1. osztalyba tartoznak az olyan konvex poliéderek, melyeknek min-
den lapja szabalyos sokszbég és minden szdglete egybevags, de nem szabalyos.

A 2. osztilyba tartoznak az olyan konvex poliéderek, amelyeknek min-
den lapja egybevags, de nem szabalyos és minden sziglete szabalyos.

Minden 1. osztilyba tartozé poliéderhez talalhaté a 2. osztilyban egy
poliéder, melynek ugyanannyi csiicsa ill. lapja van, mint amennyi lapja ill.
csiicsa van az 1. osztdlybeli poliédernek. Ez a 2. osztalybeli poliéder az 1. osz-
talybeli poliéder dudlisa.

Az 1. osztalyba tartozé félig szabalyos testeket Archimedes-féle poliéderek-
nek nevezziik. Egy Archimedes-féle poliéder minden éle egyenld.
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Az Archimedes-féle poliéderek jelolésére [4] alapjan egy szdmcsoportot
fogunk hasznalni: (i, j, . . ., m). A szamcsoportban lev§ szamok jelentése: egy
szamcsoport annyi szambél all, ahiny sokszéglap talalkozik egy csicsban,
azi,j, ..., mszimok pedig azt jelentik, hogy az egyes sokszogek t-, j-, . . ., m-
szogiiek. Példaul (4,6,8) azt jelenti, hogy minden csdcsban harom sokszdg ta-
lilkozik, amelyek kozétt egy 4-szdg, egy 6-szdg és egy 8-szdg van. Az Archi-
medes-féle poliédereket az 5

19. abrakon a vastag vonalak mutatjak.

3.7. Egy gombfeliilleth6l egy triéder altal kimetszett alakzatot gémb-
hdromszégnek neveziink, ha a triéder csicsa azonos a gédmb kozéppontjaval.

3.8. Ha egy poliéderfeliiletet, melynek van beirt gombje (a poliéder
minden lapja érint egy gomhét), vagy kéré irt gémbje (a poliéder minden csicsa
rajta van egy gombfeliileten), a gomb kézéppontjabél a gomb feliiletére veti-
tiink, akkor a poliéder éleinek vetiilete a gombon egy f8korivekbdl allé vonal-
rendszer lesz, melyet a poliéder gombi élhdlézatdnak (hdlézatanak) neveziink.
A gombi hélézat altal felosztott gombfeliiletet, mely a poliéder gombi vetiilete,
teljes gombi hdléalakzainak (gémbi hdléalakzatnak) mondjuk.

3.9. Egy gombi élhalézat siirdségén a halézat hosszanak és a gomb at-
mér§jének hanyadosat értjiik. Ha egy gombi haléalakzat olyan, hogy csupa
gombharomszoghdl 4ll, és a gémbharomszégek megkdzelitGen egyenlgoldaliak
és megkozelitSen egyformak, akkor a halézat siirliségét elég jol jellemzi a
gombharomszdég-oldalak (a gémbi alakzatnak megfeleld poliéder-élek) szama,
ill. a gombharomsziogek (a megfelel§ poliéder-lapok) szdma. A gémbi halé-
alakzatnak megfelel§ poliédert ugyanis haromszéglapok hataroljak, és ekkor

3

e=—1.

2

3.10. Valamely felilet két pontjat 6sszekstd legrovidebb felileti vonal
a geodetikus vonal. A gombfeliilet geodetikus vonalai a f6korivek. A f6korivek-
bél all6 gombi halézat alapjan megkonstrualt gombkupolakat geodetikus ku-
poliknak nevezik.

4. A goémb kozelité poliéderei

Ha egy gombszerkezetet — példaul gombkupolat — elfregyartott ele-
mekbél kivanunk 8sszeszerelni, akkor a gydrtas és szerelés szempontjabél els-
nydsnek latszik, hogy azok az elemek, melyeknek hossziisagi illetve hosszusagi
és szélességi mérete a tobbi méretéhez képest nagy, ne rendelkezzenek hossz-
irany ill. hossz- és keresztiranyu goérbiilettel, azaz ezek az elemek vagy egye-
nes rudak vagy sik tablak (lapok) legyenek. Ilyen elemekkel természetesen
nem allithaté el§ a gémbfeliilet, hanem csak egy kozelitd poliédere.
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Azt mondjuk, hogy egy r sugari gombot egy poliéder ¢ mértékben koze-
lit, ha a poliéderfeliilet minden pontja benne van az r 4 ¢, r — ¢ sugari, kon-
centrikus gombfeliiletekkel hatarolt tartomanyban.

A kozelits poliéderek korébdl célszerli két konnyen kezelhetd tipust meg-
kiillonbéztetni aszerint, hogy

a) a poliéder a gomb beirt konvex poliédere,

b) a poliéder a gomb koré irt poliédere.

Adott gomb esetén egy beirt, vagy koré irt poliéder egy ugyanolyan ti-
pusi masik poliéderhez képest jobban kozeliti a gombat, ha élei és lapjai kiseb-
bek.

1. dbra. Haromszogili keretekbdl osszeszerelt gombi rdcsszerkezet

Bizonyos ¢ értékekre a szabalyos és félig szabilyos testek is tekintheték
a gomb kézelitd poliédereinek. A szabalyos testek mindkét tipusba beletartoz-
nak, az Archimedes-féle poliéderek az a), az Archimedes-féle poliéderek duali-
sai pedig a b) tipusba tartoznak.

Ha egy teherhordé szerkezet rudakbél és a rudakat egymashoz kapcesolo
csomoéponti elemekbdl all, ridszerkezetrsl beszéliink. Ha egy teherhordé szer-
kezet sik lapokbél és a lapokat egymishoz kapcsolé élmenti elemekbél all,
lapszerkezetrl beszélink.

Poliéder-élhalézatra szerkesztett ridszerkezetnél a csoméponti elemek
biztositjak a poliéder szdgleteit, szereléskor a poliéder lapjai a kétfajta elem
segitségével automatikusan kialakulnak.

Poliéder-élhalézatra szerkesztett lapszerkezetnél az élmenti elemek biz-
tositjak a poliéder lapszbgeit, szereléskor a poliéder szogletei a kétfajta elem
segitségével automatikusan kialakulnak.
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2. @bra. A riacsszerkezet egy csomépontja

A poliéder élszogeit a csoméponti elemek ill. a lapok a szerkezetek mind-
két tipusanal eleve biztositjak.

A ridszerkezetek kozismertek. Lapszerkezetre példat az 1. abra mutat,
itt a lapokat haromszogi keretek alkotjak. A 2. abran lathatjuk a lapok kap-
csolatat, a lapsziogeket biztosité elemeket és a kialakult csomépontot (szog-
letet). A szerkezet megszerkesztésének alapjaul szolgalé poliéder csicsai egy
15 m atmérdjii gombfeliileten helyezkednek el, a hatarolé lapok szama 240.
A szerkezetet KADAR Istvan tervezte.

5. A felosztasi probléma felvetése

Ha egy adott sugari gombi téralakzatot eldregyartott egyenes rudakbél
és csoméponti elemekbdl allo, egyrétegii racsszerkezetként kivanunk megépi-
teni, akkor a kovetkezd kovetelményeknek kell eleget tenniink:

a) A racsszerkezet alakja minél jobban kozelitse meg a gombot. A racs
halézata egyezzék meg a gomb valamely kozelit§ poliéderének élhalézataval.

b) A racs halézata csupa haromszogekbdl alljon, mert az egyszeresen
osszefiiggd térrészt koriilvevs racsszerkezetek koziil csak a haromszoghalézati
racs merev.

¢) Az elemek legnagyobb mérete ne lépje til a szallithatésag és szerel-
hetgség korlatait. A rudak kihajlasi hossza minél kisebb legyen.

d) Az elemek egyformak legyenek, hogy sorozatgyartasra lehessen be-
rendezkedni, és igy az iizemi el§allitas gazdasagos legyen, ill. hogy a szerkezet
megjelenésében egyontetii és esztétikus legyen.
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3. dbra. Szabalyos ikozaéder

Az a) feltételt tobbféleképpen is ki lehet elégiteni. A 4. pontban a lehe-
t8ségek koziil a két legfontosabbat emlitettiik. A tovdbbiakban azzal az esettel
foglalkozunk, amikor a kizelito poliéder a gomb beirt konvex poliédere.

Most nézzitkk meg, mely poliéderek tesznek eleget az itt felsorolt kovetel-
ményeknek.

A szabalyos testek kielégitik az a) és d) kovetelményeket, ugyanis a
géomb beirt konvex poliéderei, és minden éliik ill. szogletiik egyforma. A b)
kovetelménynek az 6tféle szabalyos test kéziil csak harom tesz eleget: a tetra-
éder (c =4, e = 6, l = 4, egy cstcsban 3 él talalkozik), az oktaéder (c = 6,
e = 12,1 = 8, egy csucsaban 4 él talalkozik) és az ikozaéder (¢ = 12, e = 30,
I = 20, egy csticsaban 5 él talalkozik). Régzitsiikk a ¢) kovetelményben eld-
irt méretet, amely megadja az élhossz felsg korlatjat, és noveljitk a gémb suga-
rat. Tekintsiik ekkor sorra a harom poliédert. A tetraédernél az élhossz hamar
eléri a megadott hatart. Vegyiik ezutan az oktaédert. A gomb sugara tovabb
ndvelhetd, hogy az élhossz a megadott korlat alatt maradjon. A gomb sugara-
nak tovabbi névelésével azonban az oktaéder élhossza is tdllépi a hatart, és
ekkor mar csak az ikozaéder (3. abra) johet széba. Igy azt mondhatjuk, hogy
mindaddig mig a gémb sugara az el§irt korlatnak az 1/1,0515-szorését nem
haladja meg, de nagyobb mint a korlat 1/|/2-szérése, a szabélyos testek koziil
egyediil az ikozaéder elégiti ki a c) feltételt. Ha azonban a gémb sugara nagy,
akkor a beirt ikozaéder élei is nagyok lesznek és tilléphetik a c¢) kikotéshen
megszabott korlatot. Ezért tehat olyan poliédereket kell keresniink, amelyek-
nek élhalézata stirtibb, és ennek kovetkeztében élei révidebbek.

Ilyen poliédereket talalunk a félig szabalyos testek kozott. Példaul a
(3,4,5,4) archimedesi testnek 60 cstcsa, 120 éle és 62 lapja van. Az Archimedes-
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féle poliéderek kielégitik az a) és d) kivetelményeket, 1évén a gomb beirt
konvex poliéderei, éleik és szdgleteik egyformiak. A c¢) feltételt is teljesitik
olyan nem nagy sugari gémbokre, melyekre az ikozaéder mar nem felel meg.
Az Archimedes-féle poliédereket azonban 3-, 4-, 5-, 6-, 8- és 10-szégek hatérol-
jak, és egy poliédert sem hatarolnak csupa haromszogek. Ezért ezek a poli-
éderek a b) feltételnek nem tesznek eleget. Azonban az archimedesi poliéderek-
nek azokra a lapjaira, amelyek nem haromszogek, szabalyos gilakat allitha-
tunk ugy, hogy a gila alaplapja a poliéder lapja legyen és a gila csicsa a poli-
éder koré irt gombfeliileten legyen.

Ezzel elérjiik, hogy az igy kiad6dé 4j poliéder valamennyi lapja hirom-
szdg lesz, viszont a gilak oldalélei egy vagy tobb 4j élhosszisigot adnak, me-
lyek kiilonbéznek a gildk alapéleit adé Archimedes-féle poliéder éleinek él-
hosszatél. Mivel a gdmb beirt konvex poliéderei kozétt az eddig targyaltakon
kiviil nincsenek mas poliéderek, melyeknek élhosszai egyenldk lennének, és
mivel az Archimedes-féle poliéderek élhalézata nem csupén haromszégekbdl
all, le kell mondanunk arrél az igényrél, hogy a poliéder minden éle egyforma
legyen.

A d) feltétel helyett a kivetkezd két, egyidejiileg érvényes szempontot
vehetjiik:

d.1) A szerkezet sok egyforma, de kevés kiillonbozd fajta elembdl alljon,
hogy az elSregyartas gazdasagos legyen.

d.2) Az elemek mérete lehetSleg csak kevéssé térjen el egymastdl, hogy
az elemek egyformanak latszédjanak és igy a szerkezet megjelenése esztétikus
legyen, tovabba hogy a szerkezet mégis azonos gyartasi hosszisagd rudakbél
késziilhessen dgy, hogy a hosszdifferencidkat a csoméponti illesztésekkel ad-
juk meg.

Az eddigiek ridszerkezetre vonatkoztak. Hasonlé feltételeket mondha-
tunk ki lapszerkezetekre is rudak helyett lapokat, csoméponti elemek helyett
élmenti elemeket véve. Lapszerkezetek esetében a b) feltételben hiromszégek
helyett mas sokszdget is vdlaszthatnink. A témor lapokbél allé lapszerkezet
tulajdonképpen feliiletszerkezet, ha azonban a lapoknak csak a peremét von-
juk be a teherviselésbe, akkor a lapszerkezet térbeli keretszerkezetté valik.
Ha a kerethalézat haromszégekbdl all, racsszerkezethez jutunk. A tovébbiak-
ban, ha lapszerkezetekkel foglalkozunk, akkor csak haromszsghalézati lap-
szerkezetekre gondolunk, melyekre a lényeget tekintve ugyanazokat a kikéo-
téseket tessziik, mint ridszerkezetekre.

Kénnyen belathatd, hogy egy gémb beirt, haromszséglapokkal hatarolt,
konvex poliédere koleséndsen egyértelmien megfeleltetheté a gémbi hals-
alakzatanak, ha a haléalakzat minden gémbharomszdgére teljesiil a kévetkezd
feltétel (a kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés feltétele): A gombharomszoget
lefed8 azon gombsiiveg, amelynek alapkére dtmegy a gémbharomszég minden
csicspontjan, nem fed le tovabbi csicspontokat. Ennek elGrebocsatasaval az
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a ) feltétel teljesiilése esetében a b—d.2. kévetelményeket igy is megfogalmaz-
hatjuk (felosztdasi probléma):

Osszunk fel egy adott sugard gémbot fékorivekkel gdmbharomszdgekre
gy, hogy

a) a leghosszabb gombhiromszég-oldal is révidebb legyen egy elSre
megadott hosszisagnal,

B) lehetleg minél kevesebb fajta ggmbharomszog-oldal és gombharom-
szbg forduljon el§, lehetdleg minél tobb legyen az egyenl§ géombharomszog-
oldal és az egybeviagé gombharomszog,

y) a gémbhéromsziog-oldalak és a gémbharomszégek lehetSleg csak
kevéssé térjenek el egymastél, azaz a felosztas lehetfleg egyenletes legyen.
Megkaveteljiik, hogy teljesiiljon a kolcséndsen egyértelmii megfeleltetés fel-
tétele.

A felosztasi probléma feltételeit kielégitd gombi haléalakzathoz tartozik
egy poliéder, amely eleget tesz az eredeti probléma kikotéseinek.

Vizsgalatainkat az egységsugari gombon végezziik.

A szabalyos és félig szabalyos testek kozdtt vannak olyanok, amelyek
valtozatlan alakban vagy giila-kiegészitéssel a feltételeknek a ¢}, ill. az o) kivé-
telével eleget tesznek. Ahhoz, hogy a ¢), ill. az «) feltételt is kielégitsiik, eze-
ket a poliédereket ill. gombi vetiletitket tovabb fogjuk osztani mindaddig,
amig esak nem keriilnek az élek ill. oldalhosszak a megjelslt korlat ala.

Megvizsgaljuk, hogy e, = 1, 2,3 (lapszerkezeteknél I, = 1, 2) mellett
melyek azok a poliéderek, amelyeknél a leghosszabb és legrovidebb él hossza-
nak hanyadosa a legkisebb. Az igy kiadédé poliéderek gombi halézatat fel-
osztas segitségével be fogjuk siiriteni, és az ily mddon nyert héaléalakzatok
kozil fogjuk majd kivalasztani a legsliriibb halézatdakat.

Elvben meg kellene még vizsgilni, hogy a gémbfeliilet egy bizonyos leg-
stirtibb haromszog-felosztasa valamely korabbi gombi alakzathél (pl. gombi
ikozaéderh6l) valamilyen tovabbosztas altal all-e el (a korabbi alakzat min-
den csiicsa csticsa lesz a tovabbosztott alakzatnak is), de ezzel most itt nem

foglalkozunk.
6. A szabalyos testek és gula-kiegészitéseik

Most tekintsiink el az 5. pont ¢), ill. «) feltételétsl!

Ridszerkezetek esetében azok a poliéderek, melyekre e, = 1, és a tobbi
feltételnek eleget tesznck, valamilyen szabalyos testek. Ezek kézétt, mint
lattuk, az ikozaéder elégiti ki a legjobban a feltételeket.

Lapszerkezetek esetében I, = l-re a tobbi feltételt legjobban kielégitd
poliéder a kévetkezképpen szarmaztathaté.

Tekintsiik a gdomb beirt szabalyos pentagondodekaéderét. A dodekaéder
lapjai szabalyos 6tszégek (egy csicsban harom él talilkozik). A lapok koézép-
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pontjat a dodekaéder kozéppontjabol vetitsilk a gombfeliiletre. Ezeket a
vetiileti pontokat egyenesszakaszok segitségével kossiik 6ssze a megfelels la-
pokat hatarolé élek pontjaival. Ezzel a dodekaéder minden lapjara szabalyos
gilat allitottunk, amelynek a csicsa a gombfelilleten van. A gilapalastok a
gomb egy beirt konvex poliéderét adjak (4. abra), amelyet (5,5,5)g-vel fogunk
jelolni. (Az (5,5,5) jelenti a dodekaédert. Ez a jelolés ésszhangban van az
Archimedes-féle poliéderekre a 3.6. pontban adott jelsléssel. A g index arra
utal, hogy a poliéder az (5,5,5)-b3l gila-kiegészitéssel adodott.) Az (5,5,5),
poliédert 60 egybevagd egyenlgszari haromszog hatéarolja. A kétfajta él hosz-
szanak aranya 1,11. A dimenzi6é nélkiili jellemz§ adatokat az V. tablazatban
n = 1-nél talaljuk. Az (5,5,5)g cstcsaiban 6t ill. hat él talalkozik.

4. dbra. (5,5,5)

7. Az Archimedes-féle poliéderek és gula-kiegészitéseik

Ha a (4,4,n) és a (3,3,3,n) testekbél csak az egy rogzitett n-hez (pl. n = 5-
hoz) tartozékat vessziik figyelembe, akkor 15-féle kongruens szogletdi félig
szabalyos testiink van. Ezek a kévetkezdk:

(3,6,6) (3,3,3,n) (3,3,3,3.4)
(3,8.,8) (3,4,3,4) (3,3,3,3,5)
(3,10,10) (3,4,4,4)

(4,4,n) (3,4,5,4)

(4,6,6) (3,5,3,5)

(4,6,8)

(4,6,10)

(5,6,6)
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Most vegyiik sorra az egységgémbbe beirt 15-féle archimedesi poliédert,
és minden haromnal tébb csicsd sokszdglapra allitsunk szabalyos gilat dgy,
ahogy azt a 6. pontban a dodekaéder esetében tettiik. Igy dj poliéderekhez
jutunk, melyeket (i, j, ..., m)g-vel fogunk jelslni.

A g index ismét arra utal, hogy az 4j poliédert az (i, j, . . ., m) Archime-
des-féle poliéderbdl gula-kiegészitéssel kaptuk.

&

5. dbra. (3,6,6)g 6. dbra. (3,8,8)g

8. dbra. (4,4,5), 9. dbra. (4,6,6), 10. dbra. (4,6,8),

11. dbra. (4,6,10), 12. dbra. (5,6,6), 13. dbra. (3,3,3,5),

A kiegészitett és most mar csak haromszogekkel hatarolt poliédereket az
5—19. abran tiintettiik fel. A poliéderek dimenzié nélkiili jellemz6 adatait az
I. tablazat tartalmazza. Ezek kéziil a poliéderek koziil szeretnénk kivalasztani
kiilonb6z8 e,-ra azokat a poliédereket, amelyeknek a halézata a legsiiriibb és
amelyek az 5. pont feltételeit a ¢) ill. «) kivételével kielégitik.

A kiegészitett poliéderek kozott egy poliéder van, amelynél e, = 1.
Ez a (3,3,3,5)g poliéder, amely azonos az ikozaéderrel.

Az e, magasabb értékeire azonban nem tudjuk eldonteni az I. tablazat
adataibél, hogy melyik poliéder elégiti ki a legjobban az 5. pont feltételeit, és
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melyik poliéder halézata siiriibb, mert el6fordul, hogy két poliédernél c,, ¢, ¢,
e, I, 1, s, megegyezik, mint pl. a (3,10,10)g és (3,3,3,3,5)g esetében. Ezért meg-
hatarozzuk valamennyi poliédernél az élek hosszat, és elallitjuk minden
poliédernél a leghosszabb és a legrévidebb él hosszanak az aranyat. Azokra a
poliéderekre, amelyekre ez az arany 1-nél nem sokkal nagyobb, az 5. pont
d.2) kovetelményét teljesitettnek tekintjiilk. Ezeket a poliédereket kivalaszt-

&

4. dbra. (3,4.3.4), 15. dbra. (3,4,4,4),

16. dbra. (3,4,5,4)g 17. abra. (3,5,3,5)g

ASZAN
18. dbra. (3,3,3,3,4), 19. dbra. (3,3,3,3,5),

juk és megallapitjuk, hogy koziililk melyekre teljesiil az 5. pont d.1) kivetel-
ménye. A szdmitas eredményeit a II. tablazat mutatja. A II. tabazatban
k-val az archimedesi poliéder élhosszat, a,-gyel, a,-vel, a;-mal a lapokra allitott,
kiilonb6z6 szabalyos gilak oldalélhosszat jelsltiik.

Megallapithatjuk, hogy a 15-féle poliéder koziil csak dtre teljesiil az, hogy
a leghosszabb és a legrévidebb él hosszanak aranya 1,2 alatt van. A tébbi poli-
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I. tablazat

211

Szabdlyos gulikkal kiegészitett Archimedes-féle poliéderek: dimenzié nélkiili jellemzé adatai

Poliéder % ¢ eg e I 4 s
*(3,6,6) 2 | 16 2 | 42 2 | 28 | 3
(3.8.8)¢ 2 | 30 2 | 84 2 | 56 | 3
(3110,10), 2 | 72 2 | 210 2 |140 | 3
(4,4,n)p n =5 3 | 17 3 | 45 2 | 30 | 4
(4,6.6) 3 | 32 3 | 108 2 | 12 | 4
(4,6,8), (5‘§ 74 4 | 216 3 | 144 6
(4,6,10), | (5‘§ 182 4 | 540 3 360 | 6
(5,6,6) 3 | 92 3 | 270 2 |180 | 4
(333,0)g n = 5 1| 12 1 | 30 1| 20 1
(3:4.3.4), 2 | 18 2 | 48 2 | 32 | 2
(3.4,4,4), I 2 | 42 2 | 120 2 | 80 3
(3:4,5.4), 3 | 102 3 | 300 3 | 200 4
*(3,5,3,5); 2 | 42 2 | 120 2 | 80 | 2
(3:3.3,3,4), 2 | 30 2 | 84 2 | 56 | 3
*(3.33,3,5), 2 | 72 2 | 210 2 | 140 3

A *-gal jelolt poliéderek eleget tesznek az 5. pont d. 2 kovetelményének. A zdréjelbe tett
szamok akkor érvényesek, ha két azonos méretdi elemet, melyek csak titkrozéssel hozhatdk
fedésbe, kiilonboz6knek tekintiink.

Egységgémbbe beirt, szabdlyos gulikkal kiegészitett Archimedes-féle

II. tablazat

poliéderek élhosszai

T- .. max(k, a,, a,, a)
ssz?im (E1)s+ - am)g k a, ay ag m
1 *(3,6,6)g 0,8528 0,9775 — — 1,15
2 (3,8,8)g 0,5622 0,8017 — — 1,43
3 (3,10,1 O)g 0,3363 0,5675 — — 1,69
4 (4,4,5)¢ 1,0135 0,7718 0,9932 — 1,30
5 (4,6,6), 0,6325 0,4595 0,6714 — 1,46
6 (4,6.,8) 0,4315 0,3088 0,4424 0,5900 1,91
7 (4,6,10), 0,2630 0,1868 0,2653 0,4360 2,33
8 | *(5,6.6), 0,4035 0,3486 0,4124 — 1,18
9 *(3,3,3,5), 1,0515 1,0515 — — 1
(ikozaéder)
10 | (3,4,3,4) 1,0000 0,7654 - — 1,31
11 (3,4,4,4)g 0,7148 0,5237 — — 1,36
12 (3,4,5,4)¢ 0,4478 0,3208 0,3883 — 1,40
13 *(3,5,3,5)¢ 0,6178 0,5465 — — 1,13
14 (3,3,3,3,4-)g 0,7724 0,5698 — — 1,36
15 "‘(3,3,3,3,5)g 0,4638 0,4028 — — 1,15

A *-gal jelolt poliéderek eleget tesznek az 5. pont d. 2. kivetelményének.

14*
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20. dbra. (5,6,6),

21. dbra. (3,5,3,5)g

édernél ez az arany 1,3 vagy annal nagyobb. Az az 6t poliéder, amelyre tehat
teljesitettnek tekintjiik az 5. pont d.2) kévetelményét, a kovetkezs:

(3,6,6), (5. abra), (5,6,6), (12. és 20. abra), (3,3,3,5),
(3. és 13. abra), (3,5,3,5), (17. és 21. abra) és (3,3,3,3,5),
(19. és 22. abra).

Ezen poliéderek csticsaiban 6t ill. hat él taladlkozik. Ebbél az 6t poliéder-
b8l — mivel kézottiik mar nines kettd, melynél ¢, e, I megegyeznék — kivalaszt-
haté az e, = 2 és e, = 3 értékekhez tartozd, legtobb lapbél allé poliéder.
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22. dbra. (3,3,3,3,5)g

Ezek: e, = 2 esetén a (3,3,3,3,5),,
e, = 3 esetén pedig az (5,6,0),.

A (3,3,3,3,5), kétfajta haromszoglapbél all. Az egyik szabélyos, a masik
egyenl8szari haromszog. Az (5,6,6), kétfajta egyenlészari haromszoglapbél all.

8. Halézatsiirités és gombharomszog-felosztasi médszerek

A 6. és 7. pontban lattuk, hogy azoknal a poliédereknél, melyekre az 5.
pont d.2) kovetelménye teljesiil, és amelyeknek tébb lapjuk van, mint az
oktaéderenek, minden cstcsban 6t vagy hat él talalkozik. Az ikozaédert, az
(5,5,5)¢-t,a (3,3,3,3,5),-t és az (5,6,6),-t a felosztas alapalakzatanak fogjuk tekin-
teni, és gombi halézatukat bizonyos elvek szerint siiriteni fogjuk, iigyelve arra,
hogy a tovabbi felosztassal elGallitott poliédernek is minden csicsaban 6t vagy
hat él talalkozzék.

Az alapalakzatok gombi halézatanak siiritése a hatéarolé gombharom-
szogek kisebb gombharomszogekre valo felosztasaval térténik. Az alabbiakban
ismertetiink néhany felosztasi eljarast.

8.1. Altaldnos gombhdiromszigekre is alkalmazhaté felosztdsi médszerek.
(Kiilonbozo haromszogekbol alle halozat siiritése)
8.1. 1) Oldalfelezéses eljaras

Kossiik 6ssze a gombharomszog oldalfelezé pontjait fékorivekkel. Igy
az eredeti gombharomszéget négy gombharomszogre osztottuk. A kiadédo
gombharomszogek oldalfelezs pontjait ismét kossiik ossze fokorivekkel és igy
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tovabh. A felosztast tetszéleges siiriiségi fokig folytathatjuk. Ezzel az eljarassal
az eredeti gémbhiromszég oldalainak (2% szamu) egyenld részekre térténd
felosztasat érjiik el.

777

8.1. 2) A gombhdromszog koré irhaté kir kézéppontjdval tortént siirités

Tekintsiitk egy tetszéleges gombharomszogekbdl all6 gombi alakzat egy
gémbharomszogét. A gombharomszég koré irhaté kor kozéppontjat kossiik
ossze fokorivekkel a ggmbharomszog harom csicsaval és a gombharomszoggel
ko6zos oldali hirom szomszédos gombhiromszog koré irhaté kornek a kozép-
pontjaval. Ezt az eljarast minden gémbharomszogre elvégezve 1j, az eredetihez
képest haromszor siiribb halézatet nyeriink.

8.2. Egyenloszdirii gombhdromszigek Fuller-féle felosztdsa

Az egyenl§szari gombharomszogek legkevesebb kiilsnb6z8 oldalhosszal
jaré felosztasa FULLERtS] ered. Médszerét [3] alapjan ismertetjiik.
Tekintsiink egy egyenl8szird, hegyesszogli gémbhiromszéget. Ennek
goémbi szimmetriavonala merélegesen felezi az alapot és felezi a gombharom-
sz6g o szarszogét is. Ezutan osszuk fel a szimmetriavonalnak a haromszoghe
esG szakaszit n egyenlé hosszisigi ivre (23.a abra). Az esztépontokban
vegyilk a szimmetriavonalra mergleges fGkoriveket. Ezek metszik a gomb-
haromszég szarait. A gombharomszog szarszégnél lev§ csiicsatdl kiindulva a
két sziron kapott metszéspontokat rendre késsiik dssze fkorivek segitségével
a szimmetriavonalon lev6 minden masodik osztéponttal. igy csak a szar
feléig tudunk eljutni. Ezért forgassuk el az egyenld részekre felosztott szim-
metriavonal-szakaszt a gbmbén az alap felezdpontja koriil 180°-kal, és az igy
elgallé osztépontokkal folytassuk az eljarast. Ezaltal az eredeti egyenl§szard
gombharomszoget n? darab gémbhiromsziogre osztottuk. A szimmetriavonal
iranyaban egymas alatt sorra olyan gémbharomszigek allnak, melyek tikro-
zéssel fedésbe hozhaték. Az eljaras felosztja az eredeti gdmbharomszog szarat
n kiillonb6z6 hosszisagd f6kérivre, az alapot pedig n/2 ill. (n 4 1)/2 kiillonbsz8
hosszisaga fékorivre, attdl fiiggden, hogy n paros-e vagy paratlan. Az alap
feletti elsé oszté f6koriven n/2 ill. (n — 1)/2 kilénb6z8 hosszisagi {8koriv
keletkezik n paros vagy paratlan voltatél fiiggen.
Ez a felosztas tehat egy egyenlszard gémbharomszéghen
2n kiilénbézd oldalhosszat,
n ill. 2n—1 kiilsnb6z8 gombharomsziget (attol fiiggden, hogy két
azonos méretli gombharomszoget, melyek csak tiitkrézéssel hozha-
tok fedésbe, azonosnak fekintiink-e vagy nem), és
n? gbmbharomszoget eredményez.
A felosztas eredményét a 23.b és 23.c abra szemlélteti arra az esetre,
middn n paros.
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23[b. dbra. 23/c dbra.

8.3. Egyenlooldali gombharomszigek felosztdasai
8.3. 1) Egyenlooldalii gombhdromszogek Fuller-féle felosztdsa

Fuller médszerét [5] és [6] alapjan ismertetjiik. Az egyenl6oldala
gombharomszog felosztasit lényegében a kiovetkezd két alapesetre vezeti
vissza:

a) Az egyenlfoldali gémbharomszég oldalfelezé pontjait kossiik dssze
fokorivekkel. Ezzel Ggy osztottuk fel a ggmbharomszoget, hogy belsejében egy
ujabb egyenlboldali gémbharomszog keletkezik, amelynek csiicsai az eredeti
egyenlGoldald gombharomsziog oldalfelez§ pontjai.

b) Az egyenloldali gombharomszog centruman keresztiil vegyiink fel a
szimmetriavonalakra meréleges fékoriveket. Ezek az oldalakkal hat metszés-
pontot hataroznak meg. A gombhiromszig csicsaihoz legk6zelebb esé két-két
metszéspontot f6korivekkel dsszekotve egy olyan felosztashoz jutunk, mely az
eredeti haromszdg belsejében szabalyos gombi hatsziget eredményez.
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Ha siiriibb felosztast akarunk, akkor az a) ponti felosztasban keletkezs
egyenlGoldald gombhiromszoget kell az a), ill. b) alapeset valamelyikével
tovabb osztani. A belsé szabalyos gombharomszogon kiviil keletkez8 oszté-
pontok a szimmetriavonalakra meréleges fékorivek segitségével egyértelmiien
kiadédnak.

A felosztast n = 2-re az a), n = 3-ra a b) alapeset adja,n =4 ésn =6
esetére a felosztést a 24. abra mutatja. Az abrén a szamok a kiilénb6z6 oldala-
kat, a nagybetiik pedig a kiilonb6z8 gombharomszogeket jelolik.

24. dbra. A gombi ikozaéder egy haromszogének Fuller-féle felosztdsa

8.3. 2) Az dltalunk javasolt felosztis

Osszuk fel az egyenl§oldali gémbharomszég mindharom oldalat n egyenld
hosszi ivre. A gombharomszég mindegyik csiicsanal a cstcstdl szamitott elsd
osztépontokat kossiik dssze fGkorivvel. Vegyiik a haromszog csiicsan athaladé
gombi magassagvonalat (szimmetriavonalat) és a csticst6l szamitott masodik
szakaszt a felosztott haromszég-oldalon, valamint e szakasz gombi felezd
merdlegesét. Ez utébbi metszi a haromszég magassigvonalat. A metszéspontot
fokorivekkel 6sszekdtve a cstcestél szamitott els§ és masodik osztéponttal,
egyenl§szari gombharomszoget kapunk. Allitsunk az eredeti ggmbharomszog
oldalain minden fennmaradé szakaszra ugyanilyen egyenl8szari gombharom-
szoget. Eddig harom kiilonb6z6 oldalhossz adédott. Az egyenlGszarid harom-
szdgek szarszogeinél levs csicsai az eredeti gombharomszog egy oldala mentén
egymastél egyenls gombi tavolsagokra lesznek, hiszen ezek a csiicsok a gombon
egy, a ggmbharomszog oldalanak sikjaval parhuzamos sikban is benne vannak.
Kossiik ossze fékorivekkel ezeket a cstcsokat. Igy adédik a negyedik-féle
oldalhossz. Ekkor az eredeti gombharomszog belsejében az eredeti gomb-
haromszogre emlékeztetd alakzatot kapunk, amelynek ,,oldalai”” (ezek most
gdmbi tordttvonalak) a téréspontok altal n—2 egyenld részre vannak felosztva.
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Az eljarast addig kell ismételni, mig vagy egy pontban, vagy egy gémb-
haromszégben végzddik az eljaras attél fiiggden, hogy n oszthaté volt-e
hirommal, vagy nem.

Ennél a médszernél a felosztissal keletkezett gombharomsziégek vagy
mind, vagy egy kivételével egyenlgszariak (ez az egy a centrilis helyzetd
szabalyos gombharomszog), attél fiiggen, hogy n oszthaté-e hirommal,
vagy sem.

9. Halézatsiiritéssel eldallitott poliéderek

A 8. pontban a 8.1. 2) kivételével arra adtunk néhany fontos eljarast,
hogy hogyan lehet egy gombharomszogekbdl éallé6 gémbi haléalakzat egy
gémbharomszogét felosztani gy, hogy a felosztdssal lehetdleg kevés 1j oldal-
hossz adédjék. Most a 8. pontban ismertetett felosztidsi médszerekkel a gombi
haléalakzat valamennyi géombharomszoégét felosztjuk. Ezzel stiriibb halézaty,
gdmbharomszogekbdl allé6 gombi haléalakzathoz jutunk. Ebben a pontban az
igy eldallitott gombi héaléalakzatokhoz tartozé (3.8. és 5. pont) poliéderek
tulajdonsagait fogjuk vizsgalni.

9.1. A gombi ikozaéder hdlézatinak siiritése

A gombi ikozaéder 8.1. 1) szerinti felosztdsa masodik lépésben — ha elsd
1épésként magit az ikozaédert fogadjuk el — a (3,5,3,5), alakzatot szolgaltatja.
A halézatsiirités néhiny elsS lépését a III. tablazat a) pontja tartalmazza.

A 8.1. 2) szerinti halézatsiirités masodik 1épéseként az (5,5,5), alakzatot
nyerjitk. Az n tovabbi értékeire a keletkezd alakzatok adatait a III. tablazat-
ban, a b) pontban talaljuk meg.

A 8.3. 1) pontban ismertetett felosztast FULLER kifejezetten a gombi
ikozaéderre dolgozta ki. Az ebben a felosztasi rendszerben rejlé szabalyossag
abban is kifejezésre jut, hogy n = 2-re a (3,5,3,5)g, n = 3-ra az (5,6,6)g alakzat
adédik (ezeket kordbban az archimedesi poliéderekbdl szdrmaztattuk).
FurLeRr gémbi ikozaéder-felosztasa tehat bizonyos n értékekre egyben kiadja a
gombi (5,6,6), alakzat felosztdsdt is.

Az n magasabb értékeire az el6z6knél kedvezibb felosztast nyijt a 8.3.
2)-ben javasolt eljaras. Ennél az eljarasnal, ha egy oldalt n részre osztottunk
fel, akkor

¢, = n,
c=10 n® 4+ 2,
e, = m,

e = 30 n?,

!l = 20 n?
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II1. tablazat
Gémbi ikozaéder hdlézatdnak stiritése

a) oldalfelezéses eljarassal:

Sorsnzém cx c e e Ir i 1 s
2 2 | a2 2 120 2 s0 | 2
3 4 162 5 480 5 320 | 5
©(6)
4 10 642 15 1920 ‘ 15 1280 20
(12) (22) !
i i
b) a hiromszogek koré irhaté korok kozéppontjainak segitségével:
Sors:ém ¢k c e e I ) 1 i sx
2 2 32 2 90 1 60 2
3 3 92 3 270 2 180 4
4 6 272 6 810 4 540 10
®)
¢) altalunk javasolt felosztdssal:
Sorizém ok s e e 4 i Sz
1 1 12 1 30 1 20 1
2 2 42 2 120 2 80 2
3 3 92 3 270 3 180 4
4 4 162 4 480 5 320 6
5 5 252 5 750 6 500 7
6 6 362 6 1080 7 720 9
)
7 7 492 7 1470 9 980 11
®)
8 8 642 8 1920 10 1280 12
9)
9 ‘ 9 812 9 2430 11 1620 | 14
(11) :
10 10 1002 10 3000 13 2000 16
(12)

A zirdjelbe tett szamok akkor érvényesek, ha két azonos meretii elemet, amelyek csak tiikro-
zéssel hozhaték fedésbe, kiilonbozGknek tekintiink.

Az ezzel a médszerrel torténd halézatstirités els§ 6t 1épését a 25. abran
szemléltetjiik. A kilonboz6 szamok a kiillonhz6 oldalakat, a kiillonb6z8 betik
a kiillonb6z8 gombharomszogeket jelolik. A keletkezd alakzatok adatait a II1.
tablazat ¢) pontjaba gydjtottik dssze.
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25, dbra. A gombi ikozaéder halézatanak siiritése n = 1,2,3,4,5 esetén

9.2. A gombi (5,5,5), alakzat halozatanak siiritése

A gémbi (5,5,5), alakzat legeredményesebb felosztasat a 8.2. pontban
leirt moédszerrel érhetjiik el. Ezt a mdédszert FULLER lényegében éppen az
(5,5,5)¢ gombi halézatanak besiiritésére alkalmazta. Ha egy oldalt n részre
osztottunk fel, akkor a keletkezd poliéder jellemz8, dimenzié nélkiili adatai a
kovetkezbk lesznek:

. =2
¢c=30n%4 2,
€, = 2N,

e =190 n=;

I, =n (2n — 1, ha két azonos méretii olyan lapot, amelyek csak
tiikkrozéssel hozhatok fedésbe, kiilonbéz6knek tekintiink),

I =60 n2,

sp=3 n—1.

A felosztast az n = 1,2,3,4,5 esetekre a 26. abra mutatja. Az n = 2-re
kiad6do poliédert az 1. és 27. abran lathatjuk. A jellemz§ adatokat tablazatba
is foglaltuk (IV. tablazat).
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26. dbra. A gombi (5,5,5)g alakzat halézatdnak Fuller-féle felosztdsa n = 1,2,3,4,5 esetén

27. dbra. Az (5,5,5), Fuller-felosztdsa n = 2 esetén
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IV. tablazat
Gombi (5,5,5), alakzat Fuller-féle hdlozatsiiritése

50'!:5“' P ¢ e e i | ! sk
1 2 32 2 90 1 60 A
2 4 122 4 360 2 240 5
3 6 272 6 810 (3§ 540 8
4 8 482 8 1440 (S‘Z 960 11
5 10 152 10 2250 :ZS; 1500 14

A zéréjelbe tett szdmok akkor érvényesek, ha két azonos meéretii elemet, melyek csak
tiikkrozéssel hozhaték fedésbe, kiilonboz6knek tekintiink.

9.3. A gombi (3,3,3,3,5); alakzat hdlozatanak siiritése

A (3,3,3,3,5); poliéder gombi halézata, mint lattuk, egyenlszari és
egyenl§oldald gombharomsziogekbdl all. Az egyenlgszard gombhiromszogek is
és az egyenl§oldali gombharomszogek is egybeviagok. Egy egyenlészari gomb-
haromszéghoz a szaraknal ismét egyenldszari gombharomszogek csatlakoznak,
az alapnal egyenl§oldald gombharomszog kapesolédik. A halézatsiiritést a
kovetkezd médon hajtjuk végre:

28. ébra. A gombi (Z‘3,3,3,(‘3,5)g alakzat hédlézatdanak sfiritése n = 1,2,3,4,5 esetén
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Az egyenldszari gombhéaromszéget osszuk fel a 8.2. pontba foglaltak
szerint. Ez a haromszig-felosztas indukal egy szimmetrikus felosztast az
egyenlfsziard gombharomszég alapjan. Ugyanezt a felosztast vigyiikk at az
egyenldoldald gombharomszég masik két oldalira is. Ezutan alkalmazzuk a
8.3. 2)-ben leirt médszert. Mivel az oldalt nem egyenl§ szakaszokra osztottuk
fel, és igy a szakaszokra nem lehet egybevagé gombharomszogeket helyezni, a
8.3. 2)-t olyképpen médositsuk, hogy a szakaszokra allitott egyenl§szard
gémbharomszogeknek a szdrhossza legyen azonos. A felosztas els§ 1épéseit a
28. abran mutatjuk be. Az alakzatokhoz tartozé poliéderek adatait az V. tab-
lizat c) pontja alatt talaljuk. Az 8sszehasonlitas kedvéért a 8.1. 1) és 8.1. 2)
szerinti felosztast is elvégeztik n = 2-re (V. tablazat a) és b) ).

V. tablazat
Goémbi (3,3,3,3,5)g-alakzat hdlézatanak siiritése

a) oldalfelezéses eljarassal:

Sorsnzém ok c ey, e I ‘ 1 sg
1 2 72 2 210 2 1 140 | 3
2 5 282 5 840 5 | 560 7
6 ;
b) a haromszogek koré irhaté korok kozéppontjainak segitségével:
Sorsnzém (73 c ez e 7 F i " 8%
| |
1 2 ‘ 72 2 210 2 l 140 3
2 5 212 5 630 3 ; 420 7
@ |
c¢) Fuller médszerének segitségével:
Sor:‘zém cx ¢ ex e I i ! sk
1 2 72 2 210 2 ‘\ 140 3
2 5 282 5 840 4 i 560 7
)
3 8 632 8 1890 6 i 1260 13
()
4 12 1122 11 3360 9 I 2240 18
(12) |

A zirbjelbe tett szdmok akkor érvényesek, ha két azonos méretii elemet, melyek csak
tiikrozéssel hozhaték fedésbe, kiillonboz8knek tekintiink.
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9.4. A gombi (5,6,6), alakzat halézatdnak siiritése

Mint a 9.1-ben lattuk az (5,6,6), poliéder gombi halézatanak geodetikus
vonalakkal valé felosztasa lényegében a gombi ikozaéder 8.3. 1) szerinti felosz-
tasanak kovetkezménye.

Az (5,6,6), poliéder gombi halézata kétfajta egyenldszari gombharom-
szoghdl all. Két kiillonb6z6 gombharomszog az alapjaval csatlakozik egymas-
hoz. Egyenlgszari gombharomszogekrsl 1évén sz6, alkalmazhatjuk a 8.2-ben
eléadott felosztasi médszert. Ez n — 2-re minden valtoztatas nélkiil hasznal-
haté. n > 2 esetén mar médositani kell az eljarast.

Az egyik fajta egyenl§szari gombharomszoget osszuk fel a 8.2. szerint.
Ez a haromszog-felosztas az alapon egy szimmetrikus felosztast eredményez.
A masik egyenl8szari gombharomszoget mar ugy kell felosztani, hogy az ala-
pon kiad6dé osztépontok azonosak legyenek azokkal az osztépontokkal,
melyeket el§zéleg kaptunk. Az alap osztépontjainak egyeztetése azt eredmé-
nyezi, hogy n magasabb értékeire ez az eljards mar elgnytelen lesz, e, és I
értékei nagyobbak lesznek — ugyanolyan siirliség mellett — mint az elz6 méd-
szerekkel nyert poliédereknél. Az eljarast és az alakzatok adatait a 29. abran
és a VI. tablazatban lathatjuk.

29. abra. A gombi (5.6,6), alakzat hélézatinak sfiritése n = 1,2,3,4,5 esetén
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VI. tablazat

Gombi (5,6,6), alakzat hélézatdnak siiritése

Sorizém . ¢ e e I 4 sk
1 3 92 3 270 2 180 4
2 6 362 1 1080 4 720 9
(6)
3 10 812 11 2430 17 1620 16
1)

A ziréjelbe tett szdmok akkor érvényesek, ha két azonos méretii elemet, melyek csak
tiikkrozéssel hozhaték fedésbe, kiillonbozoknek tekintiink.

10. Osszehasonlitds és értékelés

Az irodalombél eddig ismert alakzatok mellett (ikozaéder, (5,5,5),, ezek
FuLLer-felosztasai, valamint az (5,6,6),) — részben FULLER eljarasat is fel-
hasznalva — sikeriilt az itt kozoltek szerint egy sor vij alakzatot szerkeszteni,
Ezzel méd nyilik arra, hogy az 4j felosztasokkal kapott, legsiiréibb halézatid
alakzatokat az eddig ismertekkel egyiitt az 5. pontban felallitott kévetelménye-
ket figyelembe véve ¢, ill. I, névekvd értékei szerint sorozatba allitsuk. A tar-
gyalt poliéderek kéziil a legstiriibb halézatiakat ridszerkezetekre a VII. tébla-
zat, lapszerkezetekre a VIIIL. a) és b) tablazat sorolja fel.

VIIL. tablazat

Legstiriibb hdlézatii poliéderek ridszerkezetekhez

Alakzat 73 [ e e k I
ikozaéder 1 12 1 30 1 20
(3.3.3,3.5), 2 72 2 210 2 140
(5.6:6), 3 92 3 270 2 180
ikozaéder felosztds, n = 4 4 162 4 480 S 320
(3,3,3,3,5) felosatas, n = 2 5 282 5 840 © 560
ikozaéder felosztds, n = 6 (,f; 362 6 1080 7 720
ikozaéder felosztds, n = 7 (87) 492 7 1470 9 980
ikozaéder felosztds, n — 8 (9‘; 642 8 1920 10 1280
ikozaéder felosztas, n = 9 (119) 812 9 2430 11 1620

A zaréjelbe tett szimok akkor érvényesek, ha két azonos méretii elemet, melyek csak
Liikrozéssel hozhaték fedésbe, kiilonbozdknek tekintiink.
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VIII. tablazat
Legsiiriibb hdlézatii poliéderek lapszerkezetekhexz

a) Ha valamely két azonos méretii hairomsziglapot — melyek csak tiikrozéssel hozhaték
fedésbe — azonosaknak tekintiink:

Alakzat L% c [ e I

(5,5,5 2 32 2 90 1 60 2
(5,5,5) Fuller-felosztas, n = 2 4 122 4 360 2 240 5
(5,5,5)¢ Fuller-feloszts, n = 3 6 272 6 810 3 540 8
(5,5,5), Fuller-felosztas, n = 4 8 482 8 1440 4 960 11
(5,5,5) Fuller-felosztds, n = 5 10 752 10 2250 5 1500 14

b) Ha valamely két azonos méretfi haromszdglapot — melyek csak tiikrézéssel hozhaték
fedésbe — kiilésnboz6knek tekintiink:

Alakzat o c e e I ‘ 1 s
(5,5,5)¢ 2 32 2 90 1 60 ! 2
(5.6,6)¢ 3 92 3 270 2 180 | 4
(5,5, S)g Fuller-felosztds, n = 2 4 122 4 360 3 240 ( 5
(3,3,3,3,5), haromszog koré
frhaté korok kozéppontjaival
siiritve, n = 2 5 212 5 630 4 420 | 17
(3,3,3,3,5), felosztas, n =2 5 282 5 840 5 560 7
(5:6,6) felosztas, n = 6 | 362 7 | 1080 | 6 720 9
(5,5,5) Fuller- felosztas, n==4 8 482 8 1440 7 960 ' 11
(3,3,3, 3 S)g felosztas, n = 3 8 632 8 1890 8 1260 | 13
(5,5,5)g Fuller-felosztds, n = 5 10 752 10 2250 9 1500 . 14

A kapott eredményekbdl kitiinik, hogy lapszerkezeteknél, ha az azonos
méretdi, de ellentétes koriiljarasi haromszoglapokat azonosaknak tekintjiik,
akkor kizarélag az (5,5,5), és annak Fuller-féle felosztassal (8.2) szirmaztatott
poliéderei adjak a legsiiriibb élhilézatot. Ha az azonos méretd, de ellentétes
kériiljarasi haromszég-lapokat nem tekintjitk azonosaknak, akkor az (5,5,5),
és annak Fuller-féle poliéderei, valamint az (5,6,6),, az altalunk ismertetett
(3,3,3,3,5), és az ezek felosztasaival keletkez§ poliéderek valtakozva lesznek
a legsiiriibb élhalézati poliéderek.

A gyakorlat szempontjabél oly fontos riidszerkezetek esetében n novekvé
értékeit tekintve az ikozaéder és a két félig szabalyos testbdl szarmaztatott
poliéder (a (3,3,3,3,5), és az (5,6,0),) utan a legsiiriibb élhalézatot azok a poli-
éderek adjak, amelyek az ikozaéderbgl az altalunk javasolt 8.3. 2) szerinti
felosztassal keletkeznek. Megallapithatjuk tehat, hogy a (3,3,3,3,5), poliéder és
ennek egy tovabbosztott poliédere, valamint a gémbi ikozaéder 8.3.2) szerinti
felosztasanak segitségével el§illitott poliéderek n > 2, n == 3 értékekre minden
eddigi poliédernél jobban teljesitik az 5. pontban kit{izott feltételeket.
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Spherical Grids of Triangular Network. The network of single-layered spherical grids
consisting of triangles is geometrically analysed. The answer sought for is how a sphere surface
might be divided into the greatest possible number of spherical triangles with a small number
of different side-lengths in such a way that the division is as uniform as possible. With the aid
of regular and semi-regular solids approximately uniform triangular division is produced on the
surface of the sphere from which the densest network should be selected. A new method of
division is suggested and the resulting configurations are compared to those obtained by Fuller’s
methods of subdivision.

Sphirische Dreiecksfachwerke. Die Geometrie des Dreiecksnetzes von einschichtigen
sphirischen Fachwerken wird untersucht. Auf die Frage: auf welche Weise eine Kugelfliche
in soviel sphiirische Dreiecke wie méglich mit wenigen unterschiedlichen Seiten aufgeteilt
werden kann, dafl die Aufteilung méglichst gleichformig sei, wird eine Antwort gesucht. Mit
Hilfe von regelmiiBigen und halbregelmiBigen Kérpern wurden auf der Kugelfliche annihernd
gleichférmige Dreiecksaufteilungen hergestellt, von denen dieselben von dichtesten Netzen
ausgewiihlt werden kénnen. Es wird eine neue Aufteilungsmethode vorgeschlagen und die
durch Anwendung dieser Methode als Ergebnis erhaltene Konfigurationen werden denselben,
die durch die Fullerschen Aufteilungen erhalten wurden, entgegengestellt.
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