H" ROMSZ GH L ZAT G MBI R CSSZERKEZETEK

TARNAI TIBOR*

[Be@rkezett: 1971. mAEcius 28-An]

A dolgozat az egyr@egl3, hAomsz ghAt zatee g mbi rAesszerkezetek hA zatAhak geo-
metriai vizsgAtatAval foglalkozik. Arra a k@&rd@re keresi a vAtaszt, hogyan lehet a g mbfel letet
kev@s k | nb z1 hosszosAgoe oldallal a leheti legt bb g mbhAomsz gre felosztani agy, hogy
a felosztAs lehetileg egyenletes legyen. A szabAtyos @& f@ig szab/Ayos testek seg tsZg@el a
g mbfel leten megk zel tien egyenletes hAomsz g-felosztAsokat AH t eli, melyekbil kivAe
lasztja a legslRrBbb hAt zatomkat. M dszert javasol a felosztAsra, & a feloszt A eredm@hyek Zht
kiad d alakzatokat sszehasonl tja a Fuller-fde felosztAsokkal nyert alakzatokkal.

1. Bevezet@®

Az elmodt k@& @tizedben szAmos, el regyZtott elemekbi | a helysz nen
sszeszerelt f@dmvAzas g mbkupol & ¢ tettek. A szerkezetek konstruAtASABAE
az a c@d vezette a tervezi ket, hogy lehetileg mind t bb egyforma elembi | le-
hessen a szerkezetet sszeAH tani.

A minimAs szAmnce elemfajta alkalmazAsApak igdhy@el t rtZht g mbi
h/A zat szerkeszt@®e F LLERtil [9] ered. Az 1 talAmAByai alapjAan sokfde
g mbs/or [5] & g mbkupola & It [9, 8, 2].

Ezen rAEsos g mbszerkezetek hAE zatApak geometrida azonban csak
rgszben ismeretes el1tt nk. FuLLER a g mb fel letdd ag mb geodetikus vona-
laival, a fik r vekkel g mbhAomsz gekre osztotta. A hA zat-szerkeszt@i
elj A&/ alapj Al egy Attala kidolgozott geometriai rendszer (energetic-synergetic
geometry) szolgAt. FuLLER geodetikus hAE zatainak k@& alapt pusZ imerj k
[5, 6 & 3]. Ezeknd a felosztA alapalakzatak@ht a szabAtyos ikozadert & a
szabAtyos pentagondodeka@er lapjaira At tott, szabAkyos godAkb | kiad d
konvex poli@dert, ill. ezek AdhA zatArak g mbi vet let@d alkalmazta.

A rAEsos g mbszerkezetek egy speci/is fajtAATUurPoLEY [10] is vizsgAta.

A jelen dolgozatban az egyr@teglR3, rAEsos g mbszerkezetek hAE zatApak
geometriai vizsgAkatAzal k vAaunk foglalkozni. Cdunk, hogy megAtlap tsuk:
Idezik-e egy adott g mbh z olyan hAEomsz glapokkal hatAolt, bert konvex
poli@er, ill. neki megfeleli, g mbhAomsz gekbi| A g mbi hA alakzat,
melyet atovAbboszt/As alapjAnl vAtaszthatunk ogy, hogy a hA alakzat g mb-
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hAEomsz geinek felosztAsAwal sBrRBbb hAE zatot kapjunk, mint a g mbi ikoza-
@der, vagy a kieg@sz tett dodekadder hAE zatAnak sBr tZse esetéh kapnAnk azon
kik t@& mellett, hogy a felosztAssal keletkezett poli@erek egymAst | k | n-
b z1 @- ill. lapfajtAtnak szAfma azonos legyen. CAunk tovAbb/A hogy ha nem
k vetj k szigoroan a fulleri elvet (amely szerint a felosztAs alapjAul szolgAE
g mbi hA alakzat egy g mbhAomsz g@h bel | egy oszt vonal mindig egy
olyan firk r v, melynek v@gpontjai a g mbhAomsz g k@& oldalAa esnek),
egyes esetekben konkr@ m dszert adjunk a felosztAsra.

Az Atalunk konstruAtt poli@erek (g mbi hA zatok) adatait vy | ssze
fogjuk hasonl tani FuLLER ismert poli@ereinek (g mbi hA zatainak) ada-
taival.

2. Jel I@ek

& a polidder sszes csoxzsainak a szAma

ck a policder egymAst | k | nb z1 sz gleteinek a szAma

e a polidder sszes @einek a szAfa

e« a polidder egymAst | k | nb z1 deinek a szAma

Ej (= 1,2,.. . &) a polidder i-edik k | nb z1 de, ill. a neki megfeleli g mbhA&omsz g
oldal

| a polidder sszes lapjainak a szAma

Ik a polidder egymAst | k | nb zI lapjainak a szAma

Lj (= 1,2,.. . 1g a polider i-edik k | nb zi lapja, ill. a neki megfeleli g mbhA&omsz g

L'j azlLj lapnak, ill. g mbh&Aomsz gnek valamely fik r skjAa vonatkoz t k rk@pe

n a hA zat sBr t@si fokozata, amely alegt bb esetben azt isjelenti, hogy az alapalakzat egy
g mbhAomsz géhek oldalZ& hAny r@zre osztottuk

sk a polidder egymAst | k | nb zI lapsz geinek a szAma

3. Alapfogalmak?

A tAEgyalAs sorAn hasznZni fogunk n¢hAny geometriai fogalmat. Ezek
k z | alegelemibbek mint a soksz g; a soksz g oldala, csoesa, sz ge; a poli-
@ler; apolidier lapja, de, csoesa, @sz ge, lapsz ge; ag mb fik re dtelmez&
vel e helyen nem foglalkozunk, csupAa hivatkozunk [7]-re, ahol e fogalmak
pontos defin ci i megtal AAhat K.

NehAny fontos, r@zben k zismert fogalmat az alAbbiak szerint @tel-
mez nk:

3.1. Egy alakzat konvex, ha az alakzat bAmely k@& pontj& sszek ti
egyenesszakasz minden pontja az alakzathoz tartozik.

3.2. Egy konvex soksz g szabAyos, ha minden oldala @& sz ge egyenli.
A s kban egyetlen olyan pont van, mely a szabAtyos soksz g csozsait | ill.
oldalait | egyenli tAwolsAgra van. Ez a pont a szab/yos soksz g k zppontja
(centruma ).

1Az itt k vetkezi ket r@zletesen tA&gyalja pl.: [7, 1, 4].
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3.3. Ha egy soksz gtartomAny pontjaihoz egy, a soksz g skjAa kv |
esi pontb | fdegyeneseket ind tunk, akkor a fdegyenesek egyes t@sek@nt
vdtelen godE kapunk. Azt a poli@ert, amelyet a vdotelen gadAhak a soksz g
s kjAwal val elmetsz@se Attal Akl tunk eli, god nak nevezz k. A soksz g a goda
alaplapja. A t bbi lapja hAomsz g, ezek a goda oldallapjai. Az oldallapok
egy ttesen a gota palAAtjAE adjAk. Az alaplapot hatAol @dek a gota alapde,
at bbi @ agota oldalde. A szAEmaztatASnAt szerepli fdegyenesek kezdi pontja
a gota csoesa. Az oldallapokon halad fd@degyenesek alapdig terjedi szakaszai
a goda alkot i.

A gota szabAyos, ha a goda alaplapja szabZyos soksz g, @& csoesa az
alaplap k z@ppontjAban az alaplapra Al tott merilegesen van.

3.4. Az olyan v@gtelen god/ZE, amelyet szAkaik ment@h egymAshoz kap-
csol d sz gtartomAayok hatAolnak, sz gletnek (sz glettartomAaynak) neve-
z nk. A hatAol sz gtartomAbyok a sz glet oldalai, csatlakozAsi fdegyeneseik
a sz glet dei, a csatlakoz sz gtartomAnyok Attal alkotott lapsz gek a sz glet
sz gei. Az dek k z s kezdi pontja a sz glet csoesa. A hEom@R konvex sz glet-
tartomAnyt tridllernek nevezz k.

Egy sz glet szabAyos, ha oldalai @& sz gei egyenlik. Ha egy poli@er
egyszeresen sszef ggr @& minden @d@ben csak k@& lap tal AAkozik, akkor a poli-
@der minden csoesAhoz egy sz gletet lehet hozzAEendelni, melynek csozsa
azonos a poli@er csozsAal, dei tartalmazzAk a poliddernek azokat az deit,
amelyek a csozsban talAkoznak, oldalai a polider @sz gei, sz gei pedig a
poli@der lapsz gei. Ez a sz glet a polider sz glete.

3.5. Egy konvex polider szabAyos test, ha minden de, @dsz ge & lap-
sz ge egyenli. A t&ben egyetlen olyan pont van, mely a szabAyos test csoEsai-
t I, ill. lapjait | egyenli tAwvolsAgra van. Ez a pont a szabAtyos test k zdppontja
(centruma). A szabAyos test lapjai @& sz gletei szabAtyosak @& egybevAy k.

3.6. Ha egy konvex poli@der lapjai szabAyosak, a sz gletei pedig egybe-
vAg k, vagy megford tva, akkor fdig szabARos testet kapunk. Hogy ezzel a de-
fin ci val a szabAtyos testeket ne soroljuk be a fdig szabAtyos testek k z@ ki-
k tj k, hogy alapokra @& asz gletekre nem teljes |het egyszerre a szab/AtyossAg
@ az egybev/Ag sAf. Eszerint afdig szabAyos testek k@& osztAyba sorolhat k:

Az 1. osztAEyba tartoznak az olyan konvex poli@derek, melyeknek min-
den lapja szab/Zyos soksz g @& minden sz glete egybevAg , de nem szabAtyos.

A 2. osztAtyba tartoznak az olyan konvex poli@erek, amelyeknek min-
den lapja egybevAg , de nem szabZkyos @& minden sz glete szabAyos.

Minden 1. osztAkyba tartoz poli@derhez tal/Ahat a 2. osztAtyban egy
poli@der, melynek ugyanannyi csoesa ill. lapja van, mint amennyi lapja ill.
csozsa van az 1. osztAtybeli poli@dernek. Ez a 2. osztAybeli polider az 1. osz-
tAybeli polidder duAisa.

Az 1. osztAtyba tartoz fdig szabAyos testeket Archimedes-f@epolidier ek-
nek nevezz k. Egy Archimedes-fde polider minden de egyenli.
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Az Archimedes-fde poliderek jel I&@de [4] alapjAn egy szAEncsoportot

fogunk hasznAni: (ij, .. m). A szAmcsoportban levi szAmok jelent@se: egy
szAmcsoport annyi szAmb | AH, ahAay soksz glap talAkozik egy csozsban,
azi,j,... m szAnok pedig azt jelentik, hogy az egyes soksz gek i-, j-, ... m-

sz gRek. PAdAul (4,6,8) azt jelenti, hogy minden csoesban hAom soksz g ta-
| AEkozik, amelyek k z tt egy 4-sz g, egy 6-sz g & egy 8-sz g van. Az Archi-
medes-fde poliddereket az 5 19. AbrAkon a vastag vonalak mutatjAk.

3.7. Egy g mbfel letbi| egy tricdder Attal kimetszett alakzatot g mb-
hAomsz gnek. nevez nk, ha a trider csozsa azonos a g mb k z@ppontjAval.

3.8. Ha egy poli@erfel letet, melynek van bert g mbje (a poli@er
minden lapja @int egy g mb t), vagy k r@ rt g mbje (a poli@der minden csoesa
rajta van egy g mbfel leten), a g mb k z@pontjA | a g mb fel letde vet -
t nk, akkor a polidder @einek vet lete ag mb n egy fik r vekbi| AH vonal-
rendszer lesz, melyet a poli@der g mbi @hA zatAaak (h/E zatABak) nevez nk.
A g mbi hAE zat Atal felosztott g mbfel letet, mely a polider g mbi vet lete,
teljes g mbi hZ alakzatnak (g mbi  hA alakzatnak) mondjuk.

3.9. Egy g mbi dhA zat sRr3s@@dh a hAE zat hosszAnak @& a g mb A-
mr jéhek hAnyadosA&E @rtj k. Ha egy g mbi hAE alakzat olyan, hogy csupa
g mbhAomsz gbi|l AH, & a g mbhAomsz gek megk zel ti en egyenli oldalcak
@& megk zel tien egyformAk, akkor a hAE zat sSRr3sh@ eldy j | jellemzi a
g mbhAomsz g-oldalak (a g mbi alakzatnak megfeleli poli@dder-@ek) szAma,
ill. a g mbhAomsz gek (a megfelell poli@er-lapok) szAma. A g mbi hA -
alakzatnak megfeleli poli@ert ugyanis hAomsz glapok hatAoljA&, @& ekkor

3.10. Valamely fel let k& pontjA sszek ti legr videbb fel leti vonal
a geodetikus vonal. A g mbfel let geodetikus vonalai afik r vek. A fik r vek-
bil A g mbi h/A zat alapjA megkonstruAt g mbkupol A&at geodetikus  ku-
pol&nak nevezik.

4. A g mb k zel t1 poli@erei

Ha egy g mbszerkezetet pddAl g mbkupol & el regy Atott ele-
mekbi | k vAAunk sszeszerelni, akkor a gy/ZtAs @& szerel@ szempontjAb | eli-
ny snek |Atszik, hogy azok az elemek, melyeknek hosszosAgi illetve hosszosAgi
@& szdessdyi m&rete at bbi m&etchez k@pest nagy, ne rendelkezzenek hossz-
irAyoeill. hossz- & keresztirAayoeg rb lettel, azaz ezek az elemek vagy egye-
nes rudak vagy sk tAblAK (lapok) legyenek. Ilyen elemekkel term@szetesen
nem Akl that eli a g mbfel let, hanem csak egy k zel t1 poli@ere.
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Azt mondjuk, hogy egy r sugari gombot egy poliéder ¢ mértékben koze-
lit, ha a poliéderfeliilet minden pontja benne van az r 4 ¢, r — ¢ sugari, kon-
centrikus gombfeliiletekkel hatarolt tartomanyban.

A kozelits poliéderek korébdl célszerli két konnyen kezelhetd tipust meg-
kiillonbéztetni aszerint, hogy

a) a poliéder a gomb beirt konvex poliédere,

b) a poliéder a gomb koré irt poliédere.

Adott gomb esetén egy beirt, vagy koré irt poliéder egy ugyanolyan ti-
pusi masik poliéderhez képest jobban kozeliti a gombat, ha élei és lapjai kiseb-
bek.

1. dbra. Haromszogili keretekbdl osszeszerelt gombi rdcsszerkezet

Bizonyos ¢ értékekre a szabalyos és félig szabilyos testek is tekintheték
a gomb kézelitd poliédereinek. A szabalyos testek mindkét tipusba beletartoz-
nak, az Archimedes-féle poliéderek az a), az Archimedes-féle poliéderek duali-
sai pedig a b) tipusba tartoznak.

Ha egy teherhordé szerkezet rudakbél és a rudakat egymashoz kapcesolo
csomoéponti elemekbdl all, ridszerkezetrsl beszéliink. Ha egy teherhordé szer-
kezet sik lapokbél és a lapokat egymishoz kapcsolé élmenti elemekbél all,
lapszerkezetrl beszélink.

Poliéder-élhalézatra szerkesztett ridszerkezetnél a csoméponti elemek
biztositjak a poliéder szdgleteit, szereléskor a poliéder lapjai a kétfajta elem
segitségével automatikusan kialakulnak.

Poliéder-élhalézatra szerkesztett lapszerkezetnél az élmenti elemek biz-
tositjak a poliéder lapszbgeit, szereléskor a poliéder szogletei a kétfajta elem
segitségével automatikusan kialakulnak.
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2. @bra. A riacsszerkezet egy csomépontja

A poliéder élszogeit a csoméponti elemek ill. a lapok a szerkezetek mind-
két tipusanal eleve biztositjak.

A ridszerkezetek kozismertek. Lapszerkezetre példat az 1. abra mutat,
itt a lapokat haromszogi keretek alkotjak. A 2. abran lathatjuk a lapok kap-
csolatat, a lapsziogeket biztosité elemeket és a kialakult csomépontot (szog-
letet). A szerkezet megszerkesztésének alapjaul szolgalé poliéder csicsai egy
15 m atmérdjii gombfeliileten helyezkednek el, a hatarolé lapok szama 240.
A szerkezetet KADAR Istvan tervezte.

5. A felosztasi probléma felvetése

Ha egy adott sugari gombi téralakzatot eldregyartott egyenes rudakbél
és csoméponti elemekbdl allo, egyrétegii racsszerkezetként kivanunk megépi-
teni, akkor a kovetkezd kovetelményeknek kell eleget tenniink:

a) A racsszerkezet alakja minél jobban kozelitse meg a gombot. A racs
halézata egyezzék meg a gomb valamely kozelit§ poliéderének élhalézataval.

b) A racs halézata csupa haromszogekbdl alljon, mert az egyszeresen
osszefiiggd térrészt koriilvevs racsszerkezetek koziil csak a haromszoghalézati
racs merev.

¢) Az elemek legnagyobb mérete ne lépje til a szallithatésag és szerel-
hetgség korlatait. A rudak kihajlasi hossza minél kisebb legyen.

d) Az elemek egyformak legyenek, hogy sorozatgyartasra lehessen be-
rendezkedni, és igy az iizemi el§allitas gazdasagos legyen, ill. hogy a szerkezet
megjelenésében egyontetii és esztétikus legyen.
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3. dbra. Szabalyos ikozaéder

Az a) feltételt tobbféleképpen is ki lehet elégiteni. A 4. pontban a lehe-
t8ségek koziil a két legfontosabbat emlitettiik. A tovdbbiakban azzal az esettel
foglalkozunk, amikor a kizelito poliéder a gomb beirt konvex poliédere.

Most nézzitkk meg, mely poliéderek tesznek eleget az itt felsorolt kovetel-
ményeknek.

A szabalyos testek kielégitik az a) és d) kovetelményeket, ugyanis a
géomb beirt konvex poliéderei, és minden éliik ill. szogletiik egyforma. A b)
kovetelménynek az 6tféle szabalyos test kéziil csak harom tesz eleget: a tetra-
éder (c =4, e = 6, l = 4, egy cstcsban 3 él talalkozik), az oktaéder (c = 6,
e = 12,1 = 8, egy csucsaban 4 él talalkozik) és az ikozaéder (¢ = 12, e = 30,
I = 20, egy csticsaban 5 él talalkozik). Régzitsiikk a ¢) kovetelményben eld-
irt méretet, amely megadja az élhossz felsg korlatjat, és noveljitk a gémb suga-
rat. Tekintsiik ekkor sorra a harom poliédert. A tetraédernél az élhossz hamar
eléri a megadott hatart. Vegyiik ezutan az oktaédert. A gomb sugara tovabb
ndvelhetd, hogy az élhossz a megadott korlat alatt maradjon. A gomb sugara-
nak tovabbi névelésével azonban az oktaéder élhossza is tdllépi a hatart, és
ekkor mar csak az ikozaéder (3. abra) johet széba. Igy azt mondhatjuk, hogy
mindaddig mig a gémb sugara az el§irt korlatnak az 1/1,0515-szorését nem
haladja meg, de nagyobb mint a korlat 1/|/2-szérése, a szabélyos testek koziil
egyediil az ikozaéder elégiti ki a c) feltételt. Ha azonban a gémb sugara nagy,
akkor a beirt ikozaéder élei is nagyok lesznek és tilléphetik a c¢) kikotéshen
megszabott korlatot. Ezért tehat olyan poliédereket kell keresniink, amelyek-
nek élhalézata stirtibb, és ennek kovetkeztében élei révidebbek.

Ilyen poliédereket talalunk a félig szabalyos testek kozott. Példaul a
(3,4,5,4) archimedesi testnek 60 cstcsa, 120 éle és 62 lapja van. Az Archimedes-
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fde poliderek kield tik az a) @& d) k vetelm@hyeket, |@&@h a g mb bert
konvex polidderei, deik @& sz gleteik egyformAk. A c) felt@elt is teljes tik
olyan nem nagy sugarceg mb kre, melyekre az ikozadder mA nem felel meg.
Az Archimedes-fde poli@ereket azonban 3-, 4-, 5-, 6-, 8- & 10-sz gek hat/Zol-
jAk, @& egy policdert sem hatZAolnak csupa hZAomsz gek. Ez@t ezek a poli-
@derek ab) felt@elnek nem tesznek eleget. Azonban az archimedesi poli@erek-
nek azokra a lapjaira, amelyek nem hAomsz gek, szabAtyos gadAkat Atl tha-
tunk omy, hogy a goda alaplapja a poli@der lapja legyen @& a goda csozsa a poli-
@der k r@ rt g mbfel leten legyen.

Ezzel el@&j k, hogy az gy kiad d o polidder valamennyi lapja hAtom-
sz g lesz, viszont a godAk oldaldei egy vagy t bb o @hosszasAgot adnak, me-
lyek k | nb znek a gadZ& alapdeit ad Archimedes-fde poli@dder deinek -
hosszA |. Mivel a g mb bert konvex polidderei k z tt az eddig tAEgyaltakon
k v | nincsenek mAS polidderek, melyeknek @hosszai egyenli k lennZhek, @&
mivel az Archimedes-fde poli@erek @AhA zata nem csupAs hAtomsz gekbi |
A, le kell mondanunk arr | az igéhyri |, hogy a polidder minden @de egyforma
legyen.

Ad) feltdel helyett a k vetkezi k@&, egyidejlRleg @v@hyes szempontot
vehetj k:

d.l) A szerkezet sok egyforma, de kevZs k | nb zi1 fajta elembi| Atljon,
hogy az eliregyAtAs gazdasAgos legyen.

d2) Az elemek mete leheti leg csak kev@ss@d t@jen el egymAst |, hogy
az elemek egyformAnak |AEsz djanak @& gy a szerkezet megjelendse eszt@ikus
legyen, tovAbbAhogy a szerkezet m@yis azonos gyAtASi hosszasAgoe rudakb |
k@sz lhessen ogy, hogy a hosszdifferenciAkat a csom ponti illeszt@ekkel ad-
juk meg.

Az eddigiek romlszerkezetre vonatkoztak. Hasonl felt@eleket mondha-
tunk ki lapszerkezetekre is rudak helyett lapokat, csom ponti elemek helyett
Amenti elemeket v@dve. Lapszerkezetek esetében ab) felt@elben hAomsz gek
helyett mAsS soksz get is vAtaszthatnAak. At m r lapokb | A lapszerkezet
tulajdonk@ppen fel letszerkezet, ha azonban a lapoknak csak a perem@ von-
juk be a tehervisel@sbe, akkor a lapszerkezet t@beli keretszerkezettd vAik.
Ha a kerethA zat hAEomsz gekbi| AH, rAesszerkezethez jutunk. A tovAbbiak-
ban, ha lapszerkezetekkel foglalkozunk, akkor csak hAkomsz ghA zatce lap-
szerkezetekre gondolunk, melyekre a I¢hyeget tekintve ugyanazokat a kik -
tZseket tessz k, mint romszerkezetekre.

K nnyen belZhat , hogy egy g mb be rt, hAomsz glapokkal hatAolt,
konvex poliddere k Ics n sen egy@telmBen megfeleltethett a g mbi hA -
alakzatAnak, ha a hAE alakzat minden g mbhAomsz g&e teljes | a k vetkezi
felttel ( klecsn sen egyditedmB, megfeleltet® feltdele) : A g mbhAomsz get
lefedi azon g mbs veg, amelynek alapk re megy a g mbhZomsz g minden
csoespontjAn, nem fed le tovAbbi csozspontokat. Ennek eli rebocsAEAAaAl az
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a) felttel teljes |@bse esetben a b d2. k vetelm@nyeket gy is megfogalmaz-
hatjuk (feloszt/&  probl@na)

Osszunk fel egy adott sugarceg mb t fik r vekkel g mbhAomsz gekre
ogy, hogy

a) a leghosszabb g mbhAomsz g-oldal is r videbb legyen egy elire
megadott hosszosAgnAE,

) lehetileg mind kevesebb fajta g mbhAomsz g-oldal & g mbhAEom-
sz g forduljon eli, lehetileg mind t bb legyen az egyenli g mbhAomsz g-
oldal & az egybevAgy g mbhAtomsz g,

y) a g mbhAomsz g-oldalak @& a g mbhAZomsz gek lehetileg csak
kevss@d t@jenek el egymAst |, azaz a felosztAsS lehetileg egyenletes legyen.
Megk vetelj k, hogy teljes Ij n a k lcs n sen egy@telmR megfeleltetds fel-
ttele.

A feloszt/Asi probl@ma felt@eleit kiel?g t1 g mbi h/A& alakzathoz tartozik
egy polider, amely eleget tesz az eredeti probl@ma kik t@seinek.

VizsgAtatainkat az egys@Zhsugarce g mb n v@gezz k.

A szabAtyos @& f@dig szab/yos testek k z tt vannak olyanok, amelyek
vAtozatlan alakban vagy gota-kieg@z t@sel a feltteleknek &, ill. az a) kivd
tel@vel eleget tesznek. Ahhoz, hogy &, ill. az a) felt@elt is kiel@y ts k, eze-
ket a poli@dereket ill. g mbi vet let ket tovAbb fogjuk osztani mindaddig,
am g csak nem ker Inek az dek ill. oldalhosszak a megjel It korl A& al&

MegvizsgZ&juk, hogy e = 1, 2, 3 (lapszerkezeteknd I, = 1,2) mellett
melyek azok a poli@derek, amelyekn@d a leghosszabb @& legr videbb @ hosszA&
nak hAnyadosa a legkisebb. Az gy kiad d polidlerek g mbi hA& zatZA fel-
osztAs seg tsg@vel be fogjuk sBr teni, & az ily m don nyert hA alakzatok
k z | fogjuk majd kivAtasztani a legsRrBbb hA zatoakat.

Elvben meg kellene m@y vizsgAni, hogy a g mbfel let egy bizonyos leg-
sRrBbb hAEomsz g-felosztAsa valamely korAbbi g mbi alakzatb | (pl. g mbi
ikoza@derbi 1) valamilyen tovAbbosztAs Attal AH-e eli (a korAbbi alakzat min-
den csoesa csozsa lesz a tovAbbosztott alakzatnak is), de ezzel most itt nem
foglalkozunk.

6. A szabZkyos testek @& goda-kieg@bz t@seik

Most tekints nk el az 5. pont c), ill. «) feltztel@ !

Roglszerkezetek eset@ben azok a poli@erek, melyekre ec = 1, & a t bbi
feltelnek eleget tesznek, valamilyen szabAtyos testek. Ezek k z tt, mint
| Atuk, az ikoza@der el@ti ki a legjobban a felt@eleket.

Lapszerkezetek eset@ben Iy I-re a t bbi felt@elt legjobban kiel@y ti
polidder a k vetkezi k@ppen szAEmaztathat .

Tekints k a g mb be rt szabAyos pentagondodeka@der@. A dodekadder
lapjai szabZyos tsz gek (egy csoesban hA&Zom @ talZkozik). A lapok k z@b-
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pontjat a dodekaéder kozéppontjabol vetitsilk a gombfeliiletre. Ezeket a
vetiileti pontokat egyenesszakaszok segitségével kossiik 6ssze a megfelels la-
pokat hatarolé élek pontjaival. Ezzel a dodekaéder minden lapjara szabalyos
gilat allitottunk, amelynek a csicsa a gombfelilleten van. A gilapalastok a
gomb egy beirt konvex poliéderét adjak (4. abra), amelyet (5,5,5)g-vel fogunk
jelolni. (Az (5,5,5) jelenti a dodekaédert. Ez a jelolés ésszhangban van az
Archimedes-féle poliéderekre a 3.6. pontban adott jelsléssel. A g index arra
utal, hogy a poliéder az (5,5,5)-b3l gila-kiegészitéssel adodott.) Az (5,5,5),
poliédert 60 egybevagd egyenlgszari haromszog hatéarolja. A kétfajta él hosz-
szanak aranya 1,11. A dimenzi6é nélkiili jellemz§ adatokat az V. tablazatban
n = 1-nél talaljuk. Az (5,5,5)g cstcsaiban 6t ill. hat él talalkozik.

4. dbra. (5,5,5)

7. Az Archimedes-féle poliéderek és gula-kiegészitéseik

Ha a (4,4,n) és a (3,3,3,n) testekbél csak az egy rogzitett n-hez (pl. n = 5-
hoz) tartozékat vessziik figyelembe, akkor 15-féle kongruens szogletdi félig
szabalyos testiink van. Ezek a kévetkezdk:

(3,6,6) (3,3,3,n) (3,3,3,3.4)
(3,8.,8) (3,4,3,4) (3,3,3,3,5)
(3,10,10) (3,4,4,4)

(4,4,n) (3,4,5,4)

(4,6,6) (3,5,3,5)

(4,6,8)

(4,6,10)

(5,6,6)
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Most vegyiik sorra az egységgémbbe beirt 15-féle archimedesi poliédert,
és minden haromnal tébb csicsd sokszdglapra allitsunk szabalyos gilat dgy,
ahogy azt a 6. pontban a dodekaéder esetében tettiik. Igy dj poliéderekhez
jutunk, melyeket (i, j, ..., m)g-vel fogunk jelslni.

A g index ismét arra utal, hogy az 4j poliédert az (i, j, . . ., m) Archime-
des-féle poliéderbdl gula-kiegészitéssel kaptuk.

&

5. dbra. (3,6,6)g 6. dbra. (3,8,8)g

8. dbra. (4,4,5), 9. dbra. (4,6,6), 10. dbra. (4,6,8),

11. dbra. (4,6,10), 12. dbra. (5,6,6), 13. dbra. (3,3,3,5),

A kiegészitett és most mar csak haromszogekkel hatarolt poliédereket az
5—19. abran tiintettiik fel. A poliéderek dimenzié nélkiili jellemz6 adatait az
I. tablazat tartalmazza. Ezek kéziil a poliéderek koziil szeretnénk kivalasztani
kiilonb6z8 e,-ra azokat a poliédereket, amelyeknek a halézata a legsiiriibb és
amelyek az 5. pont feltételeit a ¢) ill. «) kivételével kielégitik.

A kiegészitett poliéderek kozott egy poliéder van, amelynél e, = 1.
Ez a (3,3,3,5)g poliéder, amely azonos az ikozaéderrel.

Az e, magasabb értékeire azonban nem tudjuk eldonteni az I. tablazat
adataibél, hogy melyik poliéder elégiti ki a legjobban az 5. pont feltételeit, és
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melyik poliéder halézata siiriibb, mert el6fordul, hogy két poliédernél c,, ¢, ¢,
e, I, 1, s, megegyezik, mint pl. a (3,10,10)g és (3,3,3,3,5)g esetében. Ezért meg-
hatarozzuk valamennyi poliédernél az élek hosszat, és elallitjuk minden
poliédernél a leghosszabb és a legrévidebb él hosszanak az aranyat. Azokra a
poliéderekre, amelyekre ez az arany 1-nél nem sokkal nagyobb, az 5. pont
d.2) kovetelményét teljesitettnek tekintjiilk. Ezeket a poliédereket kivalaszt-

&

4. dbra. (3,4.3.4), 15. dbra. (3,4,4,4),

16. dbra. (3,4,5,4)g 17. abra. (3,5,3,5)g

ASZAN
18. dbra. (3,3,3,3,4), 19. dbra. (3,3,3,3,5),

juk és megallapitjuk, hogy koziililk melyekre teljesiil az 5. pont d.1) kivetel-
ménye. A szdmitas eredményeit a II. tablazat mutatja. A II. tabazatban
k-val az archimedesi poliéder élhosszat, a,-gyel, a,-vel, a;-mal a lapokra allitott,
kiilonb6z6 szabalyos gilak oldalélhosszat jelsltiik.

Megallapithatjuk, hogy a 15-féle poliéder koziil csak dtre teljesiil az, hogy
a leghosszabb és a legrévidebb él hosszanak aranya 1,2 alatt van. A tébbi poli-
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I. tAblAzat
Szab/A yos god Akkal kieg@sz tett Archinmedes-f@de poli@erek dimenzi n@dk li jellenzi adatai

Poligter <x e r i
*(3,6,6)q 2 16 2 42 2 28 3
(3.8,8)- 2 3 2 8 2 5 3
(3 10,10), 2 72 2 200 2 140 3
(440) , n= 5 3 17 3 4 2 30 4
(4,6,6) 3 32 3 108 2 12 4
(4,6,8) (5‘)‘ 74 4 216 3 14 6
(4,6,10), (5‘; 182 4 540 3 30 6
*(5,6,6) 3 92 3 200 2 180 4
*(333,n)g re= 5 112 1 30 120 1
(3.4,3,4), 2 18 2 48 2 32 2
(3.4,4,4), 2 a2 2 120 2 8 3
(3.4,5.4), 3 102 3 300 3 200 4
*(3,5,3,5) 2 42 2 120 2 8 2
(3,3,3,3,4) 2 3 2 84 2 s 3
*(3.3'3,3,5), 2 12 2 210 2 1o 3

A *-gal jel It polidilerek eleget tesznek az 5. pont d. 2 k vetelm@hyZhek. A z/& jelbe tett
szAmok akkor @vehyesek, ha k@ azonos m@etB elemet, melyek csak t kr z@sel hozhat k
fed@sbe, k | nb ziknek tekint nk.

Il. tAblAat
Egys@gg nbbe be rt, szabAyos god Akkal kieg@sz tett Archinedes-f@e poli@erek @ hosszai

_ max(fe, a., az, as)
SSZ[:E‘I ( 4 "> & i 2 rain(fe, a,, a asg)
1 *(3,6,6), 0,8528 0,9775 1,15
2 (3.,8,8), 0,5622 0,8017 1,43
3 (3,10,10), 0,3363 0,5675 1,69
4 (4.4.5), 1,0135 0,7778 0,9932 1,30
5 (4.6.6), 0,6325 0,4595 0,6714 1,46
6 (4,6,8), 0,4315 0,3088 0,4424 0,5900 1,91
7 (4,6,10), 0,2630 0,1868 0,2653 0,4360 2,33
8 *(5,6,6), 0,4035 0,3486 0,4124 1,18
9 *(3,3,3,5), 1,0515 1,0515 1
(ikoza@ler)
10 (3,4,3,4), 1,0000 0,7654 1,31
11 (3,4,4,4), 0,7148 0,5237 1,36
12 (3,4,5,4), 0,4478 0,3208 0,3883 1,40
13 *(3,5,3,5), 0,6178 0,5465 1,13
14 (3,3,3,3,4), 0,7724 0,5698 1,36
15 (3,3,3,3,5), 0,4638 0,4028 1,15

A *-gal jel It polidtlerek eleget tesznek az 5. pont d. 2. k vetelm@hy@hek.
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21. &bra. (3,5,3,5)g

édernél ez az arany 1,3 vagy annal nagyobb. Az az 6t poliéder, amelyre tehat
teljesitettnek tekintjuk az 5. pont d.2) kdvetelményét, a kdvetkezd:

(3,6,6), (5. abra), (5,6,6)y (12. és 20. &bra), (3,3,3,5),
(3. és 13. abra), (3,5,3,5)y (17. és 21. &bra) és (3,3,3,3,5),
(19. és 22. abra).

Ezen poliéderek csucsaiban ok hat él taladlkozik. Ebbdl az 6t poliéder-
b8l — mivel k6zottik méar nincs kettd, melyné] e, megegyeznék — kivalaszt-
haté az g= 2 és e = 3 értékekhez tartozé, legtobb lapbdl allé poliéder.
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22. &bra. (3,3,3,3,5)g

Ezek: e = 2 esetén a (3,3,3,3,5),,
ec— 3 esetén pedig az (5,6,6).

A (3,3,3,3,5)4 kétfajta haromszoglapbodl all. Az egyik szabéalyos, a masik
egyenldszarid haromszég. Az (5,6,6); kétfajta egyenldszard haromszoglapbol all.

8. Halézatslrités és gombharomszdg-felosztdsi modszerek

A 6. és 7. pontban lattuk, hogy azoknal a poliédereknél, melyekre az 5.
pont d.2) kovetelménye teljesiil, és amelyeknek tébb lapjuk van, mint az
oktaéderenek, minden csucsban 6t vagy hat él talalkozik. Az ikozaédert, az
(5,5,5)4-t, @ (3,3,3,3,5)4-t és az (5,6,6)4-t a felosztas alapalakzatanak fogjuk tekin-
teni, és gombi halézatukat bizonyos elvek szerint sGriteni fogjuk, tgyelve arra,
hogy a tovabbi felosztassal elBallitott poliédernek is minden csucsaban 6t vagy
hat él talalkozzék.

Az alapalakzatok goémbi héalézatanak sdOritése a hatarolé6 gdémbharom-
szogek kisebb goémbharomszégekre valé felosztasaval térténik. Az alabbiakban
ismertetink néhany felosztasi eljarast.

8.1. Altalanos  gombharomszégekre is alkalmazhat6 felosztasi maodszerek.
(Kilénbdz6  haromszogekbdl — allé  halozat s(ritése)
8.1. 1) Oldalfelezéses eljaras

Kossiik 6ssze a gombharomszég oldalfelezd pontjait fékorivekkel. gy
az eredeti gémbharomszdéget négy gdmbharomszdgre osztottuk. A kiaddédo
gombharomszdgek oldalfelezd pontjait ismét kdssik Ossze fokdrivekkel és igy
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tovAbb. A felosztAst tetszi leges sRri3syi fokig folytathatjuk. Ezzel az eljAAssal
az eredeti g mbhAtomsz g oldalainak (2 szAmog egyenli r@bszekre t rt@ni
feloszt ASA @) k el.

8.1. 2 A gmbhAomsz g krd rhat kr k zppontjAal t rid S t&

Tekints k egy tetszileges g mbhAomsz gekbi|l A g mbi alakzat egy
g mbhAomsz g&. A g mbh&omsz g k r@ rhat k r k z@pontj&£ k ss k
ssze fik r vekkel a g mbhAomsz g hAom csoesAral & a g mbhAomsz ggel
k z s oldalee hAom szomsz@os g mbhAomsz g k r@ rhat k rnek a k z@p-
pontjAval. Ezt az eljA&ASt minden g mbhAEomsz gre elvidgezve g, az eredetihez
k@pest hAEomszor sBrBbb hA zatot nyer nk.

8.2. Egyenliszce g mbhAEomsz gek Fuller-fde feloszt/Ba

Az egyenli szAc g mbhAomsz gek legkevesebb k | nb zi oldalhosszal
jAE felosztASa FuLLERti| ered. M dszer@ [3] alapjAh ismertetj k.
Tekints nk egy egyenli szAce hegyessz gR g mbhAomsz get. Ennek
g mbi szimmetriavonala merilegesen felezi az alapot & felezi a g mbhAtom-
Sz g & szAEsz g@& is. EzutAn osszuk fel a szimmetriavonalnak a hAEomsz gbe
esi szakaszAE n egyenli hosszosAgoe vre (23.a Abra). Az oszt pontokban
vegy k a szimmetriavonalra merileges fik r veket. Ezek metszik a g mb-
hAtomsz g szAtait. A g mbhAomsz g szAEsz gnd levi csozsA | kiindulva a
k@& szAton kapott metsz@spontokat rendre k ss k ssze fik r vek seg ts@g@el
a szimmetriavonalon levi minden mASodik oszt ponttal. gy csak a szA
feldg tudunk eljutni. Ez&t forgassuk el az egyenli r@bzekre felosztott szim-
metriavonal-szakaszt a g mb n az alap felezi pontjak r | 180 -kal, @& az gy
el AEl oszt pontokkal folytassuk az eljAEAst. EzAttal az eredeti egyenli szAEce
g mbh&omsz get n? darab g mbh/&omsz gre osztottuk. A szimmetriavonal
irAyAban egymAs alatt sorra olyan g mbhAomsz gek Atlnak, melyek t kr -
z@Zssel feddsbe hozhat k. Az eljAAS felosztja az eredeti g mbhAomsz g szAA
nk | nb zi hosszosAgoefi k r vre, az alapot pedig rc/2 ill. (n -f-1)/2 k | nb zi
hosszosAgce fi k r vre, att | f ggien, hogy n pAos-e vagy pAatlan. Az alap
feletti elsi oszt fik rven n/2 ill. (n 1)/2 k | nb z1 hosszosAgoe fik r v
keletkezik n pAtos vagy pAatlan voltA& | f ggien.
Ez a felosztAs teh/ egy egyenliszAEce g mbhAomsz gben
2n k | nb z1 oldalhosszat,
nill.2n 1k | nb zi g mbhAomsz get (att | f ggien, hogy k&
azonos m&etB g mbhAomsz get, melyek csak t kr z@sel hozha-
t k feddsbe, azonosnak t.ekint nk-e vagy nem), @&
n> g mbh/&omsz get eredm@hyez.
A felosztA eredm@ny@ a 23.b & 23.2 Abra szemldteti arra az esetre,
midin n pAos.
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23/a dbra. Egyenldszaru gombharomszoég Fuller-féle felosztasa

8.3. Egyenldoldali gémbharomszégek felosztasai
8.3. 1) Egyenldoldald  gdmbharomszdgek Fuller-féle felosztasa

Fuller modszerét [5] és [6] alapjan ismertetjik. Az egyenldoldald
gombharomszdg felosztdsat lényegében a kodvetkez8d két alapesetre vezeti
vissza:

a) Az egyenldoldalt gémbharomszdég oldalfelezd pontjait késsik 6ssze
fokodrivekkel. Ezzel Ggy osztottuk fel a gémbbaromszdget, hogy belsejében egy
Ujabb egyenldoldald gombharomszog keletkezik, amelynek cslcsai az eredeti
egyenldoldald gémbharomszdg oldalfelezd pontjai.

b) Az egyenlBoldald gédmbharomszdg centruman keresztil vegyink fel a
szimmetriavonalakra merdleges fOkdriveket. Ezek az oldalakkal hat metszés-
pontot hataroznak meg. A gdémbharomszdg cslcsaihoz legkdzelebb es6 két-két
metszéspontot fokdrivekkel 6sszekdtve egy olyan felosztashoz jutunk, mely az
eredeti haromszdg belsejében szabalyos gombi hatszéget eredményez.
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Ha sdrObb felosztast akarunk, akkor az a) ponti felosztasban keletkezd
egyenldoldald gdombharomszoget kell aza), ill. b) alapeset valamelyikével
tovabb osztani. A belsd szabalyos gombharomszdgdn kivil keletkezd oszto6-
pontok a szimmetriavonalakra merdleges fokorivek segitségével egyértelmien
kiadédnak.

A felosztast n = 2-re az a), n = 3-ra ab) alapeset adja, n= 4 ésn= 6
esetére a felosztast a 24. dbra mutatja. Az abran a szamok a kilénb6z6 oldala-
kat, a nagybetik pedig a kilénb6zd géombharomszdgeket jeldlik.

24. &bra. A gombi ikozaéder egy haromszogének Fuller-féle felosztasa

8.3. 2) Az Altalunk javasolt felosztas

Osszuk fel az egyenldoldald gombharomszég mindharom oldalat n egyenld
hosszu ivre. A gdbmbharomszdg mindegyik cslcsanal a csucstél szamitott elsd
osztépontokat kossiuk 6ssze fokorivvel. Vegylk a haromszdg cstcsan athaladé
gbmbi magassagvonalat (szimmetriavonalat) és a cslUcstol szamitott masodik
szakaszt a felosztott haromszodg-oldalon, valamint e szakasz gombi felezd
merdlegesét. Ez utdbbi metszi a haromszdg magassagvonalat. A metszéspontot
fokorivekkel ©sszekdtve a cslcstdol szamitott elsd és masodik osztéponttal,
egyenldszari gémbharomszoget kapunk. Allitsunk az eredeti gémbharomszég
oldalain minden fennmaradd szakaszra ugyanilyen egyenldszara gémbharom-
szoget. Eddig harom kilonb6z6 oldalhossz adddott. Az egyenl8szard harom-
szogek szarszogeinél levd cslcsai az eredeti gdémbharomszég egy oldala mentén
egymastél egyenld gémbi tdvolsdgokra lesznek, hiszen ezek a csicsok a gombon
egy, a gdbmbharomszog oldalanak sikjaval parhuzamos sikban is benne vannak.
Kossiik dssze fokorivekkel ezeket a csUcsokat. [gy adoédik a negyedik-féle
oldalhossz. Ekkor az eredeti gombharomszég belsejében az eredeti gdmb-
haromszdgre emlékeztetd alakzatot kapunk, amelynek ,oldalai" (ezek most
gbmbi tordttvonalak) atéréspontok altal n—2 egyenld részre vannak felosztva.
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Az eljAEASt addig kell ism@&elni, m g vagy egy pontban, vagy egy g mb-
hAEomsz gbhen v@hzidik az eljA&A att | f ggien, hogy n oszthat volt-e
hAommal, vagy nem.

Enn@d a m dszernd a felosztASsal kelet kezett g mbhAomsz gek vagy
mind, vagy egy kiv@dtel@el egyenliszAomak (ez az egy a centrZ&is helyzetlR
szab/&yos g mbhAomsz g), att | f ggien, hogy n oszthat -e hAommal,
vagy sem.

9. HAE zatsBr t@bsel el Al tott polidierek

A 8. pontban a 8.1. 2) kividel@el arra adtunk n@hAny fontos eljAAst,
hogy hogyan lehet egy g mbhAomsz gekbi| A g mbi bAE alakzat egy
g mbhAomsz g& felosztani ogy, hogy a felosztASsal lehetileg kevZs og oldal-
hossz ad dj@k. Most a 8. pontban ismertetett felosztASi m dszerekkel a g mbi
hAE alakzat valamennyi g mbhAomsz g@& felosztjuk. Ezzel sBr3bb hA zatog
g mbhAomsz gekbi| AH g mbi hA alakzathoz jutunk. Ebben a pontban az
gy el Al tott g mbi hA alakzatokhoz tartoz (3.8. & 5. pont) poli@erek
tulajdonsAgait fogjuk vizsgAni.

9.1. A g mbi ikoza@ler h/E zatAaak SBr t@e

A g mbi ikoza@der 8.1. 1) szerinti felosztAsa mAsodik |ZGpben ha elsi
|ZpBkht magA az ikozaddert fogadjuk el a (3,5,3,5), alakzatot szolg/tatja.

A hA zatsBr t@& nghApy elst |ps@ a Ill. tAblAat a) pontja tartalmazza.
A 8.1. 2) szerinti hAE zatsBr t@& mAsodik |@dsekeht az (5,5,5), alakzatot
nyerj k. Az n tovAbbi @t@keire a keletkezi alakzatok adatait alll. tAblAzat-

ban, a b) pontban talAjuk meg.

A 8.3. 1) pontban ismertetett felosztASt FuLLER Kkifejezetten a g mbi
ikozalerre dolgozta ki. Az ebben a felosztAsi rendszerben rejli szabAtyossAg
abban is kifejezébre jut, hogy n = 2-re a (3,5,3,5)4, n = 3-ra az (5,6,6); alakzat
ad dik (ezeket korAbban az archimedesi poli@derekbi| szAmaztattuk).
FULLER g mbi ikozadder-felosztAsa tehZ bizonyos n &tZkekre egyben kiadia a
g mbi (56,6)g alakzat felosztARAE is.

Az n magasabb @t@keire az eli zi knd kedvezi bb felosztAst nyogt a 8.3.
2)-ben javasolt eljAAs. Ennd az eljZEASnAE, ha egy oldalt n r@szre osztottunk
fel, akkor

C = n,

= 10re?+ 2
& = n,
e= 30 rée,
1=20 n?
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1. tABl Azat

G nbi i koza@der hA zat Ahak sfBr t@dse

a) oldalfelezdes eljAEAssal:

SorszAn
n 4
2 2 42
3 4 162
4 10 642
(12)

b) a hAEomsz gek k r@ rhat k r k k z@ppontjainak seg ts@h@vel:

SorszAn
n 4 €
2 2 32
3 3 92
4 6 272

c) ARalunk javasolt felosztAssal:

Sorsz/Am

n 4

1 1 12

2 2 42

3 3 92

4 4 162

5 5 252

6 6 362
(7)

7 7 492
(©)

8 8 642
9

9 9 812
()

10 10 1002
(12)

A z/E jelbe tett szAmok akkor @v@hyesek, ha k@ azonos meretB elemet, amelyek csak t kr -

e h

2 120 2
5 480 5
(6)

15 1920 15
(22)

e h

2 90 1
3 270 2
6 810 4
)

e h

1 30 1
2 120 2
3 270 3
4 480 5
5 750 6
6 1080 7
7 1470 9
8 1920 10
9 2430 11
10 3000 13

zZssel hozhat k fed@be, k | nb ziknek tekint nk.

Az ezzel a m dszerrel
szeml@tetj k. A k | nb zi

t rt@n

ak | nb zi g mbhAomsz geket jel lik. A keletkezi
tAbl &Zat c) pontjAba gyRjt tt k ssze.
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25. ébra. A gombi ikozaéder halézatanak slritése n — 1,2,3,4,5 esetén

9.2. A gbmbi 5,5,5)y alakzat hal6zatanak sdritése

A gombi (5,5,5) alakzat legeredményesebb felosztasat a 8.2. pontban
leirt modszerrel érhetjik el. Ezt a modszefULLER l|ényegében éppen az
(5,5,5) gombi halézatanak besdritésére alkalmazta. Ha egy oldalt n részre
osztottunk fel, akkor a keletkezd poliéder jellemz6, dimenzié nélkili adatai a
kovetkezOk lesznek:

& =2 n,
fi= 30 f + 2,
&=2n,
e= 90 n?,

Ik = n (2n — 1, ha két azonos méretd olyan lapot, amelyek csak
tikrozéssel hozhatok fedésbe, kilénbdzdknek tekintink),

/= 60 n,

Sk =3 n—1.

A felosztast az n = 1,2,3,4,5 esetekre a 26. abra mutatja. Az n = 2-re
kiad6do poliédert az 1. és 27. abran lathatjuk. A jellemzd adatokat tadblazatba
is foglaltuk (IV. tablazat).
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26. abra. A gdmbi (5,5,5)4 alakzat halézatanak Fuller-féle felosztasa n = 1,2,3,4,5 esetén

27. é&bra. Az (5,5,5), Fuller-felosztasan = 2 esetén
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IV. tablazat
Goémbi (5,55 alakzat Fuller-féle halézatsuritése

Sor;zé\m % N «i E G | »t

1 2 32 2 90 1 60 2

2 4 122 4 360 2 240 5
(3%

3 6 272 6 810 540 8
(5)

4 8 482 8 1440 4 960 11
)

5 10 752 10 2250 5 1500 14
(9)

A zéarbjelbe tett szamok akkor érvényesek, ha két azonos méretl elemet, melyek csak
tukrozéssel hozhatéok fedésbe, kulonbozoknek tekintlink.

9.3. A gbmbi f3,3,3,3,alakzat héal6zatanak sUritése

A (3,3,3,3,5)y poliéder gombi halézata, mint lattuk, egyenldszard és
egyenldoldalt gémbharomszégekbdl &ll. Az egyenldszarad gombharomszégek is
és az egyenldoldald gémbharomszogek is egybevagok. Egy egyenldszara gémb-
hdromszéghdz a szaraknal ismét egyenldszard goémbharomszégek csatlakoznak,
az alapnal egyenldoldalt gobmbharomszég kapcsolédik. A haldzats(ritést a
kovetkezd moddon hajtjuk végre:

28. abra. A gombi (3,3,3,3,5)» alakzat héalézatanak sdritése n = 1,2,3,4,5 esetén
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Az egyenliszAEoce g mbhAomsz get osszuk fel a 8.2. pontba foglaltak
szerint. Ez a hAomsz g-felosztAS indukZ egy szimmetrikus felosztAst az
egyenli szAEce g mbhAomsz g alapjAn. Ugyanezt a felosztAst vigy k A& az
egyenlioldalee g mbhAomsz g mAsik k@ oldalAa is. EzutAh alkalmazzuk a
8.3. 2)-ben lert m dszert. Mivel az oldalt nem egyenli szakaszokra osztottuk
fel, @& gy a szakaszokra nem lehet egybevAg g mbhAEomsz geket helyezni, a
8.3. 2)-t olyk@pen m dos tsuk, hogy a szakaszokra /&l tott egyenliszAce
g mbhAomsz geknek a szAthossza legyen azonos. A felosztAs elsi |p@beit a
28. Abr/An mutatjuk be. Az alakzatokhoz tartoz poli@erek adatait az V. tAb-
|A&Zat c) pontja alatt talAjuk. Az sszehasonl tAS kedv@ddt a 8.1. 1) & 8.1. 2)
szerinti felosztAst is elvdgezt k n = 2-re (V. tAblA&at a) & b) ).

V. tABlAat
G nbi /3,3,3,3,5/4 al akzat hA zat Ahak sBr tZse
a) oldalfelezZes elj A Assal:

So rSﬁATm ck "E e h 1 «
1 2 72 2 210 2 140 3
2 5 282 5 840 5 560 7

b) a hAomsz gek k r@ rhat k r k k z@ppontjainak seg ts@y@vel:

SorsnzAEn = n e k t 'k
1 2 72 2 210 2 140 3
2 5 212 5 630 3 420 7

C)

c) Fuller m dszer@hek seg ts@y@el:

SorszAm * ’
n € h t k
1 2 72 2 210 2 140 3
2 5 282 5 840 4 560 7
(5)
3 8 632 8 1890 6 1260 13
(8
4 12 1122 11 3360 9 2240 18
(12)

A z/ jelbe tett szAmok akkor @v@hyesek, ha k@ azonos m@etR elemet, melyek csak
t kr z@sel hozhat k fed@be, k | nb ziknek tekint nk.
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9.4. A gémbi (5,6,6)g alakzat halézatanak s(ritése

Mint a 9.I-ben lattuk az (5,6,6), poliéder gémbi halézatanak geodetikus
vonalakkal val6 felosztdsa lényegében a gombi ikozaéder 8.3. 1) szerinti felosz-
tasanak kodvetkezménye.

Az (5,6,6)g poliéder gombi halézata kétfajta egyenldszard gdmbhéarom-
szO6gbhdl all. Két kiilonb6z6 gombharomsz6g az alapjaval csatlakozik egymas-
hoz. Egyenldszarit gombharomszdgekrdl Iévén szd, alkalmazhatjuk a 8.2-ben
eldadott felosztdsi mdédszert. Ez n = 2-re minden valtoztatas nélkul hasznal-
hat6. n 2 esetén mar maodositani kell az eljarast.

Az egyik fajta egyenldszard gombharomszéget osszuk fel a 8.2. szerint.
Ez a haromszdg-felosztds az alapon egy szimmetrikus felosztast eredményez.
A masik egyenl6szard gémbharomszdéget mar ugy kell felosztani, hogy az ala-
pon kiadéddé osztéopontok azonosak legyenek azokkal az osztépontokkal,
melyeket eldzdleg kaptunk. Az alap osztépontjainak egyeztetése azt eredmé-
nyezi, hogy n magasabb értékeire ez az eljaras mar el8nytelen lesz, e és I
értékei nagyobbak lesznek — ugyanolyan sOr(ség mellett — mint az el6z6 méd-
szerekkel nyert poliédereknél. Az eljarast és az alakzatok adatait a 29. abran
és a VIl. tadblazatban lathatjuk.

29. abra. A gombi (5,6,6)g alakzat hal6zatanak sdritése n = 1,2,3,4,5 esetén
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VI. tABlAat
G nbi (5, 6,6)9 al akzat hAt zat Ahak sBr t@dse

SorszAmn « = e h 1
1 3 92 3 270 2 180 4
2 6 362 7 1080 4 720 9
(6)
3 10 812 11 2430 7 1620 16

(")
A z/ jelbe tett szAmok akkor @v@hyesek, ha k@ azonos met elemet, melyek csak
t kr z@ssel hozhat k fed@be, k | nb ziknek tekint nk.

10. sszehasonl tAs & @Gt@kelds

Az irodalomb | eddig ismert alakzatok mellett (ikozader, (5,5,5)4, ezek
FuLLER-felosztAsai, valamint az (5,6,6),) rdszben rFuLLer eljEASA is fel-
hasznAva siker It az itt k z Itek szerint egy sor og alakzatot szerkeszteni.
Ezzel m d ny lik arra, hogy az o felosztAsokkal kapott, legsBrB3bb hAE zatce
alakzatokat az eddig ismertekkel egy tt az 5. pontban fel Al tott k vetelm@hye-

ket figyelembe v@ve g ill. Iy n vekvl @&t@kei szerint sorozatba Al tsuk. A tA-
gyalt policderek k z | alegsRrBbb hA zatomkat roslszerkezetekre a VII. tAbl /&
zat, lapszerkezetekre a VIIl. a) @& b) tAblAat sorolja fel.

VII. tABlAzat

LegsBrBbb hAt zat oepol i @erek rAfdszer kezet ekhez

Alakzat 4 e E 1
ikoza@er 1 12 1 30 1 20
(3,3,3,3,5b 2 72 2 210 2 140
(5.6,6)r 3 92 3 270 2 180
ikozadder felosztAs, n= 4 4 162 4 480 5 320
(3,3,3,3,5)g felosztAs, n= 2 5 282 5 840 (5‘; 560
ikozadtler felosztAs, n= 6 (7;3 362 6 1080 7 720
ikozagtler feloszt/B, n = 7 (8; 492 7 1470 9 980
ikozadler felosztAs, n= 8 (9;3 642 8 1920 10 1280
ikozagder felosztAs, n= 9 % ? 812 9 2430 11 1620

A z/ jelbe tett szAnok akkor @v@hyesek, ha k@& azonos mdetB elemet, melyek csak
t kr z@bsel hozhat k fed@be, k | nb ziknek tekint nk.
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VIII. tABlAZat
LegsBrBbb hAE zat cepol i @erek | apszer kezet ekhez

a) Ha valamely k@ azonos m@&et hAomsz glapot melyek csak t kr z@ssel hozhat k
fed@sbe azonosaknak tekint nk:

Alakzat <* e h < E
(5.5,5), 2 32 2 90 1 60 2
(5,5,5)" Fuller-felosztAs, n =2 4 122 4 360 2 240 5
(5.5,5), Fuller-felosztAs, n 3 6 272 6 810 3 540 8
(5,5,5), Fuller-felosztAs, . - 4 8 482 8 1440 4 960 11
(5.5,5), Fuller-felosztAs, n =5 10 752 10 2250 5 1500 14

b) Ha valamely k@ azonos m@&etl hAEomsz glapot melyek csak t kr z@ksel hozhat k
fed@sbe k | nb ziknek tekint nk:

Alakzat «* e | "k

(5,5,5), 2 32 2 90 1 60 2
(5,6,6), 3 92 3 270 2 180 4
(5,5,5), Fuller-felosztAs, n= 2 4 122 4 360 3 240 5
(3,3,3,3,5), h&Eomsz g k r@

rhat k r k k z@ppontjaival

sRr tve, n= 2 5 212 5 630 4 420 7
(3,3,3,3,5)g felosztAs, n= 2 5 282 5 840 5 560 7
(5,6,6)g felosztAs, n= 2 6 362 7 1080 6 720 9
(5,5,5)g Fuller-felosztAs, n= 4 8 482 8 1440 7 960
(3.3,3,3,5), felosztAs, re= 3 8 632 8 1890 8 1260 13
(5,5,5)g Fuller-felosztAs, re= 5 10 752 10 2250 9 1500 14

A kapott eredm@hyekbi | kitBnik, hogy lapszerkezeteknd, ha az azonos
m&etl3, de ellent@es k r |jAASce hAomsz glapokat azonosaknak tekintj Kk,
akkor kiz/Z& lag az (5,5,5), & annak Fuller-fde felosztAssal (8.2) szAEmaztatott
poli@derei adjAk a legsBrBbb @AhAE zatot. Ha az azonos m@&etl3, de ellent@es
k r |ljAEA®ehAomsz g-lapokat nem tekintj k azonosaknak, akkor az (5,5,5)
@& annak Fuller-fde poli@erei, valamint az (5,6,6)y, az Attalunk ismertetett
(3,3,3,3,5)y & az ezek felosztAsaival keletkezi poli@erek vAtakozva lesznek
a legsRri3bb @AhAE zatoe poli@erek.

A gyakorlat szempontjAb | oly fontos roelszerkezetek eset@ben n n vekvi
grtekeit tekintve az ikozadder & a k@& fdig szabAtyos testbi| szAEmaztatott
poli@er (a (3,3,3,3,5)y & az (5,6,6),) utAnh a legsRrBbb @hA zatot azok a poli-
@derek adjAk, amelyek az ikoza@derbi| az Atalunk javasolt 8.3. 2) szerinti
felosztAssal keletkeznek. MegZlap thatjuk tehA, hogy a (3,3,3,3,5), polider &
ennek egy tovAbbosztott polidiere, valamint a g mbi ikozadder 8.3.2) szerinti
felosztASAnak seg ts@@vel el At tott poli@derek n 2, n =f=3 &tkekre minden
eddigi poliddernd jobban teljes tik az 5. pontban kitRz tt felt@eleket.
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Spherical Grids of Triangular Network. The network of single-layered spherical grids
consisting of triangles is geometrically analysed. The answer sought for is how a sphere surface
might be divided into the greatest possible number of spherical triangles with a small number
of different side-lengths in such a way that the division is as uniform as possible. With the aid
of regular and semi-regular solids approximately uniform triangular division isproduced on the
surface of the sphere from which the densest network should be selected. A new method of
division issuggested and theresulting configurations are compared to those obtained by Fuller’'s
methods of subdivision.

Sph rische Dreiecksfachwerke. Die Geometrie des Dreiecksnetzes von einschichtigen
sph rischen Fachwerken wird untersucht. Auf die Frage: auf welche Weise eine Kugelfl che
in soviel sph rische Dreiecke wie m glich mit wenigen unterschiedlichen Seiten aufgeteilt
werden kann, da die Aufteilung m glichst gleichf rmig sei, wird eine Antwort gesucht. Mit
Hilfevon regelm igen und halbregelm igen K rpern wurden auf der Kugelfl che ann hernd
gleichf rmige Dreiecksaufteilungen hergestellt, von denen dieselben von dichtesten Netzen
ausgew hlt werden k nnen. Es wird eine neue Aufteilungsmethode vorgeschlagen und die
durch Anwendung dieser Methode als Ergebnis erhaltene Konfigurationen werden denselben,
die durch die Fullerschen Aufteilungen erhalten wurden, entgegengestellt.
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