
H`ROMSZÖGH`LÓZATÚ GÖMBI R`CSSZERKEZETEK 

T A R N A I T I B O R * 

[BeØrkezett: 1971. mÆrcius 28-Æn] 

A dolgozat az egyrØtegß, hÆromszöghÆlózatœ g ö m b i rÆcsszerkezetek hÆlózatÆnak geo-
metr ia i v izsgÆlatÆval foglalkozik. Arra a kØrdØsre keresi a vÆlaszt , hogyan l e h e t a gömbfelületet 
k e v Ø s különbözı hosszœsÆgœ oldallal a l ehe tı legtöbb gömbhÆromszögre fe losztani œgy, h o g y 
a f e losz tÆs lehetıleg egyenletes l egyen . A szabÆlyos Øs fØ l ig szabÆlyos t e s t e k segítsØgØvel a 
gömbfe lü le ten megköze l í tıen egyenle tes hÆromszög-felosztÆsokat Ællít e lı, melyekbıl k ivÆ-
laszt ja a legsßrßbb hÆlózatœakat . Módszer t javasol a fe losztÆsra, Øs a f e lo sz tÆs eredmØnyekØnt 
k iadódó alakzatokat összehasonlítja a Fuller-fØle fe losztÆsokkal nyert a lakzatokkal . 

1. BevezetØs 

Az elmœlt k Ø t Øvtizedben szÆmos, e lıregyÆr tot t elemekbıl a helyszínen 
összeszerelt f ØmvÆzas gömbkupolÆ t Øpí tet tek. A szerkezetek kons t ruÆ lÆsÆnÆ l 
az a cØl vezette a tervezıket , h o g y lehetıleg minØl több egyforma elembıl le-
hessen a szerkezetet összeÆllítani. 

A minimÆlis szÆmœ e l emfa j t a a lka lmazÆsÆnak igØnyØvel tö r tØnı gömbi 
hÆ lóza t szerkesztØse FüLLERtıl [9] ered. Az ı ta lÆ lmÆnyai a lap jÆn sokfØle 
gömbsÆ to r [5] Øs gömbkupola Ø p ü l t [9, 8, 2]. 

Ezen rÆcsos gömbszerkezetek hÆ lóza tÆnak geometr iÆ ja azonban csak 
rØszben ismeretes e lı t tünk. F U L L E R a gömb fe lüle tØ t a gömb geodet ikus vona-
laival , a fıkörívekkel gömbhÆromszögekre osz to t ta . A hÆlózat-szerkesztØsi 
e l jÆ rÆs alapjÆul egy Æltala k idolgozot t geometriai rendszer (energetic-synergetic 
geometry) szolgÆlt. F U L L E R geodet ikus hÆ lóza ta inak kØt a l ap t í pusÆ t imer jük 
[5, 6 Øs 3]. EzeknØ l a felosztÆs a l apa lakza takØn t a szabÆlyos ikozaØdert Øs a 
szabÆlyos pentagondodekaØder lap ja i ra Æ l l í to t t , szabÆlyos gœlÆkból k iadódó 
k o n v e x poliØdert , ill. ezek Ø lhÆ lóza tÆnak gömbi vetületØt a lka lmaz ta . 

A rÆcsos gömbszerkezetek egy speciÆlis f a j t Æ j Æ t T U P O L E V [10] is vizsgÆlta. 

A jelen dolgozatban az egyrØ tegß, rÆcsos gömbszerkezetek hÆlózatÆnak 
geometr ia i v izsgÆlatÆval k í v Æ n u n k foglalkozni. CØlunk, hogy megÆl lapí t suk: 
lØtezik-e egy a d o t t gömbhöz o lyan hÆromszöglapokkal h a t Æ r o l t , beírt konvex 
poliØder, ill. nek i megfelelı, gömbhÆromszögekbıl Ælló gömbi hÆlóalakzat , 
melye t a tovÆbbosz tÆs alapjÆul vÆ la sz tha tunk œgy , hogy a hÆ lóa lakza t gömb-

* Tarnai Tibor Budapest X I . , E s z Ø k u 7/b. 
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h Æ r o m s z ö g e i n e k f e l o s z t Æ s Æ v a l s ß r ß b b h Æ l ó z a t o t k a p j u n k , m i n t a g ö m b i ikoza-

Øde r , v a g y a k i egØsz í t e t t d o d e k a Ø d e r h Æ l ó z a t Æ n a k s ß r í t Ø s e esetØn k a p n Æ n k azon 

k i k ö t Ø s m e l l e t t , hogy a fe losz tÆssa l k e l e t k e z e t t p o l i Ø d e r e k e g y m Æ s t ó l külön-

b ö z ı Øl- ill. l a p f a j t Æ i n a k s z Æ m a azonos l egyen . CØ lunk t o v Æ b b Æ , h o g y h a nem 

k ö v e t j ü k sz igo rœan a fu l l e r i e lvet ( a m e l y szer in t a f e l o s z t Æ s a l a p j Æ u l szolgÆló 

g ö m b i h Æ l ó a l a k z a t egy g ö m b h Æ r o m s z ö g Ø n belül egy osz tóvona l m i n d i g egy 

o l y a n f ı k ö r í v , m e l y n e k v Ø g p o n t j a i a g ö m b h Æ r o m s z ö g k Ø t o lda lÆ ra esnek) , 

egyes e s e t e k b e n k o n k r Ø t m ó d s z e r t a d j u n k a f e l o s z t Æ s r a . 

Az Æ l t a l u n k k o n s t r u Æ l t po l iØderek (gömbi h Æ l ó z a t o k ) a d a t a i t v Ø g ü l össze 

f o g j u k h a s o n l í t a n i F U L L E R i smer t po l i Ødere inek ( g ö m b i h Æ l ó z a t a i n a k ) ada-

t a i v a l . 

2. JelölØsek 

æ a poliØder összes csœcsainak a szÆma 
ck a poliØder egymÆstó l kü lönbözı szögleteinek a szÆma 
e a poliØder összes Øleinek a szÆma 
ek a poliØder egymÆstó l kü lönbözı Øleinek a s zÆma 
E j (i = 1 , 2 , . . ., ek) a pol iØder i-edik kü lönbözı Øle, ill. a nek i megfelelı gömbhÆromszög 

oldal 
l a poliØder összes lapjainak a szÆma 
l k a poliØder egymÆstó l k ü l ö n b ö z ı lapjainak a szÆma 
Lj (i = 1 , 2 , . . ., 1Œ) a poliØder i-edik különbözı lapja, ill. a nek i megfelelı gömbhÆromszög 
L’j az Lj lapnak, ill. gömbhÆromszögnek v a l a m e l y fıkör síkjÆra vonatkozó tükörkØpe 
n a hÆlózat sßrítØsi fokozata , ame ly a l egtöbb esetben azt is j e l en t i , hogy az a lapalakzat egy 

gömbhÆromszögØnek o ldalÆt hÆny rØszre osz to t tuk 
sk a poliØder egymÆstó l kü lönbözı lapszögeinek a szÆma 

3. A l a p f o g a l m a k 1 

A t Æ r g y a l Æ s sorÆn h a s z n Æ l n i f o g u n k n Ø h Æ n y g e o m e t r i a i f o g a l m a t . Ezek 

k ö z ü l a l ege lemibbek � m i n t a sokszög; a sokszög oldala, csœcsa, szöge; a poli-

Øder; a poliØder lapja, Øle, csœcsa, Ølszöge, lapszöge; a gömb fıköre � Ør te lmezØsØ-

ve l e he lyen n e m f o g l a l k o z u n k , c s u p Æ n h i v a t k o z u n k [7]- re , ahol e f o g a l m a k 

p o n t o s def in íc ió i m e g t a l Æ l h a t ó k . 

N Ø h Æ n y fon to s , r Ø s z b e n k ö z i s m e r t f o g a l m a t a z a l Æbb i ak s z e r i n t Ørtel-

m e z ü n k : 

3.1. E g y a l a k z a t konvex, ha az a l a k z a t b Æ r m e l y k Ø t p o n t j Æ t összekötı 

egyenes szakasz m i n d e n p o n t j a az a l a k z a t h o z t a r t o z i k . 

3.2. E g y k o n v e x sokszög szabÆlyos, h a m i n d e n o lda l a Øs szöge egyenlı . 

A s íkban egye t l en o lyan p o n t v a n , m e l y a szabÆ lyos sokszög c sœcsa i tó l ill. 

o lda la i tó l egyen lı t Æ v o l s Æ g r a v a n . E z a p o n t a s z a b Æ l y o s sokszög közØppontja 

( centruma ). 

1 Az i t t következıket rØszletesen tÆrgyalja pl .: [7, 1, 4] . 
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3.3. H a egy s o k s z ö g t a r t o m Æ n y p o n t j a i h o z egy, a sokszög s ík j Æn k í v ü l 

esı p o n t b ó l f Ø legyeneseke t i n d í t u n k , a k k o r a fØ legyenesek e g y e s í t Ø s e k Ø n t 

vØgtelen gœlÆt k a p u n k . Azt a po l i Øde r t , a m e l y e t a vØgte len g œ l Æ n a k a sokszög 

s í k j Æ v a l va ló e lmetszØse Æ l t a l Æ l l í t unk elı, g œ f ó n a k nevezzük . A sokszög a gœ l a 

alaplapja. A t ö b b i l ap ja h Æ r o m s z ö g , ezek a gœla oldallapjai. Az o l d a l l a p o k 

e g y ü t t e s e n a gœ l a palÆstjÆt a d j Æ k . Az a l a p l a p o t ha tÆ ro ló Ø lek a gœla alapØlei, 

a t ö b b i Øl a gœla oldalØle. A s z Æ r m a z t a t Æ s n Æ l szereplı fØ l egyenesek k e z d ı p o n t j a 

a gœla csœcsa. Az o lda l l apokon h a l a d ó fØ legyenesek a lapØl ig t e r j e d ı s z a k a s z a i 

a gœla alkotói. 

A gœla szabÆlyos, ha a gœ la a l a p l a p j a szabÆlyos sokszög , Øs csœcsa az 

a l a p l a p k ö z Ø p p o n t j Æ b a n az a l a p l a p r a Æ l l í t o t t merılegesen v a n . 

3.4. Az o l y a n vØgte len g œ l Æ t , a m e l y e t szÆra ik m e n t Ø n egymÆshoz k a p -

csolódó s z ö g t a r t o m Æ n y o k h a t Æ r o l n a k , szögletnek (szöglettartomÆnynak) n e v e -

z ü n k . A h a t Æ r o l ó s z ö g t a r t o m Æ n y o k a szöglet oldalai, c s a t l akozÆs i f Ø legyenese ik 

a szöglet Ølei, a csa t l akozó s z ö g t a r t o m Æ n y o k Æ l t a l a l k o t o t t l apszögek a szögle t 

szögei. Az Ølek közös k e z d ı p o n t j a a szöglet csœcsa. A h Æ r o m Ø l ß k o n v e x szögle t -

t a r t o m Æ n y t triØdernek n e v e z z ü k . 

E g y szögle t szabÆlyos, h a oldalai Øs szögei egyenlık . H a egy po l i Øde r 

egyszeresen össze függı Øs m i n d e n ØlØben c s a k k Ø t lap t a l Æ l k o z i k , akko r a pol i -

Øde r m i n d e n csœcsÆhoz egy szögle te t l e h e t hozzÆ rende ln i , me lynek c sœcsa 

azonos a po l i Øde r csœcsÆval , Ølei t a r t a l m a z z Æ k a po l iØdernek a z o k a t az Ø le i t , 

ame lyek a c s œ c s b a n t a l Æ l k o z n a k , oldalai a pol iØder Ølszögei , szögei p e d i g a 

pol iØder lapszögei . Ez a szög le t a pol iØder szöglete. 

3.5. E g y k o n v e x po l i Øde r szabÆlyos test, ha minden Øle , Ølszöge Øs l ap -

szöge egyenlı. A t Ø r b e n e g y e t l e n o lyan p o n t v a n , mely a s z a b Æ l y o s t es t csœcsa i -

tó l , ill. l a p j a i t ó l egyenlı t Æ v o l s Æ g r a v a n . E z a p o n t a s z a b Æ l y o s t e s t közØppontja 

(centruma). A szabÆlyos t e s t l a p j a i Øs szögle te i s zabÆ lyosak Øs e g y b e v Æ g ó k . 

3.6. H a e g y k o n v e x po l i Øde r lapja i s z a b Æ l y o s a k , a szögle te i pedig e g y b e -

v Æ g ó k , v a g y m e g f o r d í t v a , a k k o r fØlig szabÆlyos testet k a p u n k . H o g y ezzel a de-

f in íc ióval a s z a b Æ l y o s t e s t e k e t n e soro l juk b e a fØlig s z a b Æ l y o s t e s t ek k ö z Ø , k i -

k ö t j ü k , hogy a l a p o k r a Øs a szög le tek re n e m t e l j e sü lhe t egysze r re a s zabÆ lyos sÆg 

Øs az e g y b e v Æ g ó s Æ g . Esze r in t a fØl ig s zabÆ lyos t e s t ek k Ø t o s z t Æ l y b a s o r o l h a t ó k : 

Az 1. o s z t Æ l y b a t a r t o z n a k az o lyan k o n v e x po l iØderek , me lyeknek m i n -

d e n l ap ja s z a b Æ l y o s sokszög Øs m i n d e n szög le te egybevÆgó , d e n e m s z a b Æ l y o s . 

A 2. o s z t Æ l y b a t a r t o z n a k az olyan k o n v e x po l iØderek , a m e l y e k n e k m i n -

d e n l ap j a e g y b e v Æ g ó , de n e m szabÆ lyos Øs m i n d e n szöglete szabÆ lyos . 

Minden 1. osz tÆ lyba t a r t o z ó p o l i Ø d e r h e z t a l Æ lha tó a 2. o s z t Æ l y b a n egy 

pol iØder , m e l y n e k u g y a n a n n y i csœcsa ill. l a p j a van , m i n t a m e n n y i l a p j a ill. 

csœcsa v a n az 1. osztÆ lybel i p o l i Ø d e r n e k . E z a 2. osztÆ lybel i pol iØder az 1. osz-

t Æ lybe l i po l i Øde r duÆlisa. 

Az 1. o s z t Æ l y b a t a r t o z ó fØ l ig szabÆ lyos t e s t e k e t Archimedes-fØlepoliØderek-

nek n e v e z z ü k . E g y Arch imedes - fØ le po l i Øde r minden Øle egyenlı . 
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Az Arch imedes - f Ø l e pol iØderek je lö lØsØre [4] a l a p j Æ n egy s z Æ m c s o p o r t o t 

f o g u n k h a s z n Æ l n i : (i,j, . . m). A s z Æ m c s o p o r t b a n levı s z Æ m o k j e l en t Ø se : egy 

s z Æ m c s o p o r t a n n y i s z Æ m b ó l Æll, a h Æ n y sokszöglap t a l Æ l k o z i k egy c s œ c s b a n , 

az i , j , . . ., m s zÆmok p e d i g a z t j e len t ik , h o g y az egyes sokszögek i-, j-, . . ., m-

szögßek. P Ø l d Æ u l (4,6,8) a z t je lent i , hogy m i n d e n c s œ c s b a n h Æ r o m sokszög t a -

lÆlkozik, a m e l y e k k ö z ö t t e g y 4-szög, egy 6-szög Øs egy 8 - szög v a n . Az Arch i -

medes-fØle po l i Øde reke t az 5�19. Æ b r Æ k o n a v a s t a g v o n a l a k m u t a t j Æ k . 

3.7. E g y g ö m b f e l ü l e t b ı l egy t r i Ø d e r Æ l ta l k i m e t s z e t t a l a k z a t o t gömb-

hÆromszögnek. n e v e z ü n k , h a a t r iØder c sœcsa azonos a g ö m b k ö z Ø p p o n t j Æ v a l . 

3.8. H a egy po l i Øde r fe lü le t e t , m e l y n e k v a n b e í r t g ö m b j e (a p o l i Ø d e r 

m i n d e n l a p j a Ø r i n t egy g ö m b ö t ) , vagy k ö r Ø í r t g ö m b j e (a p o l i Ø d e r m i n d e n csœcsa 

r a j t a van e g y g ö m b f e l ü l e t e n ) , a gömb k ö z Ø p p o n t j Æ b ó l a g ö m b fe lü le tØ re ve t í -

t ü n k , a k k o r a pol iØder Ø l e inek ve tü le te a g ö m b ö n egy f ı k ö r í v e k b ı l Ælló v o n a l -

rendszer lesz, m e l y e t a po l i Øde r gömbi ØlhÆlózatÆnak (hÆlózatÆnak) n e v e z ü n k . 

A gömbi h Æ l ó z a t Æ l ta l f e l o s z t o t t g ö m b f e l ü l e t e t , mely a po l i Øde r gömbi v e t ü l e t e , 

teljes gömbi hÆlóalakzatnak (gömbi hÆlóalakzatnak) m o n d j u k . 

3.9. E g y gömbi Ø l h Æ l ó z a t sßrßsØgØn a hÆ lóza t h o s s z Æ n a k Øs a g ö m b Æ t -

mØrı j Ønek h Æ n y a d o s Æ t Ø r t j ü k . H a egy g ö m b i h Æ l ó a l a k z a t o lyan, h o g y c s u p a 

g ö m b h Æ r o m s z ö g b ı l Æll, Øs a g ö m b h Æ r o m s z ö g e k m e g k ö z e l í t ı e n egyen lıo lda lœak 

Øs megköze l í tıen e g y f o r m Æ k , akkor a h Æ l ó z a t s ß r ß s Ø g Ø t elØg jól j e l l emz i a 

g ö m b h Æ r o m s z ö g - o l d a l a k (a gömbi a l a k z a t n a k megfele lı pol iØder-Ølek) s z Æ m a , 

ill. a g ö m b h Æ r o m s z ö g e k (a megfelelı po l i Øder - l apok) s z Æ m a . A gömbi hÆ ló -

a l a k z a t n a k megfe le lı p o l i Ø d e r t ugyanis h Æ r o m s z ö g l a p o k h a t Æ r o l j Æ k , Øs e k k o r 

3.10. V a l a m e l y f e lü l e t k Ø t p o n t j Æ t összekö tı l e g r ö v i d e b b fe lü le t i v o n a l 

a geodetikus vonal. A g ö m b f e l ü l e t g e o d e t i k u s vona la i a f ı k ö r í v e k . A f ı k ö r í v e k -

bı l Ælló g ö m b i hÆ lóza t a l a p j Æ n m e g k o n s t r u Æ l t g ö m b k u p o l Æ k a t geodetikus ku-

polÆknak n e v e z i k . 

4 . A gömb közel í tı poliØderei 

H a e g y g ö m b s z e r k e z e t e t � pØ ldÆu l g ö m b k u p o l Æ t � e l ı r e g y Æ r t o t t ele-

m e k b ı l k í v Æ n u n k összeszere ln i , akkor a g y Æ r t Æ s Øs szerelØs s z e m p o n t j Æ b ó l elı-

n y ö s n e k l Æ t s z i k , hogy azok az elemek, m e l y e k n e k hosszœsÆg i illetve hos szœsÆg i 

Øs szØlessØgi m Ø r e t e a t ö b b i mØre tØhez k Ø p e s t nagy , ne r ende lkezzenek hossz-

i r Æ n y œ ill. hossz - Øs k e r e s z t i r Æ n y œ gö rbü l e t t e l , azaz ezek az elemek v a g y egye-

nes r u d a k v a g y sík t Æ b l Æ k ( lapok) l e g y e n e k . I lyen e l e m e k k e l t e r m Ø s z e t e s e n 

n e m Æ l l í t ha tó elı a g ö m b f e l ü l e t , hanem c s a k egy köze l í tı pol iØdere . 
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Azt m o n d j u k , hogy egy r s u g a r œ g ö m b ö t egy poliØder e m Ø r t Ø k b e n k ö z e -

l í t , h a a po l i Øder fe lü le t minden p o n t j a benne v a n az r e, r � e sugarœ, k o n -

c e n t r i k u s gömbfe lü l e t ekke l h a t Æ r o l t t a r t o m Æ n y b a n . 

A köze l í tı po l i Øderek k ö r Ø b ı l cØlszerß k Ø t k ö n n y e n k e z e l h e t ı t ípus t m e g -

k ü l ö n b ö z t e t n i a s z e r i n t , hogy 

a ) a po l i Øde r a gömb b e í r t k o n v e x po l i Øde re , 

b) a po l iØder a gömb k ö r Ø í r t pol iØdere . 

A d o t t g ö m b ese tØn egy b e í r t , vagy k ö r Ø í r t poliØder e g y u g y a n o l y a n t í -

p u s œ mÆs ik po l i Øde rhez kØpes t j o b b a n közelí t i a g ö m b ö t , ha Ølei Øs lapjai k i s eb -

b e k . 

1. Æbra. HÆromszögß keretekbıl összeszerelt gömbi rÆcsszerkezet 

Bizonyos e Ø r t Ø k e k r e a s z a b Æ l y o s Øs fØ l ig szabÆlyos t e s t e k is t e k i n t h e t ı k 

a g ö m b közel í tı po l iØdere inek . A szabÆlyos t e s t e k mindkØ t t í p u s b a be l e t a r toz -

n a k , az Arch imedes - fØ le po l i Øde rek az a), az Arch imedes - fØ le pol iØderek d u Æ l i -

sai p e d i g a b ) t í p u s b a t a r t o z n a k . 

H a egy t e h e r h o r d ó sze rkeze t r u d a k b ó l Øs a r u d a k a t e g y m Æ s h o z k a p c s o l ó 

c s o m ó p o n t i e l e m e k b ı l Æll, rœdszerkezetrıl b e s z Ø l ü n k . Ha egy t e h e r h o r d ó szer -

k e z e t sík l a p o k b ó l Øs a l a p o k a t egymÆshoz kapcso ló Ø l m e n t i e lemekbıl Æ l l , 

lapszerkezetrôl b e s z Ø l ü n k . 

Po l i Øde r -Ø lhÆ lóza t r a s z e r k e s z t e t t r œdsze rkeze tnØ l a c s o m ó p o n t i e l e m e k 

b i z t o s í t j Æ k a po l i Øde r szöglete i t , szerelØskor a pol iØder l a p j a i a k Ø t f a j t a e l e m 

segí t sØgØvel a u t o m a t i k u s a n k i a l a k u l n a k . 

Po l i Øde r -Ø lhÆ lóza t r a s z e r k e s z t e t t l apsze rkeze tnØ l az Ø l m e n t i elemek b i z -

t o s í t j Æ k a po l iØder lapszögei t , szere lØskor a po l i Øde r szögletei a k Ø t f a j t a e l e m 

segí t sØgØvel a u t o m a t i k u s a n k i a l a k u l n a k . 
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2. Æbra. A rÆcsszerkezet egy csomópontja 

A po l i Øde r Ølszögeit a c somópon t i e l emek ill. a l a p o k a sze rkeze tek mind-

k Ø t t í p u s Æ n Æ l eleve b i z t o s í t j Æ k . 

A r œ d s z e r k e z e t e k k ö z i s m e r t e k . L a p s z e r k e z e t r e p Ø l d Æ t az 1. Æ b r a m u t a t , 

i t t a l a p o k a t hÆ romszögß k e r e t e k a l k o t j Æ k . A 2. Æ b r Æ n l Æ t h a t j u k a l a p o k kap-

cso la tÆ t , a l apszögeke t b i z t o s í t ó e l e m e k e t Øs a k i a l a k u l t c s o m ó p o n t o t (szög-

le te t ) . A sze rkeze t megsze rkesz t Ø sØnek a l a p j Æ u l szolgÆló poliØder c s œ c s a i egy 

15 m Æ t m Ø r ı j ß g ö m b f e l ü l e t e n h e l y e z k e d n e k el, a h a t Æ r o l ó lapok s z Æ m a 240. 

A sze rkeze t e t K ` D ` R I s t v Æ n t e rvez te . 

5 . A felosztÆsi p r o b l Ø m a fe lvetØse 

H a e g y a d o t t s u g a r œ gömbi t Ø r a l a k z a t o t e l ı r e g y Æ r t o t t egyenes r u d a k b ó l 

Øs c s o m ó p o n t i e lemekbıl Æ l ló , egyrØ t egß r Æ c s s z e r k e z e t k Ø n t k í v Æ n u n k megØp í -

t en i , a k k o r a köve tkezı k ö v e t e l m Ø n y e k n e k kell e leget t e n n ü n k : 

a) A rÆcsszerkeze t a l a k j a minØl j o b b a n közel í t se m e g a g ö m b ö t . A rÆcs 

hÆ lóza ta egyezzØk meg a g ö m b v a l a m e l y közel í tı p o l i Ø d e r Ø n e k Ø l h Æ l ó z a t Æ v a l . 

b) A r Æ c s hÆ lóza t a c s u p a h Æ r o m s z ö g e k b ı l Æ l l j o n , m e r t az egyszeresen 

összefüggı t Ø r r Ø sz t k ö r ü l v e v ı r Æcs sze rkeze tek közül c s a k a h Æ r o m s z ö g h Æ l ó z a t œ 

r Æc s m e r e v . 

c) A z e lemek l e g n a g y o b b mØre t e n e lØpje tœ l a s zÆ l l í t ha tósÆg Øs szerel-

he tısØg k o r l Æ t a i t . A r u d a k k iha j lÆs i h o s s z a minØl k i s e b b legyen. 

d ) A z elemek e g y f o r m Æ k l egyenek , hogy s o r o z a t g y Æ r t Æ s r a l ehes sen be-

r e n d e z k e d n i , Øs így az ü z e m i elıÆllí tÆs gazdasÆgos l e g y e n , ill. hogy a sze rkeze t 

m e g j e l e n Ø s Ø b e n e g y ö n t e t ß Øs esz tØ t ikus l egyen . 
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3. Æbra. SzabÆlyos ikozaØder 

Az a) f e l t Ø t e l t t ö b b f Ø l e k Ø p p e n is ki lehet e lØg í ten i . A 4. p o n t b a n a lehe-

tı sØgek közül a k Ø t l e g f o n t o s a b b a t e m l í t e t t ü k . A tovÆbbiakban azzal az esettel 

foglalkozunk, amikor a közelítı poliØder a gömb beírt konvex poliØdere. 

Most nØzzük meg , me ly po l iØderek t esznek e leget az i t t fe lsorol t követe l -

m Ø n y e k n e k . 

A szabÆ lyos t e s t e k k ie lØg í t ik az a) Øs d) k ö v e t e l m Ø n y e k e t , ugyan i s a 

g ö m b be í r t k o n v e x pol iØdere i , Øs m i n d e n Ølük ill. s zög le tük e g y f o r m a . A b ) 

k ö v e t e l m Ø n y n e k az ö t fØ le s zabÆ lyos t e s t közül csak h Æ r o m tesz e leget : a t e t r a -

Ø d e r (c = 4, e = 6, l � 4, egy c s œ c s b a n 3 Øl t a l Æ lkoz ik ) , az o k t a Ø d e r (c = 6, 

e = 12, 1 = 8 , egy c s œ c s Æ b a n 4 Øl t a l Æ lkoz ik ) Øs az i k o z a Ø d e r (c = 12, e = 30, 

l = 20, egy c s œ c s Æ b a n 5 Øl t a l Æ lkoz ik ) . R ö g z í t s ü k a c ) k ö v e t e l m Ø n y b e n elı-

í r t m Ø r e t e t , a m e l y m e g a d j a az Ølhossz felsı k o r l Æ t j Æ t , Øs n ö v e l j ü k a g ö m b suga-

r Æ t . T e k i n t s ü k e k k o r sor ra a h Æ r o m po l iØder t . A t e t r a Ø d e r n Ø l az Ølhossz h a m a r 

elØri a m e g a d o t t h a t Æ r t . V e g y ü k e z u t Æ n az o k t a Ø d e r t . A gömb s u g a r a t o v Æ b b 

n ö v e l h e t ı , h o g y az Ølhossz a m e g a d o t t ko r l Æ t a l a t t m a r a d j o n . A g ö m b sugarÆ-

n a k t o v Æ b b i növe lØsØve l a z o n b a n az o k t a Ø d e r Ølliossza is tœ l lØpi a h a t Æ r t , Øs 

e k k o r m Æ r csak az ikozaØde r (3 . Æb ra ) j ö h e t szóba . ˝ g y a z t m o n d h a t j u k , hogy 

m i n d a d d i g míg a g ö m b s u g a r a az e lıí r t k o r l Æ t n a k az 1/1,0515-szörösØt n e m 

h a l a d j a meg , de n a g y o b b m i n t a k o r l Æ t 1/] 2-szöröse, a szabÆ lyos t e s t e k közü l 

e g y e d ü l az i k o z a Ø d e r elØgíti k i a c) f e l t Ø t e l t . H a a z o n b a n a gömb s u g a r a nagy , 

a k k o r a be í r t i kozaØde r Ølei is n a g y o k lesznek Øs t œ l l Ø p h e t i k a c) k ikö t Ø sben 

m e g s z a b o t t k o r l Æ t o t . E z Ø r t t e h Æ t o lyan po l i Øde reke t kel l k e r e s n ü n k , ame lyek-

n e k Ø lhÆ lóza ta s ß r ß b b , Øs e n n e k k ö v e t k e z t Ø b e n Ølei r ö v i d e b b e k . 

I lyen po l i Øde reke t t a l Æ l u n k a fØlig szabÆ lyos t e s t e k k ö z ö t t . PØ ldÆu l a 

(3,4,5,4) a r ch imedes i t e s t n e k 60 csœcsa , 120 Øle Øs 62 l a p j a v a n . Az Arch imedes -
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fØle po l iØderek k ie lØg í t ik az a) Øs d) k ö v e t e l m Ø n y e k e t , l ØvØn a g ö m b be í r t 

k o n v e x poliØderei , Øleik Øs szög le te ik e g y f o r m Æ k . A c) f e l t Ø t e l t is t e l jes í t ik 

o l y a n n e m nagy s u g a r œ g ö m b ö k r e , me lyek re az ikozaØde r m Æ r n e m felel meg . 

Az Arch imedes - fØ le po l i Øde reke t a z o n b a n 3-, 4-, 5- , 6- , 8- Øs 10-szögek ha t Æ ro l -

j Æ k , Øs egy po l i Øde r t sem h a t Æ r o l n a k csupa h Æ r o m s z ö g e k . E z Ø r t ezek a poli-

Ø d e r e k a b ) f e l t Ø t e lnek n e m t e s z n e k e leget . A z o n b a n az a r c h i m e d e s i pol iØderek-

n e k a z o k r a a l a p j a i r a , ame lyek n e m h Æ r o m s z ö g e k , szabÆ lyos g œ l Æ k a t Æ l l í tha-

t u n k œ g y , hogy a gœla a l a p l a p j a a po l i Øde r l ap j a l egyen Øs a gœ la csœcsa a poli-

Øde r k ö r Ø í r t gömbfe lü l e t en l e g y e n . 

Ezze l e l Ø r jük , h o g y az így k i a d ó d ó œ j po l iØder v a l a m e n n y i l a p j a h Æ r o m -

szög lesz, v i szont a gœ l Æk oldalØlei egy v a g y t ö b b œ j Ø lhosszœsÆgo t a d n a k , me-

lyek k ü l ö n b ö z n e k a gœ lÆk a l apØ l e i t adó Arch imedes- fØ le po l i Øde r Øleinek Øl-

h o s s z Æ t ó l . Mivel a g ö m b beí r t k o n v e x poliØderei k ö z ö t t az edd ig t Æ r g y a l t a k o n 

k í v ü l n incsenek m Æ s po l iØderek , m e l y e k n e k Ølhosszai egyen lık l e n n Ø n e k , Øs 

m i v e l az Arch imedes- fØ le po l i Øde rek Ø lhÆ lóza ta n e m c s u p Æ n h Æ r o m s z ö g e k b ı l 

Æll, le ke l l m o n d a n u n k arról az i g Ø n y r ı l , hogy a po l iØder m i n d e n Øle e g y f o r m a 

l e g y e n . 

A d ) fe l tØ te l h e l y e t t a k ö v e t k e z ı k Ø t , egy ide jß leg Ø r v Ø n y e s s z e m p o n t o t 

v e h e t j ü k : 

d . l ) A szerkeze t sok e g y f o r m a , de kevØs k ü l ö n b ö z ı f a j t a e l embıl Æ l l jon , 

h o g y az e lı regyÆ r t Æ s gazdasÆgos l e g y e n . 

d.2) Az e lemek mØre t e l e h e t ı l e g csak kevØssØ t Ø r j e n el e g y m Æ s t ó l , hogy 

az e l e m e k e g y f o r m Æ n a k l Æ t s z ó d j a n a k Øs így a sze rkeze t m e g j e l e n Ø s e e sz tØ t ikus 

l e g y e n , t o v Æ b b Æ h o g y a szerkezet mØg i s azonos g y Æ r t Æ s i h o s s z œ s Æ g œ r u d a k b ó l 

kØ szü lhes sen œgy , h o g y a h o s s z d i f f e r e n c i Æ k a t a c s o m ó p o n t i i l lesz tØsekkel ad-

j u k m e g . 

A z eddigiek r œ d s z e r k e z e t r e v o n a t k o z t a k . H a s o n l ó f e l t Ø t e l e k e t m o n d h a -

t u n k k i l ap sze rkeze t ek re is r u d a k h e l y e t t l a p o k a t , c s o m ó p o n t i e l emek h e l y e t t 

Ø l m e n t i e lemeket v Ø v e . L a p s z e r k e z e t e k ese tØben a b ) f e l t Ø t e lben h Æ r o m s z ö g e k 

h e l y e t t m Æ s sokszöget is v Æ l a s z t h a t n Æ n k . A t ö m ö r l apokbó l Æl ló l apsze rkeze t 

t u l a j d o n k Ø p p e n fe lü le t sze rkeze t , h a a z o n b a n a l a p o k n a k csak a p e r e m Ø t von-

j u k b e a t eherv i se lØsbe , akko r a l apsze rkeze t t Ø rbe l i k e r e t s z e r k e z e t t Ø vÆ l ik . 

H a a k e r e t h Æ l ó z a t h Æ r o m s z ö g e k b ı l Æl l , r Æcssze rkeze thez j u t u n k . A t o v Æ b b i a k -

b a n , h a l apsze rkeze tekke l f o g l a l k o z u n k , akko r csak h Æ r o m s z ö g h Æ l ó z a t œ lap-

s z e r k e z e t e k r e g o n d o l u n k , m e l y e k r e a lØnyeget t e k i n t v e u g y a n a z o k a t a k ikö-

t Ø s e k e t t e sszük , m i n t r œ d s z e r k e z e t e k r e . 

K ö n n y e n b e l Æ t h a t ó , hogy e g y g ö m b be í r t , h Æ r o m s z ö g l a p o k k a l h a t Æ r o l t , 

k o n v e x pol iØdere kölcsönösen e g y Ø r t e l m ß e n m e g f e l e l t e t h e t ı a g ö m b i hÆló-

a l a k z a t Æ n a k , ha a h Æ l ó a l a k z a t m i n d e n g ö m b h Æ r o m s z ö g Ø r e t e l j e s ü l a k ö v e t k e z ı 

f e l t Ø t e l (à k�lcs�n�sen egyØrtelmß, megfeleltetØs feltØtele) : A g ö m b h Æ r o m s z ö g e t 

l e f edı azon g ö m b s ü v e g , a m e l y n e k a l a p k ö r e Æ t m e g y a g ö m b h Æ r o m s z ö g m i n d e n 

c s œ c s p o n t j Æ n , n e m f e d le t o v Æ b b i c s œ c s p o n t o k a t . E n n e k e l ı r e b o c s Æ t Æ s Æ v a l az 
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a) fe l tØ te l t e l j e s ü l Ø s e ese tØben a b�d.2. k ö v e t e l m Ø n y e k e t így is m e g f o g a l m a z -

h a t j u k (felosztÆsi problØma) : 

Osszunk f e l egy a d o t t s u g a r œ g ö m b ö t f ı k ö r í v e k k e l g ö m b h Æ r o m s z ö g e k r e 

œ g y , hogy 

a.) a l e g h o s s z a b b g ö m b h Æ r o m s z ö g - o l d a l is r ö v i d e b b legyen egy elıre 

m e g a d o t t h o s s z œ s Æ g n Æ l , 

ß) l e h e t ı l e g minØl k e v e s e b b f a j t a g ö m b h Æ r o m s z ö g - o l d a l Øs g ö m b h Æ r o m -

szög f o r d u l j o n e lı , lehetıleg minØ l t ö b b l e g y e n az egyenlı g ö m b h Æ r o m s z ö g -

o lda l Øs az e g y b e v Æ g ó g ö m b h Æ r o m s z ö g , 

y ) a g ö m b h Æ r o m s z ö g - o l d a l a k Øs a g ö m b h Æ r o m s z ö g e k lehe tı leg csak 

kevØssØ t Ø r j e n e k el e g y m Æ s t ó l , azaz a f e l o s z t Æ s lehetı leg egyenle tes l egyen . 

M e g k ö v e t e l j ü k , h o g y t e l j e s ü l j ö n a kö lc sönösen e g y Ø r t e l m ß megfe le l t e tØs fel-

t Ø t e l e . 

A fe losz t Æ s i p rob lØma fe l t Ø te le i t k i e l Øg í tı gömbi h Æ l ó a l a k z a t h o z t a r t o z i k 

e g y poliØder, a m e l y eleget t e s z az eredet i p r o b l Ø m a k ikö t Ø se inek . 

V i z s g Æ l a t a i n k a t az egysØgsuga rœ g ö m b ö n vØgezzük . 

A s z a b Æ l y o s Øs fØlig s zabÆ lyos t e s t e k k ö z ö t t v a n n a k o lyanok , a m e l y e k 

v Æ l t o z a t l a n a l a k b a n vagy gœla-kiegØszítØssel a f e l t Ø t e l eknek àæ), ill. az a.) k i v Ø -

te lØve l eleget t e s z n e k . Ahhoz , h o g y àæ), ill. az a.) f e l t Ø t e l t is k ie lØg í t sük , eze-

k e t a p o l i Ø d e r e k e t ill. gömbi v e t ü l e t ü k e t t o v Æ b b f o g j u k osz tan i m i n d a d d i g , 

a m í g csak n e m k e r ü l n e k az Ølek ill. o lda lhosszak a meg je lö l t k o r l Æ t a lÆ . 

Megv iz sgÆ l juk , hogy ek == 1, 2, 3 ( l apsze rkeze t eknØ l lk = 1 , 2 ) m e l l e t t 

me lyek azok a po l iØderek , a m e l y e k n Ø l a l e g h o s s z a b b Øs l eg röv idebb Øl h o s s z Æ -

n a k h Æ n y a d o s a a legkisebb. Az így k i a d ó d ó pol iØderek g ö m b i h Æ l ó z a t Æ t fel-

o sz t Æ s seg í t sØgØve l be f o g j u k sßr í ten i , Øs az i ly módon n y e r t h Æ l ó a l a k z a t o k 

k ö z ü l f o g j u k m a j d k i v Æ l a s z t a n i a l egsß rßbb h Æ l ó z a t œ a k a t . 

E l v b e n m e g kellene m Ø g vizsgÆlni , h o g y a gömbfe lü l e t egy b i z o n y o s leg-

s ß r ß b b hÆ romszög- f e lo sz t Æ sa v a l a m e l y k o r Æ b b i gömbi a l a k z a t b ó l (pl . g ö m b i 

ikozaØderbıl ) v a l a m i l y e n t o v Æ b b o s z t Æ s Æ l t a l Æll-e elı (a k o r Æ b b i a l a k z a t m in -

d e n csœcsa c sœcsa lesz a t o v Æ b b o s z t o t t a l a k z a t n a k is), de ezzel mos t i t t n e m 

fog l a lkozunk . 

6 . A szabÆlyos testek Øs gœ la-k iegØsz í tØse ik 

Most t e k i n t s ü n k el az 5. p o n t c) , ill. « ) f e l t Ø t e l Ø t ı l ! 

R œ d s z e r k e z e t e k e se tØben azok a p o l i Ø d e r e k , m e l y e k r e ek = 1, Øs a t ö b b i 

f e l t Ø t e lnek e lege t t esznek , v a l a m i l y e n s z a b Æ l y o s t e s t e k . E z e k k ö z ö t t , m i n t 

l Æ t t u k , az i k o z a Ø d e r elØgíti k i a l eg jobban a f e l t Ø t e l eke t . 

L a p s z e r k e z e t e k ese tØben lk � l - r e a t ö b b i fe l t Ø te l t l e g j o b b a n k ie l Øg í tı 

pol iØder a k ö v e t k e z ı k Ø p p e n s z Æ r m a z t a t h a t ó . 

T e k i n t s ü k a gömb b e í r t szabÆ lyos p e n t a g o n d o d e k a Ø d e r Ø t . A d o d e k a Ø d e r 

l a p j a i s zabÆ lyos ötszögek (egy csœcsban h Æ r o m Øl t a l Æ lkoz ik ) . A l apok k ö z Ø p -
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p o n t j Æ t a d o d e k a Ø d e r k ö z Ø p p o n t j Æ b ó l v e t í t s ü k a gömbfe lü l e t r e . E z e k e t a 

v e t ü l e t i p o n t o k a t egyenesszakaszok segí t sØgØvel kössük össze a megfe le lı la-

p o k a t h a t Æ r o l ó Ølek p o n t j a i v a l . Ezzel a d o d e k a Ø d e r m i n d e n l a p j Æ r a s z a b Æ l y o s 

gœ lÆ t Æ l l í t o t t u n k , a m e l y n e k a csœcsa a g ö m b f e l ü l e t e n v a n . A g œ l a p a l Æ s t o k a 

g ö m b egy be í r t k o n v e x po l iØderØ t a d j Æ k (4. Æ b r a ) , a m e l y e t (5,5,5)g-vel f o g u n k 

je lölni . (Az (5,5,5) j e l en t i a d o d e k a Ø d e r t . E z a jelölØs ö s s z h a n g b a n v a n az 

Arch imedes - f Ø l e p o l i Ø d e r e k r e a 3.6. p o n t b a n a d o t t jelölØssel . A g i n d e x a r r a 

u t a l , h o g y a po l iØder az (5,5,5)-bıl gœla-kiegØszí tØssel a d ó d o t t . ) Az (5,5,5)� 

po l i Øde r t 60 e g y b e v Æ g ó egyen lıszÆ rœ h Æ r o m s z ö g h a t Æ r o l j a . A k Ø t f a j t a Øl hosz -

s z Æ n a k a r Æ n y a 1,11. A d imenz ió nØ lkü l i j e l l emzı a d a t o k a t az V. t Æ b l Æ z a t b a n 

n = 1-nØ l t a l Æ l j u k . Az (5,5,5)g c sœcsa iban ö t ill. h a t Øl t a l Æ lkoz ik . 

4. Æbra. ( 5 , 5 , 5 ) 

7. Az Arch imedes - fØ l e pol iØderek Øs gœla-kiegØszí tØse ik 

H a a (4,4,re) Øs a (3,3,3,n) t e s t e k b ı l csak az egy r ö g z í t e t t re-hez (pl. n = 5-

höz) t a r t o z ó k a t v e s s z ü k f i gye l embe , a k k o r 15-fØle k o n g r u e n s szögle tß fØ l ig 

s zabÆ lyos t e s t ü n k v a n . E z e k a k ö v e t k e z ı k : 

(3.3.3.3.4) 

(3.3.3.3.5) 

(3,6,6) (3,3,3,re) 

(3,8,8) (3,4,3,4) 

(3,10,10) (3,4,4,4) 

(4,4,re) (3,4,5,4) 

(4,6,6) (3,5,3,5) 

(4,6,8) 

(4,6,10) 

(5,6,6) 
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Most v e g y ü k sorra az egységgömbbe beí r t 15-féle arch imedes i po l iéder t , 

és m i n d e n h á r o m n á l t ö b b csúcsú sokszög lapra á l l í t sunk szabályos g ú l á t úgy, 

ahogy az t a 6. p o n t b a n a dodekaéde r ese tében t e t t ü k . í g y ú j po l i éderekhez 

j u t u n k , me l yeke t ( i , j , . . ., m)g-vel f o g u n k jelölni . 

A g i ndex ismét a r ra u ta l , hogy az ú j pol iéder t az ( i , j,  . . ., m) Arch ime-

des-fé le po l iéderbõ l gúla-k iegészí téssel k a p t u k . 

11. ábra.  (4,6,10)g 12. ábra.  (5,6,6)g 13. ábra.  (3,3,3,5)g 

A k iegész í te t t és m o s t m á r csak há romszögekke l ha tá ro l t po l i éde reke t az 

5—19. á b r á n t ü n t e t t ü k fe l . A po l iéderek d imenzió né lkü l i je l lemzõ a d a t a i t az 

I . t á b l á z a t t a r t a l m a z z a . E z e k közü l a po l iéderek közü l szere tnénk k i vá lasz tan i 

kü lönbözõ e ft-ra azoka t a po l iédereke t , ame lyeknek a há lóza ta a l e g s û r û b b és 

ame lyek az 5. p o n t fe l té te le i t a c) ill. a ) k ivé te léve l k ie légí t ik . 

A k iegész í te t t po l iéderek k ö z ö t t egy pol iéder v a n , ame lyné l ek = 1. 

Ez a (3,3,3,5)g po l iéder , ame ly azonos az ikozaéder re l . 

Az ek m a g a s a b b ér téke i re a z o n b a n nem t u d j u k e ldönten i az I . t áb láza t 

ada ta ibó l , hogy mely ik po l iéder elégít i k i a l eg jobban az 5. pont fe l t é te le i t , és 
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me ly i k poliéder h á l ó z a t a sû rûbb , m e r t e lõ fordu l , hogy két po l iéderné l ck, c, ek, 

e, lk, l, sk megegyez ik , m in t pl. a (3,10,10)g és (3,3,3,3,5)g ese tében . Ezér t meg-

h a t á r o z z u k v a l a m e n n y i po l iéderné l az élek h o s s z á t , és e lõá l l í t j uk m i n d e n 

po l iéderné l a l eghosszabb és a legröv idebb él h o s s z á n a k az a r á n y á t . Azokra a 

po l iéderekre , a m e l y e k r e ez az a r á n y 1-nél n e m sokka l n a g y o b b , az 5. p o n t 

d.2) k ö v e t e l m é n y é t t e l j es í te t tnek t e k i n t j ü k . E z e k e t a po l iédereke t k ivá lasz t -

18. ábra.  ( 3 , 3 , 3 , 3 , 4 ) , 19. ábra.  ( 3 , 3 , 3 , 3 , 5 ) , 

j u k és m e g á l l a p í t j u k , hogy k ö z ü l ü k melyekre t e l j esü l az 5. p o n t d.\)  köve te l -

m é n y e . A számí tás e redménye i t a I I . t á b l á z a t m u t a t j a . A I I . t á b á z a t b a n 

k - va l az arch imedes i pol iéder é lhosszá t , a^gye l , a2 -ve l , a3 -ma l à l apok ra á l l í t o t t , 

k ü l ö n b ö z õ szabá lyos gúlák o lda lé lhosszát j e l ö l t ü k . 

M e g á l l a p í t h a t j u k , hogy a 15- fé le pol iéder közü l csak ö t re te l jesü l az, h o g y 

a leghosszabb és a legröv idebb él hosszának a r á n y a 1,2 a la t t v a n . A több i pol i -
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I. tÆblÆzat 

SzabÆlyos gœlÆkkal kiegØszített Archimedes-fØle poliØderek dimenzió nØlküli jellemzı adatai 

PoliØder <* Ñ e r ’ i 

*(3,6,6)g 2 16 2 42 2 28 3 
(3,8,8)? 2 30 2 84 2 56 3 
(3 10,10)g 2 72 2 210 2 140 3 
(4,4,n)�, n = 5 3 17 3 45 2 30 4 
(4,6,6) g 3 32 3 108 2 72 4 

(4,6,8)g 
4 

(5) 
74 4 216 3 144 6 

(4,6,10)g 
4 

(5) 
182 4 540 3 360 6 

*(5,6,6)� 3 92 3 270 2 180 4 
*(3,3,3,n)g, re = 5 1 12 1 30 1 20 1 

(3,4,3,4), 2 18 2 48 2 32 2 
(3,4,4,4)g 2 42 2 120 2 80 3 
(3,4,5,4)g 3 102 3 300 3 200 4 

*(3,5,3,5)g 2 42 2 120 2 80 2 
(3,3,3,3,4)g 2 30 2 84 2 56 3 

*(3,3 3,3,5), 2 72 2 210 2 140 3 

A *-gal jel�lt poliØderek eleget tesznek az 5. pont d. 2 követelmØnyØnek. A zÆrójelbe tett 
szÆmok akkor ØrvØnyesek, ha kØt azonos mØretß elemet, melyek csak tükrözØssel hozhatók 
fedØsbe, különbözıknek tekintünk. 

II. tÆblÆzat 

EgysØggömbbe beírt, szabÆlyos gœlÆkkal kiegØszített Archimedes-fØle poliØderek Ølhosszai 

Sor- (� 4 m )> Œ 
max(fe, aL, a 2 , a 3 ) 

szÆm (� 4 m )> al 
az rain(fe, a , , a � a3) 

1 * ( 3 , 6 , 6 ) g 0 , 8 5 2 8 0 , 9 7 7 5 1 , 1 5 

2 ( 3 , 8 , 8 ) , 0 , 5 6 2 2 0 , 8 0 1 7 � � 1 , 4 3 

3 ( 3 , 1 0 , 1 0 ) , 

( 4 . 4 . 5 ) , 

( 4 . 6 . 6 ) , 

0 , 3 3 6 3 0 , 5 6 7 5 � � 1 , 6 9 

4 

( 3 , 1 0 , 1 0 ) , 

( 4 . 4 . 5 ) , 

( 4 . 6 . 6 ) , 

1 , 0 1 3 5 0 , 7 7 7 8 0 , 9 9 3 2 � 1 , 3 0 

5 

( 3 , 1 0 , 1 0 ) , 

( 4 . 4 . 5 ) , 

( 4 . 6 . 6 ) , 0 , 6 3 2 5 0 , 4 5 9 5 0 , 6 7 1 4 � 1 , 4 6 

6 ( 4 , 6 , 8 ) , 0 , 4 3 1 5 0 , 3 0 8 8 0 , 4 4 2 4 0 , 5 9 0 0 1 , 9 1 

7 ( 4 , 6 , 1 0 ) , 0 , 2 6 3 0 0 , 1 8 6 8 0 , 2 6 5 3 0 , 4 3 6 0 2 , 3 3 

8 * ( 5 , 6 , 6 ) , 0 , 4 0 3 5 0 , 3 4 8 6 0 , 4 1 2 4 � 1 , 1 8 

9 * ( 3 , 3 , 3 , 5 ) g 

(ikozaØder) 
1 , 0 5 1 5 1 , 0 5 1 5 � � 1 

1 0 ( 3 , 4 , 3 , 4 ) , 1 , 0 0 0 0 0 , 7 6 5 4 � � 1 , 3 1 

1 1 ( 3 , 4 , 4 , 4 ) , 0 , 7 1 4 8 0 , 5 2 3 7 � � 1 , 3 6 

1 2 ( 3 , 4 , 5 , 4 ) , 0 , 4 4 7 8 0 , 3 2 0 8 0 , 3 8 8 3 � 1 , 4 0 

1 3 * ( 3 , 5 , 3 , 5 ) , 0 , 6 1 7 8 0 , 5 4 6 5 � � 1 , 1 3 

1 4 ( 3 , 3 , 3 , 3 , 4 ) , 0 , 7 7 2 4 0 , 5 6 9 8 � � 1 , 3 6 

1 5 � ( 3 , 3 , 3 , 3 , 5 ) , 0 , 4 6 3 8 0 , 4 0 2 8 � � 1 , 1 5 

A *-gal jelölt poliØderek eleget tesznek az 5. pont d. 2. követelmØnyØnek. 
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21. ábra.  (3,5,3,5)g 

éderné l ez az a r á n y 1,3 vagy a n n á l n a g y o b b . Az az öt po l iéder , ame ly re t e h á t 

t e l j es í te t tnek t e k i n t j ü k az 5. p o n t d.2) k ö v e t e l m é n y é t , a k ö v e t k e z õ : 

(3,6,6)g (5. á b r a ) , (5,6,6)g (12. és 20. áb ra ) , (3,3,3,5)g 

(3. és 13. á b r a ) , (3,5,3,5)g (17. és 21. ábra) és (3,3,3,3,5)g 

(19. és 22. á b r a ) . 

Ezen po l i éde rek csúcsa iban öt ill. h a t él ta lá lkoz ik . E b b õ l az ö t pol iéder-

b õ l — mivel k ö z ö t t ü k már n incs k e t t õ , me lyné l c, e, l megegyeznék -— k ivá lasz t -

h a t ó az ek = 2 és ek = 3 é r t ékekhez t a r t o z ó , l eg több lapbó l ál ló po l iéder . 
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22. ábra.  (3,3,3,3,5)g 

Ezek : ek = 2 esetén a (3,3,3,3,5)g , 

ek — 3 esetén ped ig az (5,6,6)g. 

A (3,3,3,3,5)g k é t f a j t a há romszög lapbó l áll. Az egy ik szabályos, a más i k 

egyen lõszárú háromszög. Az (5,6,6)g k é t f a j t a egyen lõszárú há romszög lapbó l ál l . 

8. Hálózatsûrítés és gömbháromszög-felosztási módszerek 

A 6. és 7. p o n t b a n l á t t u k , hogy a z o k n á l a po l iéderekné l , me lyekre az 5. 

p o n t d.2) k ö v e t e l m é n y e te l j esü l , és a m e l y e k n e k t ö b b l a p j u k van , m i n t az 

ok taéde renek , minden c s ú c s b a n öt v a g y h a t él t a lá l koz i k . Az i kozaéder t , az 

(5,5,5)g-t , a (3,3,3,3,5)g-t és az (5,6,6)g-t a fe losz tás a l a p a l a k z a t á n a k fog juk tek in -

ten i , és g ö m b i h á l ó z a t u k a t b izonyos e lvek szer in t sûr í ten i f og juk , ügye lve a r ra , 

hogy a t o v á b b i fe losztással e lõál l í to t t po l i édernek is m i n d e n csúcsában ö t v a g y 

h a t él ta lá l kozzék . 

Az a l a p a l a k z a t o k g ö m b i h á l ó z a t á n a k sûrí tése a ha tá ro ló g ö m b h á r o m -

szögek k i sebb gömbháromszögek re va ló fe losz tásáva l t ö r t é n i k . Az a l á b b i a k b a n 

i smer te tünk n é h á n y fe losz tás i e l já rás t . 

8.1. Általános gömbháromszögekre is alkalmazható felosztási módszerek. 

(Különbözõ háromszögekbõl álló hálózat sûrítése) 

8.1. 1) Oldalfelezéses eljárás 

K ö s s ü k össze a g ö m b h á r o m s z ö g o ldal fe lezõ p o n t j a i t fõkör ívekke l . Í gy 

az eredet i g ö m b h á r o m s z ö g e t négy gömbhá romszög re osz to t t uk . A k i a d ó d ó 

gömbháromszögek o lda l fe lezõ p o n t j a i t i s m é t kössük össze fõkör ívekke l és így 

Mûszaki Tudomány 46, 1973 



2 1 4 TARNAI TIBOR 

t o v Æ b b . A f e l o s z t Æ s t t e t szı leges sßrßsØgi f o k i g f o l y t a t h a t j u k . Ezze l az e l j Æ r Æ s s a l 

az eredet i g ö m b h Æ r o m s z ö g o lda l a inak (2 s zÆmœ) egyen lı rØszekre t ö r t Ø n ı 

f e losz t Æ sÆ t Ø r j ü k el. 

8 .1. 2) A gömbhÆromszög körØ írható kör közØppontjÆval törtØnı sßrítØs 

T e k i n t s ü k egy te t szı leges g ö m b h Æ r o m s z ö g e k b ı l Ælló g ö m b i a l a k z a t e g y 

g ö m b h Æ r o m s z ö g Ø t . A g ö m b h Æ r o m s z ö g k ö r Ø í r h a t ó kör k ö z Ø p p o n t j Æ t k ö s s ü k 

össze f ı k ö r í v e k k e l a g ö m b h Æ r o m s z ö g h Æ r o m csœcsÆval Øs a g ö m b h Æ r o m s z ö g g e l 

közös o lda lœ h Æ r o m szomszØdos g ö m b h Æ r o m s z ö g körØ í r h a t ó k ö r n e k a k ö z Ø p -

p o n t j Æ v a l . E z t az e l jÆ rÆs t m i n d e n g ö m b h Æ r o m s z ö g r e e lvØgezve œ j , az e r e d e t i h e z 

k Ø p e s t h Æ r o m s z o r sß rßbb h Æ l ó z a t o t n y e r ü n k . 

8.2. EgyenlıszÆrœ gömbhÆromszögek Fuller-fØle felosztÆsa 

Az egyen lıszÆ rœ g ö m b h Æ r o m s z ö g e k l egkevesebb k ü l ö n b ö z ı o lda lhossza l 

j Æ r ó f e losz tÆsa FuLLERtıl e r e d . MódszerØ t [3] a l a p j Æ n i s m e r t e t j ü k . 

T e k i n t s ü n k egy egyen lı szÆ rœ , hegyesszögß g ö m b h Æ r o m s z ö g e t . E n n e k 

g ö m b i s z i m m e t r i a v o n a l a merı legesen felezi az a l apo t Øs fe lez i a g ö m b h Æ r o m -

szög æî szÆ r szögØ t is. E z u t Æ n osszuk fel a s z i m m e t r i a v o n a l n a k a h Æ r o m s z ö g b e 

esı s z a k a s z Æ t n egyenlı h o s s z œ s Æ g œ ív re (23.a Æbra) . Az o s z t ó p o n t o k b a n 

v e g y ü k a s z i m m e t r i a v o n a l r a merıleges f ı k ö r í v e k e t . E z e k metsz ik a g ö m b -

h Æ r o m s z ö g s z Æ r a i t . A g ö m b h Æ r o m s z ö g szÆ r szögnØ l levı c s œ c s Æ t ó l k i i n d u l v a a 

k Ø t szÆron k a p o t t m e t s z Ø s p o n t o k a t r end re k ö s s ü k össze f ı k ö r í v e k segí t sØgØvel 

a s z i m m e t r i a v o n a l o n levı m i n d e n m Æ s o d i k o s z t ó p o n t t a l . í g y csak a s z Æ r 

fe lØ ig t u d u n k e l j u tn i . E z Ø r t f o r g a s s u k el az egyenlı r Ø szek re fe losz to t t s z i m -

m e t r i a v o n a l - s z a k a s z t a g ö m b ö n az a lap f e l e z ı p o n t j a kö rü l 180°-kal , Øs az í g y 

elıÆlló o s z t ó p o n t o k k a l f o l y t a s s u k az e l j Æ r Æ s t . E z Æ l t a l az e r e d e t i egyen lıszÆ rœ 

g ö m b h Æ r o m s z ö g e t n2 d a r a b g ö m b h Æ r o m s z ö g r e o s z t o t t u k . A s z i m m e t r i a v o n a l 

i r Æ n y Æ b a n e g y m Æ s a l a t t so r ra o lyan g ö m b h Æ r o m s z ö g e k Æ l l n a k , melyek t ü k r ö -

zØssel f edØ sbe h o z h a t ó k . Az e l j Æ r Æ s f e losz t j a az eredet i g ö m b h Æ r o m s z ö g s z Æ r Æ t 

n k ü l ö n b ö z ı hosszœsÆgœ f ı k ö r í v r e , az a l a p o t p e d i g rc/2 ill. (n -f- l ) /2 k ü l ö n b ö z ı 

hos szœsÆgœ f ı k ö r í v r e , a t t ó l f ü g g ı e n , hogy n pÆros-e v a g y p Æ r a t l a n . Az a l a p 

f e l e t t i elsı o s z t ó fıkör íven n /2 ill. (n � l ) / 2 kü lönbözı hosszœsÆgœ f ı k ö r í v 

k e l e t k e z i k n p Æ r o s v a g y p Æ r a t l a n vo l t Æ tó l f ü g g ı e n . 

Ez a f e losz tÆ s t e h Æ t e g y egyen lıszÆ rœ g ö m b h Æ r o m s z ö g b e n 

2n kü lönbözı o lda lhos sza t , 

n ill. 2 n � 1 k ü l ö n b ö z ı g ö m b h Æ r o m s z ö g e t (a t tó l f ü g g ı e n , hogy k Ø t 

a z o n o s mØre tß g ö m b h Æ r o m s z ö g e t , melyek csak tük rözØsse l h o z h a -

t ó k fedØsbe , a z o n o s n a k t . ek in tünk-e vagy n e m ) , Øs 

n2 g ö m b h Æ r o m s z ö g e t e r e d m Ø n y e z . 

A f e lo sz t Æ s e r e d m Ø n y Ø t a 23.b Øs 23.æ Æ b r a szemlØ l te t i a r r a az e s e t r e , 

m i d ı n n p Æ r o s . 
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23/a  ábra.  Egyenlõszárú gömbháromszög Fuller-féle fe losztása 

8.3. Egyenlõoldalú gömbháromszögek felosztásai 

8.3. 1 ) Egyenlõoldalú gömbháromszögek Fuller-féle felosztása 

Fu l le r módsze ré t [5] és [6] a lap ján i s m e r t e t j ü k . A z egyenlõo lda lú 

gömbhá romszög fe losz tását lényegében a k ö v e t k e z õ k é t a lapeset re v e z e t i 

v issza : 

a) Az egyen lõo lda lú gömbhá romszög o ldal fe lezõ p o n t j a i t kössük össze 

fõkör ívekke l . Ezze l ú g y o s z t o t t u k fe l a gömbbáromszöge t , h o g y belse jében e g y 

ú j a b b egyen lõo lda lú g ö m b h á r o m s z ö g ke le tkez ik , amelynek csúcsai az e r e d e t i 

egyenlõo lda lú gömbhá romszög oldal fe lezõ p o n t j a i . 

b ) Az egyen lõo lda lú gömbhá romszög c e n t r u m á n k e r e s z t ü l vegyünk fe l a 

s z i m m e t r i a v o n a l a k r a merõleges fõkö r í veke t . E z e k az o l d a l a k k a l hat me tszés -

p o n t o t h a t á r o z n a k meg. A gömbhá romszög csúcsaihoz legköze lebb esõ k é t - k é t 

me t széspon to t fõkö r í vekke l összekö tve egy o l y a n fe losztáshoz j u t u n k , m e l y az 

e rede t i há romszög be lse jében szabá lyos gömb i hatszöget e redményez . 
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Ha sûrûbb felosztást akarunk, akkor az a) ponti felosztásban keletkezõ 
egyenlõoldalú gömbháromszöget kell az a), ill. b) alapeset valamelyikével 
tovább osztani. A belsõ szabályos gömbháromszögön kívül keletkezõ osztó-
pontok a szimmetriavonalakra merõleges fõkörívek segítségével egyértelmûen 
kiadódnak. 

A felosztást n = 2-re az a), n = 3-ra ab) alapeset adja, n = 4 és n = 6 
esetére a felosztást a 24. ábra mutatja. A z ábrán a számok a különbözõ oldala-
kat , a nagybetûk pedig a különbözõ gömbháromszögeket jelölik. 

8.3. 2) Az általunk javasolt felosztás 

Osszuk fel az egyenlõoldalú gömbháromszög mindhárom oldalát n egyenlõ 
hosszú ívre. A gömbháromszög mindegyik csúcsánál a csúcstól számítot t elsõ 
osztópontokat kössük össze fõkörívvel. Vegyük a háromszög csúcsán áthaladó 
gömbi magasságvonalat (szimmetr iavonalat) és a csúcstó l számított második 
szakaszt a felosztott háromszög-oldalon, valamint e szakasz gömbi felezõ 
merõlegesét. Ez utóbbi metsz i a háromszög magasságvonalát. A metszéspontot 
fõkörívekkel összekötve a csúcstól számí to t t elsõ és második osztóponttal , 
egyenlõszárú gömbháromszöget kapunk. Állítsunk az eredeti gömbháromszög 
oldalain minden fennmaradó szakaszra ugyani lyen egyenlõszárú gömbhárom-
szöget. Eddig három kü lönbözõ oldalhossz adódott. Az egyenlõszárú három-
szögek szárszögeinél levõ csúcsai az eredeti gömbháromszög egy oldala mentén 
egymástól egyenlõ gömbi távolságokra lesznek, hiszen ezek a csúcsok a gömbön 
egy, a gömbháromszög oldalának síkjával párhuzamos síkban is benne vannak. 
Kössük össze fõkörívekkel ezeket a csúcsokat. Így adódik a negyedik-féle 
oldalhossz. Ekkor az eredeti gömbháromszög belsejében az eredeti gömb-
háromszögre emlékeztetõ alakzatot kapunk, amelynek „oldalai" (ezek most 
gömbi töröttvonalak) a töréspontok által n — 2 egyenlõ részre vannak felosztva. 

Mûszaki Tudomán } 46, 1973 

24. ábra. A gömbi ikozaéder egy háromszögének Fuller-féle felosztása 
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Az e l j Æ r Æ s t add ig kel l i smØ te ln i , m íg v a g y egy p o n t b a n , v a g y egy g ö m b -

h Æ r o m s z ö g b e n vØgzıd ik az e l j Æ rÆs a t t ó l f ü g g ı e n , hogy n osz tha tó v o l t - e 

h Æ r o m m a l , v a g y n e m . 

E n n Ø l a módsze rnØ l a fe losz tÆssa l k e l e t k e z e t t g ö m b h Æ r o m s z ö g e k v a g y 

m i n d , v a g y egy k ivØ te l Øve l e g y e n l ı s z Æ r œ a k (ez az egy a cent rÆ l i s h e l y z e t ß 

szabÆ lyos g ö m b h Æ r o m s z ö g ) , a t t ó l f ü g g ı e n , h o g y n o s z t h a t ó - e h Æ r o m m a l , 

v a g y sem. 

9. HÆlózatsßrítØssel elıÆll ított poliØderek 

A 8. p o n t b a n a 8 .1 . 2) k ivØ te lØve l a r r a a d t u n k n Ø h Æ n y fon tos e l j Æ r Æ s t , 

hogy h o g y a n lehe t egy g ö m b h Æ r o m s z ö g e k b ı l Ælló g ö m b i b Æ l ó a l a k z a t egy 

g ö m b h Æ r o m s z ö g Ø t f e losz t an i œ g y , hogy a f e losz tÆssa l l ehe tı leg kevØs œ j o l d a l -

hossz a d ó d j Ø k . Most a 8. p o n t b a n i s m e r t e t e t t f e losz t Æ s i m ó d s z e r e k k e l a g ö m b i 

h Æ l ó a l a k z a t v a l a m e n n y i g ö m b h Æ r o m s z ö g Ø t f e l o s z t j u k . E z z e l s ß r ß b b h Æ l ó z a t œ , 

g ö m b h Æ r o m s z ö g e k b ı l Ælló gömbi h Æ l ó a l a k z a t h o z j u t u n k . E b b e n a p o n t b a n az 

így e lıÆ l l í to t t gömbi h Æ l ó a l a k z a t o k h o z t a r t o z ó (3.8. Øs 5. p o n t ) p o l i Ø d e r e k 

t u l a j d o n s Æ g a i t f o g j u k v izsgÆ ln i . 

9.1. A gömbi ikozaØder hÆlózatÆnak sßrítØse 

A g ö m b i ikozaØde r 8.1. 1) szer in t i f e l o s z t Æ s a mÆsod ik l Ø p Ø s b e n � h a elsı 

lØpØskØnt m a g Æ t az i k o z a Ø d e r t f o g a d j u k el � a (3,5,3,5)g a l a k z a t o t s z o l g Æ l t a t j a . 

A h Æ l ó z a t s ß r í t Ø s n Ø h Æ n y elsı lØpØsØt a I I I . t Æ b l Æ z a t a) p o n t j a t a r t a l m a z z a . 

A 8.1. 2) szer in t i h Æ l ó z a t s ß r í t Ø s m Æ s o d i k l ØpØsekØn t az (5,5,5)g a l a k z a t o t 

n y e r j ü k . Az n t o v Æ b b i Ø r t Øke i r e a ke l e tkezı a l a k z a t o k a d a t a i t a I I I . t Æ b l Æ z a t -

b a n , a b) p o n t b a n t a l Æ l j u k meg . 

A 8.3. 1 ) p o n t b a n i s m e r t e t e t t f e l o s z t Æ s t F U L L E R k i f e j e z e t t e n a g ö m b i 

ikozaØder re do lgoz ta k i . Az ebben a f e losz tÆs i r e n d s z e r b e n r e j l ı s z a b Æ l y o s s Æ g 

a b b a n is k i f e j ezØs re j u t , h o g y n = 2-re a (3 ,5 ,3 ,5) g , n = 3 - ra az (5,6,6)g a l a k z a t 

adód ik (ezeke t k o r Æ b b a n az a r ch imedes i po l i Øde rekbı l s z Æ r m a z t a t t u k ) . 

F U L L E R g ö m b i ikozaØder - fe losz tÆsa t e h Æ t b i z o n y o s n Ø r t Ø k e k r e egyben kiadja a 

gömbi (5,6,6)g alakzat felosztÆsÆt is. 

Az n m a g a s a b b Ø r t Øke i r e az e lızıknØl k e d v e z ı b b f e l o s z t Æ s t n y œ j t a 8 .3 . 

2)-ben j a v a s o l t e l j Æ rÆs . E n n Ø l az e l j Æ r Æ s n Æ l , h a egy o lda l t n rØszre o s z t o t t u n k 

fel , a k k o r 

ck = n, 

Ñ = 10 re2 + 2, 

ek = n, 

e = 30 re2, 

1=20 n2. 

15 Mßszaki TudomÆny 46, 1973 
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III. tÆblÆzat 

Gömbi ikozaØder hÆlózatÆnak sßrítØse 

a) oldalfelezØses eljÆrÆssal: 

SorszÆm 4 h n 4 Ñ ÷ e h 1 ÷ 

2 2 4 2 2 1 2 0 2 8 0 2 

3 4 1 6 2 5 4 8 0 5 3 2 0 5 

( 6 ) 
4 1 0 6 4 2 1 5 1 9 2 0 1 5 1 2 8 0 2 0 

( 1 2 ) ( 2 2 ) 

b) a hÆromszögek körØ írható körök közØppon tjainak segítsØgØvel: 

SorszÆm 
n 4 e ÷ e h I ÷ 

2 2 3 2 2 9 0 1 6 0 2 

3 3 9 2 3 2 7 0 2 1 8 0 4 

4 6 2 7 2 6 8 1 0 4 5 4 0 1 0 

(5) 

c) Æltalunk javasol t felosztÆssal: 

SorszÆm 
n 4 Ñ ÷ e h 1 ÷ 

1 1 1 2 1 3 0 1 2 0 1 

2 2 4 2 2 1 2 0 2 8 0 2 

3 3 9 2 3 2 7 0 3 1 8 0 4 

4 4 1 6 2 4 4 8 0 5 3 2 0 6 

5 5 2 5 2 5 7 5 0 6 5 0 0 7 

6 6 3 6 2 6 1 0 8 0 7 7 2 0 9 

(7) 
7 7 4 9 2 7 1 4 7 0 9 9 8 0 1 1 

(8) 
8 8 6 4 2 8 1 9 2 0 1 0 1 2 8 0 1 2 

(9) 
9 9 8 1 2 9 2 4 3 0 1 1 1 6 2 0 1 4 

(¨) 
10 1 0 1 0 0 2 1 0 3 0 0 0 1 3 2 0 0 0 1 6 

( 1 2 ) 

A zÆrójelbe t e t t szÆmok akkor ØrvØnyesek, ha kØt azonos meretß elemet, amelyek csak tükrö-
zØssel hozhatók fedØsbe, különbözıknek tekintünk. 

Az ezze l a módszer re l t ö r t Ø n ı l i Æ lóza t sß r í t Ø s elsı ö t lØpØsØ t a 25. Æ b r Æ n 

s z e m l Ø l t e t j ü k . A kü lönbözı s zÆmok a k ü l ö n b ö z ı o l d a l a k a t , a k ü l ö n b ö z ı b e t ß k 

a k ü l ö n b ö z ı g ö m b h Æ r o m s z ö g e k e t jelöl ik. A ke le tkezı a l a k z a t o k a d a t a i t a I I I . 

t Æ b l Æ z a t c ) p o n t j Æ b a g y ß j t ö t t ü k össze. 

Alßszaki TudomÆny 46, 1973 
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9.2. A gömbi f5 ,5,5) g alakzat hálózatának sûrítése 

A gömbi (5,5,5)g alakzat legeredményesebb felosztását a 8.2. pon tban 
leírt módszerrel é rhe t j ük el. Ezt a módszert FULLER  lényegében éppen az 
(5,5,5)g gömbi há lózatának besûrí tésére alkalmazta. Ha egy oldalt n részre 
osz to t tunk fel, akkor a keletkezõ pol iéder jellemzõ, dimenzió nélküli ada ta i a 
következõk lesznek: 

ck = 2 n, 
ñ = 30 n2 + 2 , 
ek = 2 n , 
e = 90 n2 , 
lk = n (2n — 1, ha két azonos méretû olyan lapot , amelyek csak 

tükrözéssel hozhatók fedésbe, különbözõknek tek in tünk) , 
/ = 60 n2 , 
sk = 3 n — 1 . 

A felosztást az n = 1,2,3,4,5 esetekre a 26. ábra m u t a t j a . Az n = 2-re 
k iadódó poliédert az 1. és 27. ábrán l á tha t j uk . A jel lemzõ ada toka t táb láza tba 
is fog la l tuk (IV. táb láza t ) . 

15 Mûszaki Tudomány 46, 1973 

25. ábra. A g ö m b i ikozaéder h á l ó z a t á n a k sûrí tése n — 1,2,3,4,5 esetén 
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27. ábra. Az (5,5,5)„ Ful ler-felosztása n = 2 esetén 

Alûszaki Tudomány 46, 1973 

26. ábra. A gömbi (5,5,5)g alakzat hálózatának Fuller-féle felosztása n = 1,2,3,4,5 esetén 
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IV. táblázat 

Gömbi (5,5,5)g alakzat Fuller-féle hálózatsürítése 

Sorszám 
N × Ñ «i E G I »t 

1 2 32 2 90 1 60 2 
2 4 122 4 360 2 240 5 

3 6 272 6 810 
(3) 

3 540 8 

4 8 482 8 1440 
(5) 

4 960 11 

5 10 752 10 2250 
(7) 

5 
(9) 

1500 14 

A zárójelbe tet t számok akkor érvényesek, ha két azonos méretû elemet, melyek csak 
tükrözéssel hozhatók fedésbe, különbözõknek tekintünk. 

9.3. A gömbi f 3 , 3 , 3 , 3 , a l a k z a t hálózatának sûrítése 

A (3,3,3,3,5)g poliéder gömbi hálózata, min t lá t tuk , egyenlõszárú és 
egyenlõoldalú gömbháromszögekbõl áll. Az egyenlõszárú gömbháromszögek is 
és az egyenlõoldalú gömbháromszögek is egybevágók. Egy egyenlõszárú gömb-
háromszöghöz a száraknál ismét egyenlõszárú gömbháromszögek csat lakoznak, 
az a lapnál egyenlõoldalú gömbháromszög kapcsolódik. A hálózatsûrí tést a 
következõ módon h a j t j u k végre: 

15 Mûszaki Tudomány 46, 1973 

28. ábra. A gömbi (3,3,3,3,5)» alakzat hálózatának sûrítése n = 1,2,3,4,5 esetén 
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Az egyen lıszÆ rœ g ö m b h Æ r o m s z ö g e t osszuk fel a 8.2. p o n t b a fog la l t ak 

s z e r i n t . Ez a h Æ r o m s z ö g - f e l o s z t Æ s i n d u k Æ l egy s z i m m e t r i k u s f e losz tÆs t az 

e g y e n l ı s z Æ r œ g ö m b h Æ r o m s z ö g a l a p j Æ n . U g y a n e z t a f e losz t Æ s t v i g y ü k Æ t az 

egyen lıo lda lœ g ö m b h Æ r o m s z ö g m Æ s i k k Ø t o l d a l Æ r a is. E z u t Æ n a l k a l m a z z u k a 

8 . 3 . 2)-ben leír t m ó d s z e r t . Mivel az o lda l t n e m egyenlı s z a k a s z o k r a o s z t o t t u k 

f e l , Øs így a s z a k a s z o k r a nem l e h e t egybevÆgó g ö m b h Æ r o m s z ö g e k e t he lyezni , a 

8 . 3 . 2)- t o l y k Ø p p e n m ó d o s í t s u k , h o g y a s z a k a s z o k r a Æ l l í t o t t egyen lıszÆ rœ 

g ö m b h Æ r o m s z ö g e k n e k a szÆ rhossza legyen azonos . A fe losz tÆs elsı lØpØsei t a 

28 . Æ b r Æ n m u t a t j u k be . Az a l a k z a t o k h o z t a r t o z ó po l iØderek a d a t a i t az V. t Æ b -

l Æ z a t c ) p o n t j a a l a t t t a l Æ l j u k . A z összehason l í t Æ s k e d v Ø Ø r t a 8.1. 1) Øs 8.1. 2) 

s z e r i n t i f e losz tÆs t is e lvØgeztük n = 2-re (V. t Æ b l Æ z a t a) Øs b) ). 

V. tÆblÆzat 

Gömbi /3,3,3,3,5/g alakzat hÆlózatÆnak sßrítØse 

a) oldalfelezØses eljÆrÆssal: 

S o r s z Æ m 
n 

ck Ñ "Œ e h 1 «t 

1 2 72 2 210 2 140 3 
2 5 282 5 840 5 

(6) 
560 7 

b) a hÆromszögek körØ írható körök közØppon tjainak segítsØgØvel: 

S o r s z Æ m 
n 

æ n e k t ’k 

1 2 72 2 210 2 140 3 
2 5 212 5 630 3 

(4) 
420 7 

c) Ful ler módszerØnek segítsØgØvel: 

S o r s z Æ m 
n ÷ Ñ å* e h t ’k 

1 2 72 2 210 2 140 3 
2 5 282 5 840 4 560 7 

3 8 632 8 1890 
( 5 ) 

6 1260 13 

4 12 1122 11 3360 
(8) 

9 
(12) 

2240 18 

A zÆrójelbe t e t t szÆmok akkor ØrvØnyesek, ha kØt azonos mØretß elemet, melyek csak 
tükrözØssel hozhatók fedØsbe, különbözıknek tekintünk. 

Alßszak i TudomÆny 46, 1973 
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9.4. A gömbi (5,6,6)g alakzat hálózatának sûrítése 

M i n t a 9 . l -ben l á t t u k az (5,6,6)g pol iéder gömb i h á l ó z a t á n a k geodet ikus 

v o n a l a k k a l va ló fe losz tása lényegében a gömbi i kozaéder 8.3. 1) szer in t i felosz-

t á s á n a k k ö v e t k e z m é n y e . 

Az (5,6,6)g po l iéder gömbi h á l ó z a t a k é t f a j t a egyen lõszárú g ö m b h á r o m -

szögbõl ál l . K é t k ü l ö n b ö z õ g ö m b h á r o m s z ö g az a l a p j á v a l csa t lakoz ik egymás-

hoz. Egyen lõszá rú g ö m b h á r o m s z ö g e k r õ l lévén szó, a l k a l m a z h a t j u k a 8.2-ben 

e lõado t t fe losztási m ó d s z e r t . Ez n = 2-re minden v á l t o z t a t á s né lkü l használ -

ha tó . n 2 esetén m á r módos í tan i ke l l az e l já rás t . 

Az egy ik f a j t a egyen lõszárú gömbhá romszöge t osszuk fel a 8.2. szer in t . 

Ez a háromszög- fe losz tás az a lapon egy sz immet r i kus fe losz tás t e redményez . 

A más i k egyenlõszárú g ö m b h á r o m s z ö g e t már úgy kel l fe losz tan i , hogy az ala-

pon k i a d ó d ó osz tópon tok azonosak legyenek azokka l az osz tópon tokka l , 

m e l y e k e t elõzõleg k a p t u n k . Az a lap osz tópon t j a i nak egyez te tése az t eredmé-

nyezi , h o g y n m a g a s a b b ér téke i re ez az el járás m á r e lõny te len lesz, ek és lk 

ér téke i n a g y o b b a k lesznek — u g y a n o l y a n sûrûség me l l e t t — m i n t az elõzõ mód-

szerekke l n y e r t po l iéderekné l . Az e l j á rás t és az a l a k z a t o k a d a t a i t a 29. áb rán 

és a V I . t á b l á z a t b a n l á t h a t j u k . 

29.  ábra.  A gömbi (5,6,6)g alakzat hálózatának sûrítése n = 1,2,3,4,5 esetén 

14* Mûszaki Tudomány 46, 1973 
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VI. tÆblÆzat 

Gömbi (5,6,6)g alakzat hÆlózatÆnak sßrítØse 

SorszÆm 
n <* æ e h 1 «* 

1 3 92 3 270 2 180 4 
2 6 362 7 1080 4 720 9 

(6) 
3 10 812 11 2430 7 1620 16 

( ¨ ) 

A zÆrójelbe tet t szÆmok akkor ØrvØnyesek, ha kØt azonos mØretß e lemet , melyek csak 
tükrözØssel hozhatók fedØsbe, különbözıknek tekintünk. 

10. ÖsszehasonlítÆs Øs ØrtØkelØs 

Az i r o d a l o m b ó l edd ig i s m e r t a l a k z a t o k m e l l e t t ( ikozaØder , (5,5,5)g , ezek 

FuLLER-felosztÆsai , v a l a m i n t az (5,6,6) ?) � rØ szben F U L L E R e l j Æ r Æ s Æ t is fel-

h a s z n Æ l v a � s ikerü l t az i t t k ö z ö l t e k szer in t egy sor œ j a l a k z a t o t szerkesz teni . 

Ezze l m ó d ny í l ik a r r a , h o g y az œ j f e losz tÆsokka l k a p o t t , l e g s ß r ß b b hÆ lóza tœ 

a l a k z a t o k a t az eddig i s m e r t e k k e l e g y ü t t az 5. p o n t b a n f e l Æ l l í t o t t k ö v e t e l m Ø n y e -

k e t f i gye l embe vØve ek ill. lk n ö v e k v ı Ø r tØke i sze r in t s o r o z a t b a Æ l l í t suk . A t Æ r -

gya l t po l iØderek közül a l e g s ß r ß b b h Æ l ó z a t œ a k a t r œ d s z e r k e z e t e k r e a V I I . t Æb l Æ -

z a t , l a p s z e r k e z e t e k r e a V I I I . a) Øs b) t Æ b l Æ z a t so ro l j a fel . 

VII. tÆblÆzat 

Legsßrßbb hÆlózatœ poliØderek rÆdszerkezetekhez 

Alakzat 4 Ñ ÷ e Œ 1 

ikozaØder 1 12 1 30 1 20 
(3 ,3 ,3 ,3 ,5b 2 72 2 210 2 140 
(5,6,6) f 3 92 3 270 2 180 
ikozaØder felosztÆs, n = 4 4 162 4 480 5 320 

(3,3,3,3,5)g felosztÆs, n = 2 5 282 5 840 
4 

(5) 
560 

ikozaØder felosztÆs, n = 6 6 
(7) 

362 6 1080 7 720 

ikozaØder felosztÆs, n = 7 7 
(8) 

492 7 1470 9 980 

ikozaØder felosztÆs, n = 8 8 
(9) 

642 8 1920 10 1280 

ikozaØder felosztÆs, n = 9 9 
( ¨ ) 

812 9 2430 11 1620 

A zÆrójelbe tet t szÆmok akkor ØrvØnyesek, ha kØt azonos mØretß e lemet , melyek csak 
tükrözØssel hozhatók fedØsbe, különbözıknek tekintünk. 

Alßszaki TudomÆny 46, 1973 
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VIII. tÆblÆzat 

Legsßrßbb hÆlózatœ poliØderek lapszerkezetekhez 

melyek csak tükrözØssel hozhatók a) Ha valamely kØt azonos mØretß hÆromszöglapot 
fedØsbe � azonosaknak tekintünk: 

Alakzat <* Ñ ÷ e h < �Œ 

2 32 2 90 1 60 2 
Fuller-felosztÆs, n = 2 4 122 4 360 2 240 5 
Fuller-felosztÆs, n 3 6 272 6 810 3 540 8 
Fuller-felosztÆs, re = 4 8 482 8 1440 4 960 1 1 
Fuller-felosztÆs, n = 5 10 752 10 2250 5 1500 14 

(5.5,5), 
(5,5,5)" 
(5.5,5), 
(5,5,5), 
(5.5,5), 

b) Ha valamely kØt azonos mØretß hÆromszöglapot 
fedØsbe � különbözıknek tekintünk: 

melyek csak tükrözØssel hozhatók 

Alakzat «* Ñ ÷ e I ’k 

(5,5,5), 2 32 2 90 1 60 2 
(5,6,6), 3 92 3 270 2 180 4 
(5,5,5), Fuller-felosztÆs, n = 2 4 122 4 360 3 240 5 
(3,3,3,3,5), hÆromszög körØ 

írható körök közØppontjaival 
sßrítve, n = 2 5 212 5 630 4 420 7 

(3,3,3,3,5)g felosztÆs, n = 2 5 282 5 840 5 560 7 
(5,6,6)g felosztÆs, n = 2 6 362 7 1080 6 720 9 
(5,5,5)g Fuller-felosztÆs, n = 4 8 482 8 1440 7 960 ¨ 
(3,3,3,3,5), felosztÆs, re = 3 
(5,5,5)g Fuller-felosztÆs, re = 5 

8 632 8 1890 8 1260 13 (3,3,3,3,5), felosztÆs, re = 3 
(5,5,5)g Fuller-felosztÆs, re = 5 10 752 10 2250 9 1500 14 

A k a p o t t e r e d m Ø n y e k b ı l k i t ß n i k , h o g y lapszerkezeteknØl, ha az azonos 

m Ø r e t ß , de e l l en tØ tes k ö r ü l j Æ r Æ s œ h Æ r o m s z ö g l a p o k a t a z o n o s a k n a k t e k i n t j ü k , 

a k k o r k i z Æ r ó l a g az (5 ,5 ,5) , Øs a n n a k Fu l l e r - fØ le f e losz tÆssa l (8.2) s z Æ r m a z t a t o t t 

po l iØdere i a d j Æ k a l e g s ß r ß b b Ø l h Æ l ó z a t o t . H a az a z o n o s m Ø r e t ß , de e l len tØ tes 

k ö r ü l j Æ r Æ s œ h Æ r o m s z ö g - l a p o k a t n e m t e k i n t j ü k a z o n o s a k n a k , a k k o r a z (5,5,5)� 

Øs a n n a k Ful ler- fØ le pol iØdere i , v a l a m i n t az (5,6,6)g , az Æ l t a l u n k i s m e r t e t e t t 

(3,3,3,3,5)g Øs az ezek fe losz tÆsa iva l k e l e t k e z ı po l i Øde rek v Æ l t a k o z v a lesznek 

a l e g s ß r ß b b Ø lhÆ lóza tœ po l iØderek . 

A g y a k o r l a t s z e m p o n t j Æ b ó l oly f o n t o s rœdszerkezetek e se tØben n n ö v e k v ı 

Ø r t Ø k e i t t e k i n t v e az i k o z a Ø d e r Øs a k Ø t fØl ig szabÆ lyos t e s t b ı l s z Æ r m a z t a t o t t 

po l iØder (a (3,3,3,3,5)g Øs az (5,6,6),) u t Æ n a l egsßrßbb Ø l h Æ l ó z a t o t a z o k a poli-

Øderek a d j Æ k , amelyek az i kozaØde rbı l az Æ l t a lunk j a v a s o l t 8.3. 2) szer in t i 

f e losz tÆssa l k e l e t k e z n e k . M e g Æ l l a p í t h a t j u k t e h Æ t , h o g y a (3 ,3 ,3 ,3 ,5) , po l i Øde r Øs 

e n n e k egy t o v Æ b b o s z t o t t pol iØdere , v a l a m i n t a gömbi i k o z a Ø d e r 8.3.2) s ze r i n t i 

f e l o s z t Æ s Æ n a k segí tsØgØvel e lıÆ l l í to t t po l i Øde rek n 2, n =f= 3 Ø r t Ø k e k r e m i n d e n 

eddigi po l i Øde rnØ l j o b b a n te l j es í t ik az 5. p o n t b a n k i t ß z ö t t f e l t Ø t e l e k e t . 
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Spherical Grids of Triangular Network. The network of single-layered spherical grids 
consisting of triangles is geometrically analysed. The answer sought for is how a sphere surface 
might be divided into the greatest possible number of spherical triangles wi th a small number 
of different side-lengths in such a way that the division is as uniform as possible. With the aid 
of regular and semi-regular solids approximately uniform triangular division is produced on the 
surface of the sphere from which the densest network should be selected. A new method of 
division is suggested and the resulting configurations are compared to those obtained by Fuller’s 
methods of subdivision. 

Sphärische Dreiecksfachwerke. Die Geometrie des Dreiecksnetzes von einschichtigen 
sphärischen Fachwerken wird untersucht. Auf die Frage: auf welche Weise eine Kugelfläche 
in soviel sphärische Dreiecke wie mögl ich mit wenigen unterschiedlichen Seiten aufgeteilt 
werden kann, daß die Aufteilung mögl ichst gleichförmig sei, wird eine Antwort gesucht. Mit 
Hi l fe von regelmäßigen und halbregelmäßigen Körpern wurden auf der Kugelfläche annähernd 
gleichförmige Dreiecksaufteilungen hergestellt, von denen dieselben von dichtesten Netzen 
ausgewählt werden können. Es wird eine neue Auftei lungsmethode vorgeschlagen und die 
durch Anwendung dieser Methode als Ergebnis erhaltene Konfigurationen werden denselben, 
die durch die Fullerschen Aufteilungen erhalten wurden, entgegengestellt. 
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