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A dolgozat olyan kétrétegû térbeli rácsszerkezetet vizsgál, amelynek mindkét övsíkja 
négyzethálós, de egymáshoz képest 45°-kal el vannak forgatva. Megállapítja a merevséghez 
szükséges megtámasztásmódot, ill. a statikai határozatlanság fokát. Meghatározza a rács-
szerkezettel egyenértékû kontinuum differenciálegyenlet-rendszerét és a kontinuum metszet-
erõibõl a rácsszerkezet rúderõinek kiszámítására szolgáló összefüggéseket. 

1. A k é t r é t e g û rácsszerkezetekrõ l á l t a l á b a n 

K é t r é t e g û rácsszerkeze tnek h í v j u k azoka t a rácsos t a r t ó k a t , ame lyek 

ké t , egymássa l p á r h u z a m o s s íkban f e k v õ há lóza tbó l (övsíkbó l ) á l lnak, s ezeket 

rács rudak k ö t i k össze. 

Ha e k é t övsík három i rányban f u t ó rudakbó l ál l , a k k o r t a l á lha tó a szer-

kezethez egy egyenér tékû lemez, a m e l y n e k csavarási és ha j l í tás i merevsége i 

megegyeznek a rácsszerkezeté ive l , t e h á t igénybevéte le ik is megegyeznek . Az 

igény hevé te lek m e g h a t á r o z á s a s z e m p o n t j á b ó l t ehá t ez a szerkezet belsõleg 

h a t á r o z a t l a n . Egyen lõo lda lú há romszögekbõ l és azonos ke resz tme tsze tû ru-

dakbó l ál ló övsíkok ese tében ez a he l ye t t es í t õ lemez i zo t róp lesz [8], m i n d e n 

más esetben o r to t róp v a g y aeolot róp [4] . Je l legzetessége még e h á r o m i r á n y ú 

rudak a l k o t t a övs íkokbó l ál ló rácsszerkeze tnek , hogy az övrúderõk p u s z t á n 

s ta t ika i (egyensúly i ) egyen le tekbõ l h a t á r o z h a t ó k m e g az igénybevéte lekbõ l , 

az a lakvá l tozások v i zsgá la ta nélkül , m é g p e d i g h á r o m - h á r o m egyen le tbõ l álló 

rendszerekbõ l . A r úde rõ -megha tá rozás t e h á t statikailag határozott f e l ada t . 

Ha az övs íkokban levõ rudak háromnál több i r á n n y a l p á r h u z a m o s a k , 

akko r a merevségek s z e m p o n t j á b ó l u g y a n ú g y ta lá lha tó egy he lye t tes í tõ lemez 

m in t a h á r o m i rányú h á l ó z a t esetén, de a rúderõke t az i génybevé te lekbõ l már 

csak az a lakvá l tozások v i zsgá la tának segí tségével lehe t megha tá rozn i [2] . Ez 

t e h á t mos t statikailag határozatlan f e l a d a t . 

Ha v é g ü l az ö v s í k o k b a n levõ r u d a k háromnál kevesebb i ránnya l p á r h u z a -

mosak, a k k o r a rácsozásnak csökken az igénybevé te lek megha tá rozása szem-

pon t j ábó l szerephez j u t ó be ' sõ ha tá roza t l ansága , m ive l b izonyos merevsége i 
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megszûnnek. Í g y pl. ha az övsíkok mindegy ike csak két (x J_ y) i ránnya l 
pá rhuzamos r u d a k b ó l áll (1. áb ra ) , akkor egyik övsík sem képes nxy ny í ró -
e rõ t felvenni, és ennek fo ly tán az egész szerkezet is lágy lesz az mxy csavaró-
nyoma tékokka l szemben. A he lyet tes í tõ lemeznek tehát zérus lesz a csavarás i 
merevsége, és így az igénybevéte leket ( izotróp szerkezet esetében) a közönsé-
ges tömör lemez 

w i v + 2w>"" + ( l a ) 
Â 

egyenlete he lye t t az egyszerûbb 

MJV + W : : = = (1b) 
Â 

egyenletbõl kel l meghatározni [7]. 

A rácsszerkezet azonban — éppen a csavarás i merevség h iánya m ia t t — 
n e m lesz m inden igénybevételre merev. Ha a ké t öv a l ap ra j zban az 1. áb rá -
n a k megfelelõen el van egymáshoz képest to lva és térben fe rde rácsrudak k ö t i k 
õke t össze, akko r csak a rácsozat ra mint egészre ható csavarónyomatékra lesz 
lágy , tehát a 2a. ábrának megfelelõen el lenállás nélkül de formálód ik . Így leg-
a lább négy o lyan pon t ján alá kel l t ámasz tan i , amelyek a 2a. áb rán vázol t el-
csavarodás során megvá l toz ta tnák relatív magassági he lyze tüke t (pl. a n é g y 
sa rokpon t ján ) . H a pedig a k é t övsík rúd ja i egymás fölött he lyezkednek el és 
ké t i r ányú függõleges síkú rácsozás köti õket össze, akkor még a lapra jzban is 
de fo rmá lódha t a 2b. ábra szer in t . A megtámasz tásnak t e h á t ezt is meg ke l l 
akadályozn ia . 

Ha m á r m o s t úgy szerkesz t jük meg a rácsozást , hogy a felsõ övsíkrúd-
j a i n a k két i r ánya 45°-ot zár jon b e az alsó öv rúd i ránya iva l ( „á t lós -négyzetes" 
rácsozás) (3. ábra) , akkor o l yan szerkezethez j u tunk , ame lynek önmagában 
(a meg támasz tások nélkül) n incs sem haj l í tás i , sem csavarási merevsége, n incs 
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t e h á t a szokásos ér te lemben ve t t egyenér tékû lemezszerû kon t i nuuma sem. 
A felsõ öv ugyan is önmagában csak nxy ny í róerõ t képes fe lvenni , az alsó vi-
szont csak nx és ny derékerõt , ez u tóbb iak azonban nem „ p á r j a i " a felsõ ö v 
nxy-ának és így n e m a lko tnak velük nyoma téko t . A hálózat t e h á t csak a meg-
támasz tásokka l együ t t lehet képes ha j l í t ónyomatékok fe lvételére. 

a) b) 

2. ábra 

3. ábra 

A tovább iakban k i kö t j ük , hogy az alsó és a felsõ övsíkot összekötõ k é t 
rácsozás függõleges s íkban helyezkedjék el, és az alsó övsík rúd ja iva l f usson 
párhuzamosan (3. ábra) . í gy a szerkezetet csúcsukra á l l í to t t gúlákból össze-
rako t tnak is t e k i n t h e t j ü k . A felsõ övrudak hossza az a lsókénak l / | (2-szöröse 
lesz. 

E szerkezetnek az az elõnye, hogy egyrészt a felsõ, n y o m o t t övrudak k i -
haj lási hossza j/2-ször k isebb az alsó, húzo t t övrudakéná l , másrészt ped ig , 
hogy gú lánként elõnyösen lehet e lõregyár tan i és a helyszínen összeszerelni. 

Az át lós-négyzetes tér rács e rõ já téká t kon t inuum-szerûen elõször K A T O , 

TAKANASHI, TSUSHIMA  és HIRATA [3] v izsgál ták közelí tõen. Pontos mego ldást 
közölt SOARE ké t c ikkében [5], [6], de nem kon t inuum-a lapon , hanem h a t á r o -
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zat lan rácsos szerkeze tkén t , i l letve egy speciál is eset re d i f fe renc iamódszer re l 

számí t va . 

Mi a k ö v e t k e z õ k b e n részletesen f o g u n k fog la lkozni az á t lós -négyzetes 

rácsszerkezet te l , m é g p e d i g elõször a merevséghez szükséges m e g t á m a s z t á s -

módot á l l a p í t j u k meg, u t á n a a s ta t i ka i h a t á r o z o t t s á g fe l té te lé t ill. a h a t á r o z a t -

lanság f o k á t t i sz tázzuk , m a j d pedig b e m u t a t j u k , hogy a rácsozás kü lön leges 

t u l a j d o n s á g a i n a k segí tségéve l hogyan h a t á r o z h a t j u k m e g az igénybevé te le i t 

kon t i nuum-sze rûen , és ér te lmezzük a „he l ye t tes í tõ k o n t i n u u m " f o g a l m á t . 

Végül a r ú d e r õ k n e k az igénybevé te lekbõ l t ö r t énõ k i számí tásá t i s m e r t e t j ü k . 

A k o n t i n u u m - m ó d s z e r n e k az az e lõnye más s z á m í t á s m ó d o k k a l szemben , 

hogy egyrész t szemléletes k é p e t ad az e rõ já ték ró l , ami te rvezéskor igen hasz-

nos, ezenk ívü l sok ese tben m á r m e g o l d o t t l emez fe lada tok ra vezet i v issza a 

p r o b l é m á t , végü l pedig h a a p r o b l é m á r a a vá l tozó merevség v a g y egyéb ok 

m i a t t n incs kész lemezmego ldás , a k k o r is vagy zár t a l a k b a n lehet e lõá l l í tan i 

az i génybevé te leke t , v a g y pedig a d i f fe renc ia -módszer l iá ló-osztását f ügge t -

lenül v e h e t j ü k fel a rácsoza t csomópon t j a i t ó l , amive l lényegesen lecsökken t -

het j i i k a számí tás i m u n k á t . 

2. Az á t lós-négyzetes rácsszerkezet s ta t ika i ha tá rozo t t sága 

T á m a s s z u k meg a 3. á b r á n vázo l t á t lós -négyzetes té r rácso t a fe lsõ övsík 

p e r e m p o n t j a i n függõleges é r te lemben (a 4 . áb rán kö rökke l jelölve). E z e n k í v ü l 

a v ízsz in tes mozgások meggá t l ásá ra a s t a t i k a ismert t é te le szer int még szükség 

van h á r o m (egymást n e m egy p o n t b a n metszõ) v ízsz in tes t á m a s z t ó r ú d r a 

(4. á b r a : 1, 2. 3. sz. r u d a k ) . A szerkezet azonban s z e m m e l l á t h a t ó a n m é g így 

is képes lesz egy o lyan vízsz intes s í k b a n beköve tkezõ mozgásra , a m i k o r az 

egyes gú lák — a l a k j u k a t m e g t a r t v a -— e lmozdu lnak v ízsz in tes i r á n y b a n , 

m 

4. ábra 
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ill. függõ leges tenge ly k ö r ü l el is f o r d u l n a k , a k ö z t ü k levõ üres négyze tek ped ig 

rombusszá t o r zu lnak (4. ábra) . E n n e k meggá t lása cé l jábó l még egy negye-

dik t á m a s z t ó r u d a t is ke l l a l k a l m a z n u n k . 

N é z z ü k meg m o s t m á r , hogy az i l ymódon — a p e r e m p o n t j a i n függõ leges 

r u d a k k a l és négy v ízsz in tes r ú d d a l — m e g t á m a s z t o t t szerkezet h a t á r o z o t t , 

ill. ha tá roza t l an -e s ta t i ka i l ag . 

A s ta t i ka i h a t á r o z a t l a n s á g f o k á t , X - e t , m i n t ismeretes , a k ö v e t k e z õ k i -

fejezés szo lgá l t a t j a : 

X = S + R — 3C , (2) 
ahol S a rudak száma, 

R a reakciókomponensek (megtámasztórudak) száma, 
Ñ a csuklók száma. 

A r u d a k száma, ha m - m e l ill. n-nel j e lö l j ük a gú lák s z á m á t x, ill.  ó i r á n y b a n 

(4. á b r a ) : 

a fe lsõ övs íkban 

az alsó övs íkban 

a rácsozásban 

összesen t e h á t 

A m e g t á m a s z t ó r u d a k s z á m a : 

függõ leges 

v ízsz in tes 

összesen: 

A csomópon tok s z á m a ped ig : 

a fe lsõ övs íkban 

az alsó övs í kban 

4 mn 

(m — L ) N m ( n — 1 ) 

4 mn 

S = 10 mn — m — n 

2 M + 2 N 

4 

R = 2m + 2n 

( m 1 )n -f m(n + 1) 

mn 

Ñ = 3mn 4- m 4- n �sszesen t e h á t : 

E n n e k a l a p j á n a s t a t i k a i h a t á r o z a t l a n s á g f o k a : 

X —- mn 4 - 4 — 2(m 4- n ) 

A s z á m é r t é k e k e t az I . t á b l á z a t b a n fog la l j uk össze: 

(3) 

I. táblázat 

m 

n 
2 3 4 s 6 7 

2 0 0 0 0 0 0 

3 0 1 2 3 4 5 

4 0 2 4 6 8 1 0 

5 0 3 6 9 1 2 1 5 

6 0 4 8 1 2 1 6 2 0 

7 0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 
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Nem t ü n t e t t ü k fel a t á b l á z a t b a n az m = 1 ill.  n = 1 ese teke t , m ive l 

i l yenkor a m e r e v s é g b iz tos í tásá ra szükséges v ízsz in tes m e g t á m a s z t ó r u d a k szá-

m á t kü lön meg fon to lássa l kel l megá l l ap í tan i . Ezekke l az esetekke l a z o n b a n 

a m ú g y sem k í v á n u n k fog la lkozn i . 

A t á b l á z a t az t m u t a t j a , h o g y az m = 2 ill.  n= 2 esetben a sze rkeze t s ta-

t i ka i lag h a t á r o z o t t , egyébkén t h a t á r o z a t l a n . A h a t á r o z a t l a n s á g f o k a meg-

egyezik a „ b e l s õ " gúlák s z á m á v a l . 

3. Az át lós-négyzetes rácsszerkeze t e rõ já téka 

3.1. Az erõjáték általános tulajdonságai 

A k ö v e t k e z õ k b e n egyelõre e l t e k i n t ü n k a m e g t á m a s z t á s o k h a t á s á t ó l és 

a rácsszerkeze te t csak önmagában v i zsgá l j uk . 

T á r g y a l á s u n k b a n az egyön te tûség k e d v é é r t o lyan rácsszerkeze tek re 

szo r í t kozunk , ame l yeknek összes alsó ill. összes felsõ r ú d j á n a k ke resz tme tsze t i 

t e rü le te e g y m á s közö t t egyenlõ . E k k o r u g y a n i s a he lye t tes í tõ k o n t i n u u m ál-

l a n d ó merevségû lesz. 

A szerkeze t rõ l elõször is az t á l l a p í t h a t j u k meg, hogy (a f e l v e t t x ,y koor -

d i n á t a r e n d s z e r b e n ) zérus a csavarási merevsége. Az alsó övsík u g y a n i s — át lós 

r u d a k h i j j án — n e m képes nxy ny í róe rõ t fe lvenn i , és ezenkívü l a rácsozások 

s í k j a is függõ leges , így a csavarás i n y í r ó f o l y a m alu l n e m t u d „ z á r ó d n i " . E n n e k 

f o l y t á n a lemezegyen le t az egyszerû ( l b ) a l a k o t öl t i . 

Ezenk ívü l a felsõ övsíkban mûködõ erõkomponensek között o l yan összefüg-

gésnek kell fennállnia, hogy ne torzítsák rombusszá a gú lák felsõ négyze t -a lap -

l a p j a i t , me r t e b b e n az ese tben a felsõ övs ík n e m is t u d n á fe lvenn i a benne ke-

le tkezõ e rõke t . 

A n é g y z e t - r u d a z a t merevségé t (á l l ékonyságá t ) az a fe l té te l b i z tos í t j a , 

h o g y a csúcspon t j a i r a h a t ó e rõk ne végezzenek m u n k á t a n é g y z e t n e k rom-

busszá to rzu lása közben. E r o m b u s s z á to rzu lás során az a lap lap b á r m e l y pon t -

j á t h e l y b e n m a r a d ó n a k t e k i n t h e t j ü k , így az 5. á b r á n vázo l t ese tnek megfe le lõen 

a négyzet 0 k ö z é p p o n t j á t is, m ive l más p o n t o t vá lasz tva f i x n e k , a megfe le lõ 

e lmozdu lás az 5. áb rán vázo l tbó l egy merev tes t - sze rû e lmozdu lás hozzáadásá -

v a l k a p h a t ó m e g , ez u t ó b b i n a k a során ped ig az egyensú ly i egyen le tek b iz tosí t -

j á k a zérus m u n k a v é g z é s t . 

A m u n k a v é g z é s zérus v o l t á t (azaz a négyze t merevségének fe l té te lé t ) 

t e h á t az 

( N A _ N B + N c _ N D ) A = 0 ^ 

a z a z az 

JVf + N? = N* + N$ (4a) 
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egyenle t fe jez i k i . Mivel p e d i g (a rácsszerkezetnek k o n t i n u u m m a l va ló he l ye t te -

sítése során szokásos közel í téssel) 

ÄÃ â I ]\D  ËòÀ I TV ñ 
x + * = IV® = 2 cn°x = y + y - = ËÃÑ = 2cn® 

2 2 

ezér t a (4a) egyen le te t így is í r h a t j u k : 

nn — ny. (4b) 

5. ábra 

A mos t e l m o n d o t t a k b ó l az is köve tkez i k , hogy a felsõ övsík e l lenál lás 

né lkü l t u d az ex — ey összefüggésnek megfe le lõ a l a k v á l t o z á s t végezni . Az nx, ny 

derékerõk t e h á t csak a k é t i r ányú n y ú l á s á t l agé r tékéve l , (e y ey)l2-vel lesz-

nek egyé r te lmû k a p c s o l a t b a n . 

3.2. A rácsszerkezet merevségei 

Az alsó övsíknak a k é t övrúd i r á n y á b a n v a n Aa húzási merevsége (6. 

ábra ) . Az egységnyi szélességre v o n a t k o z ó húzási m e r e v s é g a rúdsze lvények 

egyenlõsége f o l y t án m i n d k é t i r ányban a köve tkezõ lesz : 

EFn 
An 

2c 
(5) 

EFa 

EFa 

6.  ábra 
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A felsõ övnek csak az ä; és y i r á n y o k b a n egy fo rma n a g y n y o m á s r a v a n 

összenyomódási merevsége (A). E z a 7a. áb ra a l a p j á n 

n _ N/(2c) 

E 2 E / ( 2 C) 
(6a) 

a l a k b a n k a p h a t ó . Az e ér téket a legegyszerûbben a munka té te l l e l k a p h a t j u k 

m e g (a rúderõk nagysága : S = iV/|/2): 

4 Ne = 4 
( j V 2 / 2 ) - f 2 c 

EF 

N.. 4 4 -

7. ábra 

és ezzel 

Nc 
e = —= 

/2EF 

Nc 

f 2 c ' 

A felsõ öv nyírási merevsége (Axy) a 7b. á b r a a lap ján : 

_ nxy _ Nxyl(2c)  

Õ Ó ~ Ó ~ 2 / / C • 

f é r t é k é t ismét munka té te l l e l k a p h a t j u k meg (S = + NxyJf2) : 

(Nxfl2)-V2c 
Ó EF 

F = V 

J f2EF ' 

x y _ 2 f 2 c • 

(6b) 

(7a) 

(7b) 
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A szerkezet a lsó és felsõ ö v s í k j á n a k merevségi jel lemzõi t e h á t kü lönbö-

zõek, mégped ig n e m c s a k menny iség i leg , hanem minõségi leg is. É p p e n ezért , 

bá r a s t a t i ka i h a t á r o z a t l a n s á g f o k a k isebb más té r rácsokéná l , a számí tása 

mégis b o n y o l u l t a b b lesz. Az e r õ j á t é k bizonyos m é r t é k b e n hason l í t az egyik 

o lda lán k é t i r á n y b a n b o r d á z o t t l emezéhez [1]. 

3.3. A kontinuumnak tekintett, állandó merevségû rácsszerkezet alakváltozás-álla-

pota és egyenletei 

A rácsszerkezet a l akvá l t ozás -á l l apo tá t szemlé letesen a k ö v e t k e z õ két 

részre b o n t v a í r h a t j u k le: 

T e k i n t s ü n k el elõször a fe lsõ övs íknak a t t ó l a képességétõ l , hogy erõ 

né lkü l is t u d ex = —e^-szerû a l a k v á l t o z á s t végezni (azaz k é p z e l j ü k merevnek 

az övs í ko t az ex = — ey t ípusú a lakvá l tozássa l szemben is), ezenk ívü l té-

te lezzük fel , hogy csak o lyan merevsége i v a n n a k , m i n t az alsó ö v s í k n a k ( tehát 

a je len ese tben c s u p á n x és y i r á n y ú nyúlás i merevsége) , és l egyenek a felsõ 

övsík merevsége i az a lsóéinak fc-szorosai, azaz a je len esetben m i n d x, mind y 

i r á n y b a n kAa húzás i merevség. E ê a rányosság i t é n y e z õ t te tszõ legesen vá lasz t -

h a t j u k meg , mivel a levezetés s o r á n k iesik és így n incs be fo lyása a végered-

m é n y r e . Csupán azé r t szükséges b e v e z e t n ü n k a fe lsõ övs íknak a hajlítási erõ-

játékban résztvevõ merevségét, kAa-t, hogy ezál ta l szemléletesen, k é t részben 

í rhassuk fel az e r õ j á t é k o t . 

E z e k u tán d e f i n i á l h a t j u k a teljes rácsszerkezet Â hajlítási merevségét, 

ame ly , m ive l a te tszõ leges k-tól f ü g g , szintén h a t á r o z a t l a n s z á m í t á s i segéd-

m e n n y i s é g lesz: 

Â = h2Aa ——— s (8a) 
1 + ê 

v a l a m i n t a ha j l í tás i semleges t e n g e l y é n e k a felsõ i l le tve az alsó övs ík tó l mér t 

t á v o l s á g á t is (8. á b r a ) , amely a k é t övsík merevségének s ú l y p o n t j á b a n lesz: 

h f = h - *  ( 6 a ) 
1 - - ê 

K = h — Ö - . (9b) 
1 — ê 

Í à  ê = 1, akkor 

Ë/ = Ë, = À (9c) 

h2 < 
B = —Aa. (8b) 

Ái 
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H a így á t a l a k í t j u k a felsõ övs ík merevsége i t , a k k o r — mive l a ké t ré tegû 

rácsszerkezet re á l t a l á b a n nem h a t a középs í k j áva l p á r h u z a m o s kü l sõ erõ — 

a de fo rmác ió c s u p á n ha j l í tás i a lakvá l tozásbó l ál l , m e l y a w1 „ h a j l í t á s i " lehaj -

l ás függvénnye l j e l l emezhe tõ . E h a j l í t á s i a l akvá l t ozás a két ö v s í k b a n e{ ill. el 

n y ú l á s o k a t , v a l a m i n t y{ ill. y" szög to rzu lás t okoz ( lásd a 8. á b r a fo ly tonosan 

k i h ú z o t t ferde v o n a l á t ) , a köve t kezõ ismer t összefüggések szer in t [4] : 

4 x = h f w ' i , (10a) 

eí — hf  • wr , (10b) 

(10c) 

°ly — "/ 

Ó{ = h 7 

WÏ , 

2 w [ - , 

(az alsó övs íkban f he l ye t t a - indexekke l ) 

Î 
•Ñ 

8. ábra 

H a n g s ú l y o z n u n k kel l , hogy w1 a végleges a l a k v á l t o z á s n a k a t i sz ta haj l í -

t ásbó l ke le tkezõ része, n e m pedig a módos í to t t m e r e v s é g û rácsszerkezet egyen-

sú lyábó l s z á m í t h a t ó o l yan a lakvá l t ozás , ami t k é s õ b b még k o r r i g á l n u n k kel-

lene, amikor f i g y e l e m b e vesszük a tény leges merevség i v i szonyoka t . 

A felsõ (és az alsó) övs í kban i l ymódon l é t r e j ö v õ a lakvá l tozás-á l lapo t 

összeférhetõ (mivel egye t len uy „ a l a k v á l t o z á s - f ü g g v é n y b õ l " szá rmaz ik ) , de a 

fe lsõ övs íkban m é g egy kiegészítõ síkbeli alakváltozásnak kell l é t re jönn ie a kö-

v e t k e z õ okokbó l : 

a) Nem v e t t ü k eddig f i gye lembe a felsõ övsík nyírási merevségét (mert az 

a lsónak sincs). A (10c) kép le t szer in t lé t re jövõ szögtorzu lás az a lsó övs íkban 

n e m okoz nlxy n y í r ó e r õ t , de a fe l sõben igen. Ez a s íkbe l i egyensúly i egyenletek 

é r te lmében csak ciZ Tlix  6S Jl l y e rõk s a j á t i r á n y ú n ö v e k m é n y e i v e l t a r t h a t n a 

egyensú ly t . A h a j l í t á s b ó l származó nl x és nly e rõk n ö v e k m é n y e i t azonban az 

x ill.  ó i r ányban f u t ó rácsozásokban ébredõ ha j l í t ás i ny í róerõk egyensú lyozzák , 

így relxy-et n incs m i egyensú lyozza . (Az alsó övben n incs i lyen p r o b l é m a , mivel 

o t t a va lóságnak megfe le lõen v e t t ü k fel a merevségeke t ) . 

b) A felsõ övs ík ÿ; és ó i r á n y b a n csak egyenlõ n a g y n y o m ó e r õ k e t tud fel-

venn i , azaz teljesülnie kell az nx = ny egyenletnek, a m i t az alsó öv t u l a j donsága i 

a l a p j á n e lõál l í to t t w 1 ha j l í tás i a lakvá l tozás n e m b iz tos í t . 
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c) Végül a fe lsõ övs í knak n incs ÿ; és y i r á n y b a n kAa h ú z á s i merevsége, 

h a n e m csupán a ké t i r á n y b a n ke le t kezõ nyúlások átlagáról t u d j u k , hogy ará-

nyos nx = «y-nal, a (6) összenyomódás i merevség közve t í téséve l . Ezen fe lü l 

a z o n b a n ané lkü l végezhe t a fe lsõ övsík ex = — ey típusú alakváltozást, hogy 

b e n n e erõ ke le tkeznék . 

E h á r o m e l l e n t m o n d á s t kel l k iküszöbö ln ie a k iegészí tõ s íkbe l i a lakvá l to -

zásnak , me lynek k o m p o n e n s e i t 2-es indexszel j e l ö l j ük . A k é t övs íko t össze-

k ö t õ rácsozás b i z tos í t j a , hogy ez n e m okoz de fo rmác ió t az alsó övs íkban , ezér t 

a 8. áb rán szagga to t t vona l la l megra jzo l t ke resz tme tsze t -e l f o rdu lás (ill. el-

csavarodás) ke le tkez ik be lõ le : 

= (11a) 

= (11b) 
h 

2U>2 = — . ( 1 1 C ) 

í g y — jó l lehet , ,s íkbe l i " -nek h í v j u k — a 2. k iegészí tõ a lakvá l t ozás ha j l í tás i 

de fo rmác ió t is okoz. A te l j es ha j l í t ás i leha j lás a k é t rész- leha j lás {wl és w2) 

összege lesz: 

w — vcl w 2 . ( 1 2 ) 

E z t a ké t a lakvá l tozás - rész t csak egyszerre t u d j u k megha tá rozn i . E h h e z 

elõször is fel kel l í r nunk a fe lsõ övsík metsze te rõ i t tCj-bõl és a 2. jelû síkbel i 

a lakvá l tozásbó l . 

A k o r á b b a n m o n d o t t a k szer in t a felsõ övsík húzás i merevségé t kAa-val, 

ny í rás i merevségét ^4xy-nal je lö lve és e lhagyva a z / i n d e x e t , a w l ha j l í tás i a lak -

vá l tozásbó l az 

nlx = kAaslx, (13a) 

nly = kAaely (13b) 

m e m b r á n e r õ k , v a l a m i n t az 

nlxy = Axyyl (13c) 

mx = — Bw"  (14a) 

my = — Bui\ (14b) 

h a j l í t ó n y o m a t é k o k ke le t keznek . A nega t í v elõjel azé r t szükséges, mer t a nyo -

m a t é k o t akko r t e k i n t j ü k p o z i t í v n a k , ha az alsó övs í kban okoz húzás t . 
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A (8a) , (9a), ( 10a—b) , (13a—b) és (14a—b) kép le tek a l a p j á n f e l í r h a t j u k 

hogy 

n l x = - ^ L (14c) 

h 

ami e g y é b k é n t nlx és niy de f in íc ió jábó l is köve tkez ik . 

A k iegészí tõ s íkbel i a lakvá l tozásbó l csak a m e m b r á n n y í r ó e r õ t lehet egy-

szerûen fe l í rn i : 

'2xy = Axyy2. (15a) 

Az 
712x Ó 

erõk mos t n incsenek közvet len k a p c s o l a t b a n az e2x és e2y 

nyú lásokka l , hanem csak clZ Fl)̂  GS ,Tl̂ y e rõkke l a l k o t o t t összegükrõl t u d j u k egy-

részt a z t , hogy a ké t i r á n y b a n azonos : 

" ix  + n2x = n i y + n2y s (15b) 

másrész t h o g y a ké t i r á n y ú tel jes m e g n y ú l á s á t l agáva l a rányos : 
nlx + n2x = A {£lx + € g x ) + {Ely + C 2 y) . (15c) 

Ezze l m indent e lõkész í te t tünk az e rõ já téko t megszabó egyen le tek fel-

á l l í tásához. 

E g y r é s z t f e l í r ha t j uk , hogy a függõ leges p t e r h e t a ké t i r á n y b a n m û k ö d õ 

h a j l í t ó n y o m a t é k egyensú lyozza : 

mx -j- my = — p . ( 16 ) 

E z e n mx és my n y o m a t é k o k c s u p á n à è^ a lakvá l tozásbó l s z á r m a z n a k (8a— 

b), m e r t a 2. je lû k iegészí tõ a lakvá l tozás metsze te rõ inek egyrészt n incs p á r j a az 

alsó ö v s í k b a n , másrész t pedig — b á r a rácsszerkezet semleges tenge lyéhez 

képes t k ü l p o n t o s á n m û k ö d n e k — n e m függõleges (ha j l í tás i ) ny í róe rõkke l érik 

el e kü lpon tosságbó l szá rmazó n y o m a t é k megvá l tozásá t , h a n e m vízszintes 

(membrán - ) ny í róerõkke l , ezek ped ig n e m képesek függõleges t e r h e t egyen-

súlyozni . 

A k iegészí tõ s íkbel i a lakvá lz tozás egyensúly i egyen le te ibe be le kel l vé-

nünk a w1 a lakvá l tozásbó l származó nlxy m e m b r á n - n y í r ó e r õ k e t is, mivel a 

2. i ndexû erõk részben é p p e n ezeknek az egyensú lyozására j ö t t e k lé t re : 

è2õ + (nlxy + n2xy) = 0 > (17a) 

(n l x y + n2 x y y + n2y = 0 . (17b) 
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Ezek u tán a (16) és (17a—b) egyenletekben szereplõ va lamenny i vá l tozó t 
ki lehetne fe jezni Wj-gyel és M72-vel a (14a—b), va lamint a (11a—c), (13a—c) 
és (15a—e) egyenletek segítségével. Nem célszerû azonban a w1 és w2 rész-le-
ha j lásokat kü lön kezelni, mivel a peremfel tételeket csak a tel jes w — w1 -f- w2 

lehaj lásra t u d j u k meghatározni . Át fogjuk t e h á t írni a (16) és (17a—b) egyen-
leteket úgy, hogy csak a te l jes w lehajlás és egy Ô feszül tségfüggvény szerepel-
jen bennük. Ez utóbbi t a szokásos módon def in iá l juk: 

Ô- = Ï 2Õ, 

Ô" = n2x, 

Ô'- = - (nlxy + n2xy). 

(18a) 

(18b) 

(18c) 

I lymódon Ô-vel au tomat ikusan k ie légí tet tük a (17a—b) egyensúlyi 
egyenleteket, de még biztosí tani kell, hogy a megfelelõ a lakvál tozások össze-
férhetõk legyenek. 

A M/j-bõl a felsõ övsíkban keletkezõ alakvál tozások — mint már mon-
do t tuk — kompatíbi l isak, így elég lenne a 2. a lakvál tozás komponensei t bele-
venni az összeférhetõségi egyenletbe. Ezt azonban a (18c) ki fejezés miat t nem 
tehe t j ük meg, mer t ebben m á r szerepel nl x y . így a két e nyúláskomponensbe 
is bele kell vennünk a Wj-bõl származó nyú lásokat . A kompat ib i l i tás i egyen-
le tet tehát a te l jes a lakvál tozásra kell fe l í rnunk: 

(«IX + «2õ)" + (« iy + å2ó)" - ( r i + Óã)'" = 0 . (19) 

Az ú j vál tozókra való áttéréshez vegyük ismét szemügyre a 8. áb rá t . 
A tel jes w lehaj lásból keletkezõ elfordulást a (szaggatott vonal la l párhuzamo-
san meghúzott ) pontozot t vona l mu ta t j a . Ehhez az alakvál tozáshoz tu la jdon-
képpen a semleges sík a lakvál tozását (exk, eyk,ykl2) kellene még hozzáadnunk, 
he lyet te azonban h/hj-szeresét, azaz a felsõ övsík 2. jelû a lakvál tozását fog juk 
használni , mer t ezt ki t u d j u k fejezni Ô-vel. 

Fejezzük most már ki az 1. jelû a lakvál tozás-komponenseket ic-vel és 
a 2. jelû alakvál tozásokkal . 

(10a—c)-bõl (12) és (11a—c) a lap ján: 

slx = hj(w"  — w">) = hj 

«IY — hf 

7 I = h t 

2y 

2 « , " - * 

(20a) 

(20b) 

(20c) 
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és h a s o n l ó a n í r h a t j u k á t ( 14a—b) - t is : 

= - B 

Ò . , = — Â IG" 
2Ó 

(21a) 

(21b) 

Mos t még a 2. je lû a l a k v á l t o z á s o k a t kell k i f e j eznünk Ô-vel. E h h e z ren-

de l kezésünk re ál lnak a (15b—c) egyen le tek , ame lyekbe elõször is behe l ye t t e -

s í t j ü k n l x - n e k és n i y - nek (13a—b)-ve l k i f e j eze t t é r téké t , m a j d (20a—b) segít-

ségével k i küszöbö l j ük be lõ lük f l x - e t és ei y - t : 

n,r= -kAahf\w"  - + A 

n2y = — kAahf w 
2Ó + A 

w"  + tv"  — 
£2X g2y 

+ £ 2X + £2Y 

h I  2 

E z e k b õ l , fe lhaszná lva (18a—b)- t , k i fe jezzük e2x -e t és e^y-t: 

Ô hjW" — Í ^  kAaI hjw" 
'  2 

c2x 
kAa(A + Aa) 

l + k 

A Ã ^ 1 A 1 , A Ô" - — — kAJ hfw' — h{w 
~2 1 2 

— kAJ hfw' — h{w 

kAa(A + Aa) 

(22a) 

(22b) 

(23a) 

1 + ê 

A_ 

2 
ô- - A

 è • 
2 ' 

ÍA -

T - H hjiv" 

2y 
kAa(A + Aa) 

k + ê 

+ 

+ + A A 

+ 
ô" 

1 

2 
kAr h j w ' 

2 1 

kAa(A + Aa) 

l + k 

(23b) 
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A (13c), (15a) és (18c) egyenletek segí tségével ped ig fe l í rha t juk a t e l j e s 

szögtorzu lás t Ô-ve l k i f e jezve : 

— Ô " 
Ó1 + Ó2 = — • (24) 

Most m á r k i t u d u n k fe jezn i m inden v á l t o z ó t ie-vel és Ô-vel a (16) és (19) 

a lapegyen le tekben . Ezek a köve tkezõ a l a k o t ö l t ik : 

(21a—b) - t és (23a—b)- t behe l ye t t es í t ve (16)-ba: 

— A A A ( W L V + 2 « Ë ' + È Ã ) + 
2 A + Aa 

+ [ ô ' Ó _ 2 A + 2A° .ô" +ô:\ = p t (25) 

2 A + Aa{ A ) 

és (20a — b)-t, v a l a m i n t (23a — b)-t és (24) -e t behe lye t tes í t ve (19)-be: 

h A ( 1V A + 2 Aa 
_ 2 — ; — w " + w-- + 

2 A + Aa { A 

+ — A + 2 A ° [ ô ' ó - 2 Ô'"  + Ô : :1 + = 0 . (26) 
2 Aa(A + Aa) [ A + 2Aa ) Axy 

A m i n t l á t j u k , az egyen le tekbõ l k i e s e t t à ê a rányosság i tényezõ. N i n c s 

t e h á t j e len tõsége annak , h o g y mekko rá ra v e t t ü k fel a fe lsõ öv képzel t m e r e v -

ségét a h a j l í t á s i e rõ já tékhoz , mivel a t o v á b b i lépésekben amúgy is o l y m ó d o n 

kor r igá l tuk e z t a részt, h o g y a szerkezet v a l ó d i e rõ j á tékához jussunk . Ü g y is 

m o n d h a t j u k , l iogy közömbös , hogyan d a r a b o l j u k ke t té az e rõ já téko t , f e l t é v e , 

hogy a ké t rész összege a v a l ó d i e r õ j á t é k o t szo lgá l ta t ja . 

A (25) és (26) egyen le tekbõ l kell t e h á t m e g h a t á r o z n u n k w-t és Ô-1. 

Ha az a lsó öv rudak ke resz tme tsze t i te rü le te a fe lsõkének |A2-szörösei 

( F a = j / 2 F ) , a k k o r Aa = A, és a (25)—(26) egyenletek a következõ a l a k ú r a 

egyszerûsödnek : 

— A(w,v + 2w"  ' + ìß)  + — (Ô1Ó - 6Ô""  + Ô -) = p, (27) 
4 4 

_ — (w I V _ 6w ' " + w'-) + — (ÇÔ1Ó - 2Ô"' + ÇÔ: :) + — = 0 , (28) 
4 4^4 AXy 

3.4. A peremfeltételek 

À (25)—(26) d i f fe renc iá legyen le tek peremfe l té te le i a 2. p o n t b a n le í r t 

m e g t á m a s z t á s (a pe remeken szabad t á m a s z k o d á s ) esetében a k ö v e t k e z õ k é p p e n 

a laku lnak : 

Az X tenge l l ye l p á r h u z a m o s pe remeken : 

zérus a l e h a j l á s : w = 0 , (29a) 
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zérus a p e r e m r e merõleges h a j l í t ó n y o m a t é k : my = 0 , ( 29b ) 

a felsõ övs í kban zérus a p e r e m r e merõleges v í z -

szintes ( m e m b r á n - ) erõ: ny = niy -j- n2y — 0 , (29c) 

a felsõ ö v s í k b a n zérus a ( m e m b r á n - ) ny í róe rõ , 

azaz (18c)-vel : Ô ' ' = 0 . ( 29d ) 

A (29b) és (29c) f e l t é te leke t w-vel és Ô-ve l kell k i f e j eznünk . (29b) -bõ l 

(14d) segí tségével azt k a p j u k , hogy n l y = 0 , í gy (29c)-bõl (18b) f i gye lembevé -

te léve l 

Ô"  = 0 (29c) * 

k � ve tkez ik . 

(29b)-bõl ped ig (21b) és (23b) segí tségéve l , v a l a m i n t f i gye lembevéve , 

l iogy az x i r á n y ú perem m e n t é n w"  = 0, és (29e) m ia t t Ô" = 0, azt k a p j u k , 

h o g y 

Mf  + - — Ô" = 0 . (29b) * 
Aah 

Az ó tenge l l ye l p á r h u z a m o s p e r e m e k e n az ë; és ó szer in t i d i f fe renc iá lás 

szerepet cserél . 

A (29d) és (29b)* f e l t é te lek mia t t de rékszögû négyszög a lapra jz e s e t é n 

sem t u d j u k sz inusz-sor f o r m á j á b a n m e g a d n i a megoldást , h a n e m a k o n k r é t 

ese tekben a n u m e r i k u s m d s z e r e k va lame ly i kéve l kell cé lhoz érnünk. 

3.5. A rácsszerkezet rúderõi és az egyenértékû kontinuum metszeterõi közötti kap-

csolat 

Ha m e g h a t á r o z t u k a (25)—(26) d i f fe renc iá legyen le t rendszerbõ l w-1 és 

Ô - t , akkor ezekbõ l egyszerûen m e g k a p h a t j u k a kontinuum metszeterõit. A f a j -

lagos h a j l í t ó n y o m a t é k o k a t a (21) és (23) k é p l e t e k szo lgá l t a t j ák . A f a j l a g o s 

(ha j l í tás i ) ny í r óe rõkhöz a (21) kép le tek de r i vá lásáva l j u t h a t u n k el: 

w'"  + Ù  , ( 3 0 a ) 
h ) 

ty — m'y = — Â ju>"'— - ^ j . ( 30b ) 

A nyí róerõ p o z i t í v é r te lmezését a 9. ábra m u t a t j a . Végül à Ô feszü l tség függ-

vénybõ l a (18) kép le tekke l k a p h a t j u k meg a fe lsõ övsík k iegész í tõ ( m e m b r á n - ) 

metsze te rõ i t . 

A rácsszerkezet rúderõinek m e g h a t á r o z á s á h o z meg ke l l á l l a p í t a n u n k : 

h o g y a n f ü g g e n e k össze az egyes rúderõk a k o n t i n u u m metszeterõ ive l . E z t a 

l egegyszerûbben az alsó övrudakra t i s z t á z h a t j u k , mivel a b e n n ü k ébredõ r ú d -
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erõk a rácsoza t h magasságáva l szorozva a 2c szélességre ha tó h a j l í t ó n y o m a t é -

k o t szo lgá l t a t j ák . (Ez a 3.3. p o n t elején leír t gondo la tmene tbõ l köve tkez i k : 

az alsó övs í kban csak nlx és nly me tsze te rõ éb red ) . í gy t ehá t a 3. ábra jelölé-

seivel : 

E 2 C M G M , 
SEF — -—: ä (31a) 

Ë 
és 

= (31b) 

9. ábra 

A rácsrudak erõi a ha j l í tás i ny í róe rõkbõ l szá rmaznak . A v e t ü l e t i té te l le l 

az t k a p j u k , hogy az x i r á n y b a n : 

SDE — 2 c T X
E ' ( 3 2 a ) 

h 

SEB = - 2ctf « • È Ø . , ( 3 2 b ) 
h 

az y i r á n y b a n ped ig : 

SCE = 2cty
E • . (32c) 

h 

SEA = - 2ctEA • . (32d) 
h 

Az egyes rács rúde rõke t a r ú d közepén á t m e n õ függõleges ke resz tme tsze t -

ben é rvényes í ny í róerõbõ l kel l számí tan i . 

A felsõ övrúderõk számí tása m á r va lamive l bonyo lu l t abb . A szemléletes-

ség k e d v é é r t a 10. á b r á n f e l t ü n t e t t ü k azt a négy lehetséges e rõ rendszer t , ame ly 

k ie légí t i a (4a) merevség i fe l té te l t , és így egyensú ly i e rõ rendszerkén t m û k ö d -

he t a gú lák felsõ n é g y z e t a l a p l a p j a i n a k csúcspon t j a i ra . A felsõ öv rúde rõk meg-

ha tá rozásához célszerû az egy-egy négyzet s a r o k p o n t j a i r a h a t ó e rõke t fe lbon-

t a n i e négy erõrendszer re a k ö v e t k e z õ k é p p e n : 
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Az 1. erõrendszer t u la jdonképpen a négyzet Î középpon t j ában számít-
ha tó n x = ny erõknek felel meg. A (21), (23) és (18) képletek a l ap ján : 

10. ábra 

A 2. erõrendszert a legegyszerûbben az y i rányú nx y -növekménybõ l kap-
ha t j uk meg. A (18e) k i fe jezést fe lhasználva 

P 2 = 2 c J ^ L ^ B L = Ñ(Ô'Ñ - Ô ' À ) , (33b) 

és hasonlóképpen az x i rányú n x y -növekménybõl 

Ð3 = Ñ(Ô'0- Ô'Â). (33C) 

A 4. erõrendszer ped ig a négy sa rokpon t ra h a t ó nxy-ok á t lagábó l kap-
ha tó : 

Ð Á = ~ Ñ ( Ô ' À + Ô'Ñ) = - Ñ(Ô'Â + Ô'0). (33d) 

Az e négy erõrendszerbõl származó felsõ öv rúderõke t a 10. á b r á n tün-
te t t ük fel . 

Mûszaki Tudomány 46, 1973 



KÉTRÉTEGÛ, ALAPRAJZBAN ÁTLÓS-NÉGYZETES TÉRRÁCSOK SZÁMÍTÁSA 197 

IRODALOM 

1. GIENCKE , E. : Die Grundleichungen für  die orthotrope Platte mi t exzentrischen Steifen. 
Der  Stahlbau  24 (1955), 1 2 8 - 1 2 9 

2. HEGEDÛS I . :  Négy vagy több irányú rudazatból álló hálózat számítása folytonos számítási 
modellál. (Megjelenés alat t) 

3. KATO, Â . —TAKANASHI,  K . — T S U S H I M A , Y . —HIKATA, Y . : T h e A n a l y s i s o f a S p a c e T r u s s 
Composed of Square Pyramid Units. Space  Structures  (R. N. Davies Editor),  Oxford 
and Edinburgh, Blackwell Scientif ic Publications 1967. 201 — 212 

4. KOLLÁR L. — HEGEDÛS I.: Kétrétegû, általános háromszög hálózatú rácsszerkezet megoldása 
fo ly tonos számítási modellál. Mûszaki Tudomány 46 (1973), 65—82. 

5. SOARE, M.: Cylindrical  Bending of Double-layer Diagonal Square Mesh Grids. Acta  Techn. 
Hung.  69 (1971) 4 3 3 - 4 6 6 

6. SOARE, M.:  Contribuai  la studiul refelelor spatiale planar pätrate diagonale. Construcfii  j i 
materiale  de construcfii.  (1970) 423 — 440 

7. TIMOSHENKO,  S.-WOINOWSKI- KRIEGER, S.: Lemezek és héjak elmélete. Mûszaki Kiadó, 
Budapest 1966 

8. WRIGHT, D. T.: A Continuum Analysis for Double Layer Space Frame Shells. Publ.  Int.  Ass. 
Bridge  Struct.  Eng.  Zurich, 26 (1966) 

Analysis of Double-Layer Space Trusses with Diagonally Square Mesh by the Continuum 
Method. A double-layer space truss is examined with both chord planes being of square 
mesh but at 45° to each other. Mode of supporting to provide r igidi ty,  and number of redun-
dacies are determined. Dif ferential  equation system of the subst i tut ing continuum as well as 
relationships for the calculation of the truss bar forces from cont inuum internal forces are 
established. 

Berechnung zweischichtiger, im Grundriß  diagonal-viereckiger Raumfachwerke mit dem 
Kontinuumverfahren.  Ein zweischichtiges Raumfachwerk mit beiden Gurtebenen aus 
Vierekenetz aber zu 45° zueinander wird  untersucht. Es werden die Steif igkeit gewährleistende 
Stützungsart bzw. der Grad der statischen Unbest immtheit festgestel l t . Das Differential-
gleichungssystem des mit dem Raumfachwerk gleichwertigen Kont inuums und die Zusammen-
hänge für  die Berechnung der Fachwerk-Stabkräfte werden aus den Schnittkräften des Kon-
t inuums ermittel t . 

13* Mûszaki Tudomány 46, 1973 


	46. kötet / 1-2. szám
	KOLLÁR LAJOS: Kétrétegű, alaprajzban átlós-négyzetes térrácsok számítása a kontinuum-módszerrel������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	179����������
	180����������


