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A dolgozat olyan kétrétegű térbeli rácsszerkezetet vizsgál, amelynek mindkét övsíkja 
négyzethálós, de egymáshoz képest 45°-kal el vannak forgatva. Megállapítja a merevséghez 
szükséges megtámasztásmódot, ill. a statikai határozatlanság fokát. Meghatározza a rács-
szerkezettel egyenértékű kontinuum differenciálegyenlet-rendszerét és a kontinuum metszet-
erőiből a rácsszerkezet rúderőinek kiszámítására szolgáló összefüggéseket. 

1. A k é t r é t e g ű r ács sze rkeze tek rő l á l t a l á b a n 

K é t r é t e g ű r ác s sze rkeze tnek h í v j u k a z o k a t a r á c s o s t a r t ó k a t , a m e l y e k 
k é t , e g y m á s s a l p á r h u z a m o s s íkban f e k v ő há lóza tbó l (övs íkból ) á l lnak , s ezeke t 
r á c s r u d a k k ö t i k össze. 

H a e k é t övsík három i r á n y b a n f u t ó r u d a k b ó l áll , a k k o r t a l á l h a t ó a szer-
keze thez egy e g y e n é r t é k ű lemez , a m e l y n e k csavarás i és ha j l í t ás i merevsége i 
megegyeznek a rácsszerkeze té ive l , t e h á t i génybevé te l e ik is megegyeznek . Az 
igény h e v é t e l e k m e g h a t á r o z á s a s z e m p o n t j á b ó l t e h á t ez a szerkezet be lsőleg 
h a t á r o z a t l a n . E g y e n l ő o l d a l ú h á r o m s z ö g e k b ő l és a z o n o s k e r e s z t m e t s z e t ű ru-
d a k b ó l álló övs íkok e s e t é b e n ez a h e l y e t t e s í t ő lemez i z o t r ó p lesz [8], m i n d e n 
m á s ese tben o r t o t r ó p v a g y aeolo t róp [4] . Je l legze tessége még e h á r o m i r á n y ú 
r u d a k a l k o t t a övs íkokbó l ál ló r ác s sze rkeze tnek , hogy az öv rúde rők p u s z t á n 
s t a t ika i (egyensúlyi ) e g y e n l e t e k b ő l h a t á r o z h a t ó k m e g az igénybevé te l ekbő l , 
az a l a k v á l t o z á s o k v i z s g á l a t a nélkül , m é g p e d i g h á r o m - h á r o m egyen le tbő l álló 
r endsze rekbő l . A r ú d e r ő - m e g h a t á r o z á s t e h á t statikailag határozott f e l a d a t . 

H a az ö v s í k o k b a n l e v ő rudak háromnál több i r á n n y a l p á r h u z a m o s a k , 
a k k o r a merevségek s z e m p o n t j á b ó l u g y a n ú g y t a l á l h a t ó e g y he lye t t e s í tő lemez 
m i n t a h á r o m i r ányú h á l ó z a t esetén, de a r ú d e r ő k e t az i g é n y b e v é t e l e k b ő l m á r 
csak az a l a k v á l t o z á s o k v i z s g á l a t á n a k segí t ségével l ehe t m e g h a t á r o z n i [2] . Ez 
t e h á t m o s t statikailag határozatlan f e l a d a t . 

H a v é g ü l az ö v s í k o k b a n levő r u d a k háromnál kevesebb i r ánnya l p á r h u z a -
mosak , a k k o r a r á c s o z á s n a k csökken az i génybevé t e l ek m e g h a t á r o z á s a szem-
p o n t j á b ó l sze rephez j u t ó b e ' s ő h a t á r o z a t l a n s á g a , m i v e l b izonyos merevsége i 
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megszűnnek . Í g y pl. ha az övs íkok mindegy ike csak ké t (x J_ y) i r á n n y a l 
p á r h u z a m o s r u d a k b ó l áll (1. á b r a ) , akkor egyik övsík sem képes nxy ny í ró -
e rő t felvenni , és ennek fo ly t án az egész sze rkeze t is lágy lesz az mxy c savaró-
n y o m a t é k o k k a l szemben. A he lye t tes í tő l emeznek tehá t zérus lesz a csavarás i 
merevsége, és így az igénybevéte leket ( izotróp szerkezet ese tében) a közönsé-
ges tömör lemez 

w i v + 2w>"" + ( l a ) 
В 

egyenlete h e l y e t t az egyszerűbb 

MJV + W : : = = (1b) 
В 

egyenletből kel l meghatározni [7]. 

A rácsszerkezet azonban — éppen a csavarás i merevség h i á n y a m i a t t — 
n e m lesz m i n d e n igénybevétel re merev. Ha a k é t öv a l a p r a j z b a n az 1. á b r á -
n a k megfelelően el van egymáshoz képest to lva és térben f e r d e rács rudak k ö t i k 
ő k e t össze, a k k o r csak a r ácsoza t r a mint egészre ha tó c sava rónyoma ték ra lesz 
l ágy , t ehá t a 2a . ábrának megfelelően ellenállás nélkül de fo rmálód ik . Így leg-
a l á b b négy o lyan p o n t j á n alá kel l t á m a s z t a n i , amelyek a 2a . á b r á n vázol t el-
csavarodás so rán m e g v á l t o z t a t n á k relatív magassági h e l y z e t ü k e t (pl. a n é g y 
s a r o k p o n t j á n ) . H a pedig a k é t övsík rúd ja i egymás fölött he lyezkednek el és 
k é t i r á n y ú függőleges síkú rácsozás köti őket össze, akkor m é g a l ap ra j zban is 
d e f o r m á l ó d h a t a 2b. ábra sze r in t . A meg támasz t á snak t e h á t ezt is meg ke l l 
akadá lyozn ia . 

Ha m á r m o s t úgy sze rkesz t jük meg a rácsozást , hogy a felső övs íkrúd-
j a i n a k ké t i r á n y a 45°-ot zá r jon b e az alsó öv rúd i ránya iva l ( „á t ló s -négyze te s" 
rácsozás) (3. áb ra ) , akkor o l y a n szerkezethez j u t u n k , a m e l y n e k ö n m a g á b a n 
(a m e g t á m a s z t á s o k nélkül) n incs sem haj l í tás i , sem csavarási merevsége, n inc s 
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t e h á t a szokásos é r te lemben v e t t egyenér tékű lemezszerű k o n t i n u u m a s e m . 
A felső öv ugyan i s ö n m a g á b a n csak nxy ny í róe rő t képes fe lvenni , az alsó vi-
szont csak nx és ny de rékerő t , ez u tóbb iak a z o n b a n nem „ p á r j a i " a felső ö v 
nxy-ának és így n e m a lko tnak velük n y o m a t é k o t . A hálózat t e h á t csak a meg-
t á m a s z t á s o k k a l e g y ü t t lehet képes h a j l í t ó n y o m a t é k o k felvételére . 

a) b) 

2. ábra 

3. ábra 

A t o v á b b i a k b a n k i k ö t j ü k , hogy az alsó és a felső övs íkot összekötő k é t 
rácsozás függőleges s íkban he lyezkedjék el, és az alsó övsík rúd ja iva l f u s s o n 
pá rhuzamosan (3. ábra) . í g y a szerkezetet csúcsukra á l l í to t t gúlákból össze-
r a k o t t n a k is t e k i n t h e t j ü k . A felső öv rudak hossza az a l sókénak l / | (2-szöröse 
lesz. 

E szerkeze tnek az az előnye, hogy egyrész t a felső, n y o m o t t övrudak k i -
haj lás i hossza j/2-ször k isebb az alsó, h ú z o t t öv rudakéná l , másrészt p e d i g , 
hogy gú lánkén t előnyösen lehet e lő regyár tan i és a helyszínen összeszerelni. 

Az át lós-négyzetes t é r rács e rő j á t éká t kon t inuum-sze rűen először K A T O , 

TAKANASHI, TSUSHIMA és HIRATA [3] v izsgá l ták közelí tően. Pon tos mego ldás t 
közölt SOARE k é t c ikkében [5], [6], de nem k o n t i n u u m - a l a p o n , hanem h a t á r o -
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za t lan r ác sos s z e r k e z e t k é n t , i l letve e g y speciál is e se t re d i f f e r enc i amódsze r r e l 
s z á m í t v a . 

Mi a k ö v e t k e z ő k b e n részletesen f o g u n k fogla lkozni az á t l ó s -négyze te s 
r ács sze rkeze t t e l , m é g p e d i g először a merevséghez szükséges m e g t á m a s z t á s -
módo t á l l a p í t j u k meg, u t á n a a s t a t i ka i h a t á r o z o t t s á g f e l t é t e l é t ill. a h a t á r o z a t -
lanság f o k á t t i s z t ázzuk , m a j d pedig b e m u t a t j u k , h o g y a rácsozás kü lön leges 
t u l a j d o n s á g a i n a k seg í t ségéve l hogyan h a t á r o z h a t j u k m e g az i g é n y b e v é t e l e i t 
k o n t i n u u m - s z e r ű e n , és é r t e lmezzük a „ h e l y e t t e s í t ő k o n t i n u u m " f o g a l m á t . 
Végül a r ú d e r ő k n e k az i g é n y b e v é t e l e k b ő l t ö r t é n ő k i s z á m í t á s á t i s m e r t e t j ü k . 

A k o n t i n u u m - m ó d s z e r n e k az az e l ő n y e más s z á m í t á s m ó d o k k a l s z e m b e n , 
hogy egy ré sz t szemléle tes k é p e t ad az e r ő j á t é k r ó l , ami t e rvezésko r igen hasz-
nos, e z e n k í v ü l sok e s e t b e n m á r m e g o l d o t t l e m e z f e l a d a t o k r a veze t i v i ssza a 
p r o b l é m á t , végü l pedig h a a p r o b l é m á r a a vá l tozó m e r e v s é g v a g y e g y é b ok 
m i a t t n incs kész l emezmego ldás , a k k o r is v a g y zá r t a l a k b a n lehet e lőá l l í t an i 
az i g é n y b e v é t e l e k e t , v a g y pedig a d i f f e r e n c i a - m ó d s z e r l iá ló-osz tásá t f ü g g e t -
lenül v e h e t j ü k fel a r á c s o z a t c s o m ó p o n t j a i t ó l , amive l lényegesen l ec sökken t -
he t j i ik a s zámí t á s i m u n k á t . 

2 . Az á t lós -négyze tes r ácssze rkeze t s ta t ika i h a t á r o z o t t s á g a 

T á m a s s z u k meg a 3. á b r á n vázo l t á t ló s -négyze te s t é r r á c s o t a fe lső övsík 
p e r e m p o n t j a i n függőleges é r t e l emben (a 4 . á b r á n k ö r ö k k e l jelölve). E z e n k í v ü l 
a v ízsz in tes mozgások m e g g á t l á s á r a a s t a t i k a ismert t é t e l e szer int m é g szükség 
v a n h á r o m (egymás t n e m egy p o n t b a n metsző) v ízsz in tes t á m a s z t ó r ú d r a 
(4. á b r a : 1, 2. 3. sz. r u d a k ) . A szerkeze t a z o n b a n s z e m m e l l á t h a t ó a n m é g így 
is képes lesz egy o lyan v ízsz in tes s í k b a n b e k ö v e t k e z ő mozgás ra , a m i k o r az 
egyes g ú l á k — a l a k j u k a t m e g t a r t v a -— e lmozdu lnak v ízsz in tes i r á n y b a n , 

m 

4. ábra 
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ill. függő leges t enge ly k ö r ü l el is f o r d u l n a k , a k ö z t ü k levő üres n é g y z e t e k ped ig 
r o m b u s s z á t o r z u l n a k (4. ábra) . E n n e k m e g g á t l á s a cé l j ábó l még egy n e g y e -
dik t á m a s z t ó r u d a t is ke l l a l k a l m a z n u n k . 

N é z z ü k meg m o s t m á r , hogy az i l y m ó d o n — a p e r e m p o n t j a i n függő leges 
r u d a k k a l és négy v í z sz in t e s r ú d d a l — m e g t á m a s z t o t t szerkezet h a t á r o z o t t , 
ill. h a t á r o z a t l a n - e s t a t i k a i l a g . 

A s t a t i k a i h a t á r o z a t l a n s á g f o k á t , X - e t , m i n t i smere tes , a k ö v e t k e z ő ki-
fejezés s z o l g á l t a t j a : 

X = S + R — 3C , (2) 
ahol S a rudak száma, 

R a reakciókomponensek (megtámasztórudak) száma, 
С a csuklók száma. 

A r u d a k s z á m a , ha m - m e l ill. n-nel j e l ö l j ü k a gú l ák s z á m á t x, ill. у i r á n y b a n 
(4. á b r a ) : 

a fe lső ö v s í k b a n 
az a lsó ö v s í k b a n 
a r á c s o z á s b a n 

összesen t e h á t 

A m e g t á m a s z t ó r u d a k s z á m a : 
függő leges 
v ízsz in tes 

összesen : 

A c s o m ó p o n t o k s z á m a ped ig : 
a fe lső ö v s í k b a n 
az a lsó ö v s í k b a n 

4 mn 
(m — L ) N m ( n — 1 ) 

4 m n 

S = 10 mn — m — n 

2 M + 2 N 

4 

R = 2m + 2n 

( m 1 )n -f m(n + 1) 
mn 

С = 3mn 4- m 4- n összesen t e h á t : 

E n n e k a l a p j á n a s t a t i k a i h a t á r o z a t l a n s á g f o k a : 

X —- mn 4 - 4 — 2(m 4- n ) 

A s z á m é r t é k e k e t az I . t á b l á z a t b a n f o g l a l j u k össze: 

(3) 

I. táblázat 

m 

n 
2 3 4 s 6 7 

2 0 0 0 0 0 0 

3 0 1 2 3 4 5 

4 0 2 4 6 8 1 0 

5 0 3 6 9 1 2 1 5 

6 0 4 8 1 2 1 6 2 0 

7 0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 
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Nem t ü n t e t t ü k fel a t á b l á z a t b a n az m = 1 ill. n = 1 e s e t e k e t , m ive l 
i l yenkor a m e r e v s é g b i z t o s í t á s á r a szükséges v ízsz in tes m e g t á m a s z t ó r u d a k szá-
m á t kü lön m e g f o n t o l á s s a l ke l l m e g á l l a p í t a n i . E z e k k e l az e se t ekke l a z o n b a n 
a m ú g y sem k í v á n u n k fog la lkozn i . 

A t á b l á z a t a z t m u t a t j a , h o g y az m = 2 ill. n= 2 ese tben a s z e r k e z e t s t a -
t i ka i l ag h a t á r o z o t t , e g y é b k é n t h a t á r o z a t l a n . A h a t á r o z a t l a n s á g f o k a meg-
egyez ik a „ b e l s ő " gúlák s z á m á v a l . 

3 . Az á t lós -négyze tes r ác s sze rkeze t e r ő j á t é k a 

3 .1 . Az erőjáték általános tulajdonságai 

A k ö v e t k e z ő k b e n egye lőre e l t e k i n t ü n k a m e g t á m a s z t á s o k h a t á s á t ó l és 
a r á c s s z e r k e z e t e t csak önmagában v i z s g á l j u k . 

T á r g y a l á s u n k b a n az e g y ö n t e t ű s é g k e d v é é r t o lyan r á c s s z e r k e z e t e k r e 
s z o r í t k o z u n k , a m e l y e k n e k összes alsó ill. összes felső r ú d j á n a k k e r e s z t m e t s z e t i 
t e r ü l e t e e g y m á s k ö z ö t t egyenlő . E k k o r u g y a n i s a he lye t t e s í t ő k o n t i n u u m ál-
l a n d ó m e r e v s é g ű lesz. 

A s z e r k e z e t r ő l először is a z t á l l a p í t h a t j u k meg , hogy (a f e l v e t t x ,y koor -
d i n á t a r e n d s z e r b e n ) zérus a csavarási merevsége. Az alsó övsík u g y a n i s — á t lós 
r u d a k h i j j á n — n e m képes nxy n y í r ó e r ő t f e lvenn i , és ezenk ívü l a r ácsozások 
s í k j a is függő leges , így a c s a v a r á s i n y í r ó f o l y a m alul n e m t u d „ z á r ó d n i " . E n n e k 
f o l y t á n a l e m e z e g y e n l e t az egysze rű ( l b ) a l a k o t öl t i . 

Ezenk ívü l a felső övsíkban működő erőkomponensek között o l y a n összefüg-
gésnek kell fennállnia, hogy ne torzítsák rombusszá a gú lák felső n é g y z e t - a l a p -
l a p j a i t , m e r t e b b e n az e se tben a felső övs ík n e m is t u d n á f e lvenn i a b e n n e ke -
l e t k e z ő e r ő k e t . 

A n é g y z e t - r u d a z a t m e r e v s é g é t ( á l l é k o n y s á g á t ) az a f e l t é t e l b i z t o s í t j a , 
h o g y a c s ú c s p o n t j a i r a h a t ó e r ő k ne v é g e z z e n e k m u n k á t a n é g y z e t n e k r o m -
b u s s z á t o r z u l á s a közben . E r o m b u s s z á t o r z u l á s so rán az a l ap l ap b á r m e l y p o n t -
j á t h e l y b e n m a r a d ó n a k t e k i n t h e t j ü k , így az 5. á b r á n vázo l t e se tnek megfe le lően 
a négyze t 0 k ö z é p p o n t j á t is, m ive l m á s p o n t o t v á l a s z t v a f i x n e k , a megfe le lő 
e lmozdu lás az 5 . á b r á n v á z o l t b ó l egy m e r e v t e s t - s z e r ű e lmozdu lás h o z z á a d á s á -
v a l k a p h a t ó m e g , ez u t ó b b i n a k a so rán p e d i g az egyensú ly i egyen le t ek b iz tos í t -
j á k a zérus m u n k a v é g z é s t . 

A m u n k a v é g z é s zérus v o l t á t (azaz a n é g y z e t m e r e v s é g é n e k f e l t é t e l é t ) 
t e h á t az 

( N A _ N B + N c _ N D ) A = 0 ^ 

a z a z az 

JVf + N? = N* + N$ (4a) 
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egyen le t fe jez i k i . Mivel p e d i g (a r ácssze rkeze tnek k o n t i n u u m m a l va ló h e l y e t t e -
sí tése so rán szokásos közel í téssel) 

ДГ в I ]\D ЛтА I TV с 
x + * = IV® = 2 cn°x = y + y - = ЛГС = 2cn® 

2 2 

ezér t a (4a) egyen le t e t í g y is í r h a t j u k : 

nn — ny. (4b) 

5. ábra 

A m o s t e l m o n d o t t a k b ó l az is k ö v e t k e z i k , h o g y a felső övsík e l lenál lás 
né lkü l t u d az ex — ey összefüggésnek megfe le lő a l a k v á l t o z á s t végezni . Az nx, ny 

de réke rők t e h á t csak a k é t i r á n y ú n y ú l á s á t l a g é r t é k é v e l , (e y ey)l2-vel lesz-
nek e g y é r t e l m ű k a p c s o l a t b a n . 

3.2. A rácsszerkezet merevségei 

Az alsó övsíknak a k é t öv rúd i r á n y á b a n v a n Aa húzási m e r e v s é g e (6. 
áb r a ) . Az egységnyi szélességre v o n a t k o z ó húzási m e r e v s é g a r ú d s z e l v é n y e k 
egyenlősége f o l y t á n m i n d k é t i r á n y b a n a k ö v e t k e z ő l e s z : 

EFn An 
2c 

(5) 

EFa 

EFa 

6. ábra 

13* Műszaki Tudomány 46, 1973 



1 8 6 KOLLÁR LAJOS 

A felső övnek csak az д; é s y i r á n y o k b a n egy fo rma n a g y n y o m á s r a v a n 
összenyomódási merevsége (A). E z a 7a. á b r a a l a p j á n 

n _ N/(2c) 

E 2 E / ( 2 C) 
(6a) 

a l a k b a n k a p h a t ó . Az e é r t éke t a l e g e g y s z e r ű b b e n a m u n k a t é t e l l e l k a p h a t j u k 
m e g (a r ú d e r ő k n a g y s á g a : S = iV/|/2): 

4 Ne = 4 
( j V 2 / 2 ) - f 2 c 

EF 

N.. 4 4 -

7. ábra 

és ezzel 

Nc 
e = —= 

/2EF 

Nc 

f 2 c ' 

A felső öv nyírási merevsége (Axy) a 7b . á b r a a l a p j á n : 

_ nxy _ Nxyl(2c)  
Х У ~ У ~ 2 / / C • 

f é r t é k é t i smét m u n k a t é t e l l e l k a p h a t j u k m e g ( S = + NxyJf2) : 

(Nxfl2)-V2c 
У EF 

F = V 

J f2EF ' 

x y _ 2 f 2 c • 

(6b) 

(7a) 

(7b) 
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A szerkeze t a l só és felső ö v s í k j á n a k merevség i jel lemzői t e h á t kü lönbö-
zőek, m é g p e d i g n e m c s a k menny i ség i l eg , h a n e m minőségi leg is. É p p e n ezért , 
b á r a s t a t i k a i h a t á r o z a t l a n s á g f o k a k i sebb m á s t é r r ác sokéná l , a számí tása 
mégis b o n y o l u l t a b b lesz. Az e r ő j á t é k bizonyos m é r t é k b e n h a s o n l í t az egyik 
o lda l án k é t i r á n y b a n b o r d á z o t t l e m e z é h e z [1]. 

3.3. A kontinuumnak tekintett, állandó merevségű rácsszerkezet alakváltozás-álla-
pota és egyenletei 

A rácssze rkeze t a l a k v á l t o z á s - á l l a p o t á t szemlé le tesen a k ö v e t k e z ő ké t 
részre b o n t v a í r h a t j u k le : 

T e k i n t s ü n k el először a fe l ső ö v s í k n a k a t t ó l a képességé tő l , hogy erő 
né lkü l is t u d ex = —e^-szerű a l a k v á l t o z á s t végezni (azaz k é p z e l j ü k m e r e v n e k 
az ö v s í k o t az ex = — ey t í pusú a l a k v á l t o z á s s a l s z e m b e n is), e z e n k í v ü l té-
t e l ezzük fel , hogy c sak o lyan m e r e v s é g e i v a n n a k , m i n t az alsó ö v s í k n a k ( t ehá t 
a j e l en e se tben c s u p á n x és y i r á n y ú nyúlás i merevsége) , és l e g y e n e k a felső 
övsík merevsége i az a l sóé inak fc-szorosai, azaz a j e l en ese tben m i n d x, mind y 
i r á n y b a n kAa húzás i merevség . E к a r á n y o s s á g i t é n y e z ő t t e t sző legesen vá l a sz t -
h a t j u k m e g , mivel a levezetés s o r á n kies ik és így n i n c s be fo lyása a végered-
m é n y r e . Csupán a z é r t szükséges b e v e z e t n ü n k a fe l ső övs íknak a hajlítási erő-
játékban résztvevő merevségét, kAa-t, hogy ezál ta l szemléle tesen , k é t részben 
í r h a s s u k fel az e r ő j á t é k o t . 

E z e k u t á n d e f i n i á l h a t j u k a teljes rácsszerkezet В hajlítási merevségét, 
a m e l y , mive l a t e t sző leges k-tól f ü g g , szintén h a t á r o z a t l a n s z á m í t á s i segéd-
m e n n y i s é g lesz: 

В = h2Aa ——— s (8a) 
1 + к 

v a l a m i n t a ha j l í t ás i semleges t e n g e l y é n e k a felső i l le tve az alsó ö v s í k t ó l mér t 
t á v o l s á g á t is (8. á b r a ) , amely a k é t övs ík m e r e v s é g é n e k s ú l y p o n t j á b a n lesz: 

h f = h - * ( 6 a ) 
1 - - к 

K = h — Ц - . (9b) 
1 — к 

Н а к = 1, akko r 

Л/ = Л, = А (9c) 

h2 < 
B = —Aa. (8b) 

Ái 
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H a így á t a l a k í t j u k a felső ö v s í k merevsége i t , a k k o r — mive l a k é t r é t e g ű 
rácssze rkeze t re á l t a l á b a n nem h a t a k ö z é p s í k j á v a l p á r h u z a m o s k ü l s ő erő — 
a d e f o r m á c i ó c s u p á n h a j l í t á s i a l a k v á l t o z á s b ó l áll , m e l y a w1 „ h a j l í t á s i " leha j -
l á s f ü g g v é n n y e l j e l l e m e z h e t ő . E h a j l í t á s i a l a k v á l t o z á s a ké t ö v s í k b a n e{ ill. el 
n y ú l á s o k a t , v a l a m i n t y{ ill. y" s z ö g t o r z u l á s t okoz ( lásd a 8. á b r a fo ly tonosan 
k i h ú z o t t fe rde v o n a l á t ) , a k ö v e t k e z ő i smer t össze függések sze r in t [4] : 

4 x = h f w ' i , (10a) 

eí — hf • wr , (10b) 

(10c) 

°ly — "/ 

У{ = h 7 

WÏ , 

2 w [ - , 

(az alsó övs íkban f h e l y e t t a - i n d e x e k k e l ) 

О 
•С 

8. ábra 

H a n g s ú l y o z n u n k kel l , hogy w1 a végleges a l a k v á l t o z á s n a k a t i s z t a ha j l í -
t á s b ó l ke le tkező része, n e m pedig a m ó d o s í t o t t m e r e v s é g ű r ács sze rkeze t egyen-
s ú l y á b ó l s z á m í t h a t ó o l y a n a l a k v á l t o z á s , ami t k é s ő b b még k o r r i g á l n u n k kel-
lene , amiko r f i g y e l e m b e vesszük a tényleges m e r e v s é g i v i s z o n y o k a t . 

A felső (és az alsó) ö v s í k b a n i lymódon l é t r e j ö v ő a l akvá l t ozá s - á l l apo t 
összeférhető (mivel e g y e t l e n uy „ a l a k v á l t o z á s - f ü g g v é n y b ő l " s z á r m a z i k ) , de a 
fe lső övs íkban m é g e g y kiegészítő síkbeli alakváltozásnak kell l é t r e j ö n n i e a kö-
v e t k e z ő okokbó l : 

a) N e m v e t t ü k eddig f i g y e l e m b e a felső övsík nyírási merevségét (mer t az 
a l s ó n a k sincs). A (10c) kép le t s ze r in t l é t r e jövő szög to rzu l á s az a l só övs íkban 
n e m okoz nlxy n y í r ó e r ő t , de a f e l s ő b e n igen. E z a s í k b e l i egyensú ly i egyenle tek 
é r t e l m é b e n csak ciZ Tlix 6S Jlly e r ő k s a j á t i r á n y ú n ö v e k m é n y e i v e l t a r t h a t n a 
e g y e n s ú l y t . A h a j l í t á s b ó l s z á r m a z ó n l x és nly e r ő k n ö v e k m é n y e i t a z o n b a n az 
x ill. у i r á n y b a n f u t ó r á c s o z á s o k b a n é b r e d ő h a j l í t á s i ny í róe rők egyensú lyozzák , 
így relxy-et n incs m i egyensú lyozza . (Az alsó ö v b e n n i n c s ilyen p r o b l é m a , mivel 
o t t a va ló ságnak megfe le lően v e t t ü k fel a m e r e v s é g e k e t ) . 

b) A felső övs ík я; és у i r á n y b a n csak egyenlő n a g y n y o m ó e r ő k e t t u d fel-
v e n n i , azaz teljesülnie kell az nx = ny egyenletnek, a m i t az alsó öv t u l a j d o n s á g a i 
a l a p j á n e lőál l í to t t w 1 ha j l í t á s i a l a k v á l t o z á s n e m b iz to s í t . 
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c) Végül a fe lső ö v s í k n a k n incs я; és y i r á n y b a n kAa h ú z á s i merevsége , 
h a n e m c s u p á n a k é t i r á n y b a n k e l e t k e z ő nyúlások átlagáról t u d j u k , hogy a rá -
n y o s nx = «y-nal, a (6) ö s s z e n y o m ó d á s i merevség k ö z v e t í t é s é v e l . Ezen fe lü l 
a z o n b a n ané lkü l v é g e z h e t a fe lső övs ík ex = — ey típusú alakváltozást, h o g y 
b e n n e erő k e l e t k e z n é k . 

E h á r o m e l l e n t m o n d á s t kel l k iküszöbö ln ie a k iegész í tő s íkbe l i a l akvá l to -
z á s n a k , m e l y n e k k o m p o n e n s e i t 2-es indexszel j e l ö l j ü k . A k é t övs íko t össze-
k ö t ő rácsozás b i z t o s í t j a , h o g y ez n e m okoz d e f o r m á c i ó t az alsó ö v s í k b a n , ezér t 
a 8. á b r á n s z a g g a t o t t vona l l a l m e g r a j z o l t k e r e s z t m e t s z e t - e l f o r d u l á s (ill. el-
c s a v a r o d á s ) ke le tkez ik be lő le : 

= (11a) 

= (11b) 
h 

2U>2 = — . ( 1 1 C ) 

í g y — jó l lehe t , , s íkbe l i " -nek h í v j u k — a 2. k iegész í tő a l a k v á l t o z á s ha j l í t á s i 
d e f o r m á c i ó t is okoz. A t e l j e s h a j l í t á s i l eha j l ás a k é t r é sz - l eha j l á s {wl és w2) 
összege lesz: 

w — vc l w 2 . ( 1 2 ) 

E z t a k é t a l a k v á l t o z á s - r é s z t csak egyszerre t u d j u k m e g h a t á r o z n i . E h h e z 
először is fel kel l í r n u n k a felső övs ík me t sze t e rő i t tCj-ből és a 2. jelű s íkbel i 
a l a k v á l t o z á s b ó l . 

A k o r á b b a n m o n d o t t a k s ze r in t a felső övs ík h ú z á s i m e r e v s é g é t kAa-val, 
n y í r á s i merevségé t ^4x y-nal je lö lve és e lhagyva a z / i n d e x e t , a w l ha j l í t á s i a l ak -
v á l t o z á s b ó l az 

nlx = kAaslx, (13a) 

nly = kAaely (13b) 

m e m b r á n e r ő k , v a l a m i n t az 

nlxy = Axyyl (13c) 

mx = — Bw" (14a) 

my = — Bui\ (14b) 

h a j l í t ó n y o m a t é k o k k e l e t k e z n e k . A n e g a t í v előjel a z é r t szükséges , m e r t a n y o -
m a t é k o t a k k o r t e k i n t j ü k p o z i t í v n a k , ha az alsó ö v s í k b a n okoz h ú z á s t . 
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A (8a) , (9a), ( 1 0 a — b ) , (13a—b) és (14a—b) k é p l e t e k a l a p j á n f e l í r h a t j u k 
hogy 

n l x = - ^ L (14c) 

h 

ami e g y é b k é n t nlx és niy de f in íc ió jábó l is k ö v e t k e z i k . 
A k iegész í tő s íkbel i a l a k v á l t o z á s b ó l csak a m e m b r á n n y í r ó e r ő t l ehe t egy-

szerűen f e l í rn i : 

'2xy = Axyy2. (15a) 

A z 712x У 
erők m o s t n i n c s e n e k közve t len k a p c s o l a t b a n az e2x és e2y 

n y ú l á s o k k a l , hanem c s a k clZ Fl)̂  GS ,Tl̂ y e rőkke l a l k o t o t t összegükről t u d j u k egy-
részt a z t , h o g y a k é t i r á n y b a n a z o n o s : 

" ix + n2x = n i y + n2y s (15b) 

más ré sz t h o g y a k é t i r á n y ú te l jes m e g n y ú l á s á t l a g á v a l a r á n y o s : 
nlx + n2x = A {£lx + € g x ) + {Ely + C 2 y ) . (15c) 

E z z e l minden t e l ő k é s z í t e t t ü n k a z e r ő j á t é k o t m e g s z a b ó e g y e n l e t e k fel-
á l l í t á sához . 

E g y r é s z t f e l í r h a t j u k , hogy a f ü g g ő l e g e s p t e r h e t a k é t i r á n y b a n m ű k ö d ő 
h a j l í t ó n y o m a t é k egyensú lyozza : 

mx -j- my = — p . ( 1 6 ) 

E z e n mx és my n y o m a t é k o k c s u p á n а и^ a l a k v á l t o z á s b ó l s z á r m a z n a k (8a— 
b), m e r t a 2. je lű k iegész í tő a l akvá l t ozá s me t sze t e rő inek egyrészt n i n c s p á r j a az 
alsó ö v s í k b a n , más rész t pedig — b á r a r ácssze rkeze t semleges t enge lyéhez 
képes t k ü l p o n t o s á n m ű k ö d n e k — n e m függőleges (ha j l í t á s i ) n y í r ó e r ő k k e l érik 
el e k ü l p o n t o s s á g b ó l s z á r m a z ó n y o m a t é k m e g v á l t o z á s á t , h a n e m vízsz in tes 
( m e m b r á n - ) ny í róe rőkke l , ezek ped ig n e m képesek függőleges t e r h e t egyen-
súlyozni . 

A k iegész í tő s íkbel i a l a k v á l z t o z á s egyensúlyi egyen le t e ibe be le kell vé-
n ü n k a w1 a l a k v á l t o z á s b ó l szá rmazó nlxy m e m b r á n - n y í r ó e r ő k e t is, mivel a 
2. i n d e x ű e rők részben é p p e n ezeknek a z egyensú lyozásá r a j ö t t e k l é t r e : 

и2х + (nlxy + n2xy) = 0 > (17a) 

(n l x y + n 2 x y y + n2 y = 0 . (17b) 
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Ezek u t á n a (16) és (17a—b) egyenletekben szereplő va lamennyi vá l tozó t 
ki lehetne fe jezni Wj-gyel és M72-vel a (14a—b), va lamint a (11a—c), (13a—c) 
és (15a—e) egyenletek segítségével. Nem célszerű azonban a w1 és w2 rész-le-
ha j l á soka t kü lön kezelni, mivel a peremfel té te leket csak a te l jes w — w1 -f- w2 

lehaj lásra t u d j u k meghatározni . Át fogjuk t e h á t írni a (16) és (17a—b) egyen-
le teket úgy, hogy csak a te l jes w lehajlás és egy Ф feszül tségfüggvény szerepel-
j en bennük. E z utóbbi t a szokásos módon def in iá l juk: 

Ф- = П2Х, 

Ф" = n2x, 

Ф'- = - (nlxy + n2xy). 

(18a) 

(18b) 

(18c) 

I lymódon Ф-vel au toma t ikusan k ie légí te t tük a (17a—b) egyensúlyi 
egyenleteket , de még biz tos í tani kell, hogy a megfelelő a lakvál tozások össze-
férhe tők legyenek. 

A M/j-ből a felső övs íkban keletkező alakvál tozások — mint már mon-
d o t t u k — kompat íbi l isak, így elég lenne a 2. a lakvál tozás komponensei t bele-
venni az összeférhetőségi egyenletbe. Ezt azonban a (18c) kifejezés miat t n e m 
t e h e t j ü k meg, mer t ebben m á r szerepel n l x y . í gy a két e nyúláskomponensbe 
is bele kell v e n n ü n k a Wj-ből származó nyú lásoka t . A kompat ibi l i tás i egyen-
le te t tehát a t e l jes a lakvál tozásra kell fe l í rnunk: 

(«IX + «2х)" + («iy + е2у)" - ( r i + Уг)'" = 0 . (19) 

Az ú j vá l tozókra való át téréshez vegyük ismét szemügyre a 8. á b r á t . 
A tel jes w lehaj lásból kele tkező elfordulást a (szaggatott vonal lal párhuzamo-
san meghúzot t ) pontozot t vona l m u t a t j a . Ehhez az a lakvál tozáshoz tu la jdon-
képpen a semleges sík a lakvál tozásá t (exk, eyk,ykl2) kellene még hozzáadnunk, 
he lye t te azonban h/hj-szeresét, azaz a felső övsík 2. jelű a lakvál tozását fog juk 
használni , mer t ezt ki t u d j u k fejezni Ф-vel. 

Fejezzük most már ki az 1. jelű a lakvál tozás-komponenseket ic-vel és 
a 2. jelű alakvál tozásokkal . 

(10a—c)-ből (12) és (11a—c) a lap ján: 

slx = hj(w" — w">) = hj 

«IY — hf 

7 I = h t 

2y 

2 « , " - * 

(20a) 

(20b) 

(20c) 
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és h a s o n l ó a n í r h a t j u k á t ( 1 4 a — b ) - t i s : 

= - B 

Т . , = — В IG" 2У 

(21a) 

(21b) 

M o s t m é g a 2. j e lű a l a k v á l t o z á s o k a t kell k i f e j e z n ü n k Ф-vel . E h h e z ren-
d e l k e z é s ü n k r e ál lnak a (15b—c) e g y e n l e t e k , a m e l y e k b e először is b e h e l y e t t e -
s í t j ü k n l x - n e k és n i y - n e k (13a—b)-ve l k i f e j e z e t t é r t é k é t , m a j d (20a—b) segít-
ségével k i k ü s z ö b ö l j ü k b e l ő l ü k f l x - e t és e i y - t : 

n,r= -kAahf\w" - + A 

n2y = — kAahf w 
2У + A 

w" + tv" — 
£2X g2y 

+ £ 2 X + £2Y 

h I 2 

E z e k b ő l , f e l ha szná lva (18a—b) - t , k i f e j ezzük e 2 x -e t és e^y-t: 

Ф hjW" — Í ^ kAaI hjw" 
' 2 c2x 

kAa(A + Aa) 

l + k 

A Г ^ 1 A 1 , A Ф" - — — kAJ hfw' — h{w 
~2 1 2 

— kAJ hfw' — h{w 

kAa(A + Aa) 

(22a) 

(22b) 

(23a) 

1 + к 

A_ 

2 
ф- - A

 и • 
2 ' 

ÍA -

T - H hjiv" 

2y 
kAa(A + Aa) 

k + к 

+ 

+ + A A 

+ 
ф" 1 

2 
kAr h j w ' 

2 1 

kAa(A + Aa) 

l + k 

(23b) 
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A (13c), (15a) és (18c) egyenle tek seg í t ségéve l p e d i g f e l í r h a t j u k a t e l j e s 
szög to rzu lás t Ф-ve l k i f e j e z v e : 

— Ф " 
У1 + У2 = — • (24) 

Most m á r k i t u d u n k f e j e z n i minden v á l t o z ó t ie-vel és Ф-vel a (16) é s (19) 
a l a p e g y e n l e t e k b e n . Ezek a k ö v e t k e z ő a l a k o t ö l t ik : 

( 2 1 a — b ) - t és ( 23a—b) - t b e h e l y e t t e s í t v e (16)-ba: 

— A A A ( W L V + 2 « Л ' + И Г ) + 
2 A + Aa 

+ [ ф ' У _ 2 A + 2A° .ф" +ф:\ = p t (25) 

2 A + Aa{ A ) 

és (20a — b)-t, v a l a m i n t (23a — b)-t és ( 24 ) - e t b e h e l y e t t e s í t v e (19)-be: 

h A ( 1V A + 2 Aa 
_ 2 — ; — w " + w-- + 

2 A + Aa { A 

+ — A + 2 A ° [ ф ' у - 2 Ф'" + Ф : :1 + = 0 . (26) 
2 Aa(A + Aa) [ A + 2Aa ) Axy 

A m i n t l á t j u k , az e g y e n l e t e k b ő l k i e s e t t а к a r á n y o s s á g i t ényező . N i n c s 
t e h á t j e l e n t ő s é g e a n n a k , h o g y m e k k o r á r a v e t t ü k fel a f e l ső öv képzel t m e r e v -
ségét a h a j l í t á s i e r ő j á t é k h o z , mivel a t o v á b b i l épésekben amúgyis o l y m ó d o n 
ko r r i gá l t uk e z t a részt , h o g y a szerkezet v a l ó d i e r ő j á t é k á h o z ju s sunk . Ü g y is 
m o n d h a t j u k , l iogy k ö z ö m b ö s , hogyan d a r a b o l j u k ke t t é az e rő j á t éko t , f e l t é v e , 
hogy a k é t r é sz összege a v a l ó d i e r ő j á t é k o t s zo lgá l t a t j a . 

A (25) és (26) egyen l e t ekbő l kell t e h á t m e g h a t á r o z n u n k w-t és Ф-1. 
H a az a l só ö v r u d a k k e r e s z t m e t s z e t i t e rü l e t e a f e l sőkének |A2-szörösei 

( F a = j / 2 F ) , a k k o r Aa = A, és a (25)—(26) egyenle tek a köve tkező a l a k ú r a 
egysze rűsödnek : 

— A(w,v + 2w" ' + мЯ) + — (Ф1У - 6Ф"" + Ф -) = p, (27) 
4 4 

_ — ( w I V _ 6 w ' " + w'-) + — (ЗФ 1 У - 2Ф"' + ЗФ : :) + — = 0 , (28) 
4 4^4 AXy 

3.4. A peremfeltételek 

А (25)—(26) d i f f e renc iá legyen le tek pe remfe l t é t e l e i a 2. p o n t b a n le í r t 
m e g t á m a s z t á s (a p e r e m e k e n szabad t á m a s z k o d á s ) ese tében a k ö v e t k e z ő k é p p e n 
a l a k u l n a k : 
Az X t enge l l ye l p á r h u z a m o s p e r e m e k e n : 
zérus a l e h a j l á s : w = 0 , (29a) 
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zé rus a p e r e m r e merőleges h a j l í t ó n y o m a t é k : my = 0 , ( 2 9 b ) 

a felső ö v s í k b a n zérus a p e r e m r e merőleges v í z -
szintes ( m e m b r á n - ) erő: ny = niy -j- n2y — 0 , (29c) 

a felső ö v s í k b a n zérus a ( m e m b r á n - ) n y í r ó e r ő , 
azaz (18c)-ve l : Ф ' ' = 0 . ( 2 9 d ) 

A (29b) és (29c) f e l t é t e l e k e t w-vel és Ф-ve l kell k i f e j e z n ü n k . ( 2 9 b ) - b ő l 
(14d) seg í t ségével az t k a p j u k , h o g y n l y = 0 , í g y (29c)-ből (18b) f i g y e l e m b e v é -
te léve l 

Ф" = 0 (29c )* 
k ö v e t k e z i k . 

(29b)-ből ped ig (21b) és (23b) seg í t ségéve l , v a l a m i n t f i g y e l e m b e v é v e , 
l iogy az x i r á n y ú perem m e n t é n w" = 0, és (29e) m i a t t Ф" = 0, azt k a p j u k , 
h o g y 

Mf + - — Ф" = 0 . ( 2 9 b ) * 
Aah 

Az у t enge l lye l p á r h u z a m o s p e r e m e k e n az л; és у s ze r i n t i d i f f e r enc i á l á s 
szerepe t cseré l . 

A (29d) és (29b)* f e l t é t e l e k mia t t d e r é k s z ö g ű n é g y s z ö g a lapra jz e s e t é n 
s e m t u d j u k sz inusz-sor f o r m á j á b a n m e g a d n i a megoldás t , h a n e m a k o n k r é t 
e se t ekben a n u m e r i k u s m d s z e r e k v a l a m e l y i k é v e l kell cé lhoz é rnünk . 

3 .5 . A rácsszerkezet rúderői és az egyenértékű kontinuum metszeterői közötti kap-
csolat 

H a m e g h a t á r o z t u k a (25)—(26) d i f f e r enc i á l egyen le t r endsze rbő l w-1 és 
Ф - t , akkor e z e k b ő l egyszerűen m e g k a p h a t j u k a kontinuum metszeterőit. A f a j -
l agos h a j l í t ó n y o m a t é k o k a t a (21) és (23) k é p l e t e k s z o l g á l t a t j á k . A f a j l a g o s 
(ha j l í t ás i ) n y í r ó e r ő k h ö z a (21) kép le tek d e r i v á l á s á v a l j u t h a t u n k el: 

w'" + Щ , ( 3 0 a ) 
h ) 

ty — m'y = — В ju>"'— - ^ j . ( 3 0 b ) 

A ny í róerő p o z i t í v é r t e lmezésé t a 9. áb ra m u t a t j a . Végül а Ф f e szü l t s ég függ -
v é n y b ő l a (18) kép l e t ekke l k a p h a t j u k meg a fe l ső övsík k i egész í tő ( m e m b r á n - ) 
me t sze t e rő i t . 

A rácsszerkezet rúderőinek m e g h a t á r o z á s á h o z meg ke l l á l l a p í t a n u n k : 
h o g y a n f ü g g e n e k össze az e g y e s rúderők a k o n t i n u u m metsze te rő ive l . E z t a 
l e g e g y s z e r ű b b e n az alsó övrudakra t i s z t á z h a t j u k , mivel a b e n n ü k ébredő r ú d -
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erők a r á c soza t h m a g a s s á g á v a l s zo rozva a 2c szélességre h a t ó h a j l í t ó n y o m a t é -
k o t s z o l g á l t a t j á k . (Ez a 3.3. p o n t elején leír t g o n d o l a t m e n e t b ő l k ö v e t k e z i k : 
az alsó ö v s í k b a n csak nlx és nly m e t s z e t e r ő é b r e d ) . í g y t e h á t a 3 . áb ra jelölé-
seivel : 

E 2 C M G M , 
SEF — - — : д (31a) 

Л 
és 

= (31b) 

9. ábra 

A rácsrudak erői a ha j l í t á s i n y í r ó e r ő k b ő l s z á r m a z n a k . A v e t ü l e t i té te l le l 
a z t k a p j u k , h o g y az x i r á n y b a n : 

SDE — 2 c T X
E ' ( 3 2 a ) 

h 

SEB = - 2ctf « • И Ш . , ( 3 2 b ) 
h 

az y i r á n y b a n p e d i g : 

SCE = 2cty
E • . (32c) 

h 

SEA = - 2ctEA • . (32d) 
h 

Az egyes r á c s r ú d e r ő k e t a r ú d közepén á t m e n ő függőleges k e r e s z t m e t s z e t -
b e n é r v é n y e s í ny í róe rőbő l kell s z á m í t a n i . 

A felső övrúderők s zámí t á sa m á r v a l a m i v e l b o n y o l u l t a b b . A szemléletes-
ség k e d v é é r t a 10. á b r á n f e l t ü n t e t t ü k az t a n é g y lehetséges e r ő r e n d s z e r t , a m e l y 
k ie légí t i a (4a) merevség i f e l t é t e l t , és így e g y e n s ú l y i e r ő r e n d s z e r k é n t m ű k ö d -
h e t a gú lák felső n é g y z e t a l a p l a p j a i n a k c s ú c s p o n t j a i r a . A felső ö v r ú d e r ő k meg-
h a t á r o z á s á h o z célszerű az egy-egy négyze t s a r o k p o n t j a i r a h a t ó e r ő k e t fe lbon-
t a n i e n é g y e rő rendsze r re a k ö v e t k e z ő k é p p e n : 
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Az 1. erőrendszer t u l a j d o n k é p p e n a négyzet О k ö z é p p o n t j á b a n számít-
ha tó nx = ny erőknek felel meg. A (21), (23) és (18) képle tek a l a p j á n : 

10. ábra 

A 2. erőrendszer t a legegyszerűbben az y i r á n y ú n x y -növekménybő l kap-
h a t j u k meg. A (18e) k i fe jezés t fe lhaszná lva 

P 2 = 2 c J ^ L ^ B L = С(Ф'С - Ф ' А ) , (33b) 

és hason lóképpen az x i r á n y ú n x y -növekményből 

Р3 = С(Ф'0- Ф'В). (33C) 

A 4. erőrendszer ped ig a négy s a r o k p o n t r a h a t ó nx y-ok á t l agábó l kap-
ha tó : 

Р Б = ~ С ( Ф ' А + Ф'С) = - С(Ф'В + Ф'0). (33d) 

Az e négy erőrendszerből szá rmazó felső ö v r ú d e r ő k e t a 10. á b r á n tün-
t e t t ü k fel . 
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