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A dolgozat a hajlított héjak egy, az elsőrendű elméleten nyugvó számítási mód-
szerét ismerteti. A héjfelületnek adott hálózattal történt részekre bontása után az 
egyensúlyi egyenletek ezekre a felületelemekre, a folytonossági feltételek viszont 
magára a hálózatra, mint tartórácsra írhatók fel. A feltételek alapján olyan lineáris 
egyenletrendszer adódik, amelynek együtthatói határozott integrálok segítségével 
számithatók. A tartórács gerendáinak csavaró merevsége a hajlítómerevség (1 + v)-vel 
osztott értéke. Ezt szerző abból a feltételből vezeti le, hogy az egységnyi szélességű 
gerendának a fajlagos csavaró nyomaték hatására bekövetkező elcsavarodása ugyan-
akkora legyen, mint magában a háborítatlan héjban. Közli a héjból kimetszett sávok, 
mint görbe tengelyű rudak alakváltozásának a számítására szolgáló képleteket. 

1. Bevezetés 

A d o l g o z a t a h a j l í t o t t h é j a k s z á m í t á s á n a k e g y o l y a n m ó d s z e r é t i s m e r t e t i , 

a m e l y a m e g o s z l ó e r ő v e l t e r h e l t , v a g y i l y e n n e l k ö z e l í t h e t ő t e h e r h a t á s á r a 

k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k e t t e t s z ő l e g e s a l a k ú h é j e s e t é b e n i s a r á n y l a g n a g y 

p o n t o s s á g g a l s z o l g á l t a t j a . A m ó d s z e r a l i n e á r i s e l m é l e t e n n y u g s z i k . F e l t é t e l e -

z é s e i a k ö v e t k e z ő k : 

1 . A h é j a n y a g a i d e á l i s a n r u g a l m a s , a z a z k ö v e t i a H o o k e - f é l e t ö r v é n y t . 

2 . A h é j v a s t a g s á g a t ö b b i m é r e t é h e z v i s z o n y í t v a k i c s i . 

3 . A z e l m o z d u l á s o k a h é j v a s t a g s á g h o z k é p e s t k i c s i n y e k . 

4 . A h é j m i n d e n p o n t j a a z a l a k v á l t o z á s u t á n i s a k ö z é p f e l ü l e t n e k u g y a n -

a h h o z a p o n t j á h o z t a r t o z ó n o r m á l i s á n m a r a d , m i n t a m e l y i k e n a z a l a k v á l t o z á s 

e l ő t t i á l l a p o t b a n v o l t . 

5 . A k ö z é p f e l ü l e t r e m e r ő l e g e s f e s z ü l t s é g e k a t ö b b i f e s z ü l t s é g h e z v i s z o -

n y í t v a e l h a n y a g o l h a t ó a n k i c s i n y e k . 

6 . A h é j b a n k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k l e g a l á b b s z a k a s z o n k é n t f o l y t o n o s 

é s d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k k e l j ó l k ö z e l í t h e t ő k . 

A z e l j á r á s n a k a l a p v e t ő e n ú j g o n d o l a t a a z , h o g y a f e l ü l e t n e k e g y h á l ó z a t 

s e g í t s é g é v e l t ö r t é n t e l e m e k r e b o n t á s a u t á n c s a k a z e g y e n s ú l y i f e l t é t e l e k e t í r j a 

f e l e z e k r e a f e l ü l e t e l e m e k r e , a f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k e t p e d i g m a g á r a a h á l ó -

z a t r a , m i n t t a r t ó r á c s r a í r j a f e l . 

A z i g é n y b e v é t e l e k f ü g g v é n y e i t p o l i n o m o k k a l k ö z e l í t v e a f e l t é t e l i e g y e n -

l e t e k l i n e á r i s e g y e n l e t k é n t j e l e n t k e z n e k . A z e g y e n l e t r e n d s z e r e g y ü t t h a t ó i 
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h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k s e g í t s é g é v e l s z á m í t h a t ó k , m é g h o z z á k i v é t e l n é l k ü l 

e g y s z e r e s i n t e g r á l o k k a l . K e t t ő s i n t e g r á l c s a k a z e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k j o b b 

o l d a l á t a l k o t ó á l l a n d ó k s z á m í t á s á b a n s z e r e p e l . D i f f e r e n c i á l á s p e d i g c s a k a n n y i -

b a n f o r d u l e l ő , h o g y a t a r t ó r á c s g e r e n d á j á n a k a f e l ü l e t n o r m á l i s a k ö r ü l i e l f o r -

d u l á s á t e l ő i d é z ő n y o m a t é k o t a n o r m á l e r ő v á l t o z á s á b ó l s z á m í t j u k . 

A z e l j á r á s m á s i k a l a p p i l l é r e a t a r t ó r á c s g e r e n d á i h a j l í t ó é s c s a v a r ó 

m e r e v s é g e v i s z o n y á n a k a m e g h a t á r o z á s a . A z e g y s é g n y i s z é l e s s é g ű g e r e n d a 

a l k a l m a z á s a i s ú j a z e d d i g i k í s é r l e t e k k e l s z e m b e n , a m e l y e k s o r á n a t a r t ó r á c s 

r ú d j a i r a a h é j m e g f e l e l ő r é s z e i n e k a m e r e v s é g é t i g y e k e z t e k á t v i n n i . I t t n i n c s s z ó 

h e l y e t t e s í t ő r ú d r ó l é s h e l y e t t e s í t ő m e r e v s é g r ő l . I t t a g e r e n d a h a j l í t ó m e r e v s é g e 

a h é j b ó l k i m e t s z e t t e g y s é g n y i s z é l e s s é g ű s á v h a j l í t ó m e r e v s é g e . C s a v a r ó m e r e v -

s é g é n e k a v i z s g á l a t a s o r á n p e d i g a r u d a t a h é j h á b o r í t a t l a n e l e m e k é n t k e z e l t ü k . 

I l y m ó d o n e g y j ó l d e f i n i á l t k a p c s o l a t o t ( a r á n y o s s á g o t ) á l l a p í t o t t u n k m e g a r ú d 

h a j l í t ó é s c s a v a r ó m e r e v s é g e k ö z ö t t . A c s a v a r ó m e r e v s é g e t a b b ó l a f e l t é t e l b ő l 

h a t á r o z t u k m e g , h o g y a h é j b a n u r a l k o d ó f a j l a g o s c s a v a r ó n y o m a t é k h a t á s á r a 

a g e r e n d a f a j l a g o s e l c s a v a r o d á s a u g y a n a k k o r a l e g y e n , m i n t v o l t a k k o r , a m i d ő n 

a g e r e n d a a h é j h á b o r í t a t l a n r é s z é t k é p e z t e . 

H a c s u p á n a h á l ó z a t c s o m ó p o n t j a i b a n k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k e t 

v e s s z ü k f e l a z i s m e r e t l e n e k k ö z é , a k k o r a z e g y e n l e t e k s z á m a m e g h a l a d j a a z 

i s m e r e t l e n e k s z á m á t . A d o l g o z a t a z i s m e r e t l e n e k s z á m á n a k a z e g y e n l e t e k 

s z á m á v a l v a l ó e g y e n l ő v é t é t e l é r e i s m e g a d e g y m ó d s z e r t . E z á l t a l l e h e t ő v é 

v á l i k a r e g u l á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r k é n t v a l ó k e z e l é s . T e r m é s z e t e s e n f e n n á l l a 

t ú l h a t á r o z o t t e g y e n l e t r e n d s z e r k é n t v a l ó k e z e l é s l e h e t ő s é g e i s . E b b e n a z e s e t b e n 

a z e l t é r é s e k n é g y z e t ö s s z e g é n e k m i n i m u m m á t é t e l e i s f e l t é t e l . 

A h á l ó z a t r a , i l l . a h á l ó z a t i v o n a l a k m e t s z é s i s z ö g é r e m e g k ö t é s n e m t e h e t ő 

a p e r e m r e v o n a t k o z ó m e g k ö t é s e k n é l k ü l . E z p e d i g e l l e n t é t e s v o l n a a z á l t a l á n o s 

a l k a l m a z h a t ó s á g r a v a l ó t ö r e k v é s s e l . E z é r t v á l t s z ü k s é g e s s é a k ü l ö n b ö z ő 

m e t s z e t e k b e n k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k k ö z ö t t i k a p c s o l a t f e l í r á s a , i l l . e g y e s 

i g é n y b e v é t e l i é r t é k e k n e k a z i s m e r e t l e n k é n t f e l v e t t i g é n y b e v é t e l i é r t é k e k k e l 

v a l ó k i f e j e z é s e . A h á l ó z a t i v o n a l a k r a m e r ő l e g e s i r á n y o k h o z t a r t o z ó i g é n y b e -

v é t e l e k k é p l e t e i n e k a f e l í r á s a é s e k é p l e t e k e l s ő f o k ú v o l t á b ó l s z á r m a z ó h i b á k -

n a k a z e l e m z é s e i s m e g t ö r t é n t . 

A d o l g o z a t a s z é l e s e b b k ö r b e n i s a l k a l m a z h a t ó m ó d s z e r t c s a k a h é j a k b a n 

k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k s z á m í t á s á r a a l k a l m a z z a . E g y é b t e r ü l e t e n , m i n t 

p é l d á u l a h é j a k s t a b i l i t á s á n a k a v i z s g á l a t á r a , v a g y a t ö m ö r t e s t e k b e n k e l e t k e z ő 

i g é n y b e v é t e l e k é s a l a k v á l t o z á s o k s z á m í t á s á r a v a l ó a l k a l m a z á s á r a m á s a l k a -

l o m m a l k í v á n u n k r á t é r n i . 

2 . A t a r t ó r á c s - m o d e l l 

A m ű s z a k i f e l a d a t o k m e g o l d á s a s o r á n g y a k r a n t a l á l k o z u n k o l y a n m ó d s z e -

r e k k e l , a m e l y e k a p r o b l é m a e l m é l e t i l e g p o n t o s ( v a g y a n n a k e l f o g a d o t t ) ö s s z e -

f ü g g é s e i a l a p j á n f e l í r t d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k k ö z e l í t ő m e g o l d á s á n n y u g s z a n a k . 
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H a j l í t o t t h é j a k d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e i a h é j e l e m r e f e l í r t e g y e n s ú l y i é s 

f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k n e k m e g f e l e l ő e n r e n d e z e t t a l a k j a i , t e h á t s z i n t e m a g á t ó l 

k í n á l k o z i k a z a g o n d o l a t , h o g y e l h a g y v a a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k f e l í r á s á t , 

m a j d p e d i g e z e k n e k a v é g e s m é r e t ű é s v é g e s s o k a s á g ú e l e m e k r e t ö r t é n ő k ö z e -

l í t ő á t í r á s á t , k ö z v e t l e n ü l a v é g e s n a g y s á g ú e l e m e k r e í r j u n k f e l e g y e n s ú l y i é s 

f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k e t . E z a g o n d o l a t a z a l a p j a a s z é l e s k ö r b e n a l k a l m a z o t t 

v é g e s e l e m e k m ó d s z e r é n e k i s . O t t a z o n b a n a z e g y e n s ú l y i é s a f o l y t o n o s s á g i 

f e l t é t e l e k e g y a r á n t a h á l ó z a t á l t a l a h é j b ó l k i m e t s z e t t e l e m e k r e v o n a t k o z n a k , 

a m i a z e l e m e k a l a k j a s z e m p o n t j á b ó l m e g k ö t é s t j e l e n t é s á l t a l á b a n a s z á m í -

t a n i k í v á n t h é j f e l ü l e t n e k a m e g f e l e l ő f e l ü l e t t e l v a l ó k ö z e l í t é s é t i s m a g a u t á n 

v o n j a . 

K ö n n y e n m e g v a l ó s í t h a t ó a f e l ü l e t p o n t o s a l a k j á v a l t ö r t é n ő s z á m í t á s , h a 

c s u p á n a z e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k e t í r j u k f e l a f e l ü l e t e l e m e k r e , a f o l y t o n o s s á g i 

f e l t é t e l e k e t p e d i g a z z a l a t a r t ó r á c c s a l k a p c s o l a t b a n í r j u k f e l , a m e l y n e k t e n g e l y -

v o n a l a i a f e l ü l e t e l e m e k h a t á r o l ó v o n a l a i . E k k o r u g y a n i s e g y e n l e t e i n k b e n a 

f e l ü l e t e l e m e k r e v o n a t k o z ó k e t t ő s i n t e g r á l a k ü l s ő t e h e r r e k o r l á t o z ó d i k , a z 

i s m e r e t l e n b e l s ő e r ő k k e l k a p c s o l a t o s i n t e g r á l o k p e d i g k i v é t e l n é l k ü l e g y s z e r e s 

i n t e g r á l o k l e s z n e k . A t a r t ó r á c s - m o d e l l a l a p j á n t ö r t é n ő s z á m í t á s t e h á t a z t 

j e l e n t i , l i o g y a z e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k e t a t a r t ó r á c s g e r e n d á i á l t a l k i m e t s z e t t 

f e l ü l e t e l e m e k r e , a f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k e t p e d i g a f e l ü l e t b ő l k i m e t s z e t t n e k 

k é p z e l t t a r t ó r á c s r a í r j u k f e l . 

M a g a a s z á m í t á s b a n s z e r e p l ő t a r t ó r á c s a h é j b ó l v a l ó k i m e t s z é s s e l k e l e t -

k e z i k . 

A h é j k ö z é p f e l ü l e t é n f e l v e s z ü n k e g y h á l ó z a t o t , m e l y e t k é t v o n a l s e r e g 

a l k o t . E g y - e g y v o n a l s e r e g g ö r b é i e g y m á s t n e m m e t s z i k , c s a k a m á s i k v o n a l -

s e r e g g ö r b é i t . E z e k a g ö r b é k é s a h é j h a t á r v o n a l a a l k o t j á k a t a r t ó r á c s g e r e n d á i -

n a k a t e n g e l y e i t . A g e r e n d á k m a g a s s á g a a h é j v a s t a g s á g a , s z é l e s s é g e p e d i g 

e g y s é g n y i . E z t a s z é l e s s é g e t j e l e n t ő e g y s é g e t a l e v e z e t é s e k b e n v é g t e l e n ü l 

k i c s i n e k c é l s z e r ű t e k i n t e n i . F e l t é t e l e z v e u g y a n i s , h o g y a h é j a t m e g o s z l ó e r ő k 

t e r h e l i k , a z í g y k i a l a k í t o t t t a r t ó r á c s o t a k ü l s ő e r ő k n e m t e r h e l i k k ö z v e t l e n ü l . 

T e h e r k é n t c s u p á n a t a r t ó r á c s b e l s ő e r ő i é s a z a n y a g f o l y t o n o s s á g á t h e l y e t t e s í t ő 

m e t s z e t i e r ő k t e k i n t h e t ő k . 

A z o k a t a m e t s z e t e k e t , a m e l y e k m e n t é n e z e k a z e r ő k h a t n a k , a z l / a 

á b r á n v o n a l k á z á s s a l j e l ö l t ü k m e g . E z e k e n a m e t s z e t t f e l ü l e t e k e n a z o n b a n 

é p p e n a z o k a h é j b a n k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k h a t n a k , m e l y e k e t a s z á m í t á s 

k e r e s e t t i s m e r e t l e n j e i n e k v á l a s z t u n k , m e g h a t á r o z á s u k p e d i g a k ö v e t k e z ő 

f e l t é t e l e k a l a p j á n l e h e t s é g e s : 

a ) A t a r t ó r á c s g e r e n d á i á l t a l k i m e t s z e t t é s a z 1 / b á b r á n k ü l ö n i s f e l t ü n t e -

t e t t h é j e l e m e k e z e n e r ő k é s a r á j u k h a t ó k ü l s ő e r ő k h a t á s á r a e g y e n s ú l y b a n 

v a n n a k . 

b ) A t a r t ó r á c s k ö z ö s c s o m ó p o n t b a c s a t l a k o z ó r ú d v é g e i n e k a z e l m o z d u l á s a 

a r u d a k b a n k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k h a t á s á r a e g y e n l ő . 
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A s z á m í t á s i s m e r e t l e n e i n e k a z a d o t t h á l ó z a t a d o t t p o n t j a i b a n a h á l ó z a t 

á l t a l k i j e l ö l t i r á n y o k h o z t a r t o z ó i g é n y b e v é t e l e k e t t e k i n t j ü k . E z e k k e l k i f e j e z v e 

a z i g é n y b e v é t e l e k k ö z e l í t ő p o l i n o m j a i t , m a j d p e d i g a z o k s e g í t s é g é v e l f e l í r v a a 

j e l z e t t e g y e n s ú l y i é s f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k e t , o l y a n l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d -

s z e r r e j u t u n k , m e l y b ő l a k e r e s e t t i s m e r e t l e n e k k i s z á m í t h a t ó k . 

A z e d d i g i e k b e n e g y o l y a n a l a p g o n d o l a t o t i s m e r t e t t ü n k , m e l y n e k a l a p j á n 

n a g y p o n t o s s á g g a l v é g e z h e t ő a t e t s z ő l e g e s a l a k ú é s t e r h e l é s ű * h a j l í t o t t h é j a k 

s z á m í t á s a , é s f ő b b v o n a l a i b a n i s m e r t e t t ü k a z t a t a r t ó r á c s o t , a m e l y r e a s z á m í t á s 

e g y e s ö s s z e f ü g g é s e i t é p í t j ü k . A h h o z a z o n b a n , h o g y a g y a k o r l a t s z á m á r a i s 

e l ő n y ö s e n a l k a l m a z h a t ó m ó d s z e r r ő l b e s z é l h e s s ü n k , m é g t ö b b r é s z l e t e t a l a p o s 

e l e m z é s n e k k e l l a l á v e t n ü n k é s a z ö s s z e f ü g g é s e k e t z á r t a l a k b a n i s f e l k e l l í r n u n k . 

A t á r g y a l á s e g y s z e r ű b b é t é t e l e , t o v á b b á a s z o k á s o s j e l ö l é s e k a l k a l m a z -

h a t ó s á g a é r d e k é b e n a f e l ü l e t e g é s z é r e v o n a t k o z ó x v x2, x2 t e n g e l y e k k e l r e n d e l -

k e z ő d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r e n k í v ü l b e v e z e t j ü k a h á l ó z a t e g y e s 

c s o m ó p o n t j a i h o z r e n d e l t k o o r d i n á t a r e n d s z e r e k e t . E g y - e g y i l y e n k o o r d i n á t a -

r e n d s z e r n e k a k e z d ő p o n t j a l e g y e n a s z ó b a n f o r g ó c s o m ó p o n t , | t e n g e l y e a 

t a r t ó r á c s e g y i k , r) t e n g e l y e a m á s i k g e r e n d á j á n a k t e n g e l y é v e l e s s é k e g y b e , f t e n -

g e l y e p e d i g l e g y e n a k ö z é p f e l ü l e t e p o n t b e l i n o r m á l i s a . 

V e z e s s ü n k b e t o v á b b á o l y a n , a f e l ü l e t e t é r i n t ő a , i l l . ß e g y e n e s t , a m e l y a 

i l l . a z 7] t e n g e l y r e m e r ő l e g e s ( 2 . á b r a ) . I l y m ó d o n a f a j l a g o s m e t s z e t i e r ő k é s 

e r ő p á r o k a s z o k á s n a k m e g f e l e l ő e n j e l ö l h e t ő k . A h é j n a k a f ) , i l l . a z (? ) , f ) 

k o o r d i n á t a f e l ü l e t e k á l t a l k i v á g o t t m e t s z e t é b e n h a t ó N a , i l l . N ß f a j l a g o s n o r -

* A külső teherről csak annyit tételezünk fel, hogy megoszló, vagy legalább is megoszló 
erővel jól közelíthető. 

b-j 

1. ábra. 

3 . A z i s m e r e t l e n e k é s a z e g y e n l e t e k s z á m a 
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m á l e r ő k , N ^ , i l l . N ^ és Q i l l . Qv n y í r ó e r ő k , t o v á b b á M a , i l l . M ß h a j l í t ó ê s 

M j ç , i l l . M ß v f a j l a g o s c s a v a r ó n y o m a t é k o k p o z i t í v é r t e l m é t a 3 . á b r á n f e l t ü n -

t e t e t t m ó d o n v e t t ü k f e l . A £ t e n g e l y k ö r ü l f o r g a t ó n y o m a t é k o t a z N e r ő k v á l -

t o z á s a m a g á b a n f o g l a l j a . 

E g y - e g y p o n t b a n t e h á t ö s s z e s e n 1 0 i s m e r e t l e n i g é n y b e v é t e l v e h e t ő f e l . 

A d o t t f e l ü l e t h e z h o z z á r e n d e l v e e g y h á l ó z a t o t , a z a h á l ó z a t á l t a l k i m e t -

s z e t t f e l ü l e t e l e m e k r e v o n a t k o z ó e g y e n s ú l y i , é s a h á l ó z a t r a , m i n t t a r t ó r á c s r a 

v o n a t k o z ó f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k s z á m á t e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z a . 

A z i g é n y b e v é t e l e k n e k , m i n t i s m e r e t l e n e k n e k a s z á m á r ó l u g y a n e z n e m m o n d -

h a t ó e l , u g y a n i s a z i g é n y b e v é t e l e k n e k e g y - e g y v o n a l m e n t é n p o l i n o m m a l v a l ó 

k ö z e l í t é s e l e h e t ő v é t e s z i , h o g y a s z á m í t á s b a n s z e r e p l ő i s m e r e t l e n e k , a z a z a 

p o l i n o m o k a t m e g h a t á r o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k s z á m á t s z ü k s é g s z e r i n t n ö v e l j ü k , 

v a g y c s ö k k e n t s ü k . 

2. ábra 

IГ e 

мл i? 

M, 

3. ábra 
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S z ü k s é g e s n e k l á t s z i k e n n e k k i h a n g s ú l y o z á s a , m e r t e g y r é s z t a z i s m e r e t l e -

n e k é s a z e g y e n l e t e k s z á m á n a k a z e g y e z é s e n e m k ö v e t k e z i k b e a u t o m a t i k u s a n , 

m á s r é s z t p e d i g a z e g y e n l ő v é t é t e l l e h e t ő s é g é t é p p e n a z e l ő b b i m e g á l l a p í t á s 

t e r e m t i m e g . H a u g y a n i s c s a k a c s o m ó p o n t o k b a n l e v ő i g é n y b e v é t e l e k e t 

t e k i n t j ü k i s m e r e t l e n e k n e k , a k k o r n b e l s ő c s o m ó p o n t e s e t é n a z i s m e r e t l e n e k 

s z á m a 1 0 n p l u s z a p e r e m m e n t é n a d ó d ó i s m e r e t l e n e k s z á m a . E z z e l s z e m b e n a 

f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k s z á m a 6 n p l u s z a p e r e m e n l e v ő p o n t o k r a v o n a t k o z ó 

f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k s z á m a é s a z e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k s z á m a i s e z z e l 

k ö z e l e g y e n l ő , t e h á t a f o l y t o n o s s á g i é s a z e g y e n s ú l y i f e l t é t e l e k e g y ü t t e s s z á m a 

m i n t e g y 2 r i - n e l m e g h a l a d j a a c s o m ó p o n t o k b a n f e l v e h e t ő i s m e r e t l e n e k s z á m á t . 

E z a t é n y a z o n b a n a f e l a d a t m e g o l d á s a s z e m p o n t j á b ó l n e m a k a d á l y , 

s ő t a m e g o l d á s i l e h e t ő s é g e k k ö z ö t t i v á l a s z t á s r a a d m ó d o t . 

A z e g y i k l e h e t ő s é g e t a z j e l e n t i , h o g y a z N e g y e n l e t b ő l á l l ó é s M i s m e r e t -

l e n t (TV M ) t a r t a l m a z ó , A x = b a l a k b a n f e l í r t t ú l h a t á r o z o t t e g y e n l e t r e n d -

s z e r m e g o l d á s á r a v o n a t k o z ó l a g m é g 

II A x — b j [ 2 = m i n ! 

f e l t é t e l t i s e l ő í r j u k . 

A m á s i k l e h e t ő s é g a b b ó l e r e d , h o g y e g y f ü g g v é n y i n t e r p o l á l ó p o l i n o m m a l 

v a l ó k ö z e l í t é s e s o r á n a k i j e l ö l t p o n t o k s z á m á t — a m e l y e k b e n a f ü g g v é n y 

é r t é k é t e l ő í r j u k — t e t s z é s s z e r i n t n ö v e l h e t j ü k , v a g y c s ö k k e n t h e t j ü k . 

E s e t ü n k b e n m i n d e p o n t o k s z á m á v a l , m i n d p e d i g h e l y é v e l s z a b a d o n 

r e n d e l k e z ü n k é s é p p e n a h o z z á j u k t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k j e l e n t i k a k e r e s e t t 

i s m e r e t l e n e k e t é s s z á m u k a t , a z a z a z i s m e r e t l e n e k s z á m á t ú g y n ö v e l j ü k , h o g y 

a z a f e l t é t e l i e g y e n l e t e k s z á m á v a l l e g y e n e g y e n l ő . H a i l y e n i s m e r e t l e n e k e t a 

h á l ó z a t i v o n a l a k m e n t é n ú g y v e s z ü n k f e l , h o g y n e e s s e n e k c s o m ó p o n t b a , a k k o r 

a k e r e s e t t i s m e r e t l e n e k s z á m a a n é l k ü l n ö v e k s z i k , h o g y k ö z b e n a f e l t é t e l i e g y e n -

l e t e k s z á m a v á l t o z n é k . T e h á t l é n y e g e s k ü l ö n b s é g v a n a b e o s z t á s ( a h á l ó z a t ) 

f i n o m í t á s a , i l l . a z i s m e r e t l e n e k s z á m á n a k a z a d o t t h á l ó z a t m e l l e t t i n ö v e l é s e 

k ö z ö t t . A b e o s z t á s f i n o m í t á s a , a z a z a h á l ó z a t i v o n a l a k s ű r í t é s e a f e l t é t e l i 

e g y e n l e t e k s z á m á n a k a z e m e l k e d é s é t i s m a g a u t á n v o n j a , m í g a z i s m e r e t l e n e k 

s z á m á n a k a c s o m ó p o n t o k k ö z ö t t i s z a k a s z o n v a l ó n ö v e l é s e i l y e n k ö v e t k e z m é n y -

n y e l n e m j á r . É p p e n e z é r t a l k a l m a s a z e g y e n l e t e k é s i s m e r e t l e n e k s z á m á n a k 

e g y e n l ő v é t é t e l é r e . 

4 . E g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k 

A t e l j e s v i z s g á l t f e l ü l e t r e é r v é n y e s d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r 

t e n g e l y e i l e g y e n e k x2 é s x3. E g y e l e m a r á h a t ó k ü l s ő e r ő k é s a z a n y a g f o l y -

t o n o s s á g á t h e l y e t t e s í t ő m e t s z e t i e r ő k h a t á s á r a e g y e n s ú l y b a n v a n , h a p l . a z 

e r ő k Xy, x2 é s x3 t e n g e l y e k k e l p á r h u z a m o s v e t ü l e t e i n e k ö s s z e g e é s a z xL, x2, 
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v a l a m i n t a z x3 t e n g e l y e k r e v o n a t k o z ó n y o m a t é k o k m i n d e g y i k e z é r u s . T e k i n t -

s ü k a f e l ü l e t r e r a j z o l t h á l ó z a t á l t a l k i m e t s z e t t i , j , k , m c s ú c s p o n t ú g ö r b e v o n a l ú 

t é r b e l i n é g y s z ö g a l a k ú e l e m e t ( 4 . á b r a ) . A r ö v i d e b b e n í r h a t ó k é p l e t e k é r d e k é -

b e n v e z e s s ü k b e a 

y í = Q e f - \ - N ß n - N p v t , 

rv = Qvf-N.n-Nx(t, 

wa = M a t - M l £ n , 

4. ábra 

j e l ö l é s e k e t , a m e l y e k r ő l m e g j e g y e z z ü k , h o g y v o n a l s z a k a s z o n k é n t v á l t o z n a k , 

e z é r t a k é s ő b b i e k b e n m é g a v o n a l s z a k a s z t j e l ö l ő i n d e x e k k e l i s e l l á t j u k . P é l d á u l 

v £ , k a n é g y s z ö g ( i , k ) o l d a l á r a v o n a t k o z i k . A k i f e j e z é s j o b b o l d a l á n s z e r e p l ő 

Q;, Qv, Na, Nß, N^, Nßv, Ma, M ß , M ^ é s M ß v s k a l á r o k é s a t , n , f v e k t o r o k 

e g y a r á n t a z ( i , k ) s z a k a s z p o n t j a i t m e g h a t á r o z ó s í v h o s s z - p a r a m é t e r f ü g g v é n y e i , 

t e h á t t ? £ , , , £ i s e n n e k a p a r a m é t e r n e k a f ü g g v é n y e . E n n e k a k ü l ö n j e l ö l é s e n e m 

l á t s z i k s z ü k s é g e s n e k . M e g f e l e l ő u t a l á s t j e l e n t a ds d i f f e r e n c i á l , a m e l y e g y é r t e l -

m ű e n u t a l a f ü g g e t l e n v á l t o z ó r a . U g y a n e z v o n a t k o z i k a n y o m a t é k i e g y e n l e t e k 

x ( Ц = 1 , 2 , 3 ) v á l t o z ó i r a , a m e l y e k a g ö r b e p o n t j a i n a k a z x v x 2 , x3 k o o r d i n á t a -

r e n d s z e r r e v o n a t k o z ó k o o r d i n á t á i t j e l ö l i k é s a m i k u g y a n c s a k s f ü g g v é n y e i . 

Q(, Qv, Nx, Nß, Nx(, Nßv, Ma, Mß, Mai é s Mßv 

j e l e n t é s e v á l t o z a t l a n . I s m e r t e t é s e a z e l ő z ő p o n t b a n é s a 3 . á b r á n t a l á l h a t ó , 

t , n é s f v e k t o r o k j e l e n t é s e p e d i g a k ö v e t k e z ő : 

t a g ö r b e é r i n t ő - e g y s é g v e k t o r a , 

f a f e l ü l e t i n o r m á l i s e g y s é g v e k t o r a , 

n m i n d a k e t t ő r e m e r ő l e g e s e g y s é g v e k t o r n = f x t i r á -

n y í t á s s a l ( 5 . á b r a ) . 

A t , n , f v e k t o r h á r m a s t e h á t a f e l ü l e t i g ö r b é n e k a z ú g y n e v e z e t t f u n d a -

m e n t á l i s t r i é d e r e . e L , e 2 é s e 3 a z x2 é s x3 t e n g e l y e k k e l p á r h u z a m o s e g y s é g -
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v e k t o r o k . Y é g ü l e 4 = e 4 , e 5 = e 2 é s дс4 = x v x5 = x2 f i g y e l e m b e v é t e l é v e l a 4 

á b r á n l á t h a t ó e l e m r e v o n a t k o z ó e r ő e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k 

J ( Ы v f d s ~ I(í/,m) •f.J.m e u d s + 1(6.,) VTJ, t,J A d s ~ 

- í(ó.m) vVik,mellds+ JJ(T) |г{Хгч | peM drj = 0, 

( n = 1 , 2 , 3 ) , 

5. ábra 

6. ábra 

a h o l r = r ( £ , r j ) a k ö z e p f e l ü l e t e g y e n l e t e , r^ i l l . r ^ e n n e k a i l l . a z Tj p a r a m é 

t e r s z e r i n t i d e r i v á l t j a , p = p ( | , r j ) p e d i g a t e h e r f ü g g v é n y . 

A n y o m a t é k i e g y e n s ú l y t k i f e j e z ő e g y e n l e t e k p e d i g a z 
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+ W [ 

+ J('I.M) [w<x,k,meiM~y
v,k,m(Xti+l e/z+2~хц+2 

+ J J ( T ) X ГЧ | Р(ДСМ+1 E M + 2 - Х Р + Г E M + 1 ) DÇDR] = О 

( / z = 1 , 2 , 3 ) 

e g y e n l e t t e l a d h a t ó k m e g . 

A m e n n y i b e n a z e l e m o l d a l a i n a k s z á m a e t t ő l e l t é r ő , a z a z h á r o m v a g y t ö b b 

( p l . a p e r e m e n , 6 . á b r a ) , a k k o r t e r m é s z e t e s e n a z e g y e n l e t e k b e n a z o l d a l é l e k r e 

v o n a t k o z ó i n t e g r á l o k s z á m a a z o l d a l é l e k s z á m á n a k m e g f e l e l ő e n m ó d o s u l . 

5 . F o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k 

H é j a k a l a k v á l t o z á s á n a k a s z á m í t á s á n á l a n y í r ó e r ő t f i g y e l m e n k í v ü l 

s z o k t á k h a g y n i t e k i n t e t t e l a z o k h a t á s á n a k a z e g y é b h a t á s o k h o z v i s z o n y í t o t t 

k i c s i n y v o l t á r a . E s e t ü n k b e n a f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k e t a t a r t ó r á c s r a v o n a t -

k o z ó l a g í r j u k f e l . A r u d a k a l a k v á l t o z á s á n a k a s z á m í t á s á n á l f i g y e l e m b e v e s s z ü k 

a h a j l í t ó n y o m a t é k o k a t , a c s a v a r ó n y o m a t é k o k a t é s a n o r m á l e r ő k e t , m í g 

v e l ü k s z e m b e n a n y í r ó e r ő k h a t á s á t e l h a n y a g o l j u k . 

A f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l a t a r t ó r á c s r a v o n a t k o z t a t v a a z t j e l e n t i , h o g y a 

k ö z ö s c s o m ó p o n t b a c s a t l a k o z ó r ú d v é g e k e l m o z d u l á s a e g y e n l ő . Á l t a l á n o s e s e t -

b e n e z h á r o m e l t o l ó d á s i é s h á r o m t e n g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s i , ö s s z e s e n t e h á t h a t 

e g y e n l e t e t j e l e n t c s o m ó p o n t o n k é n t . P e r e m p o n t o k b a n t e r m é s z e t e s e n m á s a 

h e l y z e t , o t t m i n d a z e l r e n d e z é s , m i n d p e d i g a m e g t á m a s z t á s m ó d j á t ó l f ü g g , 

h o g y m e l y p o n t o k r a é s h á n y f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l í r h a t ó f e l . 

A f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k f e l í r á s á n a k e g y l e h e t s é g e s m ó d j a a z , h o g y a 

t a r t ó r á c s o t s t a t i k a i l a g h a t á r o z o t t r é s z e k r e b o n t j u k é s e n n e k a t e r h e l é s é t h a t á -

r o z z u k m e g ú g y , h o g y a s t a t i k a i l a g h a t á r o z o t t r é s z e k a z o n p o n t j a i n a k a z 

e l m o z d u l á s a e g y e n l ő l e g y e n , a m e l y p o n t o k b a n a z o k a v a l ó s á g b a n ö s s z e v a n n a k 

k a p c s o l v a . A t a r t ó r á c s t e r h e l é s é t é p p e n a k e r e s e t t i g é n y b e v é t e l e k j e l e n t i k , 

t e h á t a z e l m o z d u l á s o k a t a z i g é n y b e v é t e l e k s e g í t s é g é v e l f e j e z z ü k k i , m é g p e d i g 

a z a d o t t p o n t o k h o z t a r t o z ó i s m e r e t l e n i g é n y b e v é t e l i é r t é k e k k e l . 

P é l d a k é p p e n v i z s g á l j u k m e g a n é g y s a r k á n b e f o g o t t é s a 7 / a á b r á n f e l -

t ü n t e t e t t h á l ó z a t t a l e l l á t o t t h é j a t . E g y h o z z á r e n d e l h e t ő , s t a t i k a i l a g h a t á r o -

z o t t r é s z e k r e b o n t á s t m u t a t a 7 / b á b r a . 

A z á b r á n a z e g y e s r é s z e k e t e g y , i l l . k é t v e s s z ő v e l k ü l ö n b ö z t e t t ü k m e g . 

M i v e l p e d i g e g y - e g y h á l ó z a t o t i s k é t - k é t r é s z r e b o n t o t t u n k , e n n e k m e g f e l e l ő e n 

a v e s s z ő k e t i s f e n t , i l l . l e n t h e l y e z t ü k e l . A z e l m o z d u l á s - v e k t o r o k a t u - v a l 

j e l ö l v e a z i n d e x k é n t h a s z n á l t s z á m , a m e g f e l e l ő h e l y e n é s s z á m b a n h a s z n á l t 

v e s s z ő k k e l p o n t o s a n m e g m u t a t j a , h o g y m e l y i k c s o m ó p o n t , m e l y i k t ö r z s t a r t ó -
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7. ábra 

r é s z e n l e v ő e l m o z d u l á s á r ó l v a n s z ó . A z á b r á n c s i l l a g a z o k a t a p o n t o k a t j e l ö l i , 

a m e l y e k r e n é z v e a z e l m o z d u l á s o k e g y e z é s é t í r t u k e l ő , a k i s k ö r p e d i g a z o k a t a 

r ú d v é g e k e t j e l ö l i , a m e l y e k e l m o z d u l á s a e l ő í r t ( j e l e n e s e t b e n z é r u s ) . P é l d á n k b a n 

t e h á t a f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l a k ö v e t k e z ő v e k t o r - e g y e n l e t e k k e l f e j e z h e t ő k i : 

UÍ = 0 u4- = 0 

U2< = Щ Ug = Ug. 

u3- n 
= u 3 uío = U10 

u4< = 0 Un 
tr 

= u u 

Ue = U;Í UÍ2 = u12. 
! U7 = U7 tt 

Ul6 = 0. 

E z ö s s z e s e n 1 2 v e k t o r - e g y e n l e t , a m i a v e k t o r o k h a t m é r e t ű s é g e f o l y t á n 7 2 s k a l á r 

e g y e n l e t e t j e l e n t . 

6 . I g é n y b e v é t e l a z a d o t t m e t s z e t b e n 

H a a t a r t ó r á c s e g y e s p o n t j a i n a k e l m o z d u l á s á t f e l a k a r j u k í r n i , a k k o r a z t 

t a p a s z t a l j u k , h o g y a z c s a k a k k o r v é g e z h e t ő k ö z v e t l e n ü l a z e d d i g b e v e z e t e t t 

i g é n y b e v é t e l e k k e l , h a a t a r t ó r á c s t e n g e l y e i t a l k o t ó k é t g ö r b e s e r e g o r t o g o n á l i s . 

M á s e s e t b e n o l y a n i g é n y b e v é t e l e k j á t s z a n a k s z e r e p e t a z e l m o z d u l á s o k m e g h a t á -

r o z á s á b a n , a m e l y e k e t e d d i g n e m i s e m l í t e t t ü n k , í g y t e r m é s z e t e s e n a z o k n a k a 
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m á r b e v e z e t e t t i g é n y b e v é t e l e k k e l v a l ó k i f e j e z é s é t s e m a d t u k m e g . É p p e n e z é r t 

m i e l ő t t r á t é r n é n k a z e l m o z d u l á s o k s z á m í t á s á r a , m e g a d j u k a z o k a t a k é p l e t e k e t , 

m e l y e k s e g í t s é g é v e l a r ú d a l a k v á l t o z á s á b a n f o n t o s s z e r e p e t j á t s z ó n o r m á l e r ő , 

h a j l í t ó n y o m a t é k é s c s a v a r ó n y o m a t é k a m á r b e v e z e t e t t i g é n y b e v é t e l e k s e g í t -

s é g é v e l k i f e j e z h e t ő . 

A 8 . á b r a a t a r t ó r á c s k é t g e r e n d á j á n a k e g y - e g y e l e m é t t ü n t e t i f e l a r á j u k 

h a t ó e r ő k k e l é s e r ő p á r o k k a l . A z e g y i k e l e m o l y a n g e r e n d á b ó l v a n k i m e t s z v e , 

a m e l y n e k t e n g e l y e a £ h e l y i k o o r d i n á t a t e n g e l y , a m á s i k p e d i g o l y a n b ó l , 

a m e l y n e k t e n g e l y e a z r) t e n g e l y . A z i t t s z e r e p l ő i g é n y b e v é t e l e k k ö z ü l Na, Nß, 

M a é s M ß o t t v a n a k e r e s e t t i s m e r e t l e n f ü g g v é n y e k k ö z ö t t , m e l y e k m á r a z 

e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k k e l k a p c s o l a t b a n i s s z e r e p e l t e k . E z z e l s z e m b e n N ^ , N y , 

M ç , M y , M ç a é s M y ß n e m s z e r e p e l a z i s m e r e t l e n k é n t f e l v e t t t í z i g é n y b e v é t e l 

k ö z ö t t . 

A f a j l a g o s i g é n y b e v é t e l e k e t a k ö v e t k e z ő h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k a d j á k : 

12* Műszaki Tudomány 46, 1973 



460 B É R E S ELEK 

M £ = 
-h/2 

rhß 

J 

rhß I 

M É . = - r e . f 1 -
J-hß l 

R* 

A 
R 

dC, 

dC, 

J-hß l Rß I 

r Mvß=- rvßC\l 

V» 

С 

I t t a s z ó b a n f o r g ó p o n t r a é s a í t e n g e l y é r i n t ő j é r e i l l e s z k e d ő n o r m á l m e t s z e t 

g ö r b ü l e t i s u g a r a . R R a é s j e l e n t é s e u g y a n a z a z r], a. és ß i r á n y o k r a v o n a t -

k o z ó l a g . A f e l ü l e t n o r m á l m e t s z e t é n e k g ö r b ü l e t é t a k k o r t e k i n t j ü k p o z i t í v n a k , 

h a a g ö r b ü l e t i k ö z é p p o n t b a m u t a t ó v e k t o r a f e l ü l e t i n o r m á l i s s a l , a h á l ó z a t 

e g y - e g y c s o m ó p o n t j á b a n t e h á t a c s o m ó p o n t h o z r e n d e l t k o o r d i n á t a r e n d s z e r 

f t e n g e l y é v e l e g y e z ő i r á n y í t á s ú . í g y a 9 . á b r á n l á t h a t ó e s e t b e n R £ n e g a t í v , 

R v p e d i g p o z i t í v . 

F e l t é t e l e z é s ü n k s z e r i n t a f e l ü l e t r e m e r ő l e g e s f e s z ü l t s é g a t ö b b i h e z k é p e s t 

e l h a n y a g o l h a t ó a n k i c s i n y , e z é r t a f e s z ü l t s é g i á l l a p o t s í k b e l i f e s z ü l t s é g i á l l a p o t -

n a k t e k i n t h e t ő . E s z e r i n t ( 1 0 . á b r a ) 

Gx—ffß C O S 2 ^ + 2 t ^ s i n f c o s y 
av r~7 » 

S i n ' ' y 

a í = a ß s i n 2 y + ( t 4 с о 8 2 у + 2 т ^ s i n y c o s y , 

9. ábra 

к d 
\ w 
\ / TVß 

в 

«77 7 

10. ábra 
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ill. arj he lyére az előbbi kifejezést behe lyet tes í tve 

tfj = c o t 2 ( < т Д 1 — c o t 2 y ) - f - c o t ^ > , 

továbbá 
r í x = r ^ s i n 2 ^ — c o s 2 + Oß) sin y> cos у = 

(Xa — <7ß COS2 ^ + s in^ cos f — Cfß sin2 y _ 

sin ip 

= V c o t y . 

: T^4(sin2 f—COS2 

F e n t i e k a l a p j á n í r h a t j u k , h o g y 

Ne 
phi 2 г С 

1 - — 
-h/2 я* 

= Г 1 К c o t 2 %p + aß ( 1 — c o t 2 yj) - f 2 Tßv c o t y>\ 1 1 — - — ] d C . 
J—A/2 l R j 

A k i f e j e z é s b e n s z e r e p l ő e g y e s i n t e g r á l o k a t a k ö v e t k e z ő k é p p e n a l a k í t h a t j u k á t 

f " ' 2 í l ^ I d £ Г ( l ^ + ^ ' 
J— A/2 jR a j J—A/2 1 Rç Rç 1 

ГА/2 / 1 1 1 1 Г*/2 f 

J—A/2 -ÍÍ£ л а / Л£ 1—A/2 1 

1 A/2 ^ / ^ ^ j jy 1 M H 

RaJ-h/i l Rç R^) Rí 

rh/2 

J— A/2 

í 
+ _ q 

Де 
1 

AÜ + 

d C -

Г A/2 

J—A/2 
1 f*/2 

JA-nJ— A/2 

+ 

ff„ 

df 

- ^ r í i - ^ 

•A/2 С rh'2 I С ч, = ffjl-- + — 
J—A/2 l 

df = 

1 (h'2 I 

-h/2 
/•A/2 

Í - 1 

2 / 
1 1 

Rv 

J—A/2 I F T J L Rz, 
d í , 

d C = 

í v J 1 " 
•A/2 

-A/2 

= * Л + 

£ 

R* 
1 r*/2 

pA/2 I 
dC = T„ 1 

J—A/2 1 

Í R J -í T, J-A/2 

JR 

С 
я, 

1 fA/2 

d£ = 

+ 
F . 

Ä a J. 
1 1 гл/2 / с 

« = * ft - г> Mßv + VT Mßv + *ft К-
i l , J—А/2 I Л 

—А/2 

V 

W I 1 -
Я 

Я . 

+ 
V 

d C . 
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F e l t é t e l e z é s ü n k s z e r i n t a h é j h v a s t a g s á g a e g y é b m é r e t é h e z , í g y R t - h e z é s 

Rq-hoz v i s z o n y í t v a , k i c s i n y , e z é r t a m á s o d r e n d ű e n k i c s i n y ( f / R | ) 2 é s (C/RJ)2 

t é n y e z ő v e l s z o r z o t t k i f e j e z é s e k e t t a r t a l m a z ó i n t e g r á l o k a t e l h a n y a g o l h a t j u k . 

E z á l t a l i V j - r e a k ö v e t k e z ő k i f e j e z é s a d ó d i k 

• 1 i • - / 1 1 -

N. + M„ c o t 2 y - f Mß 

fi^ 
c o t 2 y - f 

U a 
Mß ( 1 - c o t 2 xp) + 

+ 2 Nßv + I — + 
R„ R. 

M ßv c o t xp, 

a z e l h a n y a g o l á s p e d i g 

-A/2 

Г к l - l 
J— A/2 R ç ] R» 

c o t 2 xp + 
Г j2 Л 

R„ R„ 
[(T^ ( 1 — c o t 2 xp) + 

+ 2 rßrj cot xp] j d í . 

H a s o n l ó k é p p e n 

M è = М л c o t 2 xp - f - M ß ( 1 — c o t 2 xp) + 2 M ß v c o t xp ; 

i t t a z e l h a n y a g o l á s 

ал c o t 2 xp+[oß(l — c o t 2 xp) + 2 rßv c o t xp] • | £ 2 d £ 

М е л k é t f é l e k é p p e n i s k i f e j e z h e t ő 

I . м £ а = м а £ 

E k k o r a z e l h a n y a g o l á s 

.A/2 I 1 1 

J-A/2 l fi7 
P - -

_ L | 

[ f i a fij 

Г " ' ' « ( 1 1 Г 
T ~ 1 Г \ C = ^ 

J-h/2 Л а / J-A/2 

П 2 к _ fié 

fi. ' - A / 2 

I I . = Mßv + (M, - Mß) c o t y 

e s e t é b e n p e d i g a z e l h a n y a g o l á s 

fia, 

df 

•A/2 

-A/2 
^ I — - — I + 

fi. fi. 
1 1 

fi. fi. + 1 1 

R 7 ~ fi 
c o t ^ l £ 2 d £ • 

H a a xp s z ö g k e v é s s e l t é r e l a 9 0 ° - t ó l , a k k o r a m á s o d i k ö s s z e f ü g g é s a d 

j o b b k ö z e l í t é s t , m e r t a k k o r e g y r é s z t c o t xp é s r a j t a k e r e s z t ü l a z i n t e g r á l a n d ó 
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k i f e j e z é s n e k a v e l e s z o r z o t t t a g j a i s z é r u s h o z k ö z e l á l l ó é r t é k , m á s r é s z t p e d i g 

. R a é s JRn é r t é k e i k ö z e l e g y e n l ő k , t e h á t ( l / f ? a — (1/Rfj é r t é k e é s r a j t a k e r e s z t ü l 

a z i n t e g r á l a n d ó k i f e j e z é s m á s i k t a g j a i s z é r u s h o z t a r t гр —>• 9 0 ° e s e t é n . 

A z r ] t e n g e l y r e m e r ő l e g e s m e t s z e t M n é s M v p i g é n y b e v é t e l e i h a s o n l ó 

m ó d o n f e j e z h e t ő k k i a s z e r e p l ő i g é n y b e v é t e l e k s e g í t s é g é v e l . 

7 . A b a j l í t ó é s a c s a v a r ó m e r e v s é g a r á n y a 

A s z á m í t á s s o r á n a m o d e l l k é n t s z o l g á l ó t a r t ó r á c s g e r e n d á i n a k c s a v a r ó 

m e r e v s é g é t i s f i g y e l e m b e k e l l v e n n i . M i l y e n l e g y e n a z o n b a n a g e r e n d á k 

c s a v a r ó m e r e v s é g e k ü l ö n ö s t e k i n t e t t e l a r r a , h o g y e g e r e n d á k a t t e t s z é s s z e r i n t i 

s z é l e s s é g ű e k n e k , a v i z s g á l a t o k s o r á n v é g t e l e n k i s s z é l e s s é g ű e k n e k v á l a s z t j u k , 

a m i a z t j e l e n t i , h o g y e g y - e g y i l y e n g e r e n d á n a k a h a j l í t ó m e r e v s é g e i s z é r u s h o z 

t a r t , c s a v a r ó m e r e v s é g e p e d i g a s z é l e s s é g c s ö k k e n é s é v e l h a t v á n y o z o t t m é r t é k -

b e n c s ö k k e n . M e g g o n d o l v a a z o n b a n , h o g y a g e r e n d a t e r h e l é s e i s a s z é l e s s é g é v e l 

a r á n y o s , l á t h a t ó , h o g y a h a j l í t ó n y o m a t é k h a t á s á n a k ( e l t o l ó d á s é s t e n g e l y -

k e r e s z t e l f o r d u l á s ) s z e m p o n t j á b ó l a z e g y s é g m e g v á l a s z t á s a ( e g y s é g n y i s z é l e s -

s é g ű g e r e n d á r ó l v a n s z ó ) n e m b í r j e l e n t ő s é g g e l . 

E g é s z e n m á s a h e l y z e t , h a e g y d e r é k s z ö g ű k e r e s z t m e t s z e t ű g e r e n d á t 

c s a v a r ó n y o m a t é k k a l t e r h e l ü n k . A z o n o s a r á n y b a n c s ö k k e n t v e a g e r e n d a 

s z é l e s s é g é t é s a c s a v a r ó n y o m a t é k é r t é k é t a f a j l a g o s e l c s a v a r o d á s s z ö g e a 

s z é l e s s é g c s ö k k e n t é s é v e l n ő . A p r o b l é m a t e h á t n e m k ö z e l í t h e t ő m e g a h é j b ó l 

k i m e t s z e t t g e r e n d a c s a v a r ó m e r e v s é g é n k e r e s z t ü l . H e l y e s a r á n y o k r a a k k o r 

j u t u n k , l i a a g e r e n d á t a h é j e g y h á b o r í t a t l a n s á v j a k é n t k e z e l j ü k . 

A k é r d é s t u l a j d o n k é p p e n í g y f o g a l m a z h a t ó m e g . A h é j b ó l k i v á g v a e g y 

e g y s é g n y i s z é l e s s é g ű ( a z e g y s é g t e t s z ő l e g e s ) é s a h é j v a s t a g s á g á v a l e g y e n l ő 

m a g a s s á g ú g e r e n d á t , h o g y a n v á l a s z t a n d ó m e g e g e r e n d a c s a v a r ó m e r e v s é g e 

a h h o z , h o g y a h é j b a n u r a l k o d ó f a j l a g o s c s a v a r ó n y o m a t é k h a t á s á r a a f a j l a -

g o s e l c s a v a r o d á s a u g y a n a k k o r a l e g y e n , m i n t m a g á b a n a h é j b a n v o l t . 

A v i z s g á l a t a f e l ü l e t h e z r e n d e l t d e r é k s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n 

v é g e z h e t ő e l . L e g y e n e k a rj, £ g ö r b e v o n a l ú k o o r d i n á t a r e n d s z e r e k t e n g e l y e i 

o l y a n o k , h o g y £ é s rj a f e l ü l e t e n l e v ő , e g y m á s t d e r é k s z ö g b e n m e t s z ő p a r a m é t e r -

v o n a l a k , £ p e d i g a f e l ü l e t n o r m á l i s á b a e s i k . 

A f e s z ü l t s é g e k é s a f a j l a g o s a l a k v á l t o z á s o k k ö z ö t t a k ö v e t k e z ő ö s s z e f ü g g é -

s e k á l l n a k f e n n : 

^ 
a£ = Г (®£ + v e v) ' 

1 — V1 
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A f a j l a g o s a l a k v á l t o z á s o k p e d i g a k ö v e t k e z ő k a p c s o l a t b a n v a n n a k a z e l t o l ó -

d á s o k k a l : 

3 и w V 
Si ~ 7F ~ r(-c ~ ' 

3v 

Qu Q V и , V 
V(n = — + — + — 

3 r] Q£ r i rv 

w ^ и 

I— С r-

a h o l и а v a z 7], w p e d i g a f t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s e l t o l ó d á s t , r £ a f , r 4 p e d i g 

a z 7] t e n g e l y g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t i s u g a r á t j e l e n t i . 

F e l ü l e t r e i l l e s z k e d ő g ö r b e g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t é n a g ö r b e é r i n t ő s í k o n 

l e v ő v e t ü l e t é n e k a g ö r b ü l e t é t é r t j ü k . K é p l e t e i n k b e n a g e o d e t i k u s g ö r b ü l e t e t 

a k k o r t e k i n t j ü k p o z i t í v n a k , h a a v i z s g á l t p o n t b ó l a g ö r b ü l e t i k ö z é p p o n t b a 

m u t a t ó v e k t o r a z f X t v e k t o r r a l a z o n o s i r á n y í t á s ú , a h o l f a f e l ü l e t i n o r m á l i s , t 

p e d i g a g ö r b e é r i n t ő v e k t o r a . 

А С k o o r d i n á t á t ó l i s f ü g g ő e l t o l ó d á s o k a k ö z é p f e l ü l e t p o n t j a i n a k u ( | , r j ) , 

v(£, rj) é s w(£, rj) e l t o l ó d á s a i v a l , v a l a m i n t a p o n t n a k a k ö z é p f e l ü l e t t ő l v a l ó f 

t á v o l s á g á v a l a k ö v e t k e z ő k é p p e n f e j e z h e t ő k k i : 

и (£, rj, £) = 

v(£, Г], 0 = 

1 -

J_ 

/А 
« ( f , rj) - С 

д £ 

Э r] 

F e l t é t e l e z é s ü n k s z e r i n t a h é j v a s t a g s á g é s a z e l t o l ó d á s o k a h é j 

e g y é b m é r e t e i h e z k é p e s t k i c s i n y e k , e z é r t a j R - r e l v a g y r - r e l o s z t o t t t a g o k a t ö b -

b i h e z v i s z o n y í t v a e l h a n y a g o l h a t ó k é s í g y a f a j l a g o s a l a k v á l t o z á s o k a z 

Э и Qv 

d£ ' A Qrj 

d u Q v 

k é p l e t e k k e l , a z e l t o l ó d á s o k p e d i g a z 

и (£, r),£) = u (£, rj) — С 

v (£, r], Z) = v (£, rj) — £ 

9 w(f , i?) 

3 w{£,rj) 

д Г] 

k é p l e t e k k e l a d h a t ó k m e g . U t ó b b i a k a t a z e l ő z ő e k b e h e l y e t t e s í t v e 

e í — 
3 u(£,rj) 

8 f 
С 

32w (I, r/) 

3 | 2 
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£ — (isV) _ £ Q 2 w (f 7 l ) 
9 т/ Эт/2 

_ 3 u ( ^ ) 9 У (£iV) 2 £ 9 M I , * ? )  
£l? 8»7 9 f 8 f Эт/ 

a d ó d n a k , a m e l y e k k e l a f e s z ü l t s é g e k 

(Te = 

av = 

l - f 2 

E 

l - f 2 

9 M . 9 2 w 
С h f 

Э | Э£
2 

Э и ç Э2 те 
Э| 2 , 

9 V ç d 2 u > 

9 r ] e rf 

+ Qv С 
9 2 1 

E 

2 ( l + f ) 

9 r] Э т / 2 

Э2 w 

Qrj д£ d£ drj 

A g e r e n d a s z é l e s s é g é t e g y s é g n y i n e k v á l a s z t v a , a r á h a t ó h a j l í t ó n y o m a t é k , 

a z a z a h a j l í t ó n y o m a t é k f a j l a g o s é r t é k e , a ( C / j R J , (g = rj) é r t é k é n e k a z 

e g y s é g m e l l e t t i e l h a n y a g o l á s a u t á n 

M. 

M, 

,—r* 
J — A/2 
rhß 

= - "„С 
J-hß 

d c = 

d С = 

E„3 

12 ( l - f 2 ) ( 9£: 

Eh
3 

d 2 w 9 2 t e 
+ V 

Bt]2 

_A/2 12 (1 - f 2 ) 

a c s a v a r ó n y o m a t é k f a j l a g o s é r t é k e p e d i g 

"W . . Eh3 
M(v = 

rhß 

J-hß 
dC = 

f д2 w d2 iv 
V 1 

9 I 2 9 rj2 

Э2 w 

1 2 ( l + f ) 8 | Э т/ 

A f a j l a g o s t e n g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s , a D = j E / i 3 / 1 2 j e l ö l é s b e v e z e t é s é v e l , 

a h a j l í t ó n y o m a t é k h a t á s á r a 

D 
(Me - vMv), 

a c s a v a r ó n y o m a t é k h a t á s á r a p e d i g 

1 

D 
(1 + v ) M £ v 

A z e r e d m é n y a z t f e j e z i k i , h o g y a z í g y k i m e t s z e t t g e r e n d a h a j l í t á s s a l 

s z e m b e n i m e r e v s é g e a c s a v a r á s r a v o n a t k o z ó m e r e v s é g ( l - f - f ) - s z e r e s e . 
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8. Görbe t enge lyű r ú d a l a k v á l t o z á s a 

A t a r t ó r á c s f e l b o n t á s a k é n t n y e r t , s t a t i k a i l a g h a t á r o z o t t r é s z e k a d o t t 

p o n t j a i n a k a z e l m o z d u l á s á t k ö n n y e n k i t u d j u k s z á m í t a n i , h a i s m e r t a z a z 

e l j á r á s , a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l a r ú d k e z d ő p o n t j a e l m o z d u l á s á n a k é s a r ú d b a n 

k e l e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k n e k b i r t o k á b a n a v é g p o n t e l m o z d u l á s a s z á m í t h a t ó . 

C é l k i t ű z é s ü n k n e m i g é n y l i a z á l t a l á n o s e s e t t á r g y a l á s á t , e z é r t a f e l a d a t o t 

e n n e k m e g f e l e l ő e n s z ű k í t j ü k . C s u p á n o l y a n g ö r b e t e n g e l y ű r u d a k v i z s g á l a t á v a l 

f o g l a l k o z u n k , a m e l y e k n e k t e n g e l y e a z a d o t t k ö z é p f e l ü l e t r e i l l e s z k e d ő , a d o t t 

e g y e n l e t ű g ö r b e . A r ú d k e r e s z t m e t s z e t e o l y a n d e r é k s z ö g ű n é g y s z ö g , a m e l y n e k 

s z é l e s s é g e e g y s é g n y i , m a g a s s á g a p e d i g a h é j h v a s t a g s á g á v a l e g y e n l ő . A k e r e s z t -

m e t s z e t e g y i k ( a h h o s s z ú s á g ú é l l e l p á r h u z a m o s ) s z i m m e t r i a t e n g e l y e a f e l ü l e t i 

n o r m á l i s s a l p á r h u z a m o s , a m á s i k p e d i g e r r e é s a g ö r b e e p o n t b e l i é r i n t ő j é r e i s 

m e r ő l e g e s . A r ú d h o z , i l l . t e n g e l y é n e k m i n d e n p o n t j á h o z a m á r d e f i n i á l t t , n , f 

v e k t o r h á r m a s t r e n d e l j ü k ( 5 . á b r a ) . 

A n y í r ó e r ő k é s a f e l ü l e t i e r ő k ( a h é j r a h a t ó k ü l s ő e r ő k ) h a t á s á t e l h a n y a -

g o l j u k , a z a z a r ú d n a k c s a k a k ö v e t k e z ő i g é n y b e v é t e l e k ( 1 1 . á b r a ) h a t á s á r a l é t -

r e j ö v ő a l a k v á l t o z á s á t k e r e s s ü k : 

M a z e g y s é g n y i s z é l e s s é g ű r ú d r a h a t ó h a j l í t ó n y o m a t é k , a m e l y n e k v e k t o r a 

a z n v e k t o r r a l p á r h u z a m o s é s p o z i t í v n y o m a t é k e s e t é n e l l e n t é t e s i r á n y í -

t á s ú . E z a n y o m a t é k a h é j b a n h a t ó , a g e r e n d a t e n g e l y é r e m e r ő l e g e s 

i r á n y h o z t a r t o z ó f a j l a g o s h a j l í t ó n y o m a t é k , 

M n a r ú d t e n g e l y é r e m e r ő l e g e s s í k b a n h a t ó h a j l í t ó n y o m a t é k f a j l a g o s é r t é k e . 

E z a r ú d n a k a m e t s z é s f o l y t á n k e l e t k e z ő o l d a l l a p j a i t t e r h e l i . V e k t o r a a t 

v e k t o r r a l p á r h u z a m o s . A k k o r p o z i t í v , h a a h é j n a k u g y a n a z o n a z o l d a l á n 
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é b r e s z t h ú z ó f e s z ü l t s é g e t , m i n t a p o z i t í v M . E z a n y o m a t é k a h é j b a n a 

r ú d t e n g e l y é v e l j e l l e m z e t t i r á n y h o z t a r t o z ó h a j l í t ó n y o m a t é k , 

T a z e g y s é g n y i s z é l e s s é g ű r ú d r a h a t ó c s a v a r ó n y o m a t é k . E z a h é j b a n a r ú d 

t e n g e l y é r e m e r ő l e g e s i r á n y b a n h a t ó c s a v a r ó n y o m a t é k . V e k t o r a p o z i t í v 

T e s e t é n a t v e k t o r r a l m e g e g y e z ő i r á n y í t á s ú , 

N a r ú d t e n g e l y é v e l p á r h u z a m o s n o r m á l e r ő f a j l a g o s é r t é k e . P o z i t í v , h a 

v e k t o r a a t v e k t o r r a l m e g e g y e z ő i r á n y í t á s ú , a z a z h a h ú z ó f e s z ü l t s é g e t 

o k o z . V á l t o z á s á t a k k o r t e k i n t j ü k p o z i t í v n a k , h a é r t é k e n i r á n y á b a n 

h a l a d v a n ő . E z a z t j e l e n t i , h o g y Q Í V / Э п p o z i t í v é r t é k e e s e t é b e n a h a t á s a -

k é n t l é t r e j ö v ő f a j l a g o s t e n g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s v e k t o r a a z f v e k t o r r a l 

e l l e n k e z ő i r á n y í t á s ú , t e h á t p o z i t í v d N / d n e s e t é b e n a f a j l a g o s t e n g e l y -

k e r e s z t e l f o r d u l á s n e g a t í v . U g y a n i s a z o k a t a t e n g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s 

k o m p o n e n s e k e t t e k i n t j ü k p o z i t í v n a k , a m e l y e k v e k t o r a a t , n , i l l . f v e k -

t o r r a l e g y e z ő i r á n y í t á s ú . í g y p o z i t í v M n e g a t í v , p o z i t í v T p e d i g p o z i t í v 

e l f o r d u l á s t e r e d m é n y e z , 

N n a r ú d t e n g e l y é r e m e r ő l e g e s n o r m á l e r ő f a j l a g o s é r t é k e . P o z i t í v , h a h ú z ó 

f e s z ü l t s é g e t o k o z . 

A t e l j e s f e l ü l e t r e é r v é n y e s x3, x2, x3 k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n a z e l m o z d u l á s 

é s e l f o r d u l á s k o m p o n e n s e k e t a k k o r t e k i n t j ü k p o z i t í v n a k , h a v e k t o r a i k a 

k o o r d i n á t a t e n g e l y e k p o z i t í v i r á n y á b a m u t a t n a k . 

M á r e m l í t e t t ü k , h o g y a f e l ü l e t i n o r m á l i s s a l p á r h u z a m o s v e k t o r ú f a j l a g o s 

n y o m a t é k o t n e m t e k i n t j ü k ö n á l l ó n y o m a t é k n a k , l i a n e m a z t m i n t a n o r m á l e r ő 

v á l t o z á s á t v e s s z ü k f i g y e l e m b e . K é p l e t e i n k b e n t e h á t a n o r m á l e r ő h a t á s a n e m -

c s a k a g e r e n d a m e g n y ú l á s á b a n j e l e n t k e z i k , h a n e m a g e r e n d a t e n g e l y é r e m e r ő -

l e g e s i r á n y ú v á l t o z á s a a f e l ü l e t i n o r m á l i s k ö r ü l i t e n g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s t i s 

e l ő i d é z . E n n e k é r t é k e a k ö v e t k e z ő k é p p e n h a t á r o z h a t ó m e g . 

T e k i n t s ü n k e g y ds h o s s z ú s á g ú é s da s z é l e s s é g ű e l e m e t ( 1 2 . á b r a ) . A n o r -

m á l e r ő v á l t o z á s á t e z e n a da s z é l e s s é g e n l i n e á r i s n a k t e k i n t j ü k , t e h á t , h a a z 

e l e m e g y i k , a z s t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s é l e m e n t é n a z s i r á n y ú n o r m á l e r ő 

é r t é k e N, a k k o r a t ő l e da t á v o l s á g b a n l e v ő é l m e n t é n lV-j-(9ÍV/6a) da. A n o r m á l -

e r ő h a t á s á r a a ds h o s s z ú s á g ú e l e m m e g n y ú l i k . E z a m e g n y ú l á s a z o n b a n a z 

12. ábra 
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s - r e m e r ő l e g e s i r á n y b a n v á l t o z i k . A m e g n y ú l á s n ö v e k m é n y e da t á v o l s á g r a 

^ d a d s , 

a m i a z t j e l e n t i , h o g y a ds h o s s z r a e s ő t e n g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s 

d < p = — A d X ( j g 

Eh да 

E z t a z ö s s z e f ü g g é s t h a s z n á l j u k a t o v á b b i a k b a n a n o r m á l e r ő v á l t o z á s á b ó l 

k e l e t k e z ő t e n g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s o k é s e l t o l ó d á s o k s z á m í t á s á r a s z o l g á l ó k é p -

l e t e k b e n . E z e k b e n a k é p l e t e k b e n N a h é j b ó l k i m e t s z e t t t a r t ó r á c s t e n g e l y é r e 

m e r ő l e g e s m e t s z e t b e n k e l e t k e z ő n o r m á l e r ő , n p e d i g a t e n g e l y r e m e r ő l e g e s 

i r á n y . 

F e r d e s z ö g ű k o o r d i n á t a r e n d s z e r e s e t é b e n a z o n b a n e z e k a z e r ő k n e m t a r -

t o z n a k a f e l v e t t i s m e r e t l e n e k k ö z é . C s u p á n a k ö z e l í t ő p o l i n o m o k £ é s r] s z e r i n t i 

d e r i v á l t j a i t t u d j u k s z á m í t a n i é s a k e r e s e t t d e r i v á l t a k a t e z e k k e l t u d j u k k ö z e l í -

t e n i . 

A z i r á n y s z e r i n t i d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s r a v o n a t k o z ó i s m e r t k é p l e t s e g í t -

s é g é v e l , é s f i g y e l e m b e v é v e , h o g y a £ t e n g e l y r e m e r ő l e g e s i r á n y a z a , a z r\ t e n -

g e l y r e m e r ő l e g e s i r á n y p e d i g a ß i r á n y , t o v á b b á , h o g y a z a e g y e n e s p o z i t í v 

i r á n y a a g ö r b é h e z r e n d e l t n v e k t o r i r á n y á v a l m e g e g y e z i k , m í g ß i r á n y í t á s a a z t j 

t e n g e l y h e z r e n d e l t n v e k t o r i r á n y í t á s á v a l e l l e n k e z ő , a z e g y e s t e n g e l y i r á n y o k l i o z 

t a r t o z ó n o r m á l e r ő k m e r ő l e g e s i r á n y s z e r i n t i d e r i v á l t j a i t a k ö v e t k e z ő k é p l e t e k 

s z o l g á l t a t j á k : 

3 Nj _ dNç 1 _ (d N6 3 Nç 

e s 

c o s y> 
3 ос s i n f { d r j 3 £ 

3 N v 
í l-COSip), 

s i n гр 3 £ 3 rj 

a h o l гр a £ é s r ] t e n g e l y e k á l t a l b e z á r t s z ö g ( 1 0 . á b r a ) . 

A m e g f e l e l ő t e n g e l y k e r e s z t - e l f o r d u l á s k o m p o n e n s e k e t <ру, cp2, ç > 3 - m a l , a z 

e g y s é g v e k t o r o k a t v á l t o z a t l a n u l e 4 , e 2 é s e 3 - m a l j e l ö l v e , é s m e g t a r t v a a z e 4 = 

e x , e s = e 2 , лс4 = x v x s — x2 j e l ö l é s e k e t , s ő t k i e g é s z í t v e tpt = <ру é s cp5 = < p 2 - v e l , 

t o v á b b á b e v e z e t v e a 

К = 1 2 

E/t1 

m — К (M — vMn) n - (1 + v) KTt + — (JLA _ V
8 N " 

Eh \ 3 n 3 n 
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j e l ö l é s e k e t , a (j, k) r ú d s z a k a s z j k e z d ő p o n t j a e l m o z d u l á s á n a k i s m e r e t é b e n а к 

j e l ű v é g p o n t e l m o z d u l á s á n a k k o o r d i n á t á i a k ö v e t k e z ő k é p l e t e k a l a p j á n s z á m í t -

h a t ó k : 

A TPk.p = Л <Р],у. ~ J(ij.k) meM ds> (f* = ú 2' 3) 

A xktll = A xjtll + A <pjtll+1 {xkill+2 — xJtll+2) — A (pJ>+2 (xkiíL+1 — xjtlí+1) + 

+ Sw)~r(N-vNn) l « V d s + 
h,n 

+ J(íj.fc) m [GA-^+I - Xp+l) e(i+2 - (xk,p+2 — ^+2)^+1 ].ds' 

a h o l xkifl а к j e l ű p o n t , xk p e d i g a f u t ó p o n t / х - e d i k k o o r d i n á t á j á t j e l e n t i . 

A h é j n a k á l l a n d ó h v a s t a g s á g a e s e t é b e n a z e g y e s k é p l e t e k b e n h é r t é k e a z 

i n t e g r á l á s j e l e e l é k i e m e l h e t ő é s a A - v a l j e l ö l t k i f e j e z é s k o n s t a n s . V á l t o z ó h é j -

v a s t a g s á g e s e t é b e n h i s a z s p a r a m é t e r f ü g g v é n y é b e n a d a n d ó m e g . E n n e k f i g y e -

l e m b e v é t e l é v e l a k ö z ö l t k é p l e t e k á l l a n d ó é s v á l t o z ó v a s t a g s á g ú h é j a k s z á m í t á -

s á r a e g y a r á n t a l k a l m a s a k . 

9 . Példa 

A m ó d s z e r e l s ő a l k a l m a z á s a k é n t a n é g y z e t a l a p r a j z ú , p e r e m e m e n t é n 

e g y s z e r ű e n t á m a s z t o t t l e m e z k e r ü l t m e g o l d á s r a e g y e n l e t e s e n m e g o s z l ó t e h e r 

e s e t é b e n . A l e m e z a n y a g á n a k P o i s s o n - f é l e t é n y e z ő j e v = 0 , 3 . A s z á m í t á s t a 

1 3 . á b r á n l á t h a t ó h á l ó z a t a l a p j á n v é g e z t ü k . A n é g y s z e r e s s z i m m e t r i a m i a t t 

m é g a l e m e z n e g y e d é r e i s f e n n á l l , h o g y 

Myij = Mxji és Qyjj = QXjj, 

a m i l e h e t ő v é t e t t e , h o g y c s a k M x h a j l í t ó n y o m a t é k o k k a l é s Qx n y í r ó e r ő k k e l 

d o l g o z z u n k , a m i k o r a z x i n d e x i s e l h a g y h a t ó . 

I s m e r e t l e n e k n e k a z i g é n y b e v é t e l e k 1 4 . á b r á n m e g j e l ö l t p o n t o k h o z t a r -

t o z ó é r t é k e i t t e k i n t e t t ü k , a m i ö s s z e s e n 2 4 i s m e r e t l e n t ( 9 n y í r ó e r ő t , 6 c s a v a r ó 

n y o m a t é k o t é s 9 h a j l í t ó n y o m a t é k f a j l a g o s é r t é k e t ) j e l e n t . 

"> "У 

x 

13. ábra 
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A l e m e z - e l e m e k e g y e n s ú l y á r a 6 e r ő é s 9 n y o m a t é k i , e g y ü t t t e h á t 1 5 

e g y e n s ú l y i , a t a r t ó r á c s c s o m ó p o n t j a i r a 3 a f ü g g ő l e g e s e l t o l ó d á s o k é s 9 a t e n -

g e l y k e r e s z t e l f o r d u l á s o k e g y e n l ő s é g é t k i f e j e z ő , e g y ü t t e s e n 1 2 f o l y t o n o s s á g i 

e g y e n l e t í r h a t ó f e l . A z e g y e n l e t e k s z á m a t e h á t ö s s z e s e n 2 7 . 

E n n e k a 2 7 e g y e n l e t b ő l á l l ó é s 2 4 i s m e r e t l e n t t a r t a l m a z ó t ú l h a t á r o z o t t 

l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r n e k a m e g o l d á s a s z o l g á l t a t t a a k e r e s e t t f a j l a g o s 

2 L 
^ Г У 

4 — J 

tri ь г 
x

 мху 
14. ábra 

ь 
м 

M 

i g é n y b e v é t e l e k e t . A m e g o l d á s b ó l e g y e t l e n — a s z a k i r o d a l o m p o n t o s e r e d m é -

n y é v e l i s ö s s z e h a s o n l í t h a t ó — é r t é k e t e m l í t ü n k m e g . A l e m e z k ö z é p p o n t j á b a n 

h a t ó m a x i m á l i s h a j l í t ó n y o m a t é k é r t é k é r e a s z á m í t á s b ó l 0 , 0 4 7 7 q a 2 a d ó d o t t , a 

s z a k i r o d a l o m b a n k ö z ö l t * 0 , 0 4 7 9 q a 2 é r t é k k e l s z e m b e n . A z e l t é r é s t e h á t a f é l 

s z á z a l é k o t s e m é r i e l . 

Calculation of Bent Shells by Means of a Grid Model. The method presented is based on 
the equilibrium equations related to the elements if a bent shell, defined by a given network, 
and on the continuous equations related to the network proper representing a grid. The coeffi-
cients of the equations should be calculated by definite integrals. The rigidity properties of 
the reference grid are determined by the rigidity data of the shell, and its beams are ana-
lyzed as spatial curve axis bars. Finally, the results of an actual application are presented. 

Berechnung von auf Biegung beanspruchten Schalen mit Hilfe eines Trägerrostniodels. 
Die für die mit einem gegebenen Gitter begrenzten Elemente von auf Biegung beanspruchten 
Schalen aufgeschriebenen Gleichgewichtsgleichungen und der für das Gitter — als Trägerost 
— aufgeschriebenen Kontinuitätsgleichungen bilden die Grundlage des in der Abhandlung 
dargestellten Verfahrens. Die Koeffizienten der Gleichungen können mit Hilfe von bestimm-
ten Integralen gerechnet werden. Die Steifheitseigenschaften des Bezugsträgerrostes werden 
von den Steifheitsparametern der Schale bestimmt und die Balken werden als Stäbe von 
räumlich gekrümmten Achsen analysiert. Die Ergebnisse der praktischen Anwendung werden 
mitgeteilt. 

* Lásd pl. TIMOSHENKO, S. — W O I N O W S K Y - K B I E G E R , S.: Theory of Plates and Shells, 
McGraw Hill Book Company, Inc. New York—Toronto-London 1959, 118—120. oldalának 
6 — 8 táblázatait. 
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