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A dolgozat a hajlitott héjak egy, az elsdrendii elméleten nyugvé szdmitisi méd-
szerét ismerteti. A héjfeliiletnek adott hélézattal tortént részekre bontdsa utin az
egyensilyi egyenletek ezekre a feliiletelemekre, a folytonossagi feltételek viszont
magéra a halézatra, mint tartérdcsra frhaték fel. A feltételek alapjdn olyan linearis
egyenletrendszer addédik, amelynek egyiitthatéi hatirozott integralok segitségével
szamithaték. A tartérics gerendainak csavaré merevsége a hajlitémerevség (1 + v)-vel
osztott értéke. Ezt szerzé abbél a feltételbél vezeti le, hogy az egységnyi szélességii
gerendénak a fajlagos csavaré nyomaték hatdsdra bekovetkezd elecsavarodisa ugyan-
akkora legyen, mint magdban a haboritatlan héjban. Kézli a héjbdl kimetszett savok,
mint gorbe tengelyli rudak alakvailtozasidnak a szamitdsdra szolgalé képleteket.

1. Bevezetés

A dolgozat a hajlitott héjak szamitasinak egy olyan médszerét ismerteti,
amely a megoszlé erdvel terhelt, vagy ilyennel kozelithetd teher hatasara
keletkezé igénybevételeket tetszfleges alakd héj esetében is aranylag nagy
pontossaggal szolgaltatja. A médszer a linearis elméleten nyugszik. Feltétele-
zései a kovetkezdk:

1. A héj anyaga idedlisan rugalmas, azaz koveti a Hooke-féle torvényt.

2. A héj vastagsdga tobbi méretéhez viszonyitva kicsi.

3. Az elmozdulasok a héjvastagsighoz képest kicsinyek.

4. A héj minden pontja az alakvaltozas utan is a kozépfeliiletnek ugyan-
ahhoz a pontjdhoz tartozé normalisan marad, mint amelyiken az alakvaltozas
elgtti allapotban volt.

5. A kozépfeliiletre merSleges fesziiltségek a tébbi fesziiltséghez viszo-
nyitva elhanyagolhatéan kicsinyek.

6. A héjban keletkez§ igénybevételek legalabhb szakaszonként folytonos
és differencialhaté fiiggvényekkel jél kozelithetsk.

Az eljarasnak alapvetfen 4j gondolata az, hogy a feliilletnek egy hilézat
segitségével tortént elemekre bontasa utan csak az egyensiilyi feltételeket irja
fel ezekre a feliilletelemekre, a folytonossagi feltételeket pedig magara a halé-
zatra, mint tartéracsra irja fel.

Az igénybevételek fiiggvényeit polinomokkal kézelitve a feltételi egyen-
letek linearis egyenletként jelentkeznek. Az egyenletrendszer egyiitthatoi

* Dr. Béres Elek, 1011 Budapest Hunyadi Jdnos u. 11.

12 Miiszaki Tudomdny 46, 1973




450 BERES ELEK

hatarozott integralok segitségével szamithaték, méghozza kivétel nélkiil
egyszeres integralokkal. Kettdsintegral csak az egyensiilyi egyenletek jobb
oldalat alkoté allandék szamitasaban szerepel. Differencialas pedig csak annyi-
ban fordul el§, hogy a tartéracs gerendajanak a feliilet normalisa koriili elfor-
dulasat el8idéz§ nyomatékot a normalerd valtozasabdl szamitjuk.

Az eljaras masik alappillére a tartéracs gerendai hajlité és csavaré
merevsége viszonyanak a meghatdrozisa. Az egységnyi szélességii gerenda
alkalmazésa is 4j az eddigi kisérletekkel szemben, amelyek soran a tartéracs
ridjaira a héj megfelel§ részeinek a merevségét igyekeztek atvinni. Itt nines sz6
helyettesitd rudrél és helyettesitd merevségril. Itt a gerenda hajlité merevsége
a héjbol kimetszett egységnyi szélességii sav hajlité merevsége. Csavaré merev-
ségének a vizsgalata sordn pedig a rudat a héj haboritatlan elemeként kezeltiik.
Ily médon egy jol definialt kapcsolatot (aranyossagot) allapitottunk meg a rid
hajlité és csavaré merevsége kozott. A csavard merevséget abbél a feltételbél
hataroztuk meg, hogy a héjban uralkodé fajlagos csavaré nyomaték hatéaséira
a gerenda fajlagos elcsavarodasa ugyanakkora legyen, mint volt akkor, amidén
a gerenda a héj haboritatlan részét képezte.

Ha csupan a halézat csomépontjaiban keletkezd igénybevételeket
vessziik fel az ismeretlenek kozé, akkor az egyenletek szima meghaladja az
ismeretlenek szdmat. A dolgozat az ismeretlenek szidmanak az egyenletek
szaméval valé egyenlgvé tételére is megad egy médszert. Ezéltal lehetdvé
vélik a regularis egyenletrendszerként valé kezelés. Természetesen fennall a
tilhatarozott egyenletrendszerként val6 kezelés lehet§sége is. Ebben az esetben
az eltérések négyzetdésszegének minimumma tétele is feltétel.

A halézatra, ill. a halézati vonalak metszési sz6gére megkités nem tehetd
a peremre vonatkozé megkédtések nélkiil. Ez pedig ellentétes volna az altalinos
alkalmazhatésagra valé torekvéssel. Ezért valt szitkségessé a kiilonbozd
metszetekben keletkezd igénybevételek kozotti kapesolat felirdsa, ill. egyes
igénybevételi értékeknek az ismeretlenként felvett igénybevételi értékekkel
valé kifejezése. A halézati vonalakra mergleges iranyokhoz tartozé igénybe-
vételek képleteinek a felirasa és e képletek els6 fokd voltabél szarmazé hibak-
nak az elemzése is megtortént.

A dolgozat a szélesebb korben is alkalmazhaté médszert csak a héjakban
keletkezd igénybevételek szAmitasdra alkalmazza. Egyéb teriileten, mint
példaul a héjak stabilitasanak a vizsgalatara, vagy a tomor testekben keletkez
igénybevételek és alakvaltozasok szamitasara valé alkalmazasira mas alka-
lommal kivanunk ratérni.

2. A tartéracs-modell

A miiszaki feladatok megoldasa soran gyakran talalkozunk olyan médsze-
rekkel, amelyek a probléma elméletileg pontos (vagy annak elfogadott) 6ssze-
fiiggései alapjan felirt differencialegyenletek kozelité megoldasan nyugszanak.
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Hajlitott héjak differencialegyenletei a héjelemre felirt egyensilyi és
folytonossagi egyenleteknek megfelelGen rendezett alakjai, tehat szinte magatél
kinalkozik az a gondolat, hogy elhagyva a differencialegyenletek felirasat,
majd pedig ezeknek a véges méretii és véges sokasagi elemekre torténd kize-
lit8 atirasat, kozvetleniill a véges nagysagi elemekre irjunk fel egyensilyi és
folytonossagi egyenleteket. Ez a gondolat az alapja a széles korben alkalmazott
véges elemek médszerének is. Ott azonban az egyensilyi és a folytonossagi
feltételek egyarant a halézat altal a héjbél kimetszett elemekre vonatkoznak,
ami az elemek alakja szempontjabél megkotést jelent és altalaban a szami-
tani kivant héjfelilletnek a megfeleld feliilettel valé kozelitését is maga utan
vonja.

Koénnyen megvaldsithaté a feliilet pontos alakjaval torténd szamitas, ha
csupan az egyensilyi egyenleteket irjuk fel a feliiletelemekre, a folytonossagi
feltételeket pedig azzal a tartéracesal kapesolatban irjuk fel, amelynek tengely-
vonalai a felilletelemek hatdrolé vonalai. Ekkor ugyanis egyenleteinkben a
feliilletelemekre vonatkozé kettds integral a kiilsé teherre korlatozédik, az
ismeretlen belsé erdkkel kapcsolatos integralok pedig kivétel nélkill egyszeres
integralok lesznek. A tartéracs-modell alapjan torténd szamitas tehat azt
jelenti, hogy az egyensiilyi egyenleteket a tartéracs gerendai altal kimetszett
feliiletelemekre, a folytonossagi feltételeket pedig a feliileth§l kimetszettnek
képzelt tartéracsra irjuk fel.

Maga a szamitasban szerepld tartéracs a héjbhél valé kimetszéssel kelet-
kezik.

A héj kozépfelilletén felvesziink egy halézatot, melyet két vonalsereg
alkot. Egy-egy vonalsereg gorbéi egymast nem metszik, csak a masik vonal-
sereg gorbéit. Ezek a gorbék és a héj hatarvonala alkotjik a tartérics gerendai-
nak a tengelyeit. A gerendik magassaga a héj vastagsiga, szélessége pedig
egységnyi. Ezt a szélességet jelent§ egységet a levezetésekben végteleniil
kicsinek célszer(i tekinteni. Feltételezve ugyanis, hogy a héjat megoszlé erék
terhelik, az igy kialakitott tartéraesot a kiilsé erdk nem terhelik kézvetleniil.
Teherként csupan a tartérics belsS eri és az anyag folytonosségat helyettesitd
metszeti er6k tekinthetdk.

Azokat a metszeteket, amelyek mentén ezek az er8k hatnak, az lja
abran vonalkazissal jeloltik meg. Ezeken a metszett feliileteken azonban
éppen azok a héjban keletkez§ igénybevételek hatnak, melyeket a szamitds
keresett ismeretlenjeinek valasztunk, meghatarozasuk pedig a kovetkezd
feltételek alapjan lehetséges:

a) A tartéracs gerendai altal kimetszett és az 1/b abran kiilon is feltiinte-
tett héjelemek ezen erfk és a rajuk haté kiilsé erdk hatasara egyensilyban
vannak.

b) A tartéracs kozés csomépontba csatlakozé ridvégeinek az elmozduldsa
a rudakban keletkezd igénybevételek hatasara egyenld.
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A szadmitas ismeretleneinek az adott halézat adott pontjaiban a halézat
altal kijellt iranyokhoz tartozé igénybevételeket tekintjiik. Ezekkel kifejezve
az igénybevételek kozelit polinomjait, majd pedig azok segitségével felirva a
jelzett egyensiilyi és folytonossagi egyenleteket, olyan linearis egyenletrend-
szerre jutunk, melybgl a keresett ismeretlenek kiszamithaték.

e
%”m W@

b,

1. dbra.

Az eddigiekben egy olyan alapgondolatot ismertettiink, melynek alapjan
nagy pontossaggal végezhets a tetszfleges alakid és terhelésii* hajlitott héjak
szamitasa, és f6bb vonalaiban ismertettiik azt a tartéracsot, amelyre a szamitas
egyes osszefiiggéseit épitjiik. Ahhoz azonban, hogy a gyakorlat szamara is
elényosen alkalmazhaté mdédszerrdl beszélhessiink, még tobb részletet alapos
elemzésnek kell alavetniink és az 6sszefiiggéseket zart alakban is fel kell irnunk.

3. Az ismeretlenek és az egyenletek szima

A targyalas egyszeriibbé tétele, tovabba a szokésos jelslések alkalmaz-
hatésaga érdekében a feliilet egészére vonatkozé x,, x,, ¥, tengelyekkel rendel-
kezd derékszogli koordinatarendszeren kiviill bevezetjiik a halézat egyes
csomépontjaihoz rendelt koordinatarendszereket. Egy-egy ilyen koordinata-
rendszernek a kezddpontja legyen a széban forgé csomépont, & tengelye a
tartoracs egyik, 7 tengelye a masik gerendajanak tengelyével essék egybe, { ten-
gelye pedig legyen a kozépfeliilet e pontbeli normaélisa.

Vezessiink be tovabba olyan, a feliiletet érint§ «, ill. 8 egyenest, amely a
&, ill. az 7 tengelyre meréleges (2. abra). Ily médon a fajlagos metszeti erfk és
erdparok a szokasnak megfelelGen jelolhetdk. A héjnak a (&, £), ill. az (5, {)
koordinatafeliiletek altal kivagott metszetében haté N, ill. N, fajlagos nor-

* A kiilsé teherrsl csak annyit tételeziink fel, hogy megoszlé, vagy legalabb is megoszlé
erdvel jol kozelithetd.
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malerék, N, ill. Nﬂn és Q, ill. QT] nyiréerék, tovabba M, ill. Mﬂ hajlité és
M., ill. Mﬂn fajlagos csavaré nyomatékok pozitiv értelmét a 3. abran feltiin-
tetett médon vettiik fel. A { tengely koriil forgaté nyomatékot az N erdk val-
tozasa magaban foglalja.

Egy-egy pontban tehat ésszesen 10 ismeretlen igénybevétel vehetd fel.

Adott felillethez hozzarendelve egy halézatot, az a halézat altal kimet-
szett feliiletelemekre vonatkozé egyensiilyi, és a halézatra, mint tartéracsra
vonatkozé folytonossagi egyenletek szamat egyértelmiien meghatéarozza.
Az igénybevételeknek, mint ismeretleneknek a szamarél ugyanez nem mond-
haté el, ugyanis az igénybevételeknek egy-egy vonal mentén polinommal valé
kozelitése lehetdvé teszi, hogy a szamitasban szerepld ismeretlenek, azaz a
polinomokat meghatéarozé fiiggvényértékek szamat sziikség szerint noveljiik,
vagy csokkentsiik.

2. dbra
z 4
N,
Np Ngy .
G
7 Nag
k ; b T
My ¢
¢
Mg,
Mg? ¥
3 7 7
/3
3. dbra

Miiszaki Tudomdny 46, 1973



454 BERES ELEK

Sziitkségesnek latszik ennek kihangsilyozdsa, mert egyrészt az ismeretle-
nek és az egyenletek szamanak az egyezése nem kovetkezik be automatikusan,
masrészt pedig az egyenldvé tétel lehet§ségét éppen az elgbbi megallapitas
teremti meg. Ha ugyanis csak a csomdpontokban lev§ igénybevételeket
tekintjiik ismeretleneknek, akkor n bels§ csomépont esetén az ismeretlenek
szama 10n plusz a perem mentén ad6dé ismeretlenek szdma. Ezzel szemben a
folytonossagi feltételek szima 6n plusz a peremen levd pontokra vonatkozé
folytonossagi feltételek szama és az egyensilyi egyenletek szadma is ezzel
kozel egyenl§, tehat a folytonossigi és az egyensilyi feltételek egyiittes szama
mintegy 2n-nel meghaladja a csomépontokban felvehetd ismeretlenek szamat.

Ez a tény azonban a feladat megoldasa szempontjibél nem akadaly,
s8t a megoldasi lehet8ségek kozotti valasztasra ad médot.

Az egyik lehet8séget az jelenti, hogy az N egyenletbél 4li6 és M ismeret-
lent (N > M) tartalmazé, Ax = b alakban felirt tdlhatirozott egyenletrend-
szer megoldasira vonatkozélag még

HAx — b”2 = min!

feltételt is eldirjuk.

A maisik lehet§ség abbél ered, hogy egy fiiggvény interpolalé polinommal
valé kozelitése soran a kijelslt pontok szimit — amelyekben a fiiggvény
értékét eldirjuk — tetszés szerint novelhetjitk, vagy csékkenthetjiik.

Esetiinkben mind e pontok szdméaval, mind pedig helyével szabadon
rendelkeziink és éppen a hozzijuk tartozé figgvényértékek jelentik a keresett
ismeretleneket és szimukat, azaz az ismeretlenek szamat dgy néveljiik, hogy
az a feltételi egyenletek szamdival legyen egyenls. Ha ilyen ismeretleneket a
halézati vonalak mentén gy vesziink fel, hogy ne essenek esomépontba, akkor
a keresett ismeretlenek szama anélkiilnévekszik, hogy kézben a feltételi egyen-
letek szama viltoznék. Tehat lényeges kiilonbség van a beosztas (a halézat)
finomitasa, ill. az ismeretlenek szdmanak az adott halézat melletti novelése
kozott. A beosztis finomitiasa, azaz a halézati vonalak siiritése a feltételi
egyenletek sziméanak az emelkedését is maga utdn vonja, mig az ismeretlenek
szamanak a csomépontok kozstti szakaszon valé névelése ilyen kovetkezmény-
nyel nem jar. Eppen ezért alkalmas az egyenletek és ismeretlenek szdmanak
egyenl6vé tételére.

4. Egyensilyi egyenletek

A teljes vizsgalt feliiletre érvényes derékszogii koordinatarendszer
tengelyei legyenek x,, x, és x5, Egy elem a rahaté kiilsé erfk és az anyag foly-
tonossagat helyettesitd metszeti er6k hatasira egyensilyban van, ha pl. az
erk x;, x, és x, tengelyekkel parhuzamos vetiileteinek dsszege és az x,, x,,
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valamint az x, tengelyekre vonatkozé nyomatékok mindegyike zérus. Tekint-
siik a feliiletre rajzolt halézat altal kimetszett i, j, k, m csicsponti gorbevonali
térbeli négyszog alakd elemet (4. abra). A révidebben irhaté képletek érdekeé-
ben vezessiikk be a

Ve = Q& f+Nﬁll‘—Nﬁ,nt,

V= Quf—N,n— Nt
w,=M,t—M_;n,

*2

4. dbra

jeloléseket, amelyekrdl megjegyezziik, hogy vonalszakaszonként viltoznak,
ezért a késGbbiekben még a vonalszakaszt jel6l6 indexekkel is ellatjuk. Példaul
Ve is k@ négyszog (i, k) oldalara vonatkozik. A kifejezés jobb oldalan szerepld
Qe Qﬂ, N,, Ng N, Nﬁn’ M,, Mg, M, és Mﬂn skalarok és a t, n, f vektorok
egyarant az (i, k) szakasz pontjait meghatarozé s ivhossz-paraméterfiiggvényei,
tehat v, ;, ; is ennek a paraméternek a fiiggvénye. Ennek a kiil6n jelolése nem
latszik sziikségesnek. Megfelel§ utalast jelent a ds differencial, amely egyértel-
miien utal a fiiggetlen valtozéra. Ugyanez vonatkozik a nyomatéki egyenletek
x, (u = 1,2, 3) valtozéira, amelyek a gorbe pontjainak az x,, x,, x; koordinata-
rendszerre vonatkozé koordinatait jelslik és amik ugyancsak s fiiggvényei.

Qe, Q"I’ N!, Nﬁ’ Nae, Nﬂ"l’ Ma,' Mﬁ’ Mmf és MB"]

jelentése valtozatlan. Ismertetése az el6z6 pontban és a 3. abran talalhato,
t, n és f vektorok jelentése pedig a kovetkezs:

t a gorbe érint-egységvektora,

f a feliilleti normailis egységvektora,

n mind a kettdre merdleges egységvektor m = f Xt ira-
nyitassal (5. abra). ‘

A t, n, f vektorharmas tehat a feliileti gérbének az \igynevezett funda-

mentalis triédere. e, e, és e, az x,, x, és x5 tengelyekkel parhuzamos egység-

Miiszaki Tudomdny 46, 1973



456 BERES ELEK

vektorok. Végiil e, — e, e; = e, és x, = x;, x5 = «x, figyelembevételével a 4.
abran lathaté elemre vonatkozé erSegyensilyi egyenletek

Saw Ve ik euds— [a,m Ve jmeudst [ Vo ij e ds—

— Sty Vo iomeuds+ § §ory Irexr,| pe, d& dy =0,

(‘LL =1,2, 3)9

X3

Xq

3/ X9

6. dbra

X4

ahol r = r(£, 7) a kozépfeliilet egyenlete, r, ill. r, ennek a §, ill. az 9 paramé-
ter szerinti derivaltja, p = p(&, 7) pedig a teherfiiggvény.
A nyomatéki egyensilyt kifejez§ egyenletek pedig az

j o [Wei e+, k(xy-l-l €uta " Xyuto °y+1)] ds—

Ey j Uj,m) [wﬂ.j,m °u+"€,1‘,m(xy+1 €t %41 e,L+1)] ds+
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+ j(l«.;) [—Wa,i,; e, +Vvn i,j(xp.+1 €pt2 Xute e”H)] ds+
+ j(‘k,m) [wu,k,m e#*"n,k,m(xyﬂ Cuta—¥uio ey,+1)] ds+

+ ey X e P(%upa s = Xuypeyyr) dEdn =0
(r=12,3)

egyenlettel adhaték meg.

Amennyiben az elem oldalainak szama ettél eltér§, azaz hirom vagy tébb
(pl. a peremen, 6. ibra), akkor természetesen az egyenletekben az oldalélekre
vonatkozé integralok szidma az oldalélek szamanak megfelelGen médosul.

5. Folytonossagi feltételek

Héjak alakviltozdsinak a szamitdsanil a nyiréerdt figyelmen kiviil
szoktadk hagyni tekintettel azok hatasinak az egyéb hatasokhoz viszonyitott
kicsiny voltara. Esetiinkben a folytonosségi feltételeket a tartéracsra vonat-
kozdlag irjuk fel. A rudak alakvaltozasanak a szamitasanal figyelembe vessziik
a hajlité nyomatékokat, a csavaré6 nyomatékokat és a normilerSket, mig
velilk szemben a nyiréer6k hatdsit elhanyagoljuk.

A folytonossagi feltétel a tartéracsra vonatkoztatva azt jelenti, hogy a
kozés csomépontba csatlakozé ridvégek elmozdulasa egyenls. Altalanos eset-
ben ez hiarom eltolédasi és harom tengelykeresztelfordulasi, 6sszesen tehat hat
egyenletet jelent csomépontonként. Perempontokban természetesen mas a
helyzet, ott mind az elrendezés, mind pedig a megtamasztas médjatél figg,
hogy mely pontokra és hany folytonossagi feltétel irhaté fel.

A folytonossagi egyenletek felirasanak egy lehetséges médja az, hogy a
tartéracsot statikailag hatdrozott részekre bontjuk és ennek a terhelését hata-
rozzuk meg gy, hogy a statikailag hatarozott részek azon pontjainak az
elmozdulasa egyenld legyen, amely pontokban azok a valésagban éssze vannak
kapcsolva. A tartéracs terhelését éppen a keresett igénybevételek jelentik,
tehat az elmozdulasokat az igénybevételek segitségével fejezziik ki, mégpedig
az adott pontokhoz tartozé ismeretlen igénybevételi értékekkel.

Példaképpen vizsgaljuk meg a négy sarkan befogott és a 7/a abrén fel-
tiintetett hal6zattal ellatott héjat. Egy hozzarendelhetd, statikailag hataro-
zott részekre bontast mutat a 7/b 4bra.

Az abran az egyes részeket égy, ill. két vessz6vel kiilonboztettitk meg.
Mivel pedig egy-egy halézatot is két-két részre bontottunk, ennek megfelelgen
a vesszéket is fent, ill. lent helyeztiik el. Az elmozdulis-vektorokat wu-val
jelélve az indexként hasznalt szam, a megfelel§ helyen és szamban hasznalt
vesszékkel pontosan megmutatja, hogy melyik csomépont, melyik térzstarté-
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7. dbra

részen levé elmozdulasardl van sz6. Az abran csillag azokat a pontokat jeloli,
amelyekre nézve az elmozdulasok egyezését irtuk eld, a kis kor pedig azokat a
radvégeket jeloli, amelyek elmozdulasa elgirt (jelen esetben zérus). Példankban
tehat a folytonossagi feltétel a kovetkezd vektor-egyenletekkel fejezhetd ki:

uy =0 u, =0
14 ’
uz' = Uy u8 - us"
” ’ ”
Uy = W3 Uy = Uy
’ ”
uy =0 Uy =uy
’ ” ’
g =My Uy = Uyp~
’ n ”
u, —u, uye — 0.

Ez 6sszesen 12 vektor-egyenlet, ami a vektorok hatméretisége folytan 72 skalar
egyenletet jelent.

6. Igénybevétel az adott metszethen

Ha a tartéracs egyes pontjainak elmozdulasat fel akarjuk irni, akkor azt
tapasztaljuk, hogy az csak akkor végezhet§ kozvetleniil az eddig bevezetett
igénybevételekkel, ha a tartéracs tengelyeit alkoté két gorbesereg ortogonilis.
Mas esetben olyan igénybevételek jatszanak szerepet az elmozdulasok meghata-
rozasaban, amelyeket eddig nem is emlitettiink, igy természetesen azoknak a
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mar bevezetett igénybevételekkel valé kifejezését sem adtuk meg. Eppen ezért
miel§tt ratérnénk az elmozdulasok szamitasara, megadjuk azokat a képleteket,
melyek segitségével a rid alakvaltozasaban fontos szerepet jatszé normalerd,
hajlit6 nyomaték és csavaré6 nyomaték a mar bevezetett igénybevételek segit-
ségével kifejezhetd.

A 8. dbra a tartéracs két gerendajanak egy-egy elemét tiinteti fel a rajuk
haté er6kkel és erdparokkal. Az egyik elem olyan gerendabél van kimetszve,

P
Mg

Mng
Np
Mg

7

8. dbra

amelynek tengelye a & helyi koordinatatengely, a masik pedig olyanbdl,
amelynek tengelye az 7 tengely. Az itt szerepl§ igénybevételek koziil N,, Ng,
M, és My ott van a keresett ismeretlen fiiggvények kézott, melyek mar az
egyensiilyi egyenletekkel kapcsolatban is szerepeltek. Ezzel szemben N, N,q,
M., M,, M,, és M,z nem szerepel az ismeretlenként felvett tiz igénybevétel
kozott.

A fajlagos igénybevételeket a kiovetkezd hatarozott integralok adjak:

/2
el i)
h/2 R,
N (1 C]y
o Ta _ .
” J—h/z $ R; ;
hj2
M;z—J 1__Jdc
—h/2
h|2
.M¢=~J
—hj2

hj2 ; ¢ i
— o b 2 g
A J B2 . [ It ]

Tagc [1 i '—R—') dC’
€

h/2 ¢
_J g (1 — —1d¢,
h2 R

oAt U A
—3 T _— —_— ’
Bn J e -y} Rn ]
h2 ¢
_“J %Cl——ﬂd;
hf2 Ry

M h|2 C 1 C
= — ¥ ——
Bn J—h/Z Bn ( Rn

h[2 C
N,=(" o 1——]dc,
—hJ2 Rﬁ
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M i ¢ |1 ¢ d¢ M 56 ¢ (1 ¢ ] d¢

= — o —_—— ’ = o et Wt >

§ —hJ2 ; [ R, ) 2 a2 [ Ry

M g ¢ ¢ dc M e &t ¢ d¢
. — T o — iy ” == — T e .
: S ( Ra} i J e ( Rp]

Itt R, a sz6ban forgé pontra és a & tengely érintdjére illeszked§ norméalmetszet
gorbiileti sugara. R,, R, és R; jelentése ugyanaz az 7, « és f§ iranyokra vonat-
kozolag. A felillet normalmetszetének gorbiiletét akkor tekintjiik pozitivnak,
ha a gorbiileti kézéppontba mutaté vektor a feliileti normalissal, a halézat
egy-egy csomoépontjaban tehat a csoméponthoz rendelt koordinatarendszer

¢ tengelyével egyezd iranyitasi. Igy a 9. abran lathaté esetben R; negativ,
R, pedig pozitiv.

Feltételezésiink szerint a feliiletre mergleges fesziiltség a tébbihez képest
elhanyagolhatéan kicsiny, ezért a fesziiltségi allapot sikbeli fesziiltségi allapot-

nak tekintheté. E szerint (10. &bra)

P 0,—0p cos® P+ 274, siny cos y

2

sin?yp

o¢ = 0p sin’y-+o0, cos®yp+27;, siny cosy,

10. dbra
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ill. o, helyére az elébbi kifejezést behelyettesitve

0¢ = 0, cot? p-(og(1 —cot?y)4-27,4, coty,
tovabba
Tgy = Tgy(sin?y—cos? )+ (0,—0p) siny cosp =
0,—0p cos® 275, siny cos p—a, sin’y

= Tpy(sin® y—cos?y) -+ cosy =

sin
= Tg,+(0,—0p) cot y.

Fentiek alapjan irhatjuk, hogy

hj2 ¢
N£ =J O'£ [1 —_——
—h/2 Ra
hJ2

= [o.cot>y 4 05 (1 — cot® ) + 2 754, cot 9] (1 — RLJ d¢.
_h/2 a

A kifejezésben szerepls egyes integralokat a kijvetkez8képpen alakithatjuk at:

hj2 e hy2 ¢
|1 —— d5=f (1—— _*____)
J—ma [ R, ) —hf2 +

h/2 1 1 1 k{2 C
=N, + & =N, +— 1L —
« %C( J ¢ « Rff C( X, + ) d¢

—hp2 R, < —hj2 R,
]_ ~hf2 1
— e c[ ——+1§£) c=N,-7{;M¢+R—1M¢+
hj2 R
i b
ﬂ;aﬁ[1 _E%)dz=£/;aﬁ(1 *R%J”R%_z%) & —
B2
=N,,+ﬂ% —mO'aC(l ——~+ C] C——J_m [ —%JFR%J&C:
=N,,——Mﬂ+—~M,,+ " o [i]z (1 _ﬁ]d:,
R, R, e PR, R,
Ji/:ﬂrpn IinC JiI:/zTﬂn [I-Rin+Rin_£:) df =
i o B -
+7§;J dészn—El—T]-Mﬁn+Ri1Mﬂn+ il;fpn [1%2 [1— ﬁj]dé.
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Feltételezésiink szerint a héj h vastagsaga egyéb méretéhez, igy R.-hez és
R,-hoz viszonyitva, kicsiny, ezért a masodrendiien kicsiny ({/R;)? és ({/R,)?
tényezivel szorzott kifejezéseket tartalmazé integralokat elhanyagolhatjuk.
Ezéltal Nore a kovetkez§ kifejezés adddik

1 1 1 1

Ne = [Nt [ =g Moyt [N [ = g | s [ (1 — o+
1 1

—‘l— 2[Nﬂn + [E_}_EJ Mﬂ,,]:lcoti/),

az elhanyagolas pedig

h(2 é‘ 2 1{£ C 2 R
I N T 2 S — B 1 — 2 .
j—hﬂ{% ) ( R ]COt 1/’+[ J ( R ] Lo coty) 4

R; R,

—|—21pncottp] ldé‘.

!

o o

Hasonléképpen
M; = M,cot*y + Mg(l — cot®y) + 2 My, coty;

itt az elhanyagolas

Jhlz i—-LJO' cot?y + [o5(1 — cot?y) + 2 74, coty] - 1—-—1—] {2ds
" (Ra R, YT Y P OLY (Ra Rn} '

M, kétféleképpen is kifejezhets
I. M, =M,
Ekkor az elhanyagolas

Jnhlz chz["l—'—i)dC:J‘m re(i]z( _&) ac
h ¢ w —hf2 * R, R

II. My, = Mpg, + (M, — M) coty
esetében pedig az elhanyagolas

2 1 1 11 11 -
- — — dc.
J._m{f""{Ra RJJF[““(& REJ“"(R R ]]c"“”}i :

i % m

Ha a y szdg kevéssel tér el a 90°-tél, akkor a masodik osszefiiggés ad
jobb kozelitést, mert akkor egyrészt cot y és rajta keresztiil az integralandé
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kifejezésnek a vele szorzott tagja is zérushoz kézel allé érték, masrészt pedig
R, és R, értékei kozel egyenlSk, tehat (1/R, — (1/R,) értéke és rajta keresztiil
az integralandé kifejezés masik tagja is zérushoz tart p — 90° esetén.

Az 7 tengelyre mergleges metszet N,, M, és M,; igénybevételei hasonls
médon fejezhetSk ki a szerepls igénybevételek segitségével.

7. A hajlité és a csavaré merevség aranya

A szamitas soran a modellként szolgilé tartéracs gerendainak csavaré
merevségét is figyelembe kell venni. Milyen legyen azonban a gerendak
csavaré merevsége kiilonos tekintettel arra, hogy e gerendakat tetszés szerinti
szélességilieknek, a vizsgilatok soran végtelen kis szélességlieknek valasztjuk,
ami azt jelenti, hogy egy-egy ilyen gerendanak a hajlité merevsége is zérushoz
tart, csavaré merevsége pedig a szélesség csokkenésével hatvinyozott mérték-
ben csokken. Meggondolva azonban, hogy a gerenda terhelése is a szélességével
aranyos, lathaté, hogy a hajlité nyomaték hatasanak (eltolédds és tengely-
keresztelfordulds) szempontjabél az egység megvalasztisa (egységnyi széles-
ségi gerendarél van szé) nem bir jelentdséggel.

Egészen mas a helyzet, ha egy derékszégii keresztmetszetii gerendat
csavaré nyomatékkal terhelink. Azonos aranyban csékkentve a gerenda
szélességét és a csavaré nyomaték értékét a fajlagos elcsavarodas szioge a
szélesség csokkentésével n§. A probléma tehat nem kozelithetd meg a héjbél
kimetszett gerenda csavaré merevségén keresztiil. Helyes aranyokra akkor
jutunk, ha a gerendat a héj egy haboritatlan savjaként kezeljiik.

A kérdés tulajdonképpen igy fogalmazhaté meg. A héjbdl kivagva egy
egységnyi szélességii (az egység tetszlleges) és a héj vastagsagaval egyenls
magassagi gerendat, hogyan vilasztandé meg e gerenda csavaré merevsége
ahhoz, hogy a héjban uralkodé fajlagos csavaré nyomaték hatasara a fajla-
gos elcsavaroddsa ugyanakkora legyen, mint magaban a héjban volt.

A vizsgalat a feliilethez rendelt derékszégid koordinitarendszerben
végezhetd el. Legyenek a &, n, { gérbevonald koordinitarendszerek tengelyei
olyanok, hogy & és 7 a feliileten levd, egymast derékszégben metsz§ paraméter-
vonalak, { pedig a felillet normalisaba esik.

A fesziiltségek és a fajlagos alakviltozasok kozstt a kévetkezd 6sszefiiggé-
sek allnak fenn:

E

O'f: -——1 — ,‘,2 (85 +’V8,q),
E

o, = ——ITvT(vee -+ 8,,)) .

. E
én 2(1—{—1}) Ven -
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A fajlagos alakvaltozasok pedig a kévetkez§ kapcsolatban vannak az eltols-
désokkal:

ou w v
85 T T T T T T
3y w u
= +‘_"
K 9y Rn ¢ T,
du dv u° v
Yn=—F ———+—,

ahol u a &, v az 9, w pedig a { tengellyel parhuzamos eltolédést, r, a &, r, pedig
az 7 tengely geodetikus gorbiileti sugarat jelenti.

Feliiletre illeszkedd gérbe geodetikus gorbiiletén a gérbe érintdsikon
levs vetiiletének a gorbiiletét értjiik. Képleteinkben a geodetikus gorbiiletet
akkor tekintjiik pozitivnak, ha a vizsgalt pontbél a gorbiileti kézéppontba
mutaté vektor az f Xt vektorral azonos iranyitdsd, ahol f a feliileti normalis, t
pedig a gorbe érintGvektora.

A  koordinatatél is fiiggd eltolédasok a kozépfeliilet pontjainak u(, ),
v(&, 1) és w(&, 1) eltolédasaival, valamint a pontnak a kozépfeliilettsl valé ¢

tavolsagaval a kovetkezdképpen fejezhetdk ki:

(L _BwEn)
v =1 ] w - 2E0
viEme) = (1 —‘é—] v (£ ) —C%”;’").

Feltételezésiink szerint a héjvastagsag és az eltolédasok a héj
egyéb méreteihez képest kicsinyek, ezért a R-rel vagy r-rel osztott tagok a téb-
bihez viszonyitva elhanyagolhaték és igy a fajlagos alakviltozasok az

au dv Bu 8v

85 bn =7 Ven =

£ =
¢ 87 65

képletekkel, az eltolédasok pedig az

wEr, )—u(&n)—éa“’gi’m,

U(f,?], )— 'v(f,n) _é‘ aw(§977)

képletekkel adhaték meg. Utébbiakat az eldzéekbe helyettesitve

_dulEn) _, Puln)
8¢ 9&2

M

Miiszaki Tudomdny 46, 1973




HAJLITOTT HEJAK SZAMITASA 465

& = 8v (£,7) ¢ 3w (£, 1)
! c on?
_ BulEn) | BulEm) . Fw(én)
Ven 3y MY’ : 8¢ 87

adédnak, amelyekkel a fesziiltségek

E |3u Bv Szw}
0'£= —“C L)
1—»*| 8¢ 8§ (87] 8772,:’

o, = E Su CBL’w +8_v_é_82w
1—»? 8§ o&? 3y 9 n?

% w J

E
(—+5E_ 8¢ dn

T 1) ey

A gerenda szélességét egységnyinek valasztva, a rahaté hajlité nyomaték
azaz a hajlité nyomaték fajlagos értéke, a ({/R,), (u = &, ) értékének az

egység melletti elhanyagoliasa utan

hJ2 3 32 2
Mez—f o df — — 11 ( Yoy S ]

—hf2 12 (1 — 1!2) 852 5] 77

hj2 3 32 32
W= — [ ogar = TR T

—&f2 12 (1 - 112) 9 52 9 ’)72

a csavaré nyomaték fajlagos értéke pedig

hf2 ERm? 92
My, :j Tl d ¢ = B
—hj2 12(1+v) 85 87}

A fajlagos tengelykeresztelfordulas, a D = Eh3/12 jelolés bevezetésével
a hajlité nyomaték hatasara

1
D (M, —vM,),

a csavaré nyomaték hatasara pedig

1
'3(1+V)M€n.

Az eredmény azt fejezi ki, hogy az igy kimetszett gerenda hajlitassal
szembeni merevsége a csavarisra vonatkozé merevség (1-fv)-szerese.
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8. Gorbe tengelyii rad alakvaltozasa

A tartéracs felbontdsaként nyert, statikailag hatarozott részek adott
pontjainak az elmozdulasat konnyen ki tudjuk szamitani, ha ismert az az
eljaras, amelynek segitségével a rid kezdépontja elmozdulasanak és a ridban
keletkezé igénybevételeknek birtokaban a végpont elmozduldasa szamithaté.

Célkitlizésiink nem igényli az altalanos eset targyalasat, ezért a feladatot
ennek megfelelGen sziikitjiik. Csupéan olyan gorbe tengelyii rudak vizsgalataval
foglalkozunk, amelyeknek tengelye az adott kozépfeliiletre illeszkedd, adott
egyenletii gorbe. A rid keresztmetszete olyan derékszogii négyszog, amelynek
szélessége egységnyi, magassaga pedig a héj h vastagsagaval egyenld. A kereszt-
metszet egyik (a h hosszisagu éllel parhuzamos) szimmetria tengelye a feliileti
normalissal parhuzamos, a masik pedig erre és a gorbe e pontbeli érintéjére is
merdéleges. A ridhoz, ill. tengelyének minden pontjahoz a mar definialt t, n, f
vektorhdrmast rendeljiik (5. abra).

A nyiréerdk és a feliileti erdk (a héjra haté kiils§ er8k) hatasat elhanya-
goljuk, azaz a ridnak csak a kovetkezd igénybevételek (11.4abra) hatasara lét-
rejové alakvaltozasat keressiik:

M  az egységnyi szélességii ridra haté hajlité nyomaték, amelynek vektora
az n vektorral parhuzamos és pozitiv nyomaték esetén ellentétes iranyi-
tasi. Ez a nyomaték a héjban hatd, a gerenda tengelyére meréleges
iranyhoz tartozé fajlagos hajlité nyomaték,

M, a rid tengelyére mergleges sikban haté hajlité nyomaték fajlagos értéke.
Ez a ridnak a metszés folytan keletkezd oldallapjait terheli. Vektora a t
vektorral parhuzamos. Akkor pozitiv, ha a héjnak ugyanazon az oldalan
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ébreszt hizé fesziiltséget, mint a pozitiv M. Ez a nyomaték a héjban a
rid tengelyével jellemzett iranyhoz tartozé hajlité nyomaték,

T az egységnyi szélességii ridra haté csavaré nyomaték. Ez a héjban a rid
tengelyére merdleges iranyban haté csavar6 nyomaték. Vektora pozitiv
T esetén a t vektorral megegyezd iranyitasi,

N a rad tengelyével parhuzamos normal eré fajlagos értéke. Pozitiv, ha
vektora a t vektorral megegyezd iranyitasd, azaz ha hazé fesziiltséget
okoz. Valtozasat akkor tekintjitk pozitivnak, ha értéke m iranyaban
haladva né. Ez azt jelenti, hogy 9N/on pozitiv értéke esetében a hatasa-
ként létrejové fajlagos tengelykeresztelfordulas vektora az f vektorral
ellenkezd iranyitasd, tehat pozitiv 8N/an esetében a fajlagos tengely-
keresztelfordulas negativ. Ugyanis azokat a tengelykeresztelfordulas
komponenseket tekintjiik pozitivnak, amelyek vektora a t, n, ill. f vek-
torral egyez§ iranyitasd. Igy pozitiv M negativ, pozitiv T pedig pozitiv
elfordulast eredményez, i

N, a rdd tengelyére mer8leges normalers fajlagos értéke. Pozitiv, ha hizé
fesziiltséget okoz.

A teljes feliiletre érvényes x,, x,, x4 koordinatarendszerben az elmozdulas
és elfordulas komponenseket akkor tekintjiilk pozitivnak, ha vektoraik a
koordinatatengelyek pozitiv iranyaba mutatnak.

Mar emlitettiik, hogy a feliileti normalissal parhuzamos vektorua fajlagos
nyomatékot nem tekintjiik 6néallé6 nyomatéknak, hanem azt mint a normalerd
valtozasat vessziik figyelembe. Képleteinkben tehat a normélers hatasa nem-
csak a gerenda megnyiilasaban jelentkezik, hanem a gerenda tengelyére merd-
leges iranyd valtozasa a felilleti normalis kériili tengelykeresztelfordulast is
elgidéz. Ennek értéke a kovetkezdképpen hatarozhaté meg.

E]—a—Nduds

T
[=]

ing

Q
a

de

=

N 4s

ds Eh

12. dbra

Tekintsiink egy ds hossziisagi és da szélességli elemet (12. abra). A nor-
malerd valtozasat ezen a da szélességen linearisnak tekintjiik, tehat, ha az
elem egyik, az s tengellyel parhuzamos éle mentén az s irdnyd normalerd
értéke N, akkor a téle da tavolsagban levé él mentén N+ (3N/da) da. A normal-
er6 hatasara a ds hosszisagi elem megnyilik. Ez a megnydlas azonban az
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s-re merdleges iranyban valtozik. A megnyilas névekménye da tavolsiagra

1 B8N

—_— dads,
Eh 0da

ami azt jelenti, hogy a ds hosszra esd tengelykeresztelfordulas

dop =+ 2N 4.

ER Ba

Ezt az 6sszefiigggést haszndljuk a tovdbbiakban a norméler§ valtozasahdl
keletkez8 tengelykeresztelfordulasok és eltolédasok szamitasara szolgalé kép-
letekben. Ezekben a képletekben IN a héjb6l kimetszett tartéracs tengelyére
merdleges metszetben keletkezd normalerd, n pedig a tengelyre meréleges
irany.

Ferdeszogii koordinatarendszer esetében azonban ezek az erdk nem tar-
toznak a felvett ismeretlenek k6zé. Csupan a kozelit8 polinomok & és 7 szerinti
derivaltjait tudjuk szamitani és a keresett derivaltakat ezekkel tudjuk kézeli-
teni.

Az irany szerinti differencialhanyadosra vonatkozé ismert képlet segit-
ségével, és figyelembe véve, hogy a & tengelyre merdleges irdny az «, az 7 ten-
gelyre meréleges irany pedig a f§ irany, tovabba, hogy az « egyenes pozitiv
iranya a gérhéhez rendelt n vektor iranyaval megegyezik, mig f iranyitésa az )
tengelyhez rendelt m vektor iranyitdsaval ellenkezd, az egyes tengelyiranyokhoz
tartozé norméaler8k merdleges irany szerinti derivéltjait a kévetkez§ képletek

szolgaltatjak:
3] 3 1 9 3
Ne  8Ne _ Ne 8N cos p
dn B siny | 09 9¢&
és
fe] 3 3
ani N*l:__l__ i_aN"]cosy)),
9n 8p siny | 8¢ 9

ahol y a £ és 7 tengelyek altal bezart szog (10. abra).

A megfelel§ tengelykereszt-elfordulaskomponenseket ¢;, ¢,, p;-mal, az
egységvektorokat valtozatlanul e, e, és e;-mal jelolve, és megtartva az e, =
€, €5 = €, X, = X, X5 = %, jeloléseket, s6t kiegészitve ¢, = @, és @5 = @,-vel,
toviabba bevezetve a

12
ER?

m=K(M--vM)n—(1+»KTt + —— |[—— —»

1 (8N 8N,
Eh [an 9n J
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jeloléseket, a (j, k) ridszakasz j kezd8pontja elmozdulasanak ismeretében a k
jeld végpont elmozdulasanak koordinatai a kévetkezs képletek alapjan szamit-
haték:

Ay, = A¢;, — {aj0me,ds, (rv=1,2,3)

A Xy = 4 X, + A4 Pjut+1 (xk.u+2 — j,,u+2) — A1 Piute (xk,p.+1 - xj,p.—i-l) +

1
+ j(’]")ﬁ (N — 'VNn) tep. dS +

+ j(lj.k) m [(xk,y.+1 — xy.-i—l) €ut2 — (xk,p.+2 — y.+2)e,u.+1]:ds’

ahol xx, a k jelii pont, x, pedig a futépont y-edik koordinatajat jelenti.

A héjnak allandé h vastagsaga esetében az egyes képletekben h értéke az
integralas jele elé kiemelhetd és a K-val jelolt kifejezés konstans. Valtozé héj-
vastagsig esetében h is az s paraméter fuggvényében adandé meg. Ennek figye-
lembevételével a kozolt képletek allandé és valtozé vastagsidgi héjak szamita-
sara egyarant alkalmasak.

9. Példa

A moédszer elsé alkalmazasaként a négyzet alaprajzi, pereme mentén
egyszeriien tamasztott lemez keriilt megoldasra egyenletesen megoszlé teher
esetében. A lemez anyaginak Poisson-féle tényez8je v = 0,3. A szamitast a
13. abran lathaté halézat alapjdn végeztik. A négyszeres szimmetria miatt
még a lemez negyedére is fennall, hogy

fwyij = xji és Qyij =0 ijio

ami lehetdvé tette, hogy esak M, hajlité nyomatékokkal és Q, nyiréerskkel
dolgozzunk, amikor az x index is elhagyhaté.

Ismeretlencknek az igénybevételek 14. abran megjelslt pontokhoz tar-
tozé értékeit tekintettiik, ami 6sszesen 24 ismeretlent (9 nyiréerdt, 6 csavaré
nyomatékot és 9 hajlité nyomaték fajlagos értéket) jelent.

y

8

13. dbra
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A lemez-elemek egyensilyara 6 erd és 9 nyomatéki, egyiitt tehit 15
egyenyiilyi, a tartéracs csomépontjaira 3 a fiiggSleges eltolédasok és 9 a ten-
gelykeresztelfordulisok egyenlfségét kifejezs, egyiittesen 12 folytonossigi
egyenlet irhaté fel. Az egyenletek szama tehit dsszesen 27.

Ennek a 27 egyenletbdl allé és 24 ismeretlent tartalmazé talhatérozott
linearis egyenletrendszernek a megoldasa szolgaltatta a keresett fajlagos

y Ly Ty
4 2 1
i ) +
%(_._._L_.._L._I %(___._L—-—-—l %(}—--»—— <>—-4.l)
x Q x My x
14. dbra

igénybevételeket. A megoldasbdl egyetlen — a szakirodalom pontos eredmé-
nyével is 6sszehasonlithaté — értéket emlitiink meg. A lemez kézéppontjiban
haté maximalis hajlité nyomaték értékére a szdmitasbél 0,0477 qa® adédott, a
szakirodalomban kézélt* 0,0479 qa? értékkel szemben. Az eltérés tehat a fél
szazalékot sem éri el.

Calculation of Bent Shells by Means of a Grid Model. The method presented is based on
the equilibrium equations related to the elements if a bent shell, defined by a given network,
and on the continuous equations related to the network proper representing a grid. The coeffi-
cients of the equations should be calculated by definite integrals. The rigidity properties of
the reference grid are determined by the rigidity data of the shell, and its beams are ana-
lyzed as spatial curve axis bars. Finally, the results of an actual application are presented.

Berechnung ven auf Biegung beanspruchten Schalen mit Hilfe eines Triigerrostmodels.
Die fiir die mit einem gegebenen Gitter begrenzten Elemente von auf Biegung beanspruchten
Schalen aufgeschriebenen Gleichgewichtsgleichungen und der fiir das Gitter — als Trigerost
—aufgeschriebenen Kontinuititsgleichungen bilden die Grundlage des in der Abhandlung
dargestellten Verfahrens. Die Koeffizienten der Gleichungen kénnen mit Hilfe von bestimm-
ten Integralen gerechnet werden. Die Steifheitseigenschaften des Bezugstriigerrostes werden
von den Steifheitsparametern der Schale bestimmt und die Balken werden als Stibe von
rdumlich gekriimmten Achsen analysiert. Die Ergebnisse der praktischen Anwendung werden
mitgeteilt.

* Lasd pl. TiMOSHENKO, S.—WoiNowsKY-KRIEGER, S.: Theory of Plates and Shells,
MecGraw Hill Book Company, Inc. New York —Toronto—London 1959, 118 —120. oldalinak
6—8 tablazatait.
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