RUDSZERKEZETEK STABILITASVIZSGALATA

GASPAR ZSOLT*

[Beérkezett 1971. augusztus 9-én]

A riouszerkezetzk nagy elmozdutasokra is érvényes allapotvaltozasi differencialegyen-
letébdl kiindulva levezetjiik az egyparaméteres teherhez tartozé allapotvaltozasi differencial-
egyenletet. E differencidlegyenlet homogén része a ridszerkezet allapotvaltozasinak eligazasi
pontjanal oldhaté meg. A differencidlegyenlet egyiitthatématrixdnak blokkjait a masodrendii
elmélet segitségével kozelitjiik, és igy egy direkt sajatértékfeladatra jutunk. Végiil egy inter-
poléciés eljarast kozliink, melynek segitségével a kritikus teher paraméterét tetszéleges pon-
tossaggal meg lehet hatérozni.

.

1. Bevezetés

Célunk a riddszerkezetek egyparaméteres allapotvéltozasa elagazasi
pontjanak meghatarozdsa. A feltett kérdésre a valaszt a ridszerkezet egy-
paraméteres teréhez tartozé

5] ()

allapotvaltozasi differencialegyenlet homogén része megoldhatésiaganak

D G*[=0
¢ F |
feltétele adja meg. Az egyenletet — egyparaméteres terhet feltételezve — a

[2]-ben bemutatott, a nagy elmozdulasokra is érvényes differenciilegyenlet-
b6l kiindulva vezetjik le. A differencialegyenlet egyiitthatéméatrixanak
blokkjait a masodrendl elmélet hasznalhatésagat feltételezve az elagazasi
pont kozelében levé, ismert stabil allapothél kiindulva kozelitjiik, és igy egy
— a kiindulasi stabil illapot skalar paraméterétdl is fiiggé — direkt sajat-
értékfeladatra jutunk. A legkisebb sajatérték a kritikus teher nagysagat, a
hozza tartozé sajatvektor a kihajlasi alakot adja meg. Végiil egy interpolaciés
eljarast kozliink, amelynek segitségével a kritikus teher paraméterét tetszg-
leges pontossaggal meg lehet hatarozni.

* Gaspar Zsolt, Budapest XI., Kelenféldi u. 35/a
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244 GASPAR ZSOLT

2. Az allapotvaltozas elagazasi pontjat meghatarozé differencidlegyenlet

A ridszerkezetet az [1]-ben definialt ridelemekkel kozelitjiik, igy nagy
elmozdulasok esetén is érvényes a [2]-ben levezetett

ov fla] e 0

differencialegyenlet, ahol
*
D= 3G s].
ou

A vizsgélat soran feltételezziik, hogy a szerkezet nagy elmozdulasokat szen-

ved, tehat a geometridja is megvaltozik, igy a mindenkori G az alaphelyzethez
viszonyitott elmozdulasok fiiggvénye

G - G(u).

A szerkezet hajlékonysagi matrixa altalanos esethen az elmozdulasoknak
és a feszultségeknek is fliggvénye

F — F(u,s),

de az alabhi osszefiiggések levezetésénél feltételezziik, hogy a szébajovs
allapotvaltozasi tartomanyban

F = const.
Vizsgédlataink egyparaméteres teherre vonatkoznak, tehat a teher
q — Rf,
f. = const.

alakban irhaté, ahol f allandé vektor is lehet, azonban altalinossaghan fel-
tételezziik, hogy az elmozdulasok egyértéki fiiggvénye

£ f(u).

Egyparaméteres teher esetén a teher infinitezimélisan kicsiny megvaltozésa
soran a

G*s+Rf =0, (2)
(G*+dG*)(s+ds)+ (R+dR)(f+df) = 0
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egyensilyi egyenletek érvényesek, amelyek osszevonasa utan (a dG*ds tag
elhany agoldsaval),

*
dG* = —a-C— du,
du
df = a—fdu
du

dsszefiiggéseket felhaszndlva és a (dt = 0 feltételezéssel élve)
Gdu+Fds =0 3)

kinematikai egyenletet figyelemhe véve elGallithatjuk az egyparaméteres
teherhez tartozé dllapotviliozdsi differencidlegyenletet:

G F ds 0
ahol
*
D:[aG s]+R8—f.
du du

Vizsgalataink célja az allapotvaltozas eldgazasinak meghatarozasa.
Mas széval meghatdrozandénak tekintjiik az u(R), s(R) térgorbe R paraméterrel
jellemzett azon pontjat, amelynek kézvetlen szomszédsagaban (infinitezima-
lis koézelségében) létezik valtozatlan R paraméter értékhez tartozé u + du,
s -+ ds allapotjellemzdkkel leirhatd egyensiilyi allapot. Az elagazasi pontban
tehat a (4) egyenlet dR = 0 differencial mellett kielégiil. A ridszerkezet alla-
potvaltozasanak elagazasi pontjat igy a

S ®

homogén differencialegyenlet hatarozza meg.
Ezzel a feladat elvileg megoldottnak tekinthet§, mert a keresett R érté-
ket a
D G* =
0 (6)

karakterisztikus egyenlet szolgaltatja. Azonbhan (6) az R-et implicite tartal-
mazza, ezért elméletileg gy kell eljarni, hogy (4)-et integralva — azaz x(R) =
= [u(R), s(R)] allapotvaltozasi térgérbét eldallitva — keressitk, hogy (6)
egyenletet milyen R-t6l fiiggd D, G elégiti ki.
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A vazolt gondolatmenetbdl kitinik, hogy a (4) differencidlegyenlet
egyiitthaté matrixa az eligazasi pont kdzvetlen kérnyezetében rosszul kondi-
cionaltta vilik, ezért kiozonséges iteraciéval nem lehet az elagazasi ponthoz
tartozé R paraméterértéket meghatarozni. Ellenben jarhaté dtként kinalkozik
az elagazisi pont véges kornyezetére épitett interpolacié, melyre vonatkozé
— gyakorlatilag hasznélhaté és kiprébalt — algoritmust a kévetkez§ két pont-
ban mutatjuk be.

Ha feltételezhetjiik, hogy

F =<0,
az (5) differencialegyenlet alsé egyenletéhdl ds kifejezhetd

ds =— F1Gdu.

Ez behelyettesitve az (5) dsszefiiggés fels§ egyenletébe, az eldgazdsi ponthos
tartozo sajdtértékfeladatot

(D—G*F1G)du =0

formaban, vagy a D részletezésével

([SG* s]+R8—f—G*F*1GJdu=O (7)
ou du

formaban is leirhatjuk.
Ebben az egyenlethen a masodik tag tényezdként is tartalmazza az R
sajatértéket, mig a tobbi tag csak kozvetve, tehat f = const. esetben a

*
{SG s]—G*F“‘GJ du = 0
du

elfajult sajatértékfeladatot kapjuk.

3. Az egyiitthatématrix meghatarozasa

A (7) osszefiiggéshen szerepl§ matrixok és vektorok az R paraméter
figgvényei, igy az R-rel egyiitt ismeretlenek, tehat segitségiikkel egyeldre
nem hatirozhatjuk meg a kritikus teher paraméterét. Ezért feltételezziik,
hogy ismert a stabil allapotvaltozasi szakasznak egy olyan, R, paraméterhez
tartozé w, s; allapotvektora, mely ,,elég kozel” van az R paraméterrel jelle-
mezhetd u, s allapotvektorhoz. Elég kézelinek akkor nevezziik a két allapot-
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vektort, ha az egész [R;, R] zart intervallumban el8irt pontossaggal teljesiilnek
a kovetkez§ feltételek:

a) a G matrix megvaltozasa az elmozdulasvektor lineéris fiiggvényének
tekinthetd

b) a G matrix és az f vektor derivilt tenzora konstansnak vehetd

c) az elmozdulasvektor névekményét tobb tényezbként tartalmazé
tagok elhanyagolhatéak a tébbi taghoz képest.

Tehat a feltételezésiink szerint ismert a
Gi*S,"J{—R,' f,' = 0

egyensilyi egyenlet, valamint a
ds; =s s;,
Adu,=u -u;, (8)
AR; = R—R;

jelolések felhasznalasaval a masodrendi elméletnek megfelelen a (4) differen-
cialegyenletet differenciaegyenietként irva érvényes a

[AuiJ+ARi[fiJ=0 9)

D; G}
AS,’ 0

G F

osszefiiggés, ahol

A (9) egyenlethdl As; és A u; kifejezhets

As; =—F1G,; Au;. (10)
M, = (GFF'G, D) 1fAR;.
A
H=G!F1G,—D,
jelsléssel

Aui = H—l fi AR,‘, (11)
és ezt felhasznilva, a (10) egyenletben a

Asi =_—F Gi H1 f,' AR, (12)

Miiszaki Tudomdny 45, 1972



248 GASPAR ZSOLT

Osszefiiggést kapjuk. Az R paraméterhez tartozé G feltételezésiink szerint fel-
irhato
3G

ou u—y,

G T Gl+ Au,- (13)
alakban.

A (7) sajatértékfeladat a (8) és (13) 6sszefiiggések alapjan — mivel a
derivalt tenzorokat konstansnak tekintjiitk —

([ac*l (Si+ASi)J+R§£‘i -

Bu  u—y,

u=u;
*®
Gr+ _Si | AuiJ F1 (Gi + E Au,-) du=20
u ‘u=u,- U |u=w

alakiu lesz. Ebbe az egyenletbe behelyettesitve a (11) és (12) gsszefiiggéseket
— feltételezésiink alapjan elhanyagolva a A u; vektort két tényezéként tar-
talmazé tagot — kapjuk

| . |
[[ 8G* sl]_[a(; (F1G, H—lfi)]AR,-—{—Rif' _

du ou lu—y L R
G F1 GG F |28 (H—lf,-)l AR;—
U lu=y; )
|
—‘SG | (H—lf,.)] F-lGiAR,.] du—0.
U luzy

Ez az egyenlet, ha bevezetjiik a

D, = G'FG,
* |
D,= - [ (- f.-)] F16,
(G, |
N
D; = [EG— Si—‘
ou 'y_u,
* |
D= |- @G E]
ou lumy
b, _ o
ou luzy,

jeloléseket, akkor
(D;+D;+(D,+D;+D,) AR, +D;R)du = 0
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alaki lesz. (Ez az egyenlet a D3 /AR du tag kivételével megegyezik a [3] 259.
oldalan talidlhaté egyenlettel. A kiilonbség a levezetéshen szerepl§ eltérd elha-
nyagolasokbdl szarmazik.) Felhasznédlva a

AR; =R R;
osszefiiggést, az
A=D,+D, R(D,+D+D,),
B=D,+D}+D,+D;

jelolések alkalmazasaval az

(A+RB)du =0 (14)

altalanositott sajatértékfeladatot kapjuk, melyben az R sajatérték a kritikus
teher paraméterét adja, a du sajatvektor pedig a kihajlasi alak affin képét
hatarozza meg.

4. A stabilitasvizsgalat menete

A sajatértékfeladat levezetésekor feltételeztiik, hogy a kritikus teher
megfelel§ kozelségében levé R; paraméterhez tartozé dllapotvektort ismerjiik.
A megfelel§ R; paraméter meghatarozasat iteraciés iton végezziik. A sajat-
értékfeladatban levd matrixok, és igy a sajatérték az R; paraméter fliiggvényel

R =f(R).
Az elagazasi ponthoz tartozé teher paraméterét e fiiggvény gérbéjének és az
R =R;
vgyculetu egyenesnek a metszéspontja szolgaltatja, mivel itt a
AR; = 0

miatt a feltételeink teljesiilnek. A metszéspont meghatirozasara a kovetkezd
moédszert javasoljuk. Ha az dllapotvaltozas stabil szakaszin egy R, paraméter-
hez tartozé allapotvektor ismert (kiindulaskor esetleg a terheletlen allapot),
akkor ez R; paraméterrel kiindulva megoldjuk a (14) sajatértékfeladatot,
amely az f(R;) értéket szolgaltatja. Ha

abs (f(R)—R,) > ¢
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(¢ az el8irt pontossagtél fiiggs allandd), akkor a nagy elmozdulisok elmélete
segitségével meghatarozzuk az

RH—l = R1+AR gf(R,-)

paraméterhez tartozé allapotvektort, és az egész eljarast megismételjiik.
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Stability Test of Bar Structures. Starting from the differential equation of the state varia-
tion of large bar structure displacements, the differential equation of the state variation per-
taining to single-parameter loading is derived. The homogeneous part of this differential equa-
tion can be solved with respect-to the branch point of the bar structure state variation. The
coefficient matrix block of the differential equation is approached by the second order theory,
whereby a direct eigenvalue problem is arrived at. Finally, an interpolation process is presented
which leads to the optional accurate determination of the critical load parameter.

Stabilititspriifung von Stabkonstruktionen. Im folgenden wird von der auch fiir grofle
Verschiebungen von Stabkonstruktionen giiltigen Differentialgleichung der Zustandsinderung
ausgehend, die der einparametrigen Last zugeordnete Differentialgleichung der Zustands-
inderung abgeleitet. Der homogene Teil dieser Differentialgleichung kann am Abzweigungs-
punkt der Zustandsinderung der Stabkonstruktion gelost werden. Die Blocke der Koeffizien-
tenmatrix der Differentialgleichung kénnen mit Hilfe der Theorie zweiter Ordnung angenéhert
werden, wodurch man zu einem direkten Eigenwertproblem gelangt. Schliefilich wird ein Inter-
polationsverfahren angefiihrt, mit dessen Hilfe der Parameter der kritischen Last mit belie-
biger Genauigkeit bestimmt werden kann.
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