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Ez a t a n u l m á n y derékszögű n é g y s z ö g a l a p r a j z ú o l y a n t ranszlác iós h é j a k s zámí t á sáva l 
fogla lkozik , ame lyek peremívei csak s a j á t s í k jukban m ű k ö d ő e r ő h a t á s o k k a l szemben e l len-
ál lók. Az i s m e r t e t e t t e l já rás l ehe tővé tesz i a r e d u k á l t feszí tőerők k ö z v e t l e n m e g h a t á r o z á s á t 
ané lkü l , h o g y előzőleg a f e s z ü l t s é g f ü g g v é n y t elő ke l l ene áll í tani. A j a v a s o l t módszer f ő l e g 
a k k o r e lőnyös, ha a hé j közép fe lü l e t ének egyik v e z é r g ö r b é j e m á s o d f o k ú parabola . 

1. Bevezetés 

A négy peremükön egy-egy ív tar tóra támaszkodó transzlációs h é j a k 
(1. ábra) számítása á l ta lában komoly nehézségekbe ü tköz ik és rendszerint 

csak numer ikus módszerekkel h a j t h a t ó végre. Kivételt a l k o t n a k e t ek in te t -
ben az elliptikus paraboloid a l akú héjak, amelyek v izsgá la tá ra MENYHÁRD 
I s t v á n [1—3], illetve MENYHÁRD I s tván és SZMODITS K á z m é r [4] dolgoztak 
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ki jól keze lhe tő ana l i t ikus számító e l j á r á s t , továbbá a pa tkó- és sa r lóhé jak , 
amelyek számí tásával s ze rző [6—8] fogla lkozot t . 

Az a lábbiak l e g a l á b b egyszeresen sz immetr ikus , egyébként azonban 
tetszőleges alakkal b í ró derékszögű négyszög a l a p r a j z ú transzlációs hé jak 
v izsgá la tá ra alkalmas n u m e r i k u s s zámí tó eljárást i s m e r t e t n e k . I lyen el járás 
k idolgozásá t főképpen az indokol ja , h o g y nagyobb fesz távolságú t ranszlációs 
hé jak e se t ében a héj vezé rgö rbé j ekén t — legalább is a nagyobb f e s z t á v irá-
nyában — parabolaív h e l y e t t egyéb a l a k ú görbét, p l . láncgörbét célszerű 
vá lasz tan i . 

2. Fel tevések 

Fe l t e s szük , hogy a h é j szegélyét n é g y függélyes s í kú peremív t á m a s z t j a 
alá, s ezek csupán s a j á t s ík jukba eső e rőha tásokka l szemben f e j t e n e k ki 
ellenállást , a s íkjukra merő leges — o lda l i r ányú — e r ő k k e l szemben n e m ellen-
állóak. 

Fe j tege tése inke t a h é j a k membránelméle tében szokásos fe l tevésekre ala-
pozzuk. A h é j és p e r e m í v e k csa t lakozásáná l az a lakvá l tozás i kényszerekből 
származó zava ró h a t á s o k a t f igyelmen k ívü l h a g y j u k . 

A h é j r a ható t e h e r k é n t csak függőleges megoszló erőket v e s z ü n k szá-
mí tásba , és feltesszük, h o g y ezek az e rők a héj s z immet r i a s ík j á r a (ha két 
sz immet r ias ík , akkor l e g a l á b b is azok egyikére) n é z v e sz immetr ikus meg-
oszlásúak. 

3. Alapismeretek 

Vizsgá la ta inka t o l y a n 0(x,y, z) derékszögű koord iná t a r endsze rben végez-
zük, a m e l y n e k z tengelye függőleges és az alaprajzi négyszög k ö z é p p o n t j á n 
megy á t (2. ábra). Az xz koord iná tas ík a h é j és a h é j a t te rhe lő külső erőrend-
szer közös s z immet r i a s ík j áva l esik egybe , a z tengely p o z i t í v ága lefelé m u t a t . 
Ebben a koord iná t a rendsze rben az a l a p r a j z i négyszög oldalainak egyenlete 

X = ±a, y = ±b. 

A h é j r a ható függőleges te rhe t a hé ja lapra jz te rü le tegységére vona t -
k o z t a t o t t fa j lagos é r t é k é v e l je l lemezzük, s a lefelé h a t ó erőket t e k i n t j ü k 
poz i t ívoknak . A fa j lagos t eheré r téke t a 

g = g(x, y) (1) 

t ehe r függvénnye l f e j ezzük ki. 
A h é j feszültségi á l l a p o t á n a k v izsgá la t á ra a hé jbó l az xz és yz koord iná ta -

síkokkal pá rhuzamos s í k o k k a l egy a l a p r a j z b a n de rékszögű négyszögalakú 
héje lemet metszünk ki. E héjelem feszül tségi á l l apo tá t az x, y i r á n y ú 
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пх, 7lxy ' ^yx ' "y 

r e d u k á l t feszí tőerőkkel je l lemezzük. 
A k i m e t s z e t t héjelem x, y, z i r ányú egyensúlyá t az a lábbi h á r o m vetü-

le t i egyenlet tel f e j e zhe t j ük ki [5]: 

д пх + дпух 

дх 
+ 

Эу 

апу 

Эу 
+ 

9 " х у 

Эл 

З2 z 
n v 

Эл;2 + Э2 z З2 z 
n v 

Эл;2 + 
Эу2 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

у }у 

2. ábra. Az 0(x, y, z) koord iná ta rendszer 

A (2) a l a t t i parciális d i f ferenciá legyenle te t x szer int , a (3) a l a t t i t pedig 
у szerint de r ivá lva , a 

Э2 nx + Э2 nyx = 0 

Эл;2 Эл; • Эу 

Э2 пу Э2 пху = 0 

Эу2 Эл; • Эу 
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összefüggésekhez j u t u n k . Ezeknek az egyenle teknek bal oldalán a második 
t agok azonosak, köve tkezésképpen az első t a g o k n a k is azonosaknak kell 
l enn iök , vagyis 

8 2nx _ Э'2 ny 

дх2 8у2 

Minthogy a p e r e m í v e k fe l tevésünk szerint o lda l i rányú erőket n e m tud -
n a k felvenni , az x = pe remvona lak m e n t é n 

nx = 0, (6) 

az у = ± b p e r e m v o n a l a k men tén pedig 

n y = 0 (7) 
t a r t oz ik lenni. 

4. A reduká l t feszí tőerők 

M e m b r á n h é j a k r eduká l t feszí tőerőinek számí t á sa á l t a lában a hé j f e l ada t 
" F = F(x, y) f e szü l t ségfüggvényének megha t á rozá sá t , nevezetesen a feszült-
ségfüggvény parciál is di f ferenciálegyenletének mego ldásá t teszi szükségessé. 
Ez a d i f ferenciá legyenle t á l t a l ában csak közel í tőleg o ldható meg, ami azt 
j e l en t i , hogy a nemegyszer igen hosszada lmas számí tás e r edményekén t 
p o n t o s F ér tékek h e l y e t t csak p o n t a t l a n F é r t ékekhez j u t u n k . 

Minthogy a r e d u k á l t feszí tőerők az F f ü g g v é n y második de r ivá l t j a i 

82 F 
tly 

ау2 

82 F  

Эле-8у 

82 F 

дх2 

a f eszü l t ségfüggvény p o n t a t l a n i smere téből szá rmazó h ibák a r eduká l t feszítő-
erők ér tékében f o k o z o t t mér t ékben je len tkeznek . K í v á n a t o s t e h á t , h a lehet-
séges, olyan e l járás kidolgozása, ame ly a r e d u k á l t feszí tőerők m e g h a t á r o z á s á t 
közve t lenül — a feszü l t ségfüggvény előzetes e lőál l í tása nélkül — teszi lehetővé . 

E n n e k a cé lnak az é rdekében olyan egyenle teke t kell e lőá l l í tanunk, 
ame lyek mindegy ikében i smere t lenként csak egyet len egy r eduká l t feszítő-
erő szerepel. T o v á b b i szükséges fe l té te l , hogy a szóban forgó r eduká l t feszítő-
erő kerüle t i vagy kezde t i ér tékei i smer tek , i l le tve közvet lenül megha tá roz -
h a t ó k legyenek. 
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a) Az nx redukált feszítőerő 

Fogla lkozzunk először az nx redukál t feszí tőerő megha tá rozásáva l . 
E v é g e t t i ndu l junk ki a (4) d i f ferenciá legyenle tből és de r ivá l juk az t kétszer 
y sze r in t : 

Q2z Э2 nx Э4 2 , „ Э32 
Г" H 7 ny + 2 7 

Qy2 Qyi У QyS 

3 n„ 8 2 2 q2"y I = 0 

дх2 dy2 8y4 8y 3 8у 8у2 8у2 8у2 

E z t az egyenletet az (5) összefüggés fe lhasználásával így í r h a t j u k : 

Э2 z 
Эх2 

Э2 71,- , Э2 z — - ч  
8y 8y2 

Э 2 n x  

Эх2 3y4 

1 г „ Э3 2 
n v + 2 -

dny , 8 2 g = 0 
QyS Qj 3y2 (8) 

A f e n t i egyenletben nemcsak nx, h a n e m ny is e lőfordul azonban a (4) egyenlet 
szer in t ny az nx f üggvényekén t egyszerűen k i fe jezhe tő : 

8 2 2 

8x2 
nx+g 

Э2 z 
d f 

(9) 

U g y a n e z vona tkoz ik a 3Иу/öy d e r i v á l t r a is, mely az előző kép le t f igyelembe-
vé te léve l így í rha tó fel : 

dny 

dy 

8 3z 

' dy 3 

Э2 : 

Эх2 nx+g 
Э2 ; 

8y2 

Э2 г 8 nY 

Эх2 9y 8y 
82 2 

dy2) 

(10) 

A (7) és (8) a l a t t i a k a t a (6) d i f ferenciá legyenle tbe betéve , o lyan differenciál-
egyen le t e t k a p u n k , amelyben i smere t l enkén t c s u p á n az nx f ü g g v é n y és ennek 
a f ü g g v é n y n e k a de r ivá l t j a i szerepelnek. Ezt a parc iá l i s differenciálegyenletet 
o lyan módon kell mego ldanunk , h o g y az nx f ü g g v é n y a hé j peremvonala i 
m e n t é n az nx-re vona tkozó ke rü le t i fe l té te leknek is eleget t e g y e n . 

A (6) a la t t i ak szerint az nx f üggvény á l ta l az x = f ^ a pe remvona lak 
m e n t é n te l jes í tendő kerüle t i f e l t é t e l 

nx = 0. (И) 
Az y = ± b pe remvona lak men tén viszont nx a (4) egyenletnek t a r toz ik meg-
felelni , amely ez ese tben a (7) a l a t t i a k r a való t e k i n t e t t e l így í r h a t ó : 

8 2 2 
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E z e k szerint az nx f ü g g v é n y ál ta l az y — p e r e m v o n a l a k m e n t é n teljesí-
t e n d ő kerület i fe l té te l : 

dx2 

Abban a különleges esetben, amidőn a hé j középfe lü le tének egyenlete 

z = f ( x ) + Ay2, A = k o n s t (13) 

a l akú , a fent i á l ta lános é rvényű egyenletek lényegesen egyszerűbb alakot 
ö l tenek . I lyenkor 

2 = 2a, * £ „ 0 . 
Эу2 Эу3 Эу4 

és így a (8) egyenlet he lye t t ez í r h a t ó : 

дх2 Эу2 дх2 Эу2 

A szóban forgó különleges esetben a (14) dif ferenciálegyenlete t kell t ehá t a 
(11) és (12) kerület i fe l té te lek b e t a r t á s á v a l nx-re megoldani . 

Ha viszont 

g = g(x) 
és 

z = A(x2 + y2) , A = k o n s t , (15) 

a (14) egyenlet a Menyhárd- fé le 

- ^ - + ^ = 0 (16) 
9л;2 9y2 

a l a k b a megy á t . Az i t t i s m e r t e t e t t e l já rás t ehá t a Menyhárd- fé le el járás [1] 
á l t a l ános í t á sának t e k i n t h e t ő . 

Ta lán visszásnak t ű n i k , hogy a (16) d i f fe renc iá legyenle tben maga a 
g t ehe r függvény elő sem fordul , ho lo t t az nx fesz í tőerő nem lehet a h é j r a ha tó 
g t eher tő l függet len . E z a visszásság azonban csak látszólagos, m e r t az nx 

á l t a l te l jes í tendő (12) kerü le t i fe l t é te lben a g t e h e r f ü g g v é n y b e n n e szerepel 
és ezért (16) d i f ferenciá legyenle t megoldása nem függe t l en g-től. — Ugyanezen 
megá l lap í tás vona tkoz ik a (8) és (14) di f ferenciá legyenletekre is, melyekben 
a g t ehe r függvény he lye t t csak a n n a k y szerinti de r ivá l t j a i f o r d u l n a k elő. 
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b) Az ny redukált feszítőerő 

Az riy r eduká l t feszí tőerőre nézve a (10) alat t ihoz hason ló differenciál-
egyenlet í r ha tó fel és ebből ny k i számí tha tó . Ha a z o n b a n az nx f ü g g v é n y t 
m á r i s m e r j ü k , az ny f ü g g v é n y ér tékét egyszerűbb az e m l í t e t t d i f ferenciá l -
egyenlet he lye t t a (4) egyenlet segítségével meghatározni . E szerint az egyenle t 
szerint ugyan i s ' 

92 2 
rav4- g 

дх2 

э / 2 

A (13) a la t t i különleges esetben a f e n t i képlet he lyébe az 

1 n v = 
y 2 A 

(d2z 
nx+g (18) 

дх2 

képlet lép, a (15) a la t t i e se tben pedig ny így fejezhető k i : 

n y = - ( 1 9 ) 
2 A 

c) Az nxy redukált feszítőerő 

Az nxy reduká l t feszí tőerő megha tá rozása a (2) egyen le t segí tségével 
t ö r t é n h e t i k . E szerint az egyenle t szerint 

n x y = [ ^ d y . (20) 
J Эле 

Min thogy a hé j és terhelése fe l tevésünk szer int az xz koo rd iná t a s ík r a nézve 
sz immet r ikus , az у = 0 he lyen n x y -nak el kell tűnnie . E z t a k ö r ü l m é n y t a 
(20) kép le tben kijelölt in tegrá lás elvégzése a lkalmával kezde t i f e l t é t e lkén t 
t e k i n t e t b e kell venni . 

5. A számí tás gyakor la t i végreha j tása 

A (10) illetve (14) j e lű vál tozó e g y ü t t h a t ó s parc iá l i s d i f ferenciaegyen-
le tek — bonyolu l t vo l tuk m i a t t — á l t a l á b a n csak köze l í tő numer ikus mód-
szerekkel o ldha tók meg. A számí tás elvégzéséhez a h é j a l ap ra jzá ra egyenlő 
osztásközű olyan derékszögű há lóza to t kell fekte tn i , a m e l y n e k szélső há lóza t i 
vonala i a hé j a l ap ra j zú o lda la iva l esnek egybe. E z u t á n a (12) i l letve (14) 
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egyenletben az nx d e r ivá l t j a i t közel í tésként a hálózat c s o m ó p o n t j a i b a n kép-
ze t t megfelelő d i f fe renc iahányadosokka l kel l he lye t tes í ten i és az így n y e r t 
véges d i f fe renc iaegyenle teke t kell pl. re laxációval mego ldan i . A számí tás 
során nx k e z d ő értékeiül a v izsgá landó h é j í vmagassága iva l azonos ívmagas -
ságú p a t k ó h é j a k [6—8] nx é r t é k e i t célszerű válasz tani , s ezeket az é r t ékeke t 
kell a köve tkező számítási lépésekben a d i f fe renc iaegyenle tnek megfelelően 
fokról-fokra j aví tani . 

6. Megjegyzés 

Ha a h é j s a r o k p o n t j a i b a n 
g ^ o , 

a sa rokpontok környeze tében a (4) egyenlet helyett az á l ta lánosabb 

82z 92z Э 2z 
nx 4 - 2 i v v + i v + £ = 0 

Эл2 X 8л • Эу Эу2 У S 

egyenlethez kel l f o l y a m o d n u n k . Az u tóbbi egyenlet a s a r o k p o n t o k b a n akko r 
is te l jesülhet , h a 

n x y = o o , 

A fen t i elméleti é r t é k e k k e l szemben a javasol t köze l í tő számító e l j á rás 
a s a r o k p o n t o k b a n nxy-ra v é g e s értéket szolgál ta t . Ez a visszásság a n n a k a 
köve tkezménye , hogy a s z á m í t á s a lka lmáva l a d i f f e renc iá lhányadosoka t 
— közel í tésként — d i f f e renc iahányadosokka l he lye t t e s í t e t t ük . 

E g y é b k é n t a s a r o k p o n t o k b a n nx y v a l ó b a n véges é r t é k ű . I t t a héj p e r e m -
ívei ui. sa rokmereven k a p c s o l ó d n a k egymáshoz , és így a peremívek a sarok-
pontok környeze téhen — fe l t evésünk tő l e l térően — o lda l i r ányú erők felvé-
te lére is a lka lmasak . Ezek az oldal irányú erők a héj sarokrészeinek egyen-
sú lyá t ha j l í tó - és c sava rónyoma tékok igénybevéte le n é l k ü l is b i z to s í tha t j ák . 
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zu b e r e c h n e n ohne vorher die S p a n n u n g s f u n k t i o n des Problems zu bes t immen. Die vorge-
schlagene Methode ist besonders günstig in d e m Falle, wo eine der Leit l inien der Schalenmit -
te l f läche eine Parabel zwei ten Grades ist . 

1 

6 Műszaki Tudomány 44, 1971 
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