ELJARAS TRANSZLACIOS HEJAK SZAMITASARA

CSONKA PAL*
A MﬁSiAKI TUDOMANYOK DOKTORA

[Beérkezett 1970. november 3-an]

Dr. Menyhard Istvin emlékére

Ez a tanulmany derékszogii négyszogalaprajzii olyan transzliciés héjak szdmitdasaval
foglalkozik, amelyek peremivei csak sajat sikjukban miikodd er6hatasokkal szemben ellen-
allok. Az ismertetett eljaras lehetdvé teszi a redukalt feszitGersk kozvetlen meghatirozasat
anélkiil, hogy el6zbleg a fesziiltségfiiggvényt eld kellene llitani. A javasolt médszer foleg
akkor elényos, ha a héj kozépfeliilletének egyik vezérgorbéje masodfokd parabola.

1. Bevezetés

A négy peremiikon egy-egy ivtartéra tamaszkodé transzlaciés héjak
(1. abra) szamitasa altalaban komoly nehézségekbe iitkozik és rendszerint

1. dbra. Négy peremivre tdmaszkodé transzliciés héj

csak numerikus médszerekkel hajthaté végre. Kivételt alkotnak e tekintet-
ben az elliptikus paraboloid alakid héjak, amelyek vizsgalatira MENYHARD
Istvan [1—3], illetve MENYHARD Istvan és Szmopits Kazmér [4] dolgoztak

* Prof. Dr. CsoNkA PAL, Budapest, XI. Barték Béla ut 31.
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74 CSONKA PAL

ki jol kezelhetS analitikus szamité eljarast, tovabba a patké- és sarlohéjak,
amelyek szamitasaval szerzd [6—8] foglalkozott.

Az alabbiak legalabb egyszeresen szimmetrikus, egyébként azonban
tetszGleges alakkal biré derékszégii négyszdg alaprajzi transzlaciés héjak
vizsgalatara alkalmas numerikus szamité eljarast ismertetnek. Ilyen eljaras
kidolgozasat f6képpen az indokolja, hogy nagyobb fesztavolsigi transzlaciés

héjak esetében a héj vezérgorbéjeként -— legalabb is a nagyobb fesztav ira-
nyaban — parabolaiv helyett egyéb alaka gorbét, pl. lancgérbét célszerd
valasztani.

2. Feltevések

Feltessziik, hogy a héj szegélyét négy fiiggélyes siku peremiv tamasztja
ala, s ezek csupin sajat sikjukba es§ erdhatisokkal szemben fejtenek ki
ellenéllast, a sikjukra merdleges — oldaliranyu — er6kkel szemben nem ellen-
allgak.

Fejtegetéseinket a héjak membranelméletében szokasos feltevésekre ala-
pozzuk. A héj és peremivek csatlakozasanal az alakvaltozési kényszerekbdl
szarmazé zavaré hatasokat figyelmen kiviil hagyjuk.

A héjra haté teherként csak fiiggéleges megoszlé erfket vesziink szi-
mitasha, és feltesszilk, hogy ezek az erSk a héj szimmetriasikjara (ha két
szimmetriasik, akkor legalabb is azok egyikére) nézve szimmetrikus meg-
oszlasaak.

3. Alapismeretek

Vizsgalatainkat olyan O(x, y, z) deréksziogi koordinatarendszerben végez-
zilkk, amelynek z tengelye fiigg6leges és az alaprajzi négyszog kozéppontjan
megy at (2. abra). Az xz koordinatasik a héj és a héjat terheld kiils§ er8rend-
szer kozds szimmetriasikjaval esik egybe, a z tengely pozitiv dga lefelé mutat.
Ebben a koordinitarendszerben az alaprajzi négyszog oldalainak egyenlete

%= -ta, y = 4b.

A héjrab haté fiiggGleges terhet a héjalaprajz teriiletegységére vonat-
koztatott fajlagos értékével jellemezziik, s a lefelé haté erdket tekintjitk
pezitivoknak. A fajlagos teherértéket a

g = g(x,y) (1)

teherfiiggvénnyel fejezzitk ki.

A héj fesziiltségi allapotanak vizsgalatara a héjbél az xz és yz koordinata-
sikokkal parhuzamos sikokkal egy alaprajzban derékszégli négyszdgalaki
héjelemet metsziink ki. E héjelem fesziiltségi allapotat az x, y iranyud
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By Mgy == Ty W5y
redukalt feszitGerdkkel jellemezziik.

A kimetszett héjelem x, y, z irAnyt egyensiilyat az alabbi harom vetii-

leti egyenlettel fejezhetjik ki [5]:

D= O g, @
ox oy
on,, ¥ SnxyA 50, 3)
dy ox
2 2
a—‘znx—{— et n,+g=0. (4)
B2 oy?
0
X
z
0 0
z i X
y 'y

2. dbra. Az 0(x,y, z). koordindtarendszer

A (2) alatti parcialis differencialegyenletet x szerint, a (3) alattit pedig

y szerint derivalva, a

92 n, iR, 0
Ox? 0x -3y g
8% n, 9% nyy ey
dy? dx -9y
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osszefiiggésekhez jutunk. Ezeknek az egyenleteknek bal oldalan a masodik
tagok azonosak, kovetkezésképpen az els§ tagoknak is azonosaknak kell
lennidk, vagyis

*n, n,

Ox? oy?

(5)

Minthogy a peremivek feltevésiink szerint oldalirdnyd erdket nem tud- -
nak felvenni, az x = - a peremvonalak mentén

ny =0, (6)
az y = +b peremvonalak mentén pedig

n,=20 )

tartozik lenni.

4. A redukalt feszitéerék

Membranhéjak redukalt feszit§er§inek szamitasa altaldban a héjfeladat
“F = F(x,y) fesziiltségfiiggvényének meghatarozisat, nevezetesen a fesziilt-
ségfiiggvény parciilis differencidlegyenletének megoldasat teszi sziikségessé.
Ez a differencidlegyenlet altalaban csak kozelitSleg oldbaté meg, ami azt
jelenti, hogy a nemegyszer igen hosszadalmas szémitds eredményeként
pontos F értékek helyett csak pontatlan F értékekhez jutunk,

Minthogy a redukalt feszitSer8k az F fiiggvény masodik derivaltjai

e — 2 F
X T 8y2 *
. ?F
oy = Ox - By ’
_8'F
"y B2

a fesziiltségfiiggvény pontatlan ismeretébél szarmazoé hibak a redukalt feszits-
erdk értékében fokozott mértékben jelentkeznek. Kivanatos tehat, ha lehet-
séges, olyan eljaras kidolgozasa, amely a redukalt feszitGerdk meghatarozasat
kozvetleniill — a fesziiltségfiiggvény elGzetes eldallitasa nélkiill — teszi lehet§vé,

Ennek a célnak az érdekében olyan egyenleteket kell eldallitanunk,
amelyek mindegyikében ismeretlenként csak egyetlen egy redukalt feszitd-
ery szerepel. Tovabbi sziikséges feltétel, hogy a széban forgé redukalt feszits-
erd keriileti vagy kezdeti értékei ismertek, illetve kézvetleniil meghataroz-

hat6k legyenek.
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a) Az ny redukdlt feszitéerd

Foglalkozzunk el8szor az nyx redukalt feszitGer§ meghatdrozdsaval.
Evégett induljunk ki a (4) differencidlegyenletbél és derivaljuk azt kétszer
y szerint:

2 2 4 3 R 32 32
8z.8nX+8_;f_ny+28z.8n)+ z ny+ g _o
Bx? dy* ayt 8y3 By dy?  9y? By?

Ezt az egyenletet az (5) osszefiiggés felhasznalasaval igy irhatjuk:

2 2 2 2 4 53 3 2
8z.8nx_{_8z.8nl+8zny+2 z_ﬂ+8g:0' @)
ox? ay? dy? Bx? oyt 8y3 8y dy?

A fenti egyenletben nemcsak ny, hanem n, is el6fordul azonban a (4) egyenlet
szerint n, az ny figgvényeként egyszeritien kifejezhetd:

32z
n.+g
Ox?
WET T s ®

ay?

Ugyanez vonatkozik a 3n,/6y derivaltra is, mely az el§z8 képlet figyelembe-
vételével igy irhaté fel:

63z(82zn Jwafz(a‘lz. 8nX+$"
on,  08y® | ox” 8y | 9a? 8y oy
3y (aez)z

dy?

(10)

A (7) és (8) alattiakat a (6) differencidlegyenlethe hetéve, olyan differencial-
egyenletet kapunk, amelyben ismeretlenként csupan az n, fiiggvény és ennek
a fiiggvénynek a derivaltjai szerepelnek. Ezt a parcialis differencidlegyenletet
olyan médon kell megoldanunk, hogy az n, fiiggvény a héj peremvonalai
mentén az nere vonatkozé keriileti feltételeknek is eleget tegyen.

A (6) alattiak szerint az n, fiiggvény altal az x = 4 peremvonalak
mentén teljesitendd keriileti feltétel

ny = 0. (11)

Az y = 4 b peremvonalak mentén viszont ny a (4) egyenletnek tartozik meg-
felelni, amely ez esetben a (7) alattiakra valé tekintettel igy irhaté:

82z
a—xé_ nx—{—gz 0
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Ezek szerint az n, fiiggvény altal az y = 4 b peremvonalak mentén teljesi-
tendd keriileti feltétel:

8

3%z

a2

n,=—

(12)

Abban a kiilonleges esetben, amid6n a héj kozépfeliletének egyenlete
z = f(x) + Ay?, A = konst (13)
alakii, a fenti altalinos érvényii egyenletek lényegesen egyszeribb alakot
oltenek. Ilyenkor
8%z 83z 8tz

=24, =0, =0,
8:),2 ays 8y4

és igy a (8) egyenlet helyett ez irhaté:

2 2 . 2 2
Pz 8ne 94T g (14)
B2 dy? 0x? dy?

A szdban forgé kiilonleges csetben a (14) differencialegyenletet kell tehat a
(11) és (12) keriileti feltételek betartasaval n,-re megoldani.
Ha viszont

8 = g(x)
z = A(x® 4 ¥2), A = konst, (15)
a (14) egyenlet a Menyhéard-féle

8% n, ?n,
Bx2 By?

=0 (16)

alakba megy at. Az itt ismertetett eljaras tehat a Menyhard-féle eljaras [1]
altalanositasanak tekinthet§. .
Talan visszasnak tinik, hogy a (16) differencialegyenletben maga a
g teherfiiggvény el sem fordul, holott az ny feszitGerd nem lehet a héjra haté
g tehertdl fiiggetlen. Ez a visszdssiag azonban csak latszélagos, mert az ny
altal teljesitend§ (12) keriileti feltételben a g tcherfiiggvény benne szerepel
és ezért (16) differencialegyenlet megoldasa nem fiiggetlen g-t6l. — Ugyanezen
megallapitas vonatkozik a (8) és (14) differencidlegyenletekre is, melyekben
a g teherfiiggvény helyett csak annak y szerinti derivaltjai fordulnak eld.
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b) Az n, redukdlt feszitGerd

Az ny redukalt feszitGerdre nézve a (10) alattihoz hasonlé differencial-
egyenlet irhatd fel és ebbdl n, kiszamithaté. Ha azonban az n, fiiggvényt
mar ismerjiik, az n, fiiggvény értékét egyszeriibb az emlitett differencial-
egyenlet helyett a (4) egyenlet segitségével meghatarozni. E szerint az egyenlet
szerint ugyanis '

3%z

n,+g
ny = 0% . 17

A (13) alatti kiilonleges esetben a fenti képlet helyébe az

1 [82z
n,=—— n 18
v== e x+g] (18)

képlet 1ép, a (15) alatti esetben pedig n, igy fejezhetd ki:

8
-, & 19
ny n 24 (19)

c) Az nyy redukdlt feszitoers

Az nyy, redukilt feszitGer8 meghatdrozasa a (2) egyenlet segitségével
torténhetik. E szerint az egyenlet szerint

on,
dx

dy. (20)

nxy =

Minthogy a héj és terhelése feltevésiink szerint az xz koordinitasikra nézve
szimmetrikus, az y = 0 helyen ny-nak el kell tinnie. Ezt a kérilményt a
(20) képletben kijelslt integralas elvégzése alkalmival kezdeti feltételként
tekintetbe kell venni.

5. A szamitas gyakorlati végrehajtasa

A (10) illetve (14) jelii valtozé egyiitthatés parcialis differenciaegyen-
letek — bonyolult voltuk miatt — altalaban csak kozelité numerikus méd-
szerekkel oldhaték meg. A szamitds elvégzéséhez a héj alaprajzira egyenld
osztaskozi olyan derékszogl halézatot kell fektetni, amelynek szélsé hal6zati
vonalai a héjalaprajza oldalaival esnek egybe. Ezutan a (12) illetve (14)
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egyenletben az n, derivaltjait kozelitésként a halézat csomépontjaiban kép-
zett megfelel§ differenciahanyadosokkal kell helyettesiteni és az igy nyert
véges differenciaegyenleteket kell pl. relaxiciéval megoldani. A szamitas
sordn ny kezdd értékeiiil a vizsgilands héj ivmagassidgaival azonos ivmmagas-
sagl patkohéjak [6—8] n, értékeit célszerld vialasztani, s ezeket az értékeket
kell a kovetkez8 szamitasi lépésekben a differenciaegyenletnek megfelel§en
fokrél-fokra javitani.

6. Megjegyzés

Ha a héj sarokpontjaiban

8§+ 0,
a sarokpontok kérnyezetében a (4) egyenlet helyett az altalanosabb

8% 9%z
—— N +‘ 2 nxy+
B2 8x -9y

2
z n,+g=10

2

egyenlethez kell folyamodnunk. Az utébbi egyenlet a sarokpontokban akkor
is teljesiilhet, ha

Nyy = oo,

A fenti elméleti értékekkel szemben a javasolt kozelit§ szamité eljaras
a sarokpontokban ny-ra véges értéket szolgiltat. Ez a visszissag annak a
kdvetkezménye, hogy a szamitas alkalmaval a differencialhdnyadosokat
— kozelitésként — differénciahanyadosokkal helyettesitettiik.

Egyébként a sarokpontokban ny, valéban véges értékii. Itt a héj perem-
ivei ui. sarokmereven kapcsolédnak egymashoz, és igy a peremivek a sarok-
pontok kiornyezetéhen — feltevésiinktdl eltérGen — oldaliranyd erk felvé-
telére is alkalmasak. Ezek az oldaliranyd erk a héj sarokrészeinek egyen-
sulyat hajlité- és csavarényomatékok igénybevétele nélkiil is biztosithatjak.

IRODALOM

1. MENYHARD I.: A B.Sz.K.R.T. Kelenfoldi Autébusz kocsiszinjének héjszerkezetei. Doktor
értekezés. Elet és Irodalom Nyomda R.T. Budapest 1942.

. MENYHARD I.: Héjszerkezetek elmélete, 11. rész. Mérniki Tovdbbképz8 Intézet Kiadvinyai
19. kétet, Budapest 1943.

. MENYHARD I.: Héjszerkezetek szdmitdsa és szerkesztése. Miiszaki Konyvkiadé, Budapest
1966.

. MENYHARD, I.—SzMopirs, K.: Der Membranzustand der elliptischen Paraboloidschalen.
Bauplanung- Bautechnik 16 (1962), 29—34.

. FLUGGE, W.: Stresses in Shells. Springer-Verlag, Berlin—Géttingen— Heidelberg 1960.

. Csonka, P.: Results on Shells of Translation. Acta Techn. Hung. 10 (1955), 55—71.

= S I

Miiszaki Tudomdny 44, 1971




ELJARAS TRANSZLACIOS HEJAK SZAMITASARA 81

7. Csonka, P.: Membranschalen Bauingenieur-Praxis, Heft 16. Verlag von Wllhelm Ernst
u. Sohn, Berlin— Miinchen 1966.

8. CsoNka, P.: Shell of Translation Constructed over a Rectangular Basis. Acta Techn. Hung.
44 (1963), 404—417.

Procedure of Calculation of Shells of Translation. The subject of this paper is the
calculation of shells of translation having a quadrangular parallelogramm shape in plan.
The edge arches of the investigated shells are not resistant to lateral forces. The procedure
expounded here gives a possibility for the direct calculation of the reduced inner forces with-
out previously determining the stress function of the problem. The suggested method is
especially favourable in case if one of the generators of the shell’s middle surface is a parabola
of second degree.

Ein Verfahren zur Berechnung von Translationsschalen. Der Gegenstand dieses Auf-
satzes ist die Berechnung von Translationsschalen mit rechteckigem Grundriss. Die Rand-
bogen der betreffenden Schalen leisten Seitenkriften gegeniiber keinen Widerstand. Das
hier auseinander gesetzte Verfahren ermoglicht es die reduzierten Streckenkrifte unmittelbar
zu berechnen ohne vorher die Spannungsfunktion des Problems zu bestimmen. Die vorge-
schlagene Methode ist besonders giinstigin dem Falle, wo eine der Leitlinien der Schalenmit-
telfliche eine Parabel zweiten Grades ist.
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