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A tanulmény az optimélis csapagytdmaszkdzre vonatkozé olyan tételek levezetésével
foglalkozik, amelyek kifejezik az optimalis csapigytidmaszkéz értékviltozdsinak a térvény-
szeriiségeit arra az esetre, amikor a tengelyt és annak csapdgyazdsat jellemz8 paraméterek
koziil egyeseknek az értékét valtoztatjuk. A levezetett tételek oOsszefiiggéseket fejeznek ki
az optimailis csapigytdmaszk6z hossza és a tengelydtmérd, a konzolhossz, valamint a esap-
dgymerevségek kozott. Elemzi a esapigymerevségek értékének befolydsat az optimaélis esap-
dgytamaszkozre, egymdssal megegyez§ és egymdstdl eltérd mellsé és hatsé csapagymerevsé-
gek esetében, és ezzel kapcsolatban becsléseket ad az optimilis tdmaszkoz csokkenésére az
egyezd mells6 és hdtsé csapagymerevség novelésénél; tovabbia megillapitja a csapagy-
merevségek viszonydnak a befolydsit az optimalis esapdgytdmaszkozre eltéré mellss, illetve
hatsé csapagymerevség esetében. Végiil foglalkozik az optimdlis orsémerevséggel és a csapagy-
timaszkéz valtozdsadnak befolydsdval az orsémerevségnek az értékére.

I. Bevezetés

A legkedvez6bb csapigytamaszkoz meghatarozasaval kéttamaszi kon-
zolos tengelyek esetében két el6bbi cikkiinkben foglalkoztunk [1, 4]. Ezeken
kiviil még szimos mas cikk is foglalkozik ugyanezzel a kérdéssel [2, 3, 5—11].

Ebben a cikkben olyan tételeket vezetiink le, amelyek 6sszefiiggéseket
allapitanak meg az optimalis csapagytamaszkéz és a csapagyakat, valamint
a tengelyt jellemz8 paraméterek kozott. Ezek a paraméterek: a tengelyatmérs,
a konzolhossz, a tengelymerevség és a két csapagy merevsége. Az optimalis
csapagytamaszkdz és e paraméterek kozt fennallé, a tovabbiakban leve-
zetett tételek mutatjak az egyes paramétereknek a befolyasat az optimalis
csapagytiamaszkoz értékének a kialakulasira.

Vizsgilatainkban témér és dllandé keresztmetszetd tengelyekre szorit-
kozunk, és feltételezziik, hogy a terhelés csak a konzolon hat. Tovabba azt is
feltételezziik, hogy a tengely a csapagyakban szabadon végezhet kisértéki
szogelfordulést, tehat hogy a csapagysikokban nem 1ép fel reakciényomaték.
(Az utébbi feltétel az onbealls gordiildesapagyaknal és a siklocsapagyak
koziil a saruscsapagyaknal valésul meg.)

* Lipka Istvdn; Budapest XI., Szakasits A. u. 43.

7 Miissaki Tudomdny 44, 1971




g8 LIPKA ISTVAN

II. Az optimalis csapagytamaszkoz meghatazozasa

A vizsgalt orsé vazlatat az 1. abra mutatja. Az allandé d atmérsji
tomor tengely az s, [kp/um] merevségli mellsé és az s, [kp/um] merevségi
hatsé csapagyban fut. A ¢ hosszisagi konzol végea P erd hatasara lehajlik,
amely lehajlas minimalis, ha a csapagytamaszkoz | értékét egy megfeleld,
an. optimilis értéknek valasztjuk. Ezt az optimalis [,,, csapdgytdmaszkdzt
acélanyagi tengelyre a kovetkezd harmadfokd egyenlet egyetlen pozitiv
gyoke szolgaltatja [7]:

6 J4 6 J4
o= 10°d ) A 10°d (_1_ L] = 0. (1)
1,62 s, ¢ 1,62 | s, 8
p
c | L |
| 8! %
Hmmﬂ—m : § é i

Ennek az egyenletnek egyetlen pozitiv gyokét — az optimalis csapagy-
tamaszkozt — mint a d, ¢, s; és s, paramétereknek a fiiggvényét kivanjuk
vizsgalni. E célbél bevezetjiik az (1) egyénletbe a kovetkezd roviditd jelos-
1éseket:

108
=k 2
1,62 )
és
1 1
—+—=o, )
S Sy :

amelyekkel az (1) egyenlet a kiovetkezd alakot veszi fel:

-~

e
pe NG 1)

s,

Az (1') alatti harmadfoki egyenlet egyetlen pozitiv gyokét (az optimalis
csapagytamaszkozt) tovabbi vizsgalatainkhoz a Cardan-képlettel célszerti fel-
irnunk (Id. [1, 2]), amihez tekintjiilk az egyenletnek kovetkez6 normadalt
alakjat:

B4 3pl+ 2¢g=0. (1*)
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Eszerint az (1’) egyenletnek normalt alakjaban a p és q egyiitthaték a kovet-

kezd kifejezések:
hd* __ hd'o

_— €s S . 3
p= 3 s q 5 (3)

Ha a normalt egyenlet diszkriminansa:
D = q2 _I_ P3

pozitiv, akkor az egyenletnek egy gyike valés, a masik ketté komplex. Nalunk,
amint azt majd a késébbiekben megmutatjuk, a tekintetbe jov§ esetek til-
nyomé tobbségében a diszkriminans pozitiv (D > 0) és igy az (1) alatti I-ben
harmadfokd egyenlet egyetlen pozitiv valés gyokét az

3 3

1=V —q+V&+p + V—g—V@+p

Cardan-képlet szolgdltatja. Ide p és q (3) alatti értékeit befrva az optimali-
csapagytamaszkozre a kovetkez8 kifejezést nyerjik:

3
/
| hdio h2 d8 g2 h3 d12
lopt. = I + V

| 2

4 2783
3 1e (4)

N l [ hdte [/ Rde  Wd?
fo2 4 27s3¢3

Innen az optimalis csapagytamaszkoz és a d tengelydtmér§ viszonyara adé-
dik, hogy:

3 3

1 hdo h2d2?o? h3d8 | hdo h? d2g? h3 d®
P :V———+V - +l/ —V . (5)
d 2 4 27 s3¢3 2 4 27s}¢®

Ha azokat a csapagyazasokat tekintjitk, amelyeknél a mellsé és hatsé

csapagy merevsége egyenls, tehat s, = s, = s, akkor (2') szerint

amit az (5) alattiba irva az I, /d viszonyra ebben az esetben nyerjiik, hogy:
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3

Lopt. d V di2 KB (d)? d,s
= 5]l R el [ el
d V s+ (s 27(3] [c +

3 (5")
[ d A2 B (d)3(d)?
P [T Ll R L Y L

+]’/ s \/ (S) 27 8) [0)

Az I, optimilis csapigytdmaszkozre, illetve az I, [d viszonyra felirt
(4) alatti, illetve (5) és (5’) alatti képletekbdl tételeket vezethetiink le az opti-
malis csapigytamaszkdzre a kovetkezd III. fejezetben bebizonyitandé két
lemma segitségével.

III. Két lemma bebizonyitasa

1. lemma

Legyen a és b két pozitiv szdm és jelentsen x pozitiv valtozét, akkor a

3

7o) = Vot Vor—bs? + Vo — Yot (ogxs Wl)
b

kifejezés az x valtozénak monoton névekvd fiiggvénye.

Bizonyitds. Differencidljuk a ¢(x) kifejezést x szerint:
dp(x) bx® 1 _ 1 N
dx 2Va*—bs* |(a—Va? —bx")zls (a—Va*—ba?)*" =

_ s (et V@ —b9)"" — (a+Va"=b23)""
2 Va2 —bx?

=0.

Minthogy itt a szamldléban a kivonandé sohasem nagyobb, mint a kisebbitendd mert:

a+}'a2—bx3ga——l/a2—bx3,

azért a szamlilé és ennélfogva a dg(x)/dx differencidlhinyados sohasem negativ. Ez éppen
azt mondja, hogy @(x) az x-nek monoton névekvd fiiggvénye.

2. lemma

Ha a és b adott pozitiv szdmok és x pozitiv valtezé, akkor a

s s -
— b
o(x) = Vax+ Va2x2—b + Vax - Va2a? - b (lea—)
kifejezés monoton nd, ha az x viltozé novekszik.
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Bizonyitds. ¢(x) kifejezés x szerinti differencidlhanyadosa:

ot a’x a’x
dp(x) Va?x*—b e Va®x*—b _
\ dx 3(ax  Va?2—0)*" 7 3 {ax— }/a"’:\:z—b)zl3

[(ax = Vax2—b)' "~ (ax — Va?x®=5)'*] = 0.

3Vaix*—b

Az utébbi egyenlétlenség mindig fennall, mivel a szégletes zardjelben 4ll6 kivonandé sohasem
nagyobb, mint a kisebbitendd, amib8l kovetkezik, hogy a ¢(x) differencialhanyadosa sohasem
negativ és igy @(x) az x-nek moneton ndvekvd fiiggvénye.

IV. Tételek az optimalis csapiagytamaszkozre egyezd
mellsé és hatsé csapigymerevség esetében

1. tétel

Rogzitett d tengelydtmérd és rogzitett ¢ konzolhossz esetében az Iy,
optimalis csapagytamaszkoz csékken, ha a csapagymerevséget (s) noveljiik.

Bizonyitds. A I1. fejezet (5’) alatti képletében b megadott numerikus érték (1d. II. (2)
alatt) és mivel most feltétel szerint a d és ¢ is rogzitett értékek, azért (5”) alattiban csak az
s csapidgymerevség viltoz6. Ennek megfelelGen vezessiik be az (5°) alattiba az dj x véltozét
a kovetkezd osszefiiggés alapjén:

1 ( 1 )
8 = 3 X T ’3— .
X —
[ Vs

Vezessitk be tovabba ugyancsak (5')-be a kovetkezd jeloléseket:

hd = a
és
R (dYS
W(T)d-”’

ekkor (5’) a kovetkezd alakot nyeri:

3 3 .
l:;pt' = Vaat:3 L VaZx®—ba® - Vax"— Va2x® —ba® =

= x(Vsa—*-}/l;z——-_bxs + Vsa— Vaz—bxa)'

Mivel itt a kerek zaréjelben allé kifejezés az 1. lemma szerint az x-nek monoton névekvd
figgvénye, azért nyilvanvalé, hogy annak x-szel valé szorzata, vagyis azlyy /d viszony is mono-
ton ndvekvd fiiggvénye az x-nek. Ebbl kovetkezik — mivel a d régzitett érték —, hogy lope.
értéke csokken, amikor az x viltozé érteke csokken, vagyis az s = 1/x3 §sszefiiggés alapjan
az s merevség ndvekszik. Tehdt [y csékken, ha s novekszik, ami bebizonyitandé volt.

2. tétel

Rogzitsiik a tengelydtmérd d és a csapigymerevség s értékét. Ekkor
a ¢ konzolhossz novelése az optimalis csapagytamaszkozt csékkenti.

Miszsaki Tudomdny 44, 1971




102 LIPKA ISTVAN

Bizonyftds. A I1. (5”) alatti kifejezésben most d, s és h a rogzitett értékek és a ¢ konzol-
hossz a valtozé; tehat irhatjuk, hogy:

hd hd (d Y
ae PO LU N " R
p a és 37 ( s ) d b
tovabb4a, hogy
1
c = — A

x
ahol x valtozé. Ezekkel (537) alatti

L;t — Vot Vo=t + Va —Var—ba?»

ami az 1. lemma szerint az x-nek monoton ndvekvd figgvénye. Eszerint lop /d csokken és igy
lopt. is esbkken — a d ugyanis rogzitett érték — ha x csdkken, vagyis x = l/c folytén a ¢ kon-
zolhossz névekszik.

Az 1. és a 2. tétel folyoméinya a kovetkez§, 3. tétel.

3. tétel

Rogzitett tengelyatmér§ esetében a csapigymerevségnek, valamint a
konzolhossznak a megndvelése csbkkenti az optimdalis csapidgytamaszkozt.

Py

Bizonyitds. Rogzitett d tengelydtmérénél legyen a csapdgymerevség, és konzolhossz
értéke s, ill. ¢,, amelyeket s, < s-re, illetve ¢, < c¢-re akarunk megnovelni. Tekintsiik eldszor
rogzitett d-nél a ¢, konzolhosszat is rogzitettnek. Ekkor az s, merevséget s-re megndvelve
az 1. tétel szerint csokken az optimilis csapagytdmaszkoz. Ezutan rogzitett d-nél és rogzitett
s-nél a ¢, konzolhosszt névelve c-re a 2. tétel szerint csékken tovabb az optimdlis tdmaszkiz,
ami bebizonyitandé volt.

Tekintsiink olyan csapagysorozatot, amelynél a csapagymerevség, az
s aranyos a d tengelyatmérgvel (1d. [7]), tehat az s merevség linearis fiiggvénye
a d-nek:
s = md.

Vezessitkk be a ¢ konzolhossz és a d tengelyatmérd aranyara a
c
— =, (#x=12,4,8);
S—n )
jelolést; ekkor (5') szerint:
3

3
lope. ‘/ h l/ hr B 1 I h l/{h TEEE

=—+)V | — V=
d m (m 27 (mx)3 m m 27 (mxn)?

Ebbél a képlethdl lathaté, hogy a tekintethe vett esapagysorozatra (m = all.)
allandé

konzolhossz
H =

tengelyatmérd
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ardny esetében az optimalis csapagytamaszkéz a d &tmérdnek a linearis fiigg-
vénye. Tehat érvényes a kovetkezs, 4. tétel.

4. tétel

Ha valamely csapégysorozatra a csapagymerevség egyenesen aranyos
a d tengelyadtmérdvel (m = allandé), akkor a ¢ konzolhossz és d tengelyatmérd
alland6é aranya (c/d = konst) esetében az optimalis csapagytimaszkéz a d
adtmérdnek linedris fiiggvénye.

V. Tételek az optimalis csapagytamaszkizre eltérd
mells6- és hatsé csapagymerevség esetén

Tegyiik fel most, hogy a mellsé csapagy s; merevségével nem egyezik
meg a hatsé csapagy s, merevsége, tehat

Sy > S,

5. tétel

Ha a mellsd csapigy s, merevsége egyenesen arinyos a d tengelyatmérgvel,
akkor rogzitett d atmérdre és rogzitett ¢ konzolhosszra az optimalis csapagy-
tamaszkoz értéke csokken, ha a hatsé csapigy s, merevségét megnoveljiik.
Ha pedig rogzitett s,/s, viszony és rogzitett c¢/d viszony esetére a d 4tmérst
noveljiik, akkor az optimalis csapidgytamaszkoz is névekszik.

Bizonyitis. Mivel s, = md és c/d = x, ahol m és x legyenek most rogzitett értékek,
az Ly /d viszonynak az (5) alatti kifejezése a kidvetkezd alakot nyeri:

3 3
lopt. |/ hd |/ RZd® h? hd RTdE 3
d ) T T T e T Tg_]jﬁa_Mm*’x?’

1 1
—_—

L Sy

ahol
1

3

o=

1
=Tt (6)

Mivel itt az 5. tétel feltételei szerint h, d, m és » rogzitett értekek, azért irhatjuk, hogy

hd . h3
——=a és

7 Wm0

a viltozé értékii o-ra pedig — mivel (6) alatt az s, merevséget valtozénak tekintjiik — vezes-
sitkk be a 0 = x jelolést. Ezekkel a viszony kifejezése a kovetkezd alakot veszi fel:

1 3 3
%‘t'-= Vax+ Va?x?—b |- Vax —Va?x®— b,
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amelynek értéke a 2. lemma szerint csékken, ha a (6) alatti

—
—

viltozé értéke csbkken, vagyis az s, merevség novekszik. Mivel pedig d rigzitett érték, azért
Lypt, értéke is csokken, ha s, névekszik, Ezzel az 5. tétel els¢ részét bebizonyitottuk. Legyenek
ezutin az

s S, ¢

2 =A €5 —5 =%

LN d

viszonyok a rogzitett értékek. Ekkor s, = md és s, = As; = Amd szerint

o= L4 L .,L(L.JFL -1 1+
sy s, dlm Z.m)_Ti_ Am

amelyet, valamint az s; = md és ¢ = xd értékeket az (5) alattiba behelyettesitve, az a kévet-
kez§ alakot nyeri:

3
R T T e o
d 2 Im 4 Am? 27 mixd 6"
3
iy oy
2 im 4 P m? 27 mind

Mivel itt a gyodkjel alatt csupa rogzitett érték all, azért

lopt. = Cd,
ahol
C = allandé;

vagyis Iyt novekszik, ha a d 4tmérd né, rogzitett s,fs, = A és rogzitett ¢/d = x viszony ese-
tében, amennyiben még a mellsé csapagy s, merevsége egyenesen aranyos a d tengelyat-
mérgvel.

Ha az lyp¢ /d viszonyra (67) alatt felirt képletben a » = c/d viszonyt viltozénak, ellenben
a A = s,/s, viszonyt rogzitetinek tekintjiik, akkor az 1. lemmabél kovetkezik, ha abban
x = 1/x3, hogy rdgzitett d esetében I, csokken, ha x csokken, azaz » = c/d novekszik; vagy
mivel d rogzitett, a ¢ névekszik. Tehat érvényes a kovetkezd, 6. tétel.

6. tétel

Ha a mells§ csapagy merevsége: s, egyenesen ardnyos a d tengelyatmé-
rével, akkor rogzitett 1 = s,/s; viszony és rogzitett d 4tmérd esetében az
lopt. csokken, ha a ¢ konzolhossz névekszik.

Hasonléképpen, ha (6') alattiban a » = ¢/d és az m = s,/d a rogzitett
értékek, ellenben a ) = s,/s; viszony valtozé, akkor az

1+4 -—1+—1—=x

2 A

jelolést bevezetve a 2. lemmabél kévetkezik a
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7. tétel

Az lotp [d viszony értéke csbkken, ha a x = c¢/d viszony és az m = s,/d
viszony értéke rogzitett, ellenben a A = s,/s; viszony értékét megnoveljiik.
Végiil az 1. lemma alkalmazasaval adédik a

\ 8. tétel

Ha a 1 = s,/s; viszony és x = ¢/d viszony értéke rogzitettek, akkor
az lope /d viszony értéke csokken, ha az m = s,/d viszony értékét megnoveljiik.

VI. Az optimalis csapigytamaszkiz és a tengelyatmérg
Ly /d viszonyanak értékviltozasi tartomanya

Az el6z6kben lattuk, hogy az m = s,/d paraméterviszony értékének a
novelésekor az I, [d viszony értéke csokken (8. tétel), és ugyanez kovetkezik
be akkor is, ha az s,/s, viszony értékét noveljiik (7. tétel). Ezzel kapcsolatban
azt kérdezziik, hogy mi az optimalis csapigytamaszkoz és a d tengelyatmérg
lopt./d viszonynak a lehetséges legkisebb és legnagyobb értéke. Az elzékben
mar utaltunk arra, hogy az (1’) alatti harmadfoku egyenletnek egyetlen pozitiv
gyoke, vagyis az [, abban az esetben irhaté fel valés alakban a Cardan-
képlettel, ha az egyenlet diszkriminiansa nem negativ, tehat:

a* 4+ p* >0,

Ide p és ¢ (3) alatti jelentését beirva azt kapjuk, hogy abban az esetben,
amikor az optimalis csapagytdmaszkdéz a Cardan-képlettel felirhaté, telje-
sillnie kell a kovetkezd egyenlGtlenségnek:

o2 hd*

=
4 27 s3¢3

vagy mivel s, > s, és igy (2') szerint

?

1 1
o= — 4 —2

H S,

2
S

fenn kell allnia a kévetkez6 egyenlStlenségnek:

1 hd*
s? 27s3¢3
ahonnan
4
1>
27s,¢3
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Ide a c¢/d = % és s,/d = m jelolést bevezetve és h (2) alatti értékét beirva,
azt kapjuk, hogy » és m minden lehetséges értékére teljesiilnie kell az

108
27%x1,62- 3

3
v

egyenlétlenségnek. Mivel az egyenlftlenség jobb oldalanak lehetséges leg-
nagyobb értéke x = l-re: 10827 X 1,62, azért az egyenltlenség bal oldalan
allé m = s,/d arany legkisebb értéke a kovetkezd lehet:

6
m— 12 _ 33362,
27x%1,62

Ez az érték valéban megfelel a [3] cikkben levezetett ,,az esetek tilnyomd
tobbségében fenndllé” [3] (11) alatti egyenlStlenségnek, anely ¢®s/d* = x3m-re a

x¥m > 22 900

alsé korlatot adja meg. Ezek szerint a Cardan-képlettel az optimalis csapagy-
tamaszkozt minden tekintetbe jové esetben el6 tudjuk allitani.

Mivel a 3. tétel szerint régzitett d tengelyatmérénél a csapagymerevség-
nek (s; = s,), valamint a konzolhossznak,a c-nek csékkentése néveli az [,
optimélis csapagytdmaszkozt, azért I, és I, [d is a lehetséges legnagyobb

értéket akkor éri el, amikor x és m a lehet§ legkisebb, vagyis
x=1 és m = 22 862.

Ebben az esetben az (1') egyenlet diszkrimininsa nulla, amikor is az (5')
kifejezésben a négyzetgydkjel alatti differencia eltlinik és (5') a kovetkezd

egyszerii alakot &lti fel:
3
e o[t E
d

ide h = 10%1,62 és m = 10%/27x 1,62 értékét beirva

lo;t. -2 Vﬁ =6 ,
tehat

l
max&:6
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Az I, [d lehetséges legkisebb értékét meg akkor kapjuk meg, amikor
x és m = s,/d a lehetd legnagyobb, vagyis [7] szerint

x=2_8
m = s,/d = 230 000.

Ezekkel az (5)-b8l a legkisebb [, /d-re nyerjiik, hogy:

3

bopt, __ |/ 100 1 +/ 10 r 1 00 1 1 1
d | 1,62 23-108 {1,62 237105  1,62% 27 23%-1012 g3

3

r 1 1081 1 1
232108 1,623 27 23%- 1012 83

L] e __1__“/(_15
1,62 23-10¢ f (1,62

3 3
=}5,3673 4 }/0,0003 = 1,7508+0,0669 ~ 1,8.

Tehat az m = s,/d viszony nivelése, vagyis rogzitett d esetében az s; merev-
ség novelése (s, = s, esetében) lényegesen csokkenti az I, [d viszony értékét.
opt./d csokkenésének a
mértékét abban az esetben, amikor az s = s; = s, csapagymerevség névekszik.

A tovabbiakban részletes vizsgilatnak vetjiikk ala az I

VIL. Az l,,.[/d kifejezés sorbafejtése

Mivel az (1’) alatti harmadfokd egyenlet normalt alakjaban (1*) alatti-
ban (3)-szerint az elsGfoku tag és az allandé tag is negativ, azaz

p<0,é q<0,

azért az I, gybknek a Cardan-képlettel valé elfallitasa a kévetkezs formaban
is felirhaté:

lopt. =V —q+Ve+p +V—g— V@+p' =
= Vigl + Ve—1pF + Vgl — V@—[pF =
3 3

3 II' —3— / [_—
Vil el PEL |y 1—ﬂ‘.
7 7
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Legyen itt rovidség kedvéért

l/l B lpl:; _
q

és hatdrozzuk meg a (7) alatti kerek zargjelben talalhaté

8

3 /
V1+

Q

osszegnek a szerinti sorbafejtését. Az altaldnos binomiilis tétel szerint:

59 (2o

1/3J
4
3] /

|
[

h=l—(l/3Ja+ 1/3

4

A megfeleld oldalakat osszeadva:

SR O I

1/3 at -

b
e

ab -+ . ]

A binomiilis egyiitthaté abszolit értékét C,-val jelolve, mivel értéke

paros k-ra negativ, azért frhatjuk, hogy

(1/3) =—Cy (i=1,2,3,...);
2t

amit az elGbbi sorfejtéshe behelyettesitve:

3 3
/14+ea+V1-a=2(1—Cya2—C,at—Cza—-
6

ahol az egyiitthaték szdmértékei:

) 3
¢, -1, C4=_1_0_; ¢, = 154
9 243 6561

(7') hatvanysorban a hatvanyalap:

3
a:l/l——lpl)l .
¢
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ahova p és q (3) alatti értékeit beirva, tovabba figyelemmel arra, hogy s, = s,
esetében: ¢ = 2[s;, az a-ra adédik, hogy

el
a=|1——|—) —,
27 {e) s

vagy a c/d=x és s;/d=m jelolésekkel:

a=VL“JLE
274 m

Ezt az a értéket a (7’) alatti jobb oldalaba beirva és figyelembe véve
azt, hogy (7’) a (7) alatti jobb oldaldn a kerek zéardjelben all6 kifejezéssel
egyenld, a (7) alatti alapjan az [, /d ardnynak a kovetkez§ végtelen sorba

fejtett alakjit nyerjik: .
3 _
2
lopt.zzl/l_l 1_C2(]__ h JAC4 1__—h_ —
d m 27%*m 27x®m
o ®)
-Gl — ———| —...
27x3m

ahol a C,; (i=1,2,3,...) egyiitthaték a binomialis egyiitthaték abszolit
értékével egyenlGk:
o lig 10 o 154
9 243 6561

A (8) alatti el§allitashbdél nyomban lathaté, hogy ha m = s;/d névekszik,
akkor a zaréjelben allé hatvanysor negativ részének az abszolit értéke is nd
és gy I [d csokken; vagyis rogzitett d-re, ha s, névekszik, akkor az [, /d vi-
szony és igy az l,,; tdmaszkoz is csokken, ha a c konzolhossz értéke nem és
igy a x sem csokken (3. tétel).

VIII. Az l./d kifejezés értékvaltozasanak a vizsgalata

Noveljiik meg az s = s; = s, csapigymerevséget, vegyliink tehat az
s helyett (k - s) merevséget, ahol k > 1. Ekkor a (1) alatti egyenletnek az
alakja, amely most s; = s, = s folytin a kovetkez:

4 4
13——ﬁ—l— 2hd _ 0, (1”)
sC §
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igy mddosul:

hd* 1 2 hdt
ks c ks

B—

=0. (k>1)

Most mar, ha I az el6bbi (17) alatti egyenletnek egyetlen pozitiv gydke, akkor
az ut6bb felirt egyenlet egyetlen pozitiv gybdke, mivel k > 1, nyilvan kisebb
mint [, vagyis ennek a gyodknek az értéke:

B,
ahol
0<<® <1,
Tehat
o — gy ZR
ks-c k-s

Mivel ennek a #-ban harmadfoki egyenletnek normalt alakja:

4 4
95 _ hd o 2hdt .
ks cl? ksl
azért a 9 gyoknek a kifejezése a Cardan-képlettel — azaz (7) szerint — mivel
_ hd! PR hd*
P 3 kscl? ! ksl®

a kovetkez8:

3 3
o o e e
L k-s-BB 27ksc3 27 ksc?

Ha ide bevezetjiikk az el8bbi ¢/d = % és s;/d = m jelsléseket, akkor:

e ”/ L Vl‘ams‘ V V“*‘zvkma]

Itt a zardjelben all6 kifejezés végtelen sorba fejtett alakjat a (7°) alatti

szolgaltatja, ha ott:
h
“‘—Vl—“z'msn:-
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Eszerint:

3
2
0=il/i2 1-¢,[1— " J—c4 1" —]
l km 27 #3mk 27 23mk

-

Ha ide l/d (8) alatti kifejezését beirjuk (I,;, = I), akkor végiil #-ra a kovet-
kezé el8allitast nyerjiik:

h o2
1- G, 1——“—]—64[1— S
27 »3¥mk 27 %*mk
'9=F h R
E1-Cl1 - —= | -¢cl1 ——"—| —...
2[ 27%3mJ 4{ 27 %%m J

Tehat, ha az s, = s, = s csapagymerevséget a k-szorosidra néveljik
(k > 1), akkor az optimalis csapigytiamaszkéz a #-szorosara csékken, ahol
# valédi tort, mert az eldbbi végtelen soros elgillitisban a szdmlaléban allé
végtelen sorban az 1 utan allé negativ rész abszoliit értéke nagyobb, mint a
nevezdben az 1 utan allé negativ rész abszolit értéke. Ennek a 4 valédi tort-
nek az értékére akarunk becsléseket végezni a tovabbiakban, ahol alkalmazni
fogunk egy a kovetkez§ IX. fejezetben bebizonyitandé altalanos egyenlét-
lenséget.

IX. Egy altalanos egyenldtlenség bebizonyitasa
Jelentsen » és k két olyan pozitiv szamot, amelyre:
x>16és k>1; ,

jelslje tovabba C; a binomialis egyiitthaté abszolit értékét, tehat

o[

Ekkor mindig fennall a kovetkezd egyenlStlenség:

1 1) 10
1-Gl1— =] —¢, [1— = ¢, [1— = ...
) Bl s ) ey

xk
1 12 13 =
1—62(1——]—64[1 —) ﬁCs[l——— ...
% % P 9)
k-1 k—1)2 E--1)3
=>1-C, —C, (——k——) —Cy T] — ..
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Bebizonyitjuk, hogy a (9) bal oldalan allé tértkifejezés, amely x-nak a fiigg-
vénye, legkisebb értékét x = l-re veszi fel, amivel a (9) alatti egyenldtlenség
is igazolast nyer, mivel (9)-nek a bal oldala x = 1-re éppen az egyenltlenség-
nek a jobb oldalaval egyenld.

Vezessiikk be (9) alatti egyenlGtlenségbe az

’

i) valtozét, amely a (0; 1) intervallumban véltozik, ha x befutja az (1; oo)
intervallumot. Ekkor (9) alatti a kovetkezd alakot olti:

— _ 2 — 3
1- E e [ [
k k k ~
1—Cox—Cyx*—Cyx® — . .. =
E—-1 E—-1)2 E—1)3
>1-C —C ] —Cg|——| —....
= 2T 4( E 6( k ] 0<x<1

Ha az egyenl@tlenség bal oldalan 4all6 tortkifejezés nevez6jét mint x-nek
a figgvényét F(x)-szel jeloljiik:

Fx) =1 —Cyxx —Cpx® —Cpx® — ... —Cyxf — ...,
akkor a bebizonyitandé egyenldtlenség:

F { k—14x

Loy )

Ha ennek a (9')-nek a bal oldalarél megmutatjuk, hogy annak értéke
monoton né, ha az x 0-tél 1-ig valtozik, akkor a (9') egyenldtlenség is igazolast
nyer, mert x = O-ra a (9') bal oldala — minthogy F(0) =1 — éppen
F[(k — 1)/k]-val, vagyis a (9’) jobb oldalaval egyenld.

Trjuk fel a (9°) bal oldalanak szamlaléjaban allé fiiggvény argumentumit
a kévetkez8 alakban:

kE—1+4x«
— =x-+h,
- , +
ahol
k—1
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Ezt a (9) alatti egyenl8tlenségbe beirva, az a kévetkez§ alakot nyeri:

F(x+h) k-1 "
T ZF( = @)
ahol

h:-k%l(l—x); 0<x<1).

Az elSbbiek szerint azt fogjuk megmutatni, hogy (9") bal oldala, vagyis az

F(x+-h)
F (x)

tortkifejezés monoton né, ha x névekszik 0-t6l 1-ig. Ennek bebizonyitasahoz
vizsgalni fogjuk a
h- M és h :ﬂ(lﬁx)
F(x) k

kifejezés abszoliit értékének a valtozasit, ha x névekszik 0-tél 1-ig. Ennél a
vizsgalatnal alkalmazast nyer a kovetkezd:
Segédtétel. A negativ

p F(®)
F(x)

kifejezés abszoliut értéke csokken, ha x névekszik 0-tél 1-ig, ahol

k—1
h=""""(1 -x).
P (1--x)

Bizonyitis. A (7’) alatti kifejtés szerint, ha abban a = yz, az F(x) fiiggvény a kovet-
kez§ elemi alakban irhaté fel:

_EGEER

F(x) =~ 1—Cyx — Cx*—Cygx® — ... 3

Eszerint F(x) x szerinti derivaltja:

o= LVRER — -y
Fe)=— —Tyma=ar

v
és igy az

VTiyz - Vis7=

F(x)= 7

eldallitds figyelembevételével a vizsgdlandé kifejezés:
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F'(x) k=13 Vitys - V1=7a .
hFw T ek VF 3 ’ o
ahol
E—1
h= == (-2

Ebbél lathaté, hogy b - F'(x)/ F(x) negativ, ha 0 < x < 1. A (9*) alattiban a jobb oldalon 4llé:

}}m Vl V= —_Vl—Y;

V=
kifejezésbe vezessitk be az
P y=17=
) valtozét:
s 3
7 14+y—T1—
Legyen itt réviden N
YTy =a Vily=b
és az
a3 — b3 = (@ — b)(a?® -+ ab + b%)
identitasbhél adédé b
ad—b3
b= TrmiE
osszefiiggésbe irjuk be a és b eldbb megadott értékét. Ekkor
s . 2 N,
Yty —Vi-y= z ot

V{T+yy  Visyr - Va—yy
Ezt a (10) alattiban 4116 tortkifejezés szamldléjaba behelyettesitve, a (10) alatti értéke:

3 3

y Ty - V1= 8 2
Vl—y2 by yv ! = {1—y? s 3 ) =
VA Ey? - VT=p2 4 VA7
3 2 .
1-+y 1—y
L A T | a4
I/l—y+ " by
Ha ide bevezetjiik az
3

we |1y
I-y

W) valtozét, akkor a (10) alatti kifejezésre a kovetkezd elddllitast nyerjiik:

Ty 2
y w1

Most madr, ha itt az u valtozik 1-t§l oo-ig, akkor y valtozik 0-t6l l-ig, és mivel a nevezd u
szerinti differencialhdnyadosa:

d 1 1

—jut 1=} =1 —

du (u F u ) 1 u?
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pozitiv, ha 1 < u < oo, azért a nevezd értéke ndvekszik, ha u 1-t8l co-ig né. Ez a (10) alatti
eléallitas értelmében azt mondja, hogy a (10) alatti, vagyis a (9*) alatti jobb oldaldnak abszo-
It értéke csokken, ha x 0-t6l 1-ig névekszik. Tehdt, ha x’ valamilyen, az x-nél nagyobb értéket
(de valédi tortet) jelent, vagyis

l<x<ax' <1
, N k-1
W= (—x) ——,

akkor (9*) alattira fennall, hogy

HE'@] _ WIFE))
Fxy = F@®) an

és ezzel a segédtételt bebizonyitottuk.
Visszatérve ezutian az F(x -+ h)/F(x) kifejezés vizsgilatahoz

E—1
h = % (1—x),

amelyrél azt akarjuk bebizonyitani, hogy értéke nd, ha x né 0-t6l 1-ig, hatdrozzuk meg e
kifejezés differencidlhdnyadosat:

Pt 2E R py— Py Pt b

T  [p="Fa-n)-

Err6l a differencialhaAnyadosrél megmutatjuk, hogy annak értéke mindig pozitiv,ha 0 < x < 1.
Mivel a h definiciéja szerint az elbbi kifejezés szamlaléjdban fellépd differencialhanyados
értéke:

d [F(Hh)]:

dx | F(x)

dieih) k=1 _ 1,

dx k kK

tovébbé az F’(x) derivalt értéke az
F(x) =1 — Cyx — Cya? — Cox® — . . .

sorelBéllitas szerint mindig negativ, azért a vizsgalt differencidlhanyados, azaz

& (rw )

szdmlalojat a kovetkez§ alakban is felirhatjuk:
F'(x--h) ﬁ(idlﬂ F(x)—F'(x) F(x | h) = —|F’(x 1 h)| % F(x)+|F'(x)| F(x-h).
A szamlalonak ez a kifejezése pedig akkor pozitiv, ha
|F*(x)| F(x+h) > |F'(x-h)| % F(x),
vagyis, ha fennall, hogy:
F'@) 1 |F@h)

Fx) ~ k  F(x+h 12)

De az elébBiekben bebizonyitott segédtétel szerint, azaz a (11) alatti egyenltlenség szerint,
ha abban x’ = x + h, fenndll, hogy
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F'@| K F Gtk

F(x) h  F(x- h)
Tgy a (12) alatti is teljesiil, amikor

o1
B =k

vagy tekintettel h és h’ jelentésére

k—1 , o k—1
[h: (1—x) 3 b = (1—= )T}’
ha

Ez 3zéls6 esetben, amikor az egyenlség jele érvényes, azaz:

1—x 1
1I—x  k
éppen azt jelenti, hogy
W E b B e = ih 0 a5,

vagyis hogy az x-nél nagyobb x’ értéket a (0; 1) intervallumbél valasztottuk, tekintettel
arra, hogy fennall az

o = k_—,1$+_x <1
egyenldtienség, ha
x<1.

Ezzel azt mutattuk meg, hogy a (9’) alatti bal oldalan 4ll6 fiiggvény x szerinti differencidl-
hényadosa mindig pozitiv és ennélfogva e fiiggvény monoton nivekszik, ha x 0-t6] 1-ig val-
tozik. Ezzel a (9°) alatti egyenlétlenség helyessége is igazoldst nyert, és maga a (9) alatti
egyenltlenség is, ami bebizonyitandé volt.

X. Az optimalis csapAgytamaszkéz csokkenésének a becslése,
a csapagymerevség ndvelésénél

A VIII. fejezetben levezettiik, hogy ha az s, = s, = s csapigymerev-

séget a k-szorosara néveljiik (k > 1), akkor az I, optimélis csapigytimasz-
koz a (4 - I,,,)-ra csokken, ahol a # tort értéke:

2 13
1—C21-~—~—h———C4(1—L) ——Cﬁl———,i—— —_ ..
27 *mk 27 x3mk 27 »%*mk

- Y TR R A TR

276 m 27x3m 2743 m

Ennek az 1-nél kisebb ¢ faktornak az értékére akarunk becslést végezni
és ehhez abbél az esetb§l indulunk ki, amikor a # el6bbi végtelensoros elé-
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allitasaban az m = s,/d viszonyszam értéke a lehetd legkisebb® Ez azt jelenti,
hogy a lehetd legkisebb s, csapidgymerevséget tekintjiik és ezt a merevséget
noveljik majd meg a k-szorosara. A VI. fejezet meggondolasai szerint az
m = s,/d arany legkisebb lehetséges értéke:

' 108
27-1,62

2”2

Erre az m értékre a & elbbi végtelensoros el8allitisaban, a nevezében
a kerek ziréjelekben fellépd

h

9273%m

\

kivonandé értéke — mivel h = 10%/1,62 — a kovetkezdképp egyszertisodik:

108
R 1621
2753 m 27 %3 108 %3
27-1,62

Eszerint az m lehetséges legkisebb értékére a # elGbbi eldallitasa a kovetkezd
alakd lesz: :

1 1y 1 )3
1-C,]1  ——-| —C,[1— —Cy[1— —
§— 1__ %3k w3k Wk
o 1 1 |2 13
VE 1‘762(1——— —C,|1- — Gyl ——| —
xil %3 %3

Itt x =1, 2,4, 8 és igy »® = 1, vagyis»® olyan valtozé, amelynek értéke
nagyobb mint 1, Ezért a »® hatvanyt egyszerfien x-val jelolve, ahol » > 1,

3
a # elébb felirt eldallitasaban az 1/}k mellett 4ll6 tortkifejezés a (9) alatti
egyenldtlenségnek a bal oldalaval lesz azonos és igy (9) alatti egyenlGtlenség-
nek a jobh oldala #-ra a kévetkezd alsé korlatot szolgaltatja:

9> - [1-«-02 kot 04(’”“1]2—00(-’““1r—...].
Vi k k k|

Ebben az eldallitasban fellépd végtelen sor értéke (7') szerint, ha abban

a kovetkezd elemi alakban irhaté fel:
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* ) _ 112 113
1—cz(k L —C,,[f—k—lJ _cs[k 1J =

k

3
[ pre——— _—
! E 1 k-1
1| £ 1 | B
] +V k +l/ Vk |
2

Ezzel az alsé korlat, amelyet K(k)-val jeloliink:

I R A =
az%/ LB k_ —Kk).
%

Az alsé korlitnak a végtelensoros elfallitasabdl kozvetleniil lathato,
hogy az legkisebb értékét k-nak a lehetséges legnagyobb értékére veszi fel,
amely [7] szerint: k = 8. Erre a k-ra a legkisebb alsé korlat:

K(8) = 0,412.
k = 2-re az alsé korlat:

K(2) = 0,7378
és k = 4-re

K(4) = 0,5489.

A (9, )ra csokkent optimalis timaszkdzre a csokkenés mértéke:

Lopt, -9
sopt. _ToPt _ (1--9) 1009,

. lopt. ’

amelynek legnagyobb értéke nyilvan akkor 1ép fel, amikor ¢ éppen az alsé
korlattal egyenld. Eszerint, ha az s; csapagymerevséget k — 2-szeresére,
k = 4-szeresére, illetve k = 8-szorosara néveljilk, akkor az optimalis csap-
agytamaszkoz a kozoltek szerint hosszanak a

[1 — K(2)]100 = (1 — 0,7378)100 = 26,
[1 — K(4)]100 = (1 — 0,5489)100 = 45,
illetve [1 — K(8)]100 = (1 — 0,4120)100 = 58,8

%-aval csbékkenhet.
Tehat ha a csapagymerevséget p9%,-kal megnéoveljiik, akkor ha p <7 100,
az optimilis timaszksz hosszanak kb. 1/3-aval fog csikkenni (k= 2 eset).
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XI. A csapagymerevségek viszonyanak befolyasa az
optimalis csapagytamaszkoz értékére eltérd
mellsg, illetve hatsé csapagymerevség esetén

Tegyiik fel most, hogy a féorsé hatsé csapagyanak merevsége nem egye-
zik meg a mellsd csapagy merevségével. Tehat legyen a mellsé csapagy merev-
sége s;, a hatsé csapagyé s, és

. 3 > Sy

-~
Vezessiik be a két merevség viszonyara az

2 0<k<])
51

-

jelolést; ennek megfelelden a hatsé csapagy merevsége:
sy = ks;.

A két kiilonboz8 csapigymerevség esetében az optimilis ecsapagytiamaszkoz
értéke a (4) alatti képletbdl hatarozhaté meg. Irjuk be ebbe a képletbe az

sy = ksy,
s, = md
és ¢ = xd

értékeket, akkor az optlimalis csapagytiamaszkozre a kovetkez§ clGallitast

nyerjiik:
3
°P‘“"V" : (Hé
3
[1+ h3v _11 - l—ijj—‘er
27 mx 1_{_7’ 27 mx [1+_k_)

Mivel a harmadfokd egyenletnek (amelynek gyoke azl,,, ) a normalt alakjaban
[(1*) alattiban] az 4llandé tag kifejezése most:

hd3
2q=———|1
q (),

m

azért az allandé tag abszolit értéke csokken, ha a k = s,[s, viszonyszam
novekszik. Ebben az esetben az egyenlet pozitiv valés gyokének az értéke is
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csdkken. Tehat ha a k viszony névekszik, akkor az optimalis csapagytamasz-
koz csokken. Vagy forditva, ha a hatsé csapagy s, merevsége csokken a
mellséhéz viszonyitva, akkor az optimalis csapagytdmaszkéz névekszik.
Vizsgiljuk meg ennek a valtozasnak a mértékét és e célbél vezessiik be k
helyett az

3

o
= ]_ —_—
B

4j viltozét. Ekkor az optimalis timaszkéz el6bbi képlete:

Opt_dV__uﬂ/l—}_\/l__Emnf’ ub l/lgl/lhvﬁnmg u"'](z)

Ha u értéke né, vagyis k csokken, akkor I, is nd (mert a harmadfokd egyen-
let konstans tagjanak abszolit értéke, 2|q] is névekszik). Vizsgaljuk az [,
ndvekedésének a mértékét, ha k értéke csdkken 1-t8l 0,5-ig, vagyis u novek-

szik |/3-t6l | 3-ig.
Elészor tekintsiik azt az esetet, amikor a konzol hosszi, vagyis x nagy,
tehit x = 8. Ebben az esetben, mivel m-re fennall, hogy

108
227-1,62 ’
tovabba
[
he 10 ,
1,62

azért az l,, (12) kifejezésében a négyzetgyéskjel alatt az 1 utan all§ tortre
a kovetkezd felsd korlatot irhatjuk fel:

6 .
4 h igi 108 27-1,62 _1_=4 1<4 1 :E}E=0’00195'

27 mx® ub 27 1,62 1083 u »3 ub g3 22

Mivel ez kis érték, azért az I, kifejezésében a négyzetgyok értéke l-nek
-ra irhatjuk, hogy

vehetd, és 1,

3

3‘—
lop, = d b ul?.
2m

Ennélfogva az I, névekedésének a mértékét, ha u valtozik }/2-t3l }3-ig,
a kovetkezd tortkifejezés adja meg:

Miiszaki Tudomdny 44, 1971




OSSZEFUGGESEK A KETTAMASZU TENGELY, VALAMINT A CSAPAGYAK PARAMETEREI KOzOTT 121

| Lo Eisie

3
8$_ 3
d‘/—h~ V2 V2
. 2m

/31 .
- ¥3-12 = V1,5 —1 = 1,1447—1 = 0,144 ~ 149},

V3

Tehat arra az eredményre jutottunk, hogy nagy konzolhossz esetében az
optimalis csapagytdmaszkéz hossza kb. 149-kal megnévekszik, ha a hatsé
csapagy merevségét a mells6 csapigy merevségének a felére csénkentjitk
(k = 0,5).

Ezutan tekintsiik a révid konzol esetét, amikor » = 1, Ekkor az lopt‘
kifejezésben a négyzetgyokjel alatt allé differencia:

27 1,62 m ub

Ha itt m = 109/(27-1,62), vagyis a legkisebb s, mells§ csapagymerevséget
vesszitk, akkor a négyzetgyokjel alatti differencia:

1-

us

amelynek értéke u = "/—i-re nulla. Ebben az u = f/ﬁ-nek megfeleld esetben
az optimalis tamaszkéz el6bbi képletébdl:

3

i
J

[
Lopt. =dL/ ————V2'2.
2m

u = ifg-ra pedig, mivel ebben az esetben a négyzetgyokjel alatti differencia

és igy }5/9 = 0,74536, az optimilis timaszkoz:
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3
lopt. = d /E’L V3 {V150,74536 + |/ 1— 0,74536) =
m

—d /__ V1 74536 4- |0, 25464} =

=d /—Vﬁ -1,83781.
2m

Ezek szerint az m = 108/(27-1,62)-nek megfeleld leggyengébb s, csapagy-
merevségre, az optimilis tamaszkoz relativ novekedésének a mértéke, ha
a hits6 csapagy s, merevsége a mells§ csapagy s; merevségének a felére csok-
ken (s, = 0,5 s,) a kévetkezd lesz:

3

Vi]f 1,83781 - VE 2

dif —V2-2
V2m V
=J1,5 - 0,9189—} = 1,0518 -1 = 0,0518 ~ 59, .

Ha a mells6 csapagy most tekintett s, merevségét a kétszeresére noveljik,
amikor a megfelel§

_ 193
27-1,62
akkor [,,, kifejezésében a négyzetgyodkjel alatt allé differencia
LoL4 2
2 ut ub

s 8_ . . .
amelynek értékét u = IFZ és u = }/3-ra meghatarozva, az optimalis timasz-
koz fenti képlete alapjan a kovetkez8 két optimalis tamaszkoz értéket nyerjiik:

3

3
h 3 3 h 3
—— V21,8592 és d | — V3 -1,7252,
2m 2m

amelyek szerint az optimalis tamaszkéz relativ novekedésének a mériékére

6,29, adédik. Hasonléképpen nyerhetd, hogy ha
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108
27-1,62

akkor 7,39, a tamaszkoz relativ novekedésének a mértéke; és végiil, ha m =
= 8 - 10%/(27-1,62), akkor 8,3%, a tamaszkéz relativ névekedésének a mértéke,
ha a hatsé csapagy merevségét a mellsd csapagy merevségének a felére csok-
kentjiik.

Ezek utin ratériink az optimalis tdmaszkoz relativ szidzalékos ndveke-
désének a meghatarozasira abban az dlialdnes esetben, amikor a hitsé csap-
gy s, merevségét a mellsé csapagy s, merevségének a k-szorosira csok-

kentjiik (k <1) s, = ks;, vagyis amikor az u valtozik 175-1;61

3

f

1 .
]/1—{—7-ig O<k<l). -

E célbél fejtsiik az optimalis csapigytamaszkéz (12°) képletében a
kapcsos zardjelben 4llé részt sorba. Ekkor:
3

o= 24]f a1 i L)

2m E mx® u®

—c, [1—i h L}z—cﬁ(...)h...].

27 mad ub

E képlet alapjan az lopt. relativ névekedésének a mértéke, ha u valtozik

ff§-t6l i/l + 1/k-ig (0 <<k < 1) a kovetkezd lesz :

3

l/;g[l—cz [1~ 24_7;1% - "“(1”51'/;;)2] Gy P ]
1/’5[1-02(1»24_7%5}1) (. ]

et |

27 mi* 4
. 4 h 1
2l1-¢,1--2" ) _¢ 2
V[ ( 27,%34] () ]
T [T e s BT
_t/L+L,. | 27 mat (1+1/k)* .
2 ok h _ ;
-G |1 - — -
2( 27mu3] i )
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Ebben az elgallitasban fellépd tortkifejezésnek, amelynek szamlaléja és neve-
z6je végtelen sor, az értéke névekszik abban az esetben, ha névekszik az m
vagy a x. Ez a (9) alatti egyenl§tlenség levezetésének az alapjan lathaté be.
Ugyanis, ha a nevezdben 4ll6 hatvanysorban a kerek zaréjelben 4ll6 hatvany-
alapot a kévetkezd alakban irjuk fel:

k1
27 m»® K’
ahol
106 1,62

W= >1,

K=21" 3>97_ 7
h 27-1,62 106

akkor a szamlaléban allé hatvanysorban a kerek zaréjelben 4116 hatvanyalap
a kovetkezd alakban irhaté fel:

4 h 1 1

S I
27 mad (14-1/k)? KA

*

ahol K jelentése az elébbi és

SIERIL T

mivel

(1+%]224 (0<k<1).

Ezek szerint az Iy, relativ névekedésének elébbi kifejezése a kovetkezd
alakban irhaté fel:

1 T m vy e
VLJFJ—' K2 K2

, —1,  (13)

2

2 2% g g, 1~—~—1—) ~C4(1—L) —..
K K

ahol a két hatvanysor hanyadosa megfelel a (9) alatti egyenlStlenség bal
oldaldnak, mivel K > 1 és A > 1. Minket most ennek a (13) alatti kifejezés-
nek azok a legnagyobb értékei érdekelnek, amelyeket (13) a k kiilsnbézd
értékeire ér el. A (13) alattiban fellép8 tortkifejezésrdl, két hatvanysornak
a hanyadosardl a IX. fejezetben [(9) alatti bizonyitasanal] megmutattuk,
hogy az a K valtozénak monoton névekvd fiiggvénye, ha K a (1; oo) inter-
vallumban valtozik. Eszerint, mivel

K=27"
h
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a (13)-ban fellépé hinyados a legkisebb értékét K = 1-re veszi fel, amikor is
x =1 és az m értéke is a lehet§ legkisebb, vagyis:

108
m=--——.
’ 27-1,62

Ebbél kévetkezik, hogy ha akar a » (= 1), akar az m(Z= 10%/27x 1,62) viszony-
szam értékét noveljiik, akkor a (13)-ban fellépd tortkifejezés — amely K-nak
monoton ndvekvl fiiggvénye és igy maga az egész (13) kifejezés is az —
novekszik. Tehat hosszd konzol esetében, vagyis nagy x-ra az I, relativ
novekedésének a mértéke, amikor a hatsé csapagy merevségét csokkentjiik
(k < 1), nagyobb lesz, mint révid konzol esetében. A (13) alatti kifejezést
elemi formaban is felirhatjuk a (7') alapjan. Ennek alkalmazasaval a (13)
alatti a kovetkezd:

3 . 3
S Y A
S—— 1 Vl ! I 1—‘/1—*
[1 1 |/ + ki KA (13)
PRETRRN g o
| - V{I N |/ - l/ L
' K / K

Tekintsiik el§szor a révid konzol esetét, amikor
=1,

tekintettel arra, hogy az el8zdek szerint a (13') alatti értéke n§, ha az m
viszonyszam noévekszik, hatarozzuk meg (13°) alatti értékét alehetd legnagyobb
m-re, éspedig abban a két esetben, amikor a hatsé csapagy merevségét a mellsé
csapagy merevségének a felére, illetve 1/4-ére csokkentjiik, tehat k = 1/2,

ill. &= 1/4.
Mivel
max m = 230 000,
x = l-re
K =27 230 000 =2,7-2,3-1,62 és L = 0,0994.
108 K
1,62

Mivel £ = 1/2-re A = 2,25, azért a (13’)-ban fellépé négyzetgysksk értéke:

l/l 1 }/0,95583 = 0,97766 ,
K
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1/1 S /0,9006 = 0,9490
K

és ezekkel a (13°) alatti kifejezés értéke:

. / Ll N s -
I - V197766 + J0,02234 | _ V15 1,25524-0,28163 _

”?

V19396 + /00510 1,2491+0,37084
—1,1447 223088 1086 1 —0,086~8,6 %, .
1,61994 .

Tehéat ha a hats6 csapagy merevségét a mells§ csapagy merevségének a felére
csdkkentjik (k = 1/2), akkor az optimalis csapigytimaszkoz hosszanak
8,6%,-dval novekszik rovid konzol esetén.

Ha pedig k = 1/4, vagyis a hétsé csapagy merevségét a mellsé csapagy
merevségének az 1/4-ére csdkkentjiik, akkor (13') alatti a kovetkezd lesz:

V2,5 - -i’:i-g—% —1=1221 - 1~229%,.

Tehat 229%,-kal novekszik az optimalis ecsapagytamaszkoz.

Hosszi konzol esetében pedig a % = 4-re és x = 8-ra vizsgilva az
optimalis csapagytamaszkdz-novekedést, éspedig a legnagyobb m-re, hogy
a tamaszkéz ndvekedése a lehetd legnagyobb értéki legyen, a kévetkezdket
nyerjik:

Ha x =4 és k=1/2, akkor a csapagytamaszkéz relativ szazalékos
novekedése 12,8%; x=4 és k = l/4-re pedig 32%. Ha » = 8, akkor
k = 1/2-re: 13,6%; k= 1/4-re: 33,59, az optimalis tamaszkéz relativ

noévekedése.

XII. A csapagytamaszkoz valtozasanak befolyiasa az orsémerevség
értékére és az optimalis orsémerevség

Az allandé keresztmetszetli, a ¢ hosszisagi konzol végén P erfvel
terhelt ors6 merevsége, azonos merevségi mells§ és hatsé csapdgy esetében

a kovetkezd kifejezéssel egyenls {(1d. [3]; (6/a}}:

Mitissaki Tudomdny 44. 1971,



OSSZEFUGGESEK A KETTAMASZU TENGELY, VALAMINT A CSAPAGYAK PARAMETEREI KOzOTT 127

. _ P _ 3 IE sI? (14)
"y T s e P+ (Pt2d+2e) 3 IE

ahol ! a csapagytamaszkoz, s a csapagymerevség* és

2c+l) 1 2  2?
_ p[elth __(1 2 j 14/
Y [ Y R (14)

a terhelés hatiasvonalaba esd teljes besiillyedés, amely a tengely behajlasabél
és a csapagyak rugalmas besiillyedésébdl tev6dik dssze. Az optimalis csap-

agytamaszkozre [ = [, -ra az y besiillyedés minimalis. Tehat

opt.

y - ymm »
ha
I = lnpt 9
amikor 1is
d
=y = 0 »
dl Y
(= lopt)
Mivel
sorss _ d_ £] __ P
dl dl ( y y? ’
azért
o . dsorss —0
dl ’
ha
y =0;
(= lopt.)

vagyis I = I, -ra az s, orsémerevségnek is sz¢élsé értéke van. Ez a szélsé
érték maximum, mert So6 masodik derivaltja az el§z8ek szerint:

Lo __ p ¥V =2yy? _  p ¥y -2y
Cde ¥4 ys
és ennek értéke az
= lopt.
helyen, mivel itt y' = 0, a kovetkezd: .
d*sorss =—PL”—<O,
dre 52

* E a tengely anyaginak rugalmassdgi modulusa, I pedig a tengelykeresztmetszet
ekvatorialis mdsodrendii tehetetlenségi nyomatéka.
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tekintettel még arra, hogy (14') alattibél:

1 4c 12 ¢2
" P -
Y ( s B * st

oo

Tehat az I = I,,;-ra a (14) alatti s
orsémerevség optimalis:

orss OTsOmerevség maximalis, vagyis az

Sors¢ = Sopt.»

ha
l= lopt.

Tekintsiink egy csapagysorozatot, amelyre az s csapigymerevség egye-
nesen aridnyos a d tengelyatmérgvel:s = md, tovabba a ¢ konzolhosszra is
fennall, hogy

¢ = x+d (x = allandg).

Ekkor a 4. tétel szerint az optimalis csapagytamaszkoz is linedris fiiggvénye
a d tengelydtmérdnek: "

lOpt.=C.d'

frjuk be s, ¢ és Lopt.
letébe, figyelembe véve még, hogy:

/
diz

-nak ezeket az értékeit az orsémerevség (14) alatti kép-

I— = 0,04907 - d¢,

akkor az optimalis orsémerevségre a kovetkezd kifejezést nyerjiik:

0,14721 - Em-C2-d
mi? (x4 C) C2+-0,14721 E(C>+2xC+2x2)

Sopt. =
Ez d-nek linedris fiiggvénye, tehat all a kévetkezs:

9. tétel

Ha valamely csapégysorozatra az s csapigymerevség egyenesen ardnyos
a d tengelyatmérdvel, s = md; tovabba a ¢ konzolhossz és a d tengelydtmérd
aranya is 4llandé (¢/d = » = allandd), akkor az s, optimaélis orsémerevség
linearis fiiggvénye a d tengelyatmérdnek.

Az Sopt.
lathat6, hogy ha m névekszik, vagyis nagyobb merevségili csapagysorozatra

-nak mint d linearis fiiggvényének eldbb felirt képletéhdl az is

tériink at, akkor az optimalis orsémerevség, Sopt. névekszik. Ha pedig a ¢
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konzolhosszt niveljik (vagyis a » viszonyszam értékét), akkor az optimailis
orsémerevség csokken.

Most ratériink annak a vizsgalatara, hogy a hossza mentén allandé
keresztmetszetii orsé esetében az optimilistol eltérs, az optimalisnal nagyobb
értékire valasztott csapagytamaszkoz milyen mértékben valtoztatja meg az
orsémerevség optimalis értékét.

frjuk fel az | hosszlisagi csapagytamaszkézhoz tartozé orsémerevség-
nek a (14) alatti értékét a kovetkezd alakban:

1

2¢?

s(h) = TP
SR

3IE

Ha az I csapagytamaszkoézt megvaltoztatjuk ({4 Al)-re, akkor az orsémerev-
ség: s(I + Al) és az orsémerevség értékének a megvaltozasa

1
s(l+Al) ‘"S(l): CZ(C+I+A1)~+_1_ 1+ 2¢ N 9202 —
3IE s [ 14-A1 (l—{—Al)2]
1
Hctl) 2c | 2¢%
3IE T s ( T J
[ ea 1 24 42 Al 2 (A1)
a 3IE s ll(H—Al) I(1+ A1) l2(l—{—Al)2]}

cAc+14-Al) 1 2¢ 2¢2 -1
O Ee LI Nt A T § | - X
{ 3IE + s { + I+ 41 + (l—|—Al)2]}

et+l) 1 2¢ E
X[3IE+S(+I+ ”

A szamlaléban a kerek zaréjelben allé elsé és masodik tagba vigyiik be a
kiovetkezd kifejezéseket:

1 1 Al

WAy B B

11 M)

I(+4n: B B(14- Al)?

Ekkor az orsémerevség megvaltozasa a kovetkezd alakban irhaté fel:
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s(l4+Al) - s(l) =
_ {u Rt L[.zfﬂ o Ze(dE | A dl
3IE s 2 2+ A1) B
8 A4 XA? n 2c2(Al)2 ]}X
B (14 Al B+ Al
X{ c®(c+14-41) Lll_'_ 2¢ 2¢2 ““1 %

3IE o T (1+A1)2

c(c-+1) 1 2¢ 2¢2 ]!
—_—— 14— .
><[31}3 s(+l+12)]

Ha itt a nevezdben allé két faktort, amelyek orsémerevséget jelentenek, a
rovidség kedvéért helyettesitjiik y/P-vel, illetve (y 4 Ay)/P-vel, akkor az
orsémerevségnek elébb felirt megvaltozasat rovidebb formaban a kévetkez§,
differenciara bontott alakban irhatjuk fel:

) c? 1 (2 4c?
3IE s (2 B

s(l+Al—s(l) =

y ytdy
P P
2¢(Al)2 el 4c(Al)
1 PAA) | PAAY T BIALE
s ¥y y+dy
P P

Legyen most mar ! az optimalis csapagytamaszkozzel egyenld, amelyet rovi-
den ly-val jelslink, I, = I, akkor az els6 tért szamlaléja eltiinik, mivel

az nem mas, mint;

1 dy _,
P dl
(=1
és igy irhatjuk, hogy
2 (Al
o) sty =~ |7
s U

ST 7o) i re=r
Dbt g T ),

¥y yt+dy
P P
t=1)
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Ide a
— =s(ly)
Y
» (= L)
optimalis, azaz maximalis orsémerevség értéket, valamint az (I, + Al) tamasz-
kozhéz tartozd

P
y+Ay

= s(l,+41I)

orsémerevséget bevezetve — s(l,) > s(l, + Al) — a maximalis orsémerevség
megvaltozdsdnak az abszolut értéke:

s(ly) — s{lp+4l) = — (AI) [ I+ Al 3 (lojzll ]2 +

§2 (loj/” ]2—[0_] s(lo) s(lo+1).

Innen a maximalis orsémerevség relativ megvaltozasinak a mértékére a
kévetkez elfallitas adodik:

s(l) —s(ly+4) 2 il 2 c
s(lo) s ( ) [lo+~/” 3 [0+Al) *
c 2 Al
2 |- sl 4D .
+ (10+Al lo]s<o+ )

Ebbe a képletbe az orsémerevségnek (14)-bol adédé:

P 1
sl A =

yray ot CICEE TEL NN Y B
=1, + A 3IE s Iy 1,44l

értékét helyettesitve, a maximalis orsémerevség relativ megvaltozasira a
kovetkezd kifejezést nyerjiik:

. _ _° DY I
sly)— s(l,+-41) _2[_41 2 4l lO+Al] [10+A1 I,
s(l()) lO ] ¢ (C+IO+AI) [l 2c 2[ ¢ ]2]
*—aig T ra T )| e

A jobb oldalon allé tortkifejezésbe vezessiik be megint a

c = nd, s =md és l,=10Cd
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osszefiiggésekbil ad6do x, m és C paramétereket (viszonyszamokat), tovabbi a

viszonyszamot; akkor mivel a d 4tmér8ji tomér tengelyre nézve

3 IE = 308 625 d*,

az el6bbi tortkifejezés:

c ¢ 2 c 2 Al
3 2 =
l,4Al + [lo—i—Al) + (l —{—Al] L,

s-c}c+1,+ A1) 2
3IE +[1+ l+4l e ‘ 0+A1]J
_ ai * laara) ¢+ G
. —xZ(%—l—C(l—{—‘u)) m1+2 ® 2[ * ]2 sm, 0, u).
308 625 C(1+p) C(1+w)

Eszerint az optimalis orsémerevség relativ megvaltozasanak a mérté-
két, ha a csapigytamaszkodzt az I, optimalis értékxsl (I, + Al)-re valtoztat-
juk, a kovetkezdképp irhatjuk fel:

s(ly)—s(l,+ A1)
s(lo)

= 2 p*f(x, m, C, p).

Az f(x, m, C, u) tobbvaltozés raciondlis fiiggvénynek az értékviltozasat kell
vizsgalnunk, ha a %, m, C, u paramétereknek az értékét valtoztatjuk.
El8sz6r megmutatjuk, hogy az f(x, m, C, u) fiiggvény értéke né, ha az
m paraméter novekszik.
Az f(x, m, C, u) kifejezésben fellépd C paraméter fiiggvénye az m-nek,
amint ez pl. a (8).alatti képletéhdl nyomban liathaté tekintettel arra, hogy

lopt. — i)__ = C. -
d d
4

Legyen az f(x, m, C, u) kifejezéshen egyelbre:

=1,
tehat tekintsiik az
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1 - 1
4+ = 342
Cira | [earmp

f,m,C,p) = 1_+C(1—+y)m+1+ 24 :
308 625 C+uy - [C+m]?

racionilis tértkifejezést, amelyr6l megmutatjuk, hogy értéke novekszik, ha

az m paraméter n6. Most a p viszony értékét is fixnek tekintjiik és bevezet-
jiik a kévetkezd roviditd jelolést:

x = C(1 4 p).

Mivel, amint arra az elgz6ekben ramutattunk, a C paraméter fiiggvénye
az m-nek, azért x valtozé is fiiggvénye az m-nek és x bevezetésével:

Ao, 342k -
X X
fQm, € p) = — RN
308625 " T T
. x+3+42u
~ " —+(I+J—x'~’—{—2x+2
_ 308625 308625

Szamitsuk ki ennek a tortkifejezésnek m szerinti differencialhanyado-
sat, figyelembe véve, hogy x fiiggvénye az m-nek. A tért differencialdsanak
a szabalyat alkalmazva: .

df(l,m, C, :u) _
dm .
dx x3 m
—m— 4 1+ ————| x2+2x42
. dm[ 308625 ( 308625 + ]
- - o 1 P |
m—-— — | % x
[ 308625 + ( + 308625J + ]

3m 2 2m dx
- 2 - 2 3+2
l308625 * +( + 308625)x+ ] dm (-3 +2u)

308625 308625

Ha a szamliléhan a szorzast és osszevonasokat elvégezziik, akkor a diffe-

[m 2 + (1 -4 —E——] x2+2x+2}2

rencidlhanyados szdmlaléjara a kovetkez§ kifejezést nyerjiik:

dx 2m . m 3m(3+42p)
_ o 3y | 1 2
dm [ 308625 * ( 308625 T 308625 .
m
2 -+ 1| (342 4(1 .
n [308625 + )( - 2u) x+4 ( +u)]
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Marmost, mivel:
x = C(1 + p),
azért

dx dC
dm (1) dm

De itt a (8) alatti szerint (I, = lj):

3
-
czzi/ L N #"F) -C, (1———-] —
m 27 #*m 27T % m

3
af )
27 %3 m ;
és igy :

ﬁ___]/_ I
m4 2733 m “l 27 %% m o J

h h
-2 — ——|C,+2C, |1 — —
m 27x3m2[ 2 F 4( 27 %>m
3C; |1 h * 0
———| +...|<0.
3 2743 m ]
Eszerint, tehat a .
dx dc
= = el
dm (1) dm

differencidlhanyados is negativ, amibél kévetkezik, hogy a

df(1,m,C, u)
dm

differencidlhanyadosnak a felirt szamlaléja pozitiv, mert a szégletes zaré-
jelben pozitiv kifejezés all. Ezzel bebizonyitottuk, hogy f(1, m, C, u) értéke
ndvekszik, ha m né.

Itt a » paraméter értékét l-nek valasztottuk, de kénnyld megmutatni,
hogy az f(x, m, C, u) figgvény értéke csokken, ha a x valtozé névekszik
(¢ = 1). Irjuk ugyanis fel az f(x, m,C,u) kifejezést mint a » véltozénak
racionalis tort fiiggvényét, a kovetkezd réviditett alakban:

ax -+ bx?
cxd-dn2text1 ’

[, m, C, p) =

ahol az
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L o 3+ om
C(l+p) C(1+pp 308625

_ Ctpm 2 P
308625 C2(1+p)? C(1+)

egyiitthaték most a »-tél fiiggetlen allandéknak tekinthetdk. Mivel:

df(x,m,C, p) _ (2bx+a)(cx®+dxn®+-ex+-1)— (3%2 4 2dn+e)(arx+-bx?)
dx . (cx®+dx®+ex+1)2 -
- b(2c—3)x*4a(c—3) %* - (be —da) %2+2bx+a
N (co®+dx2+ex+-1)2

a szamlaléban allé %-ban negyedfokii polinom értékvaltozasat kell vizsgalnunk.
Ehhez el§szér a polinom egyiitthatéinak el§jelét allapitjuk meg. A x»*-nek
az egyiitthatéja negativ, mert

2m
2¢—-3 = - --3<L0,
308625

mivel m-nek a lehetd legnagyobb értéke (ld. a VI. fejezetet):

m = 230 000,
A »® egyiitthatdja:
m

3=—1"_ . 30
308625

szintén negativ. A »? egyiitthatéja

be da == (31’£@—2 —_— 'n_ - 2 =
C (1+u)?® 308625  CO(Ltpp
4+4u m

T (1+p 308625

Ez a differencia akkor negativ, ill. nem pozitiv, ha

4 +4p m
CH1++p)p ~ 308625
vagyis ha
CZV 308625 4

(1+ )
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De a C-nek elébb felirt hatvanysoros el§allitasabdl (8) nyomban lithato,
hogy C minimalis értékét » = oco-re veszi fel, amikor is
3 —_—
h
C=2| —(1-Cy--Cj~ Cg— . . .),
m

ahol (7') szerint, ha abban a = I:
eog -2

és igy C miniméalis értéke

2h
Cmm. - -
m
Mivel a (2) egyenlet szerint -
o
ho 10 ’
1,62

azért

3 _ 3
c. _ V 100 V1234500
™Y 0,81 m m

ami sohasem kisebb az elébb C-re nyert alsé korlatnal, ugyanis

3 3 3 3
308625 4 1234500 1234500
= - - < = = Cmin.'
m (14w m(1-+u) m

Ezzel megmutattuk, hogy a »-ban negyedfokid polinomban a »? egyiitt-

hatdja is negativ; a x» egyiitthatéja és a konstans tag pedig pozitiv. Tehat
a polinom egyiitthatéinak sorozatdban pontosan egy jelvaltds 1ép fel, ami
azt jelenti, hogy a polinom pontosan egyszer tinik el, ha s wviltozik 0-tél
oo-ig. De » = 1-re a polinom értéke:

b(2¢ — 3)+a(c — 3)+(be —da)+2 b+a = b2 c— 1)+a(c —2)+ (be — da).

Itt a jobb oldalrél, amely harom tag osszege, megmutatjuk, hogy annak
értéke negativ. A harmadik tag, be — da (a »* egyiitthatéja) mint az elébb
megmutattuk negativ. Az els6 két tag osszege
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1 3-+4-2u 2m m
b2e—1)+a(c—2) — 1 s
Ge=D)talc=2 =000 [C(1+,u) (308625 ) * 308025 ]

pedig akkor éri el legnagyobb értékét, amikor m maximailis és igy C minimalis;
tehat ha a (VI. fejezet szerint):

= 230 000
és az el6bbiekben levezetett
3
1234500
L G | 50
m
képlet szerint .
3 [ —
_ [/ 1234500 ves67 — 1,15 ;
230000
tovabba p = 0. Akkor
32 3 4 ™ 074523,
C(l+p) 1,75 308625

amely értékekkel

b(2¢ 1)4-a(c- 2)=

_ 1 (3 040046-125477) = L [2ATI38 ) ocurr| —
1,75 | 1,75 1,55 | 1,75

— 1 (LATI38 ot <o
1,75 | 175

Ez az eredmény azt mondja, hogy » = l-re a »-ban negyedfokd polinom
negativ — ugyanis (be — da) << 0 — tehat minden »-ra, amely » = 1, a poli-
nom negativ, vagyis a

df(%, m, C, Iu)
dsx

derivalt szamlaléja és igy maga a derivalt is negativ. Ennélfogva az f(x, m, C, u)
fiiggvény monoton csbkken, ha » (= 1) névekszik 1-t8l oo-ig.

Tehat az f(x, m, C,u) négyvaltozés fiiggvényre vonatkozéan meg-
allapitottuk, hogy annak értéke névekszik, ha az m paraméter né, és a fiigg-
vény értéke csokken, ha a x» paraméter novekszik. Valasszuk az m értékét
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a lehetd legnagyobbra és » legyen a lehetd legkisebb, vagyis » = 1. Ekkor
m = 230 000 esetében a C paraméter értéke, amint az eldzSekben levezettiik,
minimalis, éspedig

C = 1,75.

Irjuk be az f(x, m, C, u) kifejezésébe a » = 1, m = 230 000 és C = 1,75 érté-
keket, akkor:

fol#) = £(1;23000051,75; u) =

! + [ ! ]2(3+2u)

LT5(14p) | |L,75(144)
AFLBAHA) 530000414 —2 +2( 1 )2
308625 1,75(1+p) 1,75(1 4 )

Ha ide révidség kedvéért bevezetjik

A=1,75(1 + u)
jelolést, akkor
' 1 3+2u

Tt TR

2 2
144)0,7454+1+ — + —
(142 0,745+1+ —— 4 —

Jolw) =

Itt a u paraméter az I, optimalis csapagytimaszkéz relativ megvalto-
zasanak a mértékét jelenti:

Az f(u) értékét u = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4-re meghatarozva:

£o(0,1) = 0,2907,
£0(0,2) = 0,2645,
£o(0,3) = 0,2412
és £o(0,4) = 0,2206.

Az optimalis orsémerevség relativ megviltozasdnak a mértékére — ha
a csapagytamaszkoz az [, optimalis értékrdl (I, + Al)-re valtozik — levezetett

s(lp) — s(ly+ A1)
s(lo)

= 2u* f (%, m, C, p)
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képlet alapjan, a maximalis lehetséges orsémerevség-viltozasokra, ha az I,
optimalis csapagytamaszkozt hosszanak 10, 20, 30 és 409%,-aval valtoztatjuk
meg, a kovetkezd értéket kapjuk:
~
s(ly) —s(ly+ A1)

= 242 f, () - 100 %,
o0o) 12 fo () vz

ahonnan az el6bb felirt £,(0,1), £,(0,2), f,(0,3) és f,(0,4) értékek alapjan,

ha u = 0,1, akkor 2 u?fy(u) - 1009, = 0,6%;
p = 0,2, akkor 2 p2f (u) - 100%, = 2%;
u = 0,3, akkor 2 u2f (u) - 100%, = 49%

és w = 0,4, akkor 2 p?f (u) - 100%, = 7Y%,

Tehat arra az eredményre jutottunk, hogy az optimilis csapagytiamasz-
k6éz hosszanak 409,-0s megnivelése is csak 7%-kal csokkenti az orsémerev-
ség értékét. Kiilonben arra a tényre, hogy allandé keresztmetszetd orsé eseté-
ben az optimalis csapagytamaszkoz novelése csak kismértékben valtoztatja
az orsémerevséget, mar a {4] tanulméanyunkban is rimutattunk.
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Relations between the Optimum Bearing Distance of a Two-Suppert Cantilever Shaft and
Certain shaft and Bearing parameters. The paper deals with deducing theorems on the optimum
distance between the bearings, which express the variation of optimum bearing distance if
some of the parameters characterizing the shaft and its bearings: shaft diameter, console
length and bearing stiffness, change. The author analyses the influence of bearing dimensions
on the optimum bearing distance for equal and for inequal front and rear bearing stiffnesses
and estimates the reduction of the optimum bearing distance when the equal front and rear
bearing stiffnesses are increased. The paper also deals with the influence of the ratio of the
bearing stiffness on the optimum bearing distance for different stiffnesses of the two bearings.
Finally the paper discusses optimum spindle stiffness and the influence of the change of
bearing distance on spindle stiffness.

Beziehungen zwischen der giinstigsten Lagerentfernung einer zweifach kragtrigerartig
gelagerien Welle und gewissen Parametern der Welle und der Lager. In der Arbeit werden
solche Zusammenhiinge fiir die optimale Auflagerentfernung abgeleitet, welche deren Ande-
rung fiir den Fall ausdriicken, daf} einige die Welle und die Lagerung charakterisierenden
Parameter: Wellendurchmesser, Kraglinge, Lagersteifheit, sich dndern. Die Arbeit analysiert
den Einfluf§ der Lagersteifheiten auf die optimale Lagerentfernung bei gleicher und bei ver-
schiedener Steifheit des vorderen und des hinteren Lagers, und schitzt die Verminderung des
optimalen Lagerabstands bei Vergroflerung der miteinander gleichen vorderen und riick-
wiirtigen Lagersteifheit. Ferner wir der EinfluB des Verhiltnisses der Lagersteifheiten auf
die optimale Lagerentfernung bei verschiedener Steifheit des vorderen und des hinteren
Lagers untersucht. SchlieBlich beschaftigt sich die Arbeit mit der optimalen Spindelsteifheit
und dem EinfluB der Anderung der Lagerentfernung auf die Spindelsteifheit.
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