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A t a n u l m á n y az opt imál is csapágytámaszközre vona tkozó o lyan tételek levezetésével 
fogla lkozik , amelyek kifejezik az op t imál i s csapágytámaszköz é r t ékvá l tozásának a tö rvény-
szerűségei t arra az esetre , amikor a t e n g e l y t és annak csapágyazásá t jel lemző pa ramé te r ek 
közül egyeseknek az é r t éké t v á l t o z t a t j u k . A levezetet t té te lek összefüggéseket fe jeznek ki 
az op t imá l i s c sapágy támaszköz hossza és a tengelyá tmérő , a konzolhossz, v a l a m i n t a csap-
ágymerevségek közö t t . E lemzi a csapágymerevségek ér tékének be fo lyásá t az opt imál i s csap-
ágy támaszköz re , egymássa l megegyező és egymástól eltérő mellső és há t só csapágymerevsé-
gek ese tében , és ezzel kapcso la tban becsléseket ad az opt imál is t ámaszköz csökkenésére az 
egyező mellső és há t só csapágymerevség növelésénél; t o v á b b á megá l lap í t j a a csapágy-
merevségek viszonyának a befolyását az opt imál is c sapágy támaszközre eltérő mellső, illetve 
há t só csapágymerevség esetében. Végül foglalkozik az opt imál is orsómerevséggel és a csapágy-
t á m a s z k ö z vá l tozásának befolyásával az orsómerevségnek az ér tékére . 

I. Bevezetés 

A legkedvezőbb c sapágy támaszköz megha tá rozásáva l k é t t á m a s z ú kon-
zolos tengelyek ese tében két előbbi c ikkünkben fog la lkoz tunk [1, 4] . Ezeken 
k í v ü l még számos m á s cikk is foglalkozik ugyanezzel a kérdéssel [2, 3, 5—11]. 

E b b e n a c ikkben olyan t é t e l eke t veze tünk le, amelyek összefüggéseket 
á l l a p í t a n a k meg az opt imál is c sapágy támaszköz és a c s a p á g y a k a t , v a l a m i n t 
a t e n g e l y t jellemző p a r a m é t e r e k k ö z ö t t . Ezek a p a r a m é t e r e k : a t enge lyá tmérő , 
a konzolhossz, a t enge lymerevség és a két csapágy merevsége. Az opt imál is 
c sapágy támaszköz és e p a r a m é t e r e k közt fennál ló , a t o v á b b i a k b a n leve-
ze t e t t té te lek m u t a t j á k az egyes pa r amé te r eknek a befo lyásá t az op t imá l i s 
c sapágy támaszköz é r tékének a k ia lakulására . 

V izsgá la t a inkban t ömör és á l l andó keresz tmetsze tű tenge lyekre szorít-
k o z u n k , és fe l té te lezzük, hogy a te rhe lés csak a konzolon h a t . T o v á b b á azt is 
fe l té te lezzük, hogy a tengely a c s apágyakban szabadon végezhet k i sé r tékű 
szögelfordulás t , t e h á t hogy a csapágys íkokban riem lép fel r eakc iónyomaték . 
(Az u t ó b b i fel tétel az önbeálló gördü lőcsapágyakná l és a s ik lócsapágyak 
közül a sa ruscsapágyakná l valósul meg.) 

* L ipka I s tván ; B u d a p e s t X I . , Szakas i t s Á. u. 43. 
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II. A z optimális csapágytámaszköz ineghatázozása 

A vizsgált orsó váz l a t á t az 1. ábra m u t a t j a . Az á l landó d á tmérő jű 
t ö m ö r tengely az [kp/jitm] merevségű mellső és az s„ [kp / / jm] merevségű 
h á t s ó csapágyban f u t . А с hosszúságú konzol vége a P erő h a t á s á r a lehaj l ik , 
a m e l y lehajlás minimál is , h a a c sapágy támaszköz l é r t éké t egy megfelelő, 
ú n . optimális é r t é k n e k v á l a s z t j u k . E z t az op t imál i s í o p t c s apágy támaszköz t 
acé lanyagú t enge ly re a k ö v e t k e z ő h a r m a d f o k ú egyenlet egyet len pozit ív 
g y ö k e szo lgá l ta t ja [7]: 

l3 -
1,62 S l c 

0. (1) 

s7 
m/Mm 

у/тшщ 

LwvjxwT 

1. ábra 

Ennek az egyenle tnek egye t len pozit ív gyöké t — az opt imál i s csapágy-
t á m a s z k ö z t — m i n t a d, c, Sy és s 2 p a r a m é t e r e k n e k a f ü g g v é n y é t k í v á n j u k 
vizsgálni . E célból beveze t jük az (1) egyenle tbe a köve tkező rövidí tő jelö-
léseke t : 

10« 

1,62 
= h 

es 

S-« S« 

( 2 ) 

(2') 

amelyekkel az (1) egyenlet a köve tkező a lakot veszi fel: 

hdl 

l3 l-hdi<J = 0. 
s.c ( П 

Az (1') a l a t t i h a r m a d f o k ú egyenlet egyet len pozi t ív gyöké t (az optimális 
c s a p á g y t á m a s z k ö z t ) tovább i v izsgá la ta inkhoz a Cardan-kép le t t e l célszerű fel-
í r n u n k (Id. [1, 2]), amihez t e k i n t j ü k az egyenle tnek köve tkező normált 
a l a k j á t : 

P + 8 pl + 2q = 0. (1*) 
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Esze r in t az (1') egyenletnek n o r m á l t a l a k j á b a n a p és q e g y ü t t h a t ó k a köve t -
kező kifejezések: 

hd4 , hdla 
p = - - es g = - — . (3) 

3 sxc 2 

H a a normál t egyenle t d i szkr iminánsa : 

D = q2 -f p3 

poz i t ív , akkor az egyenletnek egy gyöke valós, a másik ke t tő komplex . N á l u n k , 
a m i n t azt m a j d a későbbiekben m e g m u t a t j u k , a t ek in t e tbe j ö v ő esetek t ú l -
n y o m ó többségében a d iszkr imináns pozitív ( D ]> 0) és így az (1 ' ) a la t t i I -ben 
h a r m a d f o k ú egyen le t egyetlen pozit ív valós gyökét az 

3 3 

Cardan-képle t szo lgá l ta t j a . I d e p és q (3) a l a t t i értékeit b e í r v a az opt imál i -
c s a p á g y t á m a s z k ö z r e a köve tkező kifejezést n y e r j ü k : 

'opt . 
Ad4 er 

• + 

+ 

h2 dgo2 h3 d12  

21 s\c3 + 
(4) 

hdá a h1 d8a2 h3d12 

27 sj с3 

I n n e n az op t imál i s c sapágy támaszköz és a d t enge lyá tmérő v iszonyára adó-
d ik , hogy: 

l, opt.  

d~ 

hdo + h2 d2 a2 h3d6 

27 sfc3 + hdo h2 d2a2 h3 d8 

27siC3 (5) 

Ha azoka t a c sapágyazásoka t t e k i n t j ü k , amelyeknél a mellső és h á t s ó 
c sapágy merevsége egyenlő, t e h á t sx = s 2 = s, akkor (2') szer in t 

a = 

a m i t az (5) a l a t t i b a í rva az loptJd viszonyra e b b e n az esetben n y e r j ü k , h o g y : 
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»opt. 

S 

+ 

ft2 íd 2 h3 Id 3 id 
s 27 1 s U l + 

(5 ' ) 

h2 

27 s 

Az í o p t op t imál i s c sapágy támaszközre , i l letve az Zopt /d v i szonyra felírt 
(4) a la t t i , i l letve (5) és (5 ') a la t t i kép le tekből t é te leke t veze the tünk le az opti-
mális c s apágy t ámaszköz re a köve tkező I I I . f e j eze tben beb izony í t andó két 
l e m m a segítségével. 

III. Két l e m m a bebizonyítása 

1. lemma 

Legyen о és b k é t pozi t ív szám és je lentsen x poz i t ív vá l tozót , a k k o r a 

.i i , 
cp(x) =Va+ Y a2 — bx3 + Y a - \а2-Ъх3 0 < * < -

, 2 / 3 

a 

Yb 

kifejezés az x v á l t o z ó n a k monoton növekvő f üggvénye . 

Bizonyítás. Differenciál juk a <p(x) k ifejezést x szerint: 

bx2 
«М*) = 

d* 2 У о 2 -
1 

2 Ui2-6*3 

Minthogy i t t a számlálóban a kivonandó sohasem nagyobb, m i n t a kisebbítendő m e r t : 

а + У a2 — Ьх3 > а — / а 2 — bx3 , 

azért a számláló és ennélfogva a dq>(x)jdx d ifferenciálhányados sohasem negatív. E z éppen 
azt mond ja , hogy tp(x) az x-nek monoton növekvő függvénye. 

2. lemma 

H a a és b a d o t t pozi t ív számok és x pozi t ív vá l tozó , akkor a 

<p(x) = Yax+ Y a2*2 b + Y ax~ \a2x2-b j* ^ 

kifejezés mono ton nő, h a az x vá l tozó növekszik. 
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Bizonyítás. (p(x) kifejezés x szer in t i d i f ferenciá lhányadosa: 

^ a2x a2 x 

dy(x) _ Yalx2-b Уа2хг-Ь 

á * 3 (ах 3 ( а х - Y ä ^ ^ b f 1 3 ~~ 

= , ° [(ах + УаСхУ-В)1 (ах - > 0 . 
3 \а2х2—ь 

Az u t ó b b i egyenlőtlenség mindig fennál l , mivel a szögletes zárójelben álló k i v o n a n d ó sohasem 
n a g y o b b , m i n t a k i sebbí tendő , amiből köve tkez ik , hogy a <p{x) d i f fe renciá lhányadosa sohasem 
nega t ív és így cp(x) az x-nek monoton növekvő függvénye . 

IV. Tételek az optimális csapágytámaszközre egyező 
mellső és hátsó csapágymerevség esetében 

1. tétel 

Rögzí te t t d t enge lyá tmérő és rögzítet t с konzolhossz e se t ében az l o p t 

opt imál i s c sapágy támaszköz c s ö k k e n , ha a c sapágymerevsége t (s) növel jük . 

Bizonyítás. А I I . fe jezet (5') a l a t t i képletében h m e g a d o t t numer ikus é r t ék (Id. I I . (2) 
a l a t t ) és mivel mos t fe l té te l szerint a d és с is rögzítet t é r t é k e k , azért (5 ' ) a l a t t i b a n csak az 
s csapágymerevség vá l tozó . Ennek megfe le lően vezessük be az (5') a l a t t i ba az ú j x vál tozót 
a köve tkező összefüggés a lapján: 

Vezessük be t ovábbá ugyancsak (5 ')-be a következő je lö léseke t : 

hd = a 
és 

ekkor (5 ' ) a köve tkező a lakot nyeri : 

• JI 3 
-ffih = fax3 (- fa2xe- bx* + f a x 3 - /a2xe - bx9 = 

d 
3 3 

= x (Уа + Y а2— Ьх3 + fa - Ya2- bx:>) • 

Mivel i t t a kerek záró je lben álló k i fe jezés az 1. lemma szer in t az x-nek m o n o t o n növekvő 
függvénye , azért ny i lvánva ló , hogy a n n a k x-szel való szo rza ta , vagyis az í0p( /d v iszony is mono-
ton növekvő függvénye az x-nek. E b b ő l következik — m i v e l a d rögzítet t é r t é k —, hogyí o p t_ 
é r t éke csökken, amikor az x változó é r t e k e csökken, v a g y i s az s = 1/x3 összefüggés a l ap j án 
az s merevség növekszik. T e h á t í0p t c s ö k k e n , ha s növeksz ik , ami b e b i z o n y í t a n d ó volt. 

2. tétel 

Rögzí t sük a t enge lyá tmérő d és a csapágymerevség s é r t é k é t . Ekkor 
a с konzolhossz növelése az op t imá l i s csapágytámaszköz t c sökken t i . 
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Bizonyítás. А II . ( 5 ' ) a l a t t i kifejezésben m o s t d, s és h a r ö g z í t e t t értékek és а с konzol-
hossz a v á l t o z ó ; tehát í r h a t j u k , hogy: 

hd 

továbbá , h o g y 

h3 

27 ( - f ) ' * - " 

ahol x v á l t o z ó . Ezekkel ( 5 ' ) a la t t i 

opt. У a + I'a2- bx3 + f a - У а2- Ьх3 , 

ami az 1. l e m m a szerint az x - n e k monoton n ö v e k v ő függvénye. Esze r in t l0ptjd c s ö k k e n és így 
l0 pt_ is c s ö k k e n — a d u g y a n i s rögzí te t t é r ték — h a x csökken, v a g y i s x = l/e f o l y t á n a с kon-
zolhossz növekszik . 

Az 1. és a 2. t é t e l fo lyománya a következő, 3 . t é te l . 

3. tétel 

R ö g z í t e t t t e n g e l y á t m é r ő ese tében a csapágymerevségnek, v a l a m i n t a 
konzolhossznak a megnövelése c s ö k k e n t i az o p t i m á l i s csapágytámaszköz t . 

Bizonyítás. Rögz í te t t d t enge lyá tmérőné l legyen a csapágymerevség , és konzolhossz 
értéke s 0 , ill. c0 , amelyeket s 0 < s-re, illetve c 0 < c-re aka runk megnövelni . T e k i n t s ü k először 
rögzí te t t d-nél a c0 konzo lhossza t is r ö g z í t e t t n e k . Ekkor az s 0 merevséget s-re megnövelve 
az 1. t é t e l szer int csökken az optimális c sapágytámaszköz . E z u t á n rögzített d-nél és rögzített 
s-nél a c 0 konzolhosszt n ö v e l v e c-re a 2. t é te l szer in t csökken t o v á b b az opt imál is támaszköz, 
ami beb izony í t andó vol t . 

T e k i n t s ü n k o l y a n csapágysoroza to t , amelynél a csapágymerevség, az 
s a r ányos a d t enge lyá tmérőve l (ld. [7]) , t ehá t az s m e r e v s é g lineáris függvénye 
a d -nek : 

s = md. 

Vezessük be a с konzolhossz és a d t enge lyá tmérő a r á n y á r a a 

- £ - = *, (* = 1 , 2 , 4 , 8 ) ; 

jelölést ; ekkor (5') s z e r i n t : 

3 

'opt. 1 /4 
' m 

i , h г A3 1 1 h I h 2 h3 1 

d 1 /4 
' m г u) 27 (mx)3 ' m 1 m 27 (mx)3 

Ebből a képletből l á t h a t ó , hogy a t e k i n t e t b e ve t t c sapágyso roza t r a (m = áll.) 
á l landó 

konzolhossz 
я — 

t enge lyá tmérő 
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a rány ese tében az opt imál is c sapágy támaszköz a d á t m é r ő n e k a lineáris f ü g g -
vénye. T e h á t érvényes a következő, 4. t é t e l . 

4. tétel 

H a va l ame ly csapágysoroza t ra a c sapágymerevség egyenesen a r á n y o s 
a d t enge lyá tmérőve l (m = ál landó), akkor а с konzolhossz és d t e n g e l y á t m é r ő 
állandó a r á n y a (c/d = k o n s t ) esetében az optimális c sapágy támaszköz a d 
á tmérőnek lineáris f üggvénye . 

V. Tételek az optimális csapágytámaszközre eltérő 
mellső- és há tsó csapágymerevség ese tén 

T e g y ü k fel most , h o g y a mellső c s a p á g y s1 merevségével nem egyez ik 
meg a h á t s ó csapágy s 2 merevsége, t e h á t 

Sl > «2-

5. tétel 

H a a mellső csapágy s x merevsége egyenesen arányos a d t enge lyá tmérőve l , 
akkor rögz í t e t t d á tmérőre és rögzí te t t с konzolhosszra az optimális c s a p á g y -
támaszköz é r t éke csökken, h a a hátsó c s a p á g y s2 merevségé t megnöve l jük . 
H a pedig rögz í t e t t S j / S - l v i szony és rögz í t e t t c/d viszony esetére a d á t m é r ő t 
növe l jük , akko r az opt imál i s c sapágy támaszköz is növeksz ik . 

Bizonyítás. Mivel s, = md és c/d = x, ahol m és x legyenek m o s t rögzített é r t é k e k , 
az íopt./d v i szonynak az (5) a l a t t i kifejezése a k ö v e t k e z ő alakot n y e r i : 

'opt. 

ahol 

hd h2 d2 h3 

27 m3 x3 

a - J L + ' J L 

hd 

md s.. 

h2 

a2- h3 

27 m3 xs 

(6) 

Mivel i t t az 5. té te l feltételei szer in t h, d, m és x r ö g z í t e t t ér tekek, a z é r t í rha t juk , h o g y 

hd , h3 

27 m3 к Г - » . 

a változó é r t ékű ст-ra pedig — mive l (6) a la t t az s 2 merevsége t vá l t ozónak tekin t jük — vezes 
sük be a a = x jelölést . Ezekkel a viszony kifejezése a következő a l a k o t veszi fel: 

— = \ax + Y a2x2~ b -F ]fax - Y a2 x2-b , 
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amelynek é r t éke a 2. lemma sze r in t csökken, lia a (6) alat t i 

1 
md 

1 
Sn 

vál tozó értéke c s ö k k e n , vagyis az s 2 merevség n ö v e k s z i k . Mivel pedig d rögzítet t é r ték , a z é r t 
'opt. értéke is c s ö k k e n , ha s2 növeksz ik . Ezzel az 5. t é t e l első részét beb izony í to t tuk . L e g y e n e k 
ezu tán az 

= Л es 

viszonyok a r ö g z í t e t t értékek. E k k o r s ( = md és s 

1 1 1 / or = = 
s, s 2 d \ 

Xmd s ze r in t 

— I — + —) = _ L i ± i 
J 1 m Am I d Am 

amelyet , v a l a m i n t az s4 = md és с = xd ér tékeket az (5) alat t iba behe lye t t e s í tve , az a k ö v e t -
kező alakot n y e r i : 

'opt. A 1 + A 

T Am Г-
h2 ( l - f A)2 

4 A2 m2 
h3 

27 m3 x3 + 

h 14-A 
2 Am 

h2 (14 A)2 

4 A2 m2 
h2 1  

~2Îrâ¥ ' 

(6') 

Mivel i t t a g y ö k j e l a la t t csupa rögz í t e t t érték ál l , azér t 

'opt- = Gd, 
ahol 

С = á l l andó ; 

vagyis lopt_ n ö v e k s z i k , ha a d á t m é r ő nő, rögzí te t t s 2 / s 4 = A és rögz í t e t t c/d = к v i szony ese-
tében, a m e n n y i b e n még a mellső csapágy sí m e r e v s é g e egyenesen a r ányos a d t e n g e l y á t -
mérővel. 

Ha az í o p t /d viszonyra (6') a l a t t felírt k é p l e t b e n a x = c/d v i s z o n y t vál tozónak, e l l enben 
a A = s2 /sj v i s z o n y t rögzí te t tnek t ek in t jük , a k k o r az 1. lemmából következik, ha a b b a n 
x - 1 Ix3, hogy rögz í t e t t d e se tében lopt csökken, h a ж csökken, azaz x = e/d növekszik; v a g y 
mive l d rögz í t e t t , а с növekszik. T e h á t érvényes a következő , 6. t é t e l . 

6. tétel 

H a a m e l l s ő csapágy merevsége : egyenesen a r á n y o s a d t e n g e l y á t m é -
rővel , a k k o r r ö g z í t e t t A = s 2 / s i v i szony és rögz í te t t d á t m é r ő e se t ében a z 
'opt. c sökken , h a а с konzo lhossz n ö v e k s z i k . 

H a s o n l ó k é p p e n , ha ( 6 ' ) a l a t t iban a x = c/d és az m = sjd a r ö g z í t e t t 
é r tékek , e l l e n b e n a 1 = s 2 / s i viszony v á l t o z ó , akkor az 

1 + A . , 1 
=1+ — = x 

jelölést b e v e z e t v e a 2. l e m m á b ó l k ö v e t k e z i k a 
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7. tétel 

Az l0tpjd v i szony ér téke csökken , ha a x = c/d viszony és az m = sjd 
viszony ér téke rögz í t e t t , ellenben а Я = s2/Sj v i szony ér téké t megnöve l jük . 

Végül az 1. l e m m a a lka lmazásáva l adódik a 

\ 8. tétel 

Н а а Я = s2 lsx viszony és x = c/d v iszony ér téke rögz í t e t t ek , akkor 
a z lopt./d viszony é r t éke csökken, h a az m = s/d v i szony é r téké t m e g n ö v e l j ü k . 

VI. Az optimális csapágytámaszköz és a tengelyátmérő 
lopt./d viszonyának értékváltozási tartománya 

Az előzőkben l á t t u k , hogy az m = s/d p a r a m é t e r v i s z o n y ér tékének a 
növe lésekor az Zopt /d viszony é r téke csökken (8. té te l ) , és ugyanez következik 
he a k k o r is, ha az s2/s1 viszony é r t é k é t növel jük (7. tétel) . Ezzel kapcso la tban 
azt kérdezzük , hogy mi az opt imál is c sapágy támaszköz és a d t enge lyá tmérő 
'optJd v iszonynak a lehetséges legkisebb és l egnagyobb ér téke . Az előzőkben 
m á r u t a l t u n k arra , h o g y az (1') a l a t t i h a r m a d f o k ú egyenle tnek egyet len pozit ív 
gyöke , vagyis az I o p t a b b a n az ese tben í rha tó fel valós a l a k b a n a Cardan-
kép le t t e l , ha az egyenle t d i szkr iminánsa nem nega t ív , t e h á t : 

"2 + p3 > 0. 

Ide p és q (3) a la t t i je lentésé t be í rva azt k a p j u k , hogy a b b a n az ese tben , 
amikor az optimális c sapágy támaszköz a Cardan-kép le t te l fe l í rha tó , te l je-
sülnie kell a köve tkező egyenlőt lenségnek: 

a 2 ^ Ad4 

4 27 s\c3 

vagy mivel ^ s2 és így (2') szer in t 

S, S.y S i 

fenn kell állnia a köve tkező egyenlőt lenségnek: 

J _ > h d i 

s{ 21s3c3 ' 
a h o n n a n 

1 > Ы > . 
" " 2 7 s l C

3 
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I d e a c/d = x és sjd = m je lölést beveze tve és h (2) a la t t i é r t é k é t beírva, 
a z t k a p j u k , hogy x és m m i n d e n lehetséges é r tékére te l jesülnie kell az 

106 

m .> 
27 X 1,62 • x3 

egyenlő t lenségnek. Mivel az egyenlőt lenség j obb o lda lának lehetséges leg-
n a g y o b b ér téke x = l - r e : 1 0 6 / 2 7 x l , 6 2 , azér t az egyenlőt lenség ba l oldalán 
ál ló m — Syjd a r á n y legkisebb e r t eke a következő l ehe t : 

10e 

m = = 22 862 . 
2 7 X 1 , 6 2 

E z az ér ték v a l ó b a n megfelel a [3] c ikkben l eveze te t t „az esetek túlnyomó 
többségében fennálló" [3] (11) a l a t t i egyenlőt lenségnek, anely c3s/d4 = x3m-re a 

x3m > 22 900 

alsó kor lá to t a d j a meg. Ezek szer int a Cardan-kép le t te l az op t imál i s csapágy-
t á m a s z k ö z t m i n d e n t e k i n t e t b e jövő esetben elő t u d j u k ál l í tani . 

Mivel a 3. t é te l szerint rögz í t e t t d t enge lyá tmérőné l a csapágymerevség-
n e k (sj = s 2 ) , v a l a m i n t a konzolhossznak , a c-nek csökkentése növel i az l 
op t imál i s c s apágy t ámaszköz t , azér t /o p t és loptJd is a lehetséges legnagyobb 
é r t é k e t akkor éri el, amikor x és m a lehető legkisebb, vagyis 

x = 1 és m = 22 862. 

E b b e n az ese tben az (1') egyenle t d iszkr iminánsa nul la , amikor is az (5') 
k i fe jezésben a négyze tgyök je l a l a t t i differencia e l tűn ik és (5 ') a következő 
egyszerű a lakot ölt i fel: 

— 2 
d 

h— = 2 
I s 

h 

m 

ide h = 106/1,62 és m = 1 0 e / 2 7 x l , 6 2 é r téké t be í rva 

l 

t e h á t 

^ = 2 / 2 7 = 6 , 

opt. 6 . 
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Az Zopt Id lehetséges legkisebb ér téké t meg a k k o r k a p j u k meg, amikor 
x és m, — s^d a l ehe tő legnagyobb, vagyis [7] sze r in t 

x = 8 

és 

m = sjd = 230 000. 

Ezekkel az (5')-ből a legkisebb loptJd-re n y e r j ü k , hogy : 

l, opt.  

~d 

+ 

10e 

1,62 23 Ю 4 

3 

+ 10« \ 
1 1,62 1 

1018 1 1 1 

1,62 I 232 1 08 1,623 2 7 233 • 1012 8 3 + 

10"' 1 

1,62 23 Ю 4 

10« )2 1 1018 1 1 

1,62 I 232108 1,623 2 7 233 • 1012 8 3 

У 5,3673 + 1/0,0003 = 1 , 7 5 0 8 + 0 , 0 6 6 9 ^ 1,8, 

T e h á t az m = sx/d v i szony növelése, vagyis rögz í t e t t d esetében az sx merev-
ség növelése (s2 == sx esetében) lényegesen csökken t i az Zopt /d v i szony ér tékét . 
A t o v á b b i a k b a n részle tes v izsgá la tnak ve t j ük alá az Zopt /d csökkenésének a 
mér t éké t abban az e se tben , amikor az s = sx = s 2 c sapágymerevség növekszik. 

VII . Az lUpi./d kifejezés sorbafe j tése 

Mivel az (1') a l a t t i h a r m a d f o k ú egyenlet n o r m á l t a l ak j ában (1*) alat t i -
ban (3)-szerint az e lsőfokú tag és az ál landó t a g is negat ív , azaz 

p < 0, és q < 0, 

azért az Zopt gyöknek a Cardan-képlc t te l való e lőál l í tása a következő f o r m á b a n 
is f e l í rha tó : 

3 s  

/opt. =V^-q + Y¥+P3 + У-q V¥+P3 = 

- bq\ + У¥ЧК3 -f У I f i - Vq2-\p\a = 
3 

= ш ( / 1 + I f i 3 I f i 3 
( 7 ) 
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Legyen i t t rövidség kedvéér t 

1 I f I 3 

és ha t á rozzuk m e g a (7) alat t i k e r e k zárójelben t a l á lha tó 

3 3 

] / l + a + f i a 

összegnek a szer int i sorbafe j tésé t . Az á l ta lános binomiális t é t e l szer in t : 

j b r + r = 1 + | 
1/3 

1 

1/3 

1 
l ' l a = 1 

A megfelelő o l d a l a k a t összeadva: 

a + (t a 2 + 
1/3 

3 
«3 + 

(1/3 
. 4 

1/3 

2 
a2 't! Я з + íl /3] 

4 ) 

a4 + . . . 

(1/3 (Щ s 1/3 
a = 2 

. I 2 . a 2 + 
к 4 1 6 

a e + . . . 

A binomiál is e g y ü t t h a t ó abszo lú t é r téké t C^-val jelölve, mive l ér téke 

pá ros A-ra nega t ív , azér t í r h a t j u k , h o g y 

1/3 
. = - C 2 í ( £ = 1 , 2 , 3 , . . . ) ; 

2 i 

a m i t az előbbi sor fe j tésbe behe lye t t e s í tve : 

f i + a + f l - o = 2 ( 1 - C 2 a 2 - C 4 a 4 — Ce a6— . . . ), 

ahol az e g y ü t t h a t ó k számér tékei : 

r - 4 г _ 1 0 ^ 154 
C 2 ~ - 9 ; 4 ~ 243 ; 6561 

(7') 

(7') h a t v á n y s o r b a n a h a t v á n y a l a p : 

1 - \ Р \ Я 
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a h o v á p és q (3) a l a t t i értékeit b e í r v a , t o v á b b á f igyelemmel a r r a , hogy Sj = ss 

ese t ében : a = 2 j s x , az a-ra a d ó d i k , hogy 

a = J L (Al3
 j L 

27 с s, 

v a g y a c/d = к és s/d = m je lölésekkel: 

27 к 3 т 

E z t az a é r t é k e t a (7') a l a t t i jobb o lda lába beírva és f igye lembe véve 
a z t , hogy (7') a (7) a la t t i j obb o lda lán a ke rek zárójelben ál ló kifejezéssel 
egyenlő , a (7) a l a t t i a lapján az loptJd a r á n y n a k a következő végte len sorba 
f e j t e t t a l ak já t n y e r j ü k : 

opt. h 
m 

c 2 1 -

c„ 1 

27 y? m 

h 

CA l -
27 

27 x3 m 

(8) 

ahol a C2 i (i = 1, 2, 3, . . .) e g y ü t t h a t ó k a b inomiál i s e g y ü t t h a t ó k abszolút 
é r t ékéve l egyenlők: 

C2 = 
1 . r - 1 0 . r - 1 5 4 

i C,, — , C6 — — 
9 243 6561 

A (8) a la t t i előáll í tásból n y o m b a n lá tha tó , h o g y ha m = sxjd növekszik, 
a k k o r a záróje lben álló h a t v á n y s o r negat ív részének az abszo lú t ér téke is nő 
és így Io p t jd c sökken; vagyis r ö g z í t e t t d-re, ha növekszik, a k k o r az I o p t / d vi-
s zony és így az ! o p t támaszköz is csökken, h a а с konzolhossz é r t éke nem és 
így a x sem csökken (3. té te l ) . 

VIII. Az lopt./d kifejezés értékváltozásának a vizsgálata 

Növel jük m e g az s — sx = s 2 csapágymerevséget , v e g y ü n k t ehá t az 
s h e l y e t t (k • s) merevséget , aho l fe 1. E k k o r a (1') a la t t i egyenle tnek az 
a l a k j a , amely m o s t = s fo ly tán a köve tkező : 

/ 3 _ ы 1 / 1 ы 1 = 0 ? ( n 

se s 
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így módosul : 

ks • ks 

Most m á r , ha l az e lőbbi (1") a la t t i egyenle tnek egye t l en pozitív gyöke , akkor 
az u t ó b b felírt egyenlet egyetlen poz i t ív gyöke, m ive l к > 1, n y i l v á n kisebb 
m i n t Z, vagyis ennek a gyöknek az é r téke : 

ahol 

T e h á t 
0 < & < 1. 

ks - с k-s 

Mivel ennek a # - b a n h a r m a d f o k ú egyenletnek n o r m á l t a lakja : 

ks -cl2 k- sP 

azér t a gyöknek a k i fe jezése a Cardan-képle t te l — azaz (7) szer int — mivel 

hd4 

p = 3 kscl2 
es q = — 

hd4 

ksl3 

a köve tkező : 

3 

& = I hdi 

' k-s-l3 1 + 1 + 
27 ksc3 / 1 -

Zid4 

21 ksc3 

H a ide beveze t jük az előbbi cjd = x és sjd == m je löléseket , a k k o r 

0 
l km 

1 1 
27 kmx3 

1 h + / ! " + 1 ' 27 kmx3 

I t t a záróje lben álló kifejezés végtelen sorba f e j t e t t a lak já t a (7 ' ) alat t i 
szo lgá l ta t j a , ha o t t : 

1 — 
27 kx3m 
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E s z e r i n t : 

» = / h 
-

/ 2 1 -C2 ' km 
1 -C2 27 x3mk 

C4 II 
27 x3mk 

H a ide Z/d (8) a l a t t i kifejezését b e í r j u k (Zopt = Z), a k k o r végül $ - r a a követ-
kező előállítást n y e r j ü k : 

1 - C , 
0 = 

. 1 - е , 
27 x3mk I 

h 12 

27 x3mk , 

íj к 1 - С , 
21x3m 

_h |2 

21 x3m 

Tehá t , ha az sx = s 2 = s c sapágymerevsége t a Zc-szorosára növe l jük 
(fc > 1), akkor az opt imál is c sapágy támaszköz a ^-szorosára csökken, ahol 
# va lód i tör t , m e r t az előbbi végte len soros e lőál l í tásban a számlá lóban álló 
vég te len sorban- az 1 u t á n álló nega t ív rész abszolút é r téke nagyobb , min t a 
nevezőben az 1 u t á n álló nega t ív rész abszolút é r téke . E n n e k a # va lód i tör t -
n e k az értékére a k a r u n k becsléseket végezni a t o v á b b i a k b a n , ahol a lka lmazni 
f o g u n k egy a köve tkező I X . fe jeze tben beb izony í t andó ál ta lános egyenlőt-
lenséget . 

IX. Egy á l ta lános egyenlőtlenség bebizonyítása 

Je lentsen x és к két olyan pozit ív számot , ame ly re : 

x ^ 1 és к ;> 1 ; 

j e lö l je t ovábbá С, a binomiális e g y ü t t h a t ó abszolút é r t éké t , t e h á t 

c , = m 
i 

E k k o r mindig fenná l l a köve tkező egyenlőtlenség: 

1 - c 2 1 - J - l 
xk 

- c . 1 -
1 

xk 

2 

-Ci 1 - —I 
xk 

l - c 2 
1 

X 
- C 4 1 -

1 

X 

2 

-C6 1 -
1 

X 

3 

(7 ) 

> i - c 5 
fe l 

- c . 
fe—1 

- c a 
fe- 1 

Műszaki Tudomány 44, 1971 



112 . L I P K A ISTVÁN 

Beb izony í t j uk , h o g y a (9) ba l o lda lán álló tör tk i fe jezés , a m e l y jónak a függ-
v é n y e , legkisebb é r t éké t x = l - r e veszi fel, amive l a (9) a l a t t i egyenlőtlenség 
is igazolást nyer , mive l (9)-nek a ba l oldala x = l - r e éppen az egyenlőtlenség-
n e k a j obb o lda láva l egyenlő. 

Vezessük b e (9) a la t t i egyenlőt lenségbe az 

1 -
1 

ú j vá l tozó t , amely a (0; 1) i n t e r v a l l u m b a n vá l toz ik , ha x b e f u t j a az (1; oo) 
i n t e rva l lumot . E k k o r (9) a l a t t i a következő a lako t ölti: 

1 C2 c. 
k — l+x 2 

- С . 
k-l+x |3 

к к 

2 
- С . 

к ) 1 ^ C4 x" Cg x^ 

> 1 - c o 
k-1 <k-11 2 - c 0 

к 1 

к C i к 
2 - c 0 

к 
0 < х < 1 

H a az egyenlőt lenség ba l o lda lán álló tö r tk i fe jezés nevező jé t min t ж-пек 
a f ü g g v é n y é t F(x)-sze 1 j e l ö l j ü k : 

F(x) = 1 — С2ж — С4ж2 — Свж3 — . . . — C2kxk —•. . . , 

a k k o r a beb izony í t andó egyenlőt lenség: 

k—l+x 

F (ж) 
> F 

k — 1 
(9 ') 

H a ennek a (9 ' )-nek a ba l oldaláról m e g m u t a t j u k , h o g y annak ér téke 
m o n o t o n nő, h a az ж 0-tól l - ig vá l toz ik , akkor a (9') egyenlőt lenség is igazolást 
n y e r , mer t ж = 0- ra a (9') b a l oldala — m i n t h o g y F(0) = 1 — éppen 
F[(fc — l)/fc]-val, vagyis a (9') j o b b oldalával egyenlő. 

í r j u k fel a (9') ba l o lda l ának számlá ló jában álló f ü g g v é n y a r g u m e n t u m á t 
a köve tkező a l a k b a n : 

aho l 

k — l+x 

k—1 

x +h , 

( 1 - ж ) . 
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E z t a (9') a la t t i egyenlőt lenségbe beí rva , az a köve tkező a lakot nye r i : 

F(x+h) Ik 1 
F(x) -

ahol 

(9") 

к 

Az előbbiek szer in t azt fog juk m e g m u t a t n i , b o g y (9") ba l oldala , vagyis az 

F(x+h) 

F(x) 

tö r tk i fe jezés m o n o t o n nő, ha x növeksz ik 0- tól l - ig . E n n e k beb izonyí tásához 
vizsgálni fog juk a 

, F'(x) , к-1 M , 
h- -1- es h — (1— x) 

F{x) к 

kifejezés abszolút é r tékének a vá l t ozásá t , ha x növekszik 0-tól l - ig . Enné l a 
v izsgá la tná l a lka lmazás t nyer a köve tkező : 

Segédtétel. A nega t ív 

h F M 
F(x) 

kifejezés abszolút é r téke csökken, ha x növeksz ik 0-tól l - ig , ahol 

к 

Bizonyítás. A (7 ' ) a la t t i kifej tés szerint , ha a b b a n a = ]/*, az F(x) f üggvény a köve t -
kező elemi a lakban í r h a t ó fel: 

W Ч I V г г r 3 U + X Ï + h ^ y ï 
F(x) 1—C2 x — C 4 x 2 - C 6 x 3 - . . . = ъ '-— 

Esze r in t E(x) x szer int i der ivá l t ja : 

(l+y*) t / a — (1 —fx)2'2  

V ' 12 У* (1 - x ) 2 / 3 

és így az 

előáll í tás f igyelembevéte lével a v izsgá landó kifejezés: 
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— L y n Yi+r*- Yî=T* , (9.) 
T (x) ok уж 

ahol 

Ebből lá tha tó , hogy h • F'(x)fF(x) negatív, ha 0 < x < 1. A (9*) alat t iban a jobb oldulon álló: 

faiïW*-fc=T* 
У» 

kifejezésbe vezessük be az 
У = ys 

ú j vá l tozót : 

I ± f a Í T f a (10) 
У 

Legyen i t t röviden 

УП-у = а, 
és az 

а3 — Ь3 = (а — Ь)(о2 + ab + Ь2) 
identi tásból adódó 

а 3 - 6 3 

а " Ь = а2+«Ь + Ь2 

összefüggésbe í r juk be а és b előbb megado t t ér tékét . Ekkor 
» » о \ 
/ Г + у - j f ^ y = a t

2 y
 § • 

f ( T yf fap + У(Г%У2 

E z t a (10) a la t t iban álló törtkifejezés számlálójába behelyettesí tve, a (10) a la t t i é r téke: 

У(1+у)2 + У 1 - у 2 + У ( 1 - у ) 2 

2 

1 + y + l + f r - y 
i у Г 1 + y 

Ha ide bevezet jük az 

- f g 

ú j vál tozót , akkor a (10) alatt i kifejezésre a következő előállítást nyer jük : 

У Г У У - У П у _ 2 yi^ 
" + 1 + — 

и 

Most már , ha i t t az u változik 1-től œ- ig , akkor y változik 0-tól l-ig, és mivel a nevező и 
szerinti differenciálhányadosa: 

d 
du 
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pozitív, ha 1 < и <c oo, azért a nevező értéke növeksz ik , ha и 1 - tő l o°-ig nő. Ez a (10) a l a t t i 
előállítás é r t e l m é b e n azt m o n d j a , hogy a (10) a l a t t i , vagyis a (9*) a l a t t i jobb o lda lának abszo-
lú t értéke c sökken , ha x 0-tól l - i g növekszik. T e h á t , h a x' va lamilyen, az x-nél n a g y o b b é r t é k e t 
(de valódi t ö r t e t ) je lent , vagy is 

0 < x < x' < 1 
és 

akkor (9*) a l a t t i r a fennáll , h o g y 

fc|F'(*)l _ h'\F'(x')\ 
(11) F(x) F(x') 

és ezzel a segéd té te l t beb izony í to t tuk . 
Visszatérve ezután az F(x -j- K)jF(x) k i f e j ezés vizsgálatához 

amelyről azt a k a r j u k bebizonyí tani , hogy é r t éke nő , ha x nő 0 - tó l l - ig , ha tá rozzuk m e g e 
kifejezés d i f f e renc iá lhányadosá t : 

, r „. -, F\x+h) d(X, k ) F(x)-F'(x).F(x \ h) 
d \F(x+h)l dx \ h = t ± a _ x J 

dx [ F(x) J [F(*)] 2 L к ( 1 X ) \ • 

E r rő l a d i f ferenciá lhányadosról m e g m u t a t j u k , h o g y a n n a k értéke m i n d i g pozitív, ha 0 < x < 1. 
Mivel a h def in íc ió ja szerint az előbbi kifejezés számlálójában fe l lépő d i f fe renc iá lhányados 
ér téke: 

d(x+h) 1 _ k — 1 J _ 
dx к к ' 

t ovábbá az F'(x) der ivál t é r t é k e az 

F(x) = 1 — C2x — Ctx2 — C6*3 — . . . 

sorelőállítás szer in t mindig n e g a t í v , azért a v i z sgá l t d i f ferenciá lhányados , azaz 

d t F(x+h) 5 
dx ( F(x) ) 

számlálóját a köve tkező a l a k b a n is f e l í rha t juk : 

F'Xx+h) d(x+k) F(x)-F'(x) F(x+h) = - | F ' ( * + k ) | - L F(x)+\F'(x)\ F(x+h). 

A számlálónak ez a kifejezése pedig akkor p o z i t í v , ha 

\F'(x)\F(*+k) > \F'(x+h)\±F(x), 

vagyis, ha f e n n á l l , hogy: 

| F ' ( * ) | ^ 1 \F'(x+h)\ 
F{x) к F(x+h) ' v ' 

De az e lőbbiekben bebizonyí to t t segédtétel sze r in t , azaz a (11) a l a t t i egyenlőtlenség szer in t , 
ha abban x' = x 4- h, fennáll , h o g y 
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l*"(«)l \F'(x+h)\ 
F ( x ) h F(x+h) 

í g y a (12) a l a t t i is teljesül, a m i k o r 

J L ^ J L 
h — к 

v a g y tek in te t te l h és h' je lentésére 

[fc = ( 1 _ д ) Á = l ; 6 ' = ( 1 - Х ' ) 

ha 
1 - х ' 1 
1 - х — " F ' 

E z szélső ese tben , amikor az egyenlőség jele é rvényes , azaz: 

1 - х ' 1 
1 - х ~~ ~k~ 

éppen azt j e len t i , hogy 

x' — =x + - ^ ~ ( l - x ) = x+hi O ^ x ^ l , 

vagyis hogy az x-nél nagyobb x ' é r t éke t a (0; 1) in terval lumból v á l a s z t o t t u k , t e k i n t e t t e l 
ar ra , hogy f e n n á l l az 

egyenlőtlenség, h a 
x ^ l . 

Ezzel azt m u t a t t u k meg, hogy a (9 ' ) a lat t i bal o l d a l á n álló függvény x szerinti d i f ferenciá l -
hányadosa mind ig pozi t ív és enné l fogva e függvény m o n o t o n növekszik , h a x 0-tól l - ig v á l -
tozik. Ezzel a (9 ' ) a la t t i egyenlőt lenség helyessége is igazolást n y e r t , és maga a (9) a l a t t i 
egyenlőtlenség is, a m i beb izony í tandó volt. 

X. Az optimális csapágytámaszköz csökkenésének a becslése, 
a csapágymerevség növelésénél 

А V I I I . fe jeze tben l eveze t tük , hogy h a az Sj = s 2 == s c sapágymerev-
séget a fc-szorosára növel jük (к ]> 1), akkor az lopt opt imál is c sapágy támasz -
köz a (fi • /o p t ) - ra csökken, aho l a fi tö r t é r t é k e : 

i C 2 

I 1 -

h 
1 -

h 2 

- С , 1 — 
h 3 

1 
C 2 

I 1 - 27 x3mk 
1 -

27 x3mk 

2 

- С , 1 — 
27 xsmk 

. . . 

Y к Í - C 2 1 -
h 

- C 4 
í h 2 - с в 

I 1 -

h 3 
Y к Í - C 2 1 -

27 x3 m 
- C 4 

27 x 3 m 
2 - с в 

I 1 - 27 x3 m 

E n n e k az 1 -né l kisebb fi f a k t o r n a k az é r t é k é r e aka runk becslést végezn i 
és ehhez a b b ó l az esetből i n d u l u n k ki, a m i k o r a fi előbbi végtelensoros elő-
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á l l í t á sában az m = sx\d v i szonyszám ér téke a l e h e t ő legkisebb. E z azt jelenti , 
hogy a lehető legkisebb sx csapágymerevséget t e k i n t j ü k és ezt a merevséget 
n ö v e l j ü k m a j d meg a ifc-szorosára. A VI . fe jeze t meggondolása i szerint az 
m = sjd a rány legkisebb lehetséges értéke: 

10e 
m = 

27-1 ,62 

E r r e az m é r t ék re a $ előbbi végtelensoros e lőál l í tásában, a nevezőben 
a ke rek záróje lekben fellépő 

27 x3m 

k i v o n a n d ó ér téke — mivel h = 10 e / l ,62 — a köve tkezőképp egyszerűsödik: 

106 

h 1,62 1 

27 x3 m 21 x3 10e 

27-1,62 

Esze r in t az m lehetséges legkisebb ér tékére a # e lőbb i előállítása a következő 
a l akú lesz: 

1 

1'/k 

1 - C , 1 
1 

x3 к 
1 1 - 1 l 3 

x3k 

1 - C , 1 \3 

I t t x = 1, 2, 4 , 8 és így x3 j> 1, vagyis x3 o l y a n vál tozó, a m e l y n e k értéke 
n a g y o b b min t 1. E z é r t a xs h a t v á n y t egyszerűen >c-val jelölve, ahol x 1, 

a ê előbb felírt e lőál l í tásában az 1/j/fc mellett ál ló tö r tk i fe jezés a (9) a la t t i 
egyenlőt lenségnek a ba l oldalával lesz azonos és í g y (9) alat t i egyenlőt lenség-
nek a j obb oldala $ - r a a köve tkező alsó kor lá to t szo lgá l t a t j a : 

r 
fk 

1 - е к-1 (к-1 
e , 

к — 1 

E b b e n az e lőál l í tásban fellépő végtelen sor é r t é k e (7') szer in t , ha abban 

a — 
[ к - 1 

a köve tkező elemi a l a k b a n í rha tó fe l : 

g* Műszaki Tudomány 44, 1971 



120 . L I P K A ISTVÁN 

1-е, k - 1  
к 
з 

— с . 
к —i 

к 
— С» 

( к - 1 

/с 

1 + 
к 1 

к 

к 1 

к 

Ezzel az alsó ko r l á t , amelyet K(k)-val je lölünk: 

3 3 

> 
i 

// к — 1 

к = K(fc). 

yk 

Az alsó k o r l á t n a k a végte lensoros előál l í tásából közve t l enü l l á tha tó , 
h o g y az legkisebb é r t é k é t k-nak a lehetséges l egnagyobb é r t é k é r e veszi fel, 
a m e l y [7] szerint: к = 8. Erre a k - r a a legkisebb alsó kor lá t : 

к = 2 - re az alsó k o r l á t : 

és fc = 4-re 

K( 8) = 0,412. 

K(2) = 0,7378 

K(4) = 0,5489. 

A (filopt)-ra csökken t o p t i m á l i s t ámaszköz re a csökkenés mér téke: 

1 bl 

»opt. W o p L = ( 1 . _ ^ 1 0 0 O / o , 

. 'opt. 

a m e l y n e k legnagyobb értéke n y i l v á n akkor lép fe l , amikor fi é p p e n az alsó 
k o r l á t t a l egyenlő. Eszer in t , ha az Sj csapágymerevséget к = 2-szeresére, 
к = 4-szeresére, i l l e tve fc = 8 - szorosá ra növe l jük , akkor az op t imál i s csap-
á g y t á m a s z k ö z a k ö z ö l t e k szerint hosszának a 

[1 — K(2)]100 = (1 — 0,7378)100 = 26, 

[1 — Щ4)]100 = (1 —0,5489)100 = 45, 

i l l e tve [1 — K(8)]100 = (1 — 0,4120)100 = 58,8 

% - á v a l csökkenhet . 
T e h á t ha a c s apágymerevsége t p % - k a l megnöve l jük , a k k o r h a p <, 100, 

az op t imál i s t á m a s z k ö z hosszának k b . 1/3-ával f o g csökkenni (k = 2 eset). 
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XI. A csapágymerevségek v iszonyának befolyása az 
optimális csapágytámaszköz értékére el térő 

mellső, illetve há tsó csapágymerevség esetén 

T e g y ü k fel most , hogy a főorsó h á t s ó csapágyának merevsége nem egye-
zik meg a mellső csapágy merevségével . T e h á t legyen a mellső csapágy merev -
sége Sj, a h á t s ó csapágyé s 2 és 

s i > s2-
- - -

Vezessük be a két merevség v i szonyára az 

= ( 0 < f c < l ) 
s i 

jelölést; ennek megfelelően a há tsó c sapágy merevsége: 

s 2 — ksv 

A ké t kü lönböző csapágymerevség ese tében az optimális c s a p á g y t á m a s z k ö z 
ér téke a (4) a la t t i kép le tből h a t á r o z h a t ó meg. í r j u k be ebbe a képle tbe az 

es 

s2 — 

— md 

с = xd 

ér tékeke t , akkor az op t imál i s c sapágy támaszközre a köve tkező előál l í tást 
n y e r j ü k : 

' op t . = d 
h 

2 m 

X 27 my? 
1 + т 

2 + L— 1 -
27 т х 3 

к 

Mivel a h a r m a d f o k ú egyenle tnek ( ame lynek gyöke az / o p t ) a n o r m á l t a l a k j á b a n 
[(1*) a l a t t i b a n ] az á l landó t ag kifejezése mos t : 

2 9 = 
hd3  

m 
1 + 

к 

azért az á l l andó tag abszo lú t é r téke csökken, ha а к = s2js1 v i szonyszám 
növekszik . E b b e n az ese tben az egyenle t pozi t ív valós gyökének az é r t éke is 
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csökken. T e h á t ha а к v i s z o n y növeksz ik , a k k o r az o p t i m á l i s c s a p á g y t á m a s z -
köz c sökken . V a g y f o r d í t v a , ha a h á t s ó c s a p á g y s 2 me revsége c sökken a 
mellsőhöz v i s z o n y í t v a , a k k o r az o p t i m á l i s c s a p á g y t á m a s z k ö z n ö v e k s z i k . 
Vizsgá l juk m e g ennek a v á l t o z á s n a k a m é r t é k é t és e célból vezessük b e к 
he lye t t az 

1 + T 

ú j vá l t ozó t . E k k o r az o p t i m á l i s t á m a s z k ö z előbbi k é p l e t e : 

3 3 3 

/opt. — d 
2 m 

1 + 
27 m*3 u 6 + 1 -

4 1 

27 m* 3 и6 I- (12 ' ) 

Н а и é r t éke n ő , vagyis к c s ö k k e n , akkor / o p t is nő ( m e r t a h a r m a d f o k ú egyen-
l e t k o n s t a n s t a g j á n a k a b s z o l ú t é r téke , 2 |q j is növeksz ik ) . Vizsgá l juk az Zopt 

n ö v e k e d é s é n e k a m é r t é k é t , h a к é r téke c s ö k k e n 1 - tő l 0,5-ig, vagyis u n ö v e k -
• s  

szik ]/2-től У З-ig. 
E lőször t e k i n t s ü k a z t az esetet , a m i k o r a konzol hosszú , vagyis x nagy, 

t e h á t x = 8 . E b b e n az e s e t b e n , mivel m- re fenná l l , h o g y 

m > 10« 

t o v á b b á 
2 7 • 1 , 6 2 

10« 

1,62 

azér t az l o p t (12 ') k i f e j e z é s é b e n a n é g y z e t g y ö k j e l a l a t t az 1 u t á n álló t ö r t r e 
a köve tkező fe lső k o r l á t o t í r h a t j u k fe l : 

J l h 1 

27 mx3 u« 

4 10« 2 7 - 1 , 6 2 1 

27 1,62 ТО 6 * 3 и6 x3 ue 

4 1 r 4 1 

83 22 512 
= 0 ,00195 . 

Mivel ez k i s é r t é k , a zé r t az lopt k i f e j ezésében a n é g y z e t g y ö k é r téke l - n e k 
vehe tő , és lopt - r a í r h a t j u k , h o g y 

/opt. = Л 
2 m 

u ] / 2 . 

E n n é l f o g v a az Zopt n ö v e k e d é s é n e k a m é r t é k é t , ha u v á l t o z i k ]A2-től | /3- ig , 
a köve tkező t ö r t k i f e j e z é s a d j a meg: 
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— f 2 f 3 - d 
2 m 2 m 

— к к 
2 m 

1/3 — 1/2 * 
= -J = _ i = 1 Д 4 4 7 - 1 = 0,144 л» 1 4 % . 

V2 

T e h á t a r ra az e r e d m é n y r e j u t o t t u n k , h o g y n a g y konzolhossz ese tében az 
op t imá l i s c s a p á g y t á m a s z k ö z hossza kb . 1 4 % - k a l megnöveksz ik , h a a h á t s ó 
c s a p á g y m e r e v s é g é t a mel lső csapágy m e r e v s é g é n e k a fe lé re c s ö n k e n t j ü k 
(k = 0,5). 

E z u t á n t e k i n t s ü k a r ö v i d konzol e s e t é t , amikor x = 1. E k k o r az /, 
k i fe jezésben a n é g y z e t g y ö k j e l a l a t t álló d i f f e r e n c i a : 

opt. 

4 10« 1 

27 1,62 m u 6 

H a i t t m = 10 e / (27 • 1,62), v a g y i s a l egk i sebb sx mellső c s a p á g y m e r e v s é g e t 
vesszük , a k k o r a n é g y z e t g y ö k j e l a l a t t i d i f f e r e n c i a : 

1 -

a m e l y n e k é r t é k e и = j/2-ге n u l l a . E b b e n az и = f 2-nek megfele lő e se tben 
az opt imál i s t á m a s z k ö z e lőbbi kép le tébő l : 

*opt. = d 
2 m 

j / 2 - 2 . 

M = j/З-га p e d i g , mive l ebben az esetben a n é g y z e t g y ö k j e l a l a t t i d i f f e r enc i a 

1 - — = — 
9 9 

és így f 5 / 9 = 0 ,74536, az o p t i m á l i s t á m a s z k ö z : 
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' op t . — d 
h 

2 m 
y3 {y 1+0,74536 + /1-0,74536} = 

= d — / 3 { /1 ,74536 + У0,25464} -
2 m 

= d 
2 m 

УЗ -1 ,83781. 

Ezek szer in t az m — 10e/(27 • l ,62) -nek megfelelő leggyengébb sx c sapágy-
merevségre, az op t imál i s t ámaszköz re la t ív növekedésének a m é r t é k e , ha 
a há t só csapágy s 2 merevsége a mellső csapágy sx merevségének a felére csök-
ken (s2 = 0,5 Sj) a köve tkező lesz: 

f T 
2 m 

УЗ • 1,83781 d 
2 m 

/2 • 2 

h 

2 m 
y 2 - 2 

= / 1 , 5 • 0,9189 — 1 = 1,0518 1 = 0,0518 ~ 5 % . 

Ha a mellső csapágy mos t t e k i n t e t t Sĵ  merevségét a kétszeresére n ö v e l j ü k , 
amikor a megfelelő 

1 + 
m = 2 , 

27 1,62 

akkor Zopt k i fe jezésében a négyze tgyökje l a l a t t álló differencia 

1 4 2 
1 — 1 , 

2 и6 ы6 
3 a 

amelynek é r téké t и = / 2 és и = |Аз-га m e g h a t á r o z v a , az optimális t á m a s z -
köz fen t i képle te a l a p j á n a következő k é t opt imál is t á m a s z k ö z ér téket n y e r j ü k : 

— 1/2 • 1,8592 és d 
2 m 2 m 

УЗ -1,7252 , 

amelyek szerint az op t imál i s t ámaszköz re la t ív növekedésének a m é r t é k é r e 
6 ,2% adódik . Hason lóképpen nye rhe tő , hogy ha 
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m = 4 
106 

27-1,62 

a k k o r 7 ,3% a t á m a s z k ö z relat ív növekedésének a mér téke; és végül , ha m = 
= 8 • 106/(27 • 1,62), akkor 8 ,3% a támaszköz r e l a t í v növekedésének a mér téke , 
h a a há t só c sapágy merevségét a mellső c sapágy merevségének a felére csök-
k e n t j ü k . 

Ezek u t án r á t é r ü n k az op t imá l i s t á m a s z k ö z relatív százalékos növeke-
désének a megha t á rozásá ra a b b a n az általános e se tben , amikor a hátsó csap-
ágy s2 merevségét a mellső c s a p á g y s4 merevségének a A-szorosára csök-

s 

k e n t j ü k (k «< 1) s 2 = As4, vagyis amikor az и vá l toz ik f 2 - t o l 
3 

1 
I -ig (0 < к < 1) . 

E célból f e j t s ü k az op t imá l i s csapágytámaszköz (12') képletében a 
kapcsos zárójelben álló részt s o r b a . Ekkor : 

' o p t . = 2 d 
[~h~ Г ^ í — u 
' 2m . 1. 

4 A 1 

27 mx3 «« 

C 4 | l 
4 A 1 I 
27 mx3 u e J 

C e ( . . . ) 3 - . . 

E kép le t a lap ján az /o p t r e la t ív növekedésének a mértéke, h a и vál toz ik 
г s  

f 2 - t ő l f l + l/A-ig (0 < к < 1) a következő lesz : 

l \ 1 i - c 2 
4 A 

i - c 2 1 
A 27 m*3 

C 4 ( . . . ) 2 

f 2 1 C J l 
4 A 1 
27 mx3 4 

C 4 ( . . .)2 

f 2 1 - C , 
4 A 1 

27 mx3 4 

V"2 

1 

2 a 

1 - C 2 | 1 

í - c , 

4 A 1 

27 m x3 4 
c 4 ( . . . ) 2 

í 
27 mx3 (1 + 1/A)2 

C 4 ( . . . ) 2 - . 

1 - C , 1 
h 

27 m>í3 

- 1 . 
C4(., - •] 
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E b b e n az e lőál l í tásban fel lépő tö r tk i fe jezésnek , a m e l y n e k számlálója és neve-
zője végte len sor, az é r t éke növekszik a b b a n az e se tben , ha növeksz ik az m 
v a g y a x. E z a (9) a la t t i egyenlőt lenség levezetésének az alapján l á t h a t ó be. 
Ugyanis , h a a nevezőben álló h a t v á n y s o r b a n a kerek zárójelben álló h a t v á n y -
a lapot a k ö v e t k e z ő a l a k b a n í r j uk fel : 

27 mx3 

ahol 
10e 

1 

к 

1,62 К = 27 x3 > 27 
h 27 1,62 106 

/3 х 3 > 1 , 

akkor a számlá lóban álló h a t v á n y s o r b a n a kerek záró je lben álló h a t v á n y a l a p 
a köve tkező a lakban í r h a t ó fel: 

4 h 1 
27 mx3 (1 + 1/fc)2 

ahol К je len tése az előbbi és 

k x 

mivel 

2 = 

1 + — Г > 4 ( 0 < к < 1 ) . 
к 

E z e k szer int az Zopt r e l a t ív növekedésének előbbi kifejezése a köve tkező 
a l akban í r h a t ó fel: 

/ I 
1 - C . , 

1 2 + 2 к 

1 -
1 

k x 
1 - — 4 * 

k x 

- ч - т м - н - -
1 , (13) 

ahol a ké t h a t v á n y s o r h á n y a d o s a megfele l a (9) a l a t t i egyenlőt lenség bal 
o lda lának , mive l К > 1 és X 1. M i n k e t most e n n e k a (13) a la t t i kifejezés-
n e k azok a legnagyobb ér tékei é rdeke lnek , ame lyeke t (13) а к különböző 
ér tékeire ér el. A (13) a l a t t i ban fe l lépő tör tk i fe jezésrő l , két h a t v á n y s o r n a k 
a hányadosá ró l а I X . fe jeze tben [(9) a la t t i b izonyí tásáná l ] m e g m u t a t t u k , 
hogy az а К vá l tozónak monoton n ö v e k v ő függvénye , ha К a (1; oo) inter-
v a l l u m b a n vá l toz ik . Esze r in t , mivel 

К = 27 
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a (13)-ban fellépő h á n y a d o s a legkisebb ér tékét К = l - r e veszi fel, a m i k o r is 
x = 1 és az m értéke is a lehető legkisebb , vagyis: 

10« 
2 7 - 1 , 6 2 

Ebből köve tkez ik , hogy h a akár a x 1), akár az 106 /27x 1,62) viszony-
szám é r t é k é t növel jük, a k k o r a (13)-ban fellépő tö r tk i f e j ezés -— a m e l y K - n a k 
mono ton növekvő f ü g g v é n y e és így m a g a az egész (13) kifejezés is az — 
növekszik . T e h á t hosszú konzol ese tében , vagyis n a g y х-та az / o p t re lat ív 
növekedésének a m é r t é k e , amikor a b á t s ó csapágy merevségét c s ö k k e n t j ü k 
(к < 1), n a g y o b b lesz, m i n t rövid konzo l esetében. A (13) alat t i k i fe jezés t 
elemi f o r m á b a n is f e l í r h a t j u k a (7') a l a p j á n . E n n e k a lka lmazásáva l a (13) 
a la t t i a köve tkező : 

2 к 

l~KX + 

Г 
1 -

1 + 1 -
к 

кх 

к 

(13') 

T e k i n t s ü k először a rövid konzol esetét , amiko r 

x = 1, 

t ek in t e t t e l a r ra , hogy az előzőek sze r in t a (13') a l a t t i ér téke nő, h a az m 
viszonyszám növekszik, h a t á r o z z u k m e g (13') alatti é r t é k é t a lehető l egnagyobb 
m-re, éspedig abban a k é t ese tben, amiko r a hátsó c s a p á g y merevségét a mellső 
csapágy merevségének a felére, i l letve 1/4-ére c s ö k k e n t j ü k , t ehá t k = 1/2, 
ill. k = 1/4. 

Mivel 
max m = 230 ООО, 

x = l - r e 

К = 27 = 2,7 • 2 ,3 • 1,62 és — = 0,0994. 
' " К 

1,62 

Mivel k = 1/2-re Я = 2,25, azért a (13 ' ) -ban fellépő négyze tgyökök é r t éke : 

1 — = 1/0,95583 = 0,97766 , 
KX 

9* Műszaki Tudomány 44, 1971 



1 2 6 . l i p k a i s t v á n 

1 - - 1 - = /0 ,9006 = 0 ,9490 
К 

és ezekkel a (13 ' ) alat t i k i fe jezés értéke: 

• / 1 , 9 7 7 6 6 + / 0 , 0 2 2 3 4 _ 1 _ Л-- — 1,2552 + 0 ,28163 _ ^ 

/ Ï ^ + K 0 5 Ï Ô " " 1 , 2 4 9 1 + 0 , 3 7 0 8 4 ~ 

= 1,1447 1 ; 5 3 6 8 3 _ 1 = 1,086 1 = 0,086 m 8 ,6 % . 
1,61994 

T e h á t ha a h á t s ó csapágy m e r e v s é g é t a mellső csapágy merevségének a fe lére 
c s ö k k e n t j ü k (fc = 1/2), a k k o r az optimális c sapágy támaszköz hosszának 
8 , 6 % - á v a l növeksz ik rövid konzol esetén. 

Ha pedig к = 1/4, vagy i s a hátsó c s a p á g y merevségét a mellső c sapágy 
merevségének az 1/4-ére c s ö k k e n t j ü k , akkor (13') a la t t i a következő lesz : 

j — 1,45811 _ 1 = 2 2 1 _ 1 ^ 2 2 

1,61994 

T e h á t 22%-kal növekszik az op t imál i s c sapágy támaszköz . 
Hosszú konzo l esetében pedig a x = 4 - re és x — 8 - r a vizsgálva az 

op t imál i s c sapágy támaszköz -növekedés t , é sped ig a l e g n a g y o b b m-re, h o g y 
a támaszköz növekedése a l e h e t ő legnagyobb é r tékű legyen, a köve tkezőke t 
n y e r j ü k : 

Ha x = 4 és к = 1/2, a k k o r a c sapágy támaszköz r e l a t í v százalékos 
növekedése 1 2 , 8 % ; x = 4 és к = 1/4-re ped ig 32%. H a x — 8, a k k o r 
fc = 1/2-re: 1 3 , 6 % ; к = 1 /4- re : 33,5% az optimális t á m a s z k ö z r e l a t í v 
növekedése. 

XII. A csapágy támaszköz vá l tozásának befolyása az orsómerevség 
értékére és az optimális orsómerevség 

Az á l l andó ke resz tme t sze tű , а с hosszúságú konzol végén P e rőve l 
t e r h e l t orsó merevsége , azonos merevségű mel l ső és há t só c sapágy ese tében 
a következő kifejezéssel e g y e n l ő {(ld. [3]; (6/a)}: 

Műszaki Tudomány 44, 1971. 
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P 3 IE si2 

sorsrt — = » ( 1 4 ) 
y sc2 (c+l) l2+(l2+2 cl + 2c2) 3 IE 

ahol l a c sapágy támaszköz , s a csapágymerevség* és 

У=Р 
c2(c+l) + J _ [ 1 + 2c , 2c 

3 IE s Z I2 
(14 ' ) 

a te rhe lés h a t á s v o n a l á b a eső tel jes besül lyedés, amely a t enge ly beha j l á sábó l 
és a c sapágyak r u g a l m a s besüllyedéséből t evőd ik össze. Az opt imál is csap-
ágy támaszközre l = Zopt - ra az y besül lyedés minimális . T e h á t 

ha 

amikor is 

У Vmin. 

' 'opt. 1 

al >' 

Mivel 

azért 

(' = 'opt) 

dso r s ó d ( P l Py' 
dl dl \ y J y' 

d S o r s ó = 0 , 
dZ 

2 

ha 
/ =0; 
(' = 'opt.) 

vagyis l = lopt -ra az sorg6 orsómerevségnek is szélső é r t éke v a n . Ez a szélső 
érték m a x i m u m , m e r t sorsó második de r ivá l t j a az előzőek szer int : 

d 2 s o r s ó _ p y"y2~2yy'2 _ p y " y - 2 y ' 

, dZ2 y 4 y 3 • 

és ennek ér téke az 
' = 'opt. 

helyen, mivel i t t у' = 0, a köve tkező : • 

dZ2 y 2 

* e a tengely a n y a g á n a k rugalmassági modulusa, i pedig a tengelykeresztmetszet 
ekvatoriális másodrendű tehetet lenségi nyomatéka . 
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t e k i n t e t t e l m é g a r ra , hogy (14 ' ) a l a t t i bó l : 

f = P 
1 4c 12 c2 

+ • 
s l3 sl4 

> 0 . 

T e h á t az l = l o p t -га a (14) a l a t t i so r s ó o r sómerevség m a x i m á l i s , v a g y i s az 
o rsómerevség o p t i m á l i s : 

h a 
1 = 1 

orsó s 0 p t . 5 

opt. 

T e k i n t s ü n k egy c s a p á g y s o r o z a t o t , a m e l y r e az s c s a p á g y m e r e v s é g egye-
n e s e n a r á n y o s a d t e n g e l y á t m é r ő v e l : s = md, t o v á b b á а с konzo lhosszra is 
f enná l l , hogy 

с = x-d (x = á l l andó) . 

E k k o r a 4. t é t e l szerint az o p t i m á l i s c s a p á g y t á m a s z k ö z is lineáris f ü g g v é n y e 
a d tengely á t m é r ő n e k : 

'opt . = C-d. 

í r j u k be s, с és Z o p t -nak e z e k e t az é r t éke i t az o r sómerevség (14) a l a t t i kép-
le tébe , f i g y e l e m b e véve m é g , hogy : 

dl7i 
I = = 0 ,04907 • d 4 , 

64 

a k k o r az o p t i m á l i s o r sómerevségre a k ö v e t k e z ő k i f e j ezés t n y e r j ü k : 

_ 0,14721 • Em C2 d 
S ° p t ' ~~ m * 2 ( * + C ) C 2 + 0 , 1 4 7 2 1 E(C 2 +2pcC + 2X2) ' 

E z d-nek lineáris f ü g g v é n y e , t e h á t áll a k ö v e t k e z ő : 

9. tétel / 

Ha v a l a m e l y c s a p á g y s o r o z a t r a az s c s a p á g y m e r e v s é g egyenesen a r á n y o s 
a d t e n g e l y á t m é r ő v e l , s = md; t o v á b b á а с konzolhossz és a d t e n g e l y á t m é r ő 
a r á n y a is á l l a n d ó (c/d = x = á l landó) , a k k o r az s o p t o p t i m á l i s o r sómerevség 
l ineáris f ü g g v é n y e a d t e n g e l y á t m é r ő n e k . 

Az s o p t - n a k min t d l i n e á r i s f ü g g v é n y é n e k előbb f e l í r t kép le tébő l az is 
l á t h a t ó , h o g y h a m n ö v e k s z i k , vagyis n a g y o b b m e r e v s é g ű c s a p á g y s o r o z a t r a 
t é r ü n k á t , a k k o r az o p t i m á l i s o rsómerevseg , s0pt. n ö v e k s z i k . H a ped ig а с 
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konzolhosszt növel jük (vagyis а к v i szonyszám ér téké t ) , akkor az opt imál i s 
orsómerevség csökken. 

Most r á t é rünk a n n a k a v izsgá la tá ra , hogy a hossza men tén á l landó 
ke resz tme t sze tű orsó ese tében az op t imál i s tó l eltérő, az opt imál isnál n a g y o b b 
ér tékűre vá l a sz to t t c sapágy támaszköz mi lyen mér t ékben v á l t o z t a t j a meg az 
orsómerevség optimális é r t éké t . 

Í r j u k fel az l hosszúságú csapágy támaszközhöz t a r tozó orsómerevség-
nek a (14) a la t t i é r t éké t a következő a l a k b a n : 

c2(c 1 0 +  

3IE ' s \ l l2 

Ha az l c s a p á g y t á m a s z k ö z t m e g v á l t o z t a t j u k (Z-(- zlZ)-re, akkor az orsómerev-
ség: s(Z -j- Al) és az orsómerevség é r t é k é n e k a megvá l tozása 

a(l + Al) - s(l) 

X 

c2(c+l+Al) 1 

3 IE s 

1 

1 + 
2 с 2c2 

l+Al (l+Aiy-

c2 Al 

3 IE 

c2(c + 0 
3 IE 

t i 
s 

s l l2 

2cAl Ac2 Al 2 c2(Al)2 

c2(c+l+Al) 1 

Z(Z+JZ) Z(Z+zJ02 Z2(Z+zJZ)2. 

2c 2c2 

X 

3 IE 
1 + 

l+Al {l+Al)2 
X 

X 
c2(c + Z) + Jl_ 

31E 
1 + + ^ 

Z Z2 

A számlá lóban a kerek zárójelben álló első és másod ik t a g b a v igyük be a 
következő ki fe jezéseket : 

1 1 Al 

l(l+Al) ~ï2 Z2(Z+zfZ) 

1 

Z(Z4-zlZ)2 

1 2 IAI+{AI)2 

l3(l+Al)2 

Ekkor az orsómerevség megvál tozása a következő a l a k b a n í rha tó fel: 
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s(l+Al) - S(Z) = 

1 cMZ 1 ' 2cAl 2c(Al)2 

SIE s l2(l+Al) 
+ 4c2 Al 

8c2l(Al)2+4>c2(Aiy + 2c2(ZlZ)2 

X 

P (l+Al)2  

с2 (c + Z+ZlZ) J _ 

Ъ1Е s 

c2(c + Z) 1 

1 + L L + 

l 2 ( l + A l ) 2 

2c2 

X 

X 
3 IE 

l+Al (l+Al)2 

2c 

l l2 

X 

H a i t t a n e v e z ő b e n álló k é t f a k t o r t , a m e l y e k o r sómerevsége t j e l en t enek , a 
rövidség k e d v é é r t h e l y e t t e s í t j ü k y / P - v e l , i l l e tve ( y - f zJy)/P-vel, akkor az 
o r sómerevségnek előbb fe l í r t m e g v á l t o z á s á t r ö v i d e b b f o r m á b a n a k ö v e t k e z ő , 
d i f ferenciára b o n t o t t a l a k b a n í r h a t j u k fel : 

s(l+Al)—a(l) 

2c(Al) 

31E + s 

2c 4 % 

¥ ~¥ 
У _ У+Ау  
P P 

Al 

6c2(zlZ)2 4c2(zlí)3 

J_ l2(l+Al)2 Pjl+Al)2 

s J_ y+Ay 

P P 

= 0 

Legyen m o s t m á r l az o p t i m á l i s c s a p á g y t á m a s z k ö z z e l egyenlő , amelye t röv i -
den Z0-val j e l ö l ü n k , Zopt = Z0, akkor az első t ö r t számlá ló ja e l tűnik , m i v e l 
az nem m á s , m i n t : 

L i L 
P dZ 

(i = z„) 
és így í r h a t j u k , hogy 

s(l0 + Al)~s(l3)=~ 
2 

s 

A K 2  

U 

C 1 3 
с 2 

4 - 9 
С 

2 Al 

Z0 + /1Z 1 V M / J 
1 " 

Á + ^ / J h 
J y л-Ay  

P P 

С = I.) 
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I d e a 

— = s(l0) 
У 

(í = /o) 

optimális , azaz maximál i s orsómerevség é r téke t , valamint az (Z0 ZfZ) t ámasz-
közhöz tar tozó 

P 

У+Ау 
= s(l0+Al) 

orsómerevséget bevezetve — s(Z0) > s(Z0 -f- Al) — a maximális orsómerevség 
megvál tozásának az abszolút é r téke : 

2 I Al \2 

s(l0) - s(l0+AI) = — ' a n  

s 

+ 2 
l0+Al 

lo 
2 Al 

+ 3 

l о 

lo+Al 

s(l0) S(l0+Al). 

lo+Al, 

I n n e n a maximál i s orsómerevség relatív megvál tozásának a mértékére a 
következő előállí tás adódik: 

*Vo) - s(lo+All = _2 lAl 

s 1 z0 
+ 3 

+ 2 Al 

lo+Al \ lo+Al 

s(l0+Al). 

+ 

l0-\-Alj Z0 

E b b e a képletbe az orsómerevségnek (14')-ból adódó: 

У+Ау 
(Z = Z0 + Al) 

= s(l0 + Al) = 
c2(c + Z0 + zlZ) 1 

3 IE s 
1 + 

2c 

lo+Al lo+Al) 

é r t éké t helyet tes í tve , a maximál i s orsómerevség relatív megvál tozására a 
köve tkező ki fe jezés t nyer jük: 

s(l0)s(l0+Al) 

s(lo) 
= 2 

Al 2 

ín 

lo+Al 
+ 3 

lo + Al 
+ 2 

lo+Al) 
AL 
"zn 

c2(c + Z„+dZ) 
3 IE 

1 + 
2c 

lo+Al 
+ 2 

( VMZi 

A j o b b oldalon álló tör tki fe jezésbe vezessük b e megint a 

с = xd, s = md és Z0 = Cd 
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összefüggésekből adódó x, m és С p a r a m é t e r e k e t (v i szonyszámokat ) , t o v á b b á a 

Al 

L 
f* 

viszonyszámot ; akkor mive l a d á t m é r ő j ű tömör t e n g e l y r e nézve 

3 IE = 308 625 d4, 

az előbbi tö r tk i fe jezés : 

Al 

l0+Al 
+ 3 

l0+Al 

l с y AI 

I l o + A l ) l0 

s-c*(c + l0 + Al)  

31E 
1 H — h 2 

l0+Al l0+Al 

+ « 

C ( l + M ) \C(l + fi) 
( З + 2 / i ) 

' ."(»+Ф+Р» m + 1 + 2 * + 2 
308 625 C(14-j") 

= f(x, m, C, fi). 

E s z e r i n t az op t imá l i s orsómerevség relatív megvá l tozásának a mérté-
két , ha a c s a p á g y t á m a s z k ö z t az l0 op t imál i s é r t ék rő l (Z0 Al)-ie v á l t oz t a t -
juk , a köve tkezőképp í r h a t j u k fel: 

s(l0)-s(l0+Al) 

s(lü) 
2 m, С, f i ) . 

Az f(x, m, C, fi) t öbbvá l tozós racionál is függvénynek az é r t ékvá l tozásá t kell 
v izsgá lnunk , ha a x, m, С, ц p a r a m é t e r e k n e k az é r t é k é t v á l t o z t a t j u k . 

E lőször m e g m u t a t j u k , hogy az f(x, m, C, fi) f ü g g v é n y értéke n ő , ha az 
m p a r a m é t e r növekszik . 

Az f(x, m, C, fï) kifejezésben fe l l épő С p a r a m é t e r függvénye az m-nek, 
amint ez pl . a (8) a l a t t i képletéből n y o m b a n l á t h a t ó tekin te t te l a r r a , hogy 

opt. 

d 

Legyen az f(x, m, C, fi) kifejezésben egyelőre: 

x = 1, 
t ehá t t e k i n t s ü k az 
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/ ( 1 , m, C, fi) C(l + fi) [C(l+/x)J2 (3 + 2 /4 ) 

l + C( l + /<) 
m + 1 

308 625 C ( l + / i ) [C(1 + /Í)]2 

racionális tö r tk i fe jezés t , amelyről m e g m u t a t j u k , h o g y ér téke növeksz ik , ha 
az m p a r a m é t e r nő. Most a fi viszony é r t éké t is f i x n e k t e k i n t j ü k és bevezet -
j ü k a következő röv id í tő jelölést : 

* = C(1 + f i ) . 

Mivel, a m i n t ar ra az előzőekben r á m u t a t t u n k , а С pa raméte r f ü g g v é n y e 
az m-nek, azér t x vá l tozó is függvénye az m-nek és x bevezetésével : 

/ ( 1 , m, С, /и) 

1 

x 

3 + 2/4 

! + * , , , 2 , 2 

m + 1 -I 1 -308625 

ж + 3 + 2/4 

ЛС3 

m 
308625 

1 + x 2 + 2 * + 2 
308625 

Számí t suk ki ennek a tö r tk i fe jezésnek m szer in t i d i f ferenciá lhányado-
sá t , f igyelembe véve, hogy x függvénye az m-nek. A t ö r t d i f ferenciá lásának 
a szabá lyá t a lka lmazva : 

d / ( l , m, C, fi) 

dm 
dx 

dm 308625 
+ 1 + 

308625 
*2 + 2 * + 2 

m  
308625 

3m 

1 + 

308625 
2 + 

308625 

2m 

308625 
x + 2 

x2 + 2x + 2 

dx 
( x + 3 + 2/i) 

308625 + 1 + 
m 

308625 
л;2 + 2лс+2 

H a a számlá lóban a szorzás t és összevonásokat e lvégezzük, akkor a diffe-
renc iá lhányados számlá ló já ra a köve tkező kifejezést n y e r j ü k : 

dx 
dm 

2 m 

308625 308625 
+ 1 + 3m(3 + 2/t) 

308625 

+ 2 
308625 

+ 1 (3 + 2 / 4 ) * + 4 ( 1 + /l) 
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M á r m o s t , mive l : 

a z é r t 
* = C ( 1 + a*), 

dx = (i+p) dC 

d m d m 

D e i t t a (8) a l a t t i szerint ( í o p t = l 0 ) : 

C= 2 
h 

m 

és í g y 

dC 

d m 

1 - C j l 

- C 6 | l 

1 - е , 1 

27 x3 m) 

h 

C4 | 1 

27 x 3 m 

27 x3 m 
— С. 

21 x3 

1 -
27 x3 m 

- 2 

+ ЗС0  

E s z e r i n t , t e h á t а 

m 27 x3m2 

h 

C2 + 2C. 1 
h 

21 x3 m 
+ 

1 
21 x3 + < 0 

dx _ dC 

d m d m 

d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s is n e g a t í v , amibő l k ö v e t k e z i k , hogy a 

d / ( l , m, C, fi) 

dm 

d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s n a k a f e l í r t számlá ló ja poz i t í v , m e r t a szögletes zá ró -
j e l b e n pozi t ív k i f e j ezé s áll. E z z e l b e b i z o n y í t o t t u k , hogy / ( 1 , m , C, fi) é r t é k e 
n ö v e k s z i k , ha m n ő . 

I t t a x p a r a m é t e r é r t é k é t l - n e k v á l a s z t o t t u k , de k ö n n y ű m e g m u t a t n i , 
h o g y az f(x, m , C, p) f ü g g v é n y é r t é k e c s ö k k e n , ha a x v á l t o z ó n ö v e k s z i k 
(x 1). Í r j u k u g y a n i s fel az f(x,m,C,p) k i f e j ezés t m i n t a x v á l t o z ó n a k 
r ac ioná l i s t ö r t f ü g g v é n y é t , a k ö v e t k e z ő r ö v i d í t e t t a l a k b a n : 

f(x, m, C, p) = 
ax-\-bx2 

cx3-\-dx2^rex-\-\ 
a h o l az 
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1 3 + 2м m 
, l> = —г. — » с = — 

C ( l + / z ) C2( l + t i f 308625 

d = + 2 és e = 2 

308625 С 2 (1+^и) 2 C ( l + / c ) 

e g y ü t t h a t ó k m o s t a и-tól függe t len á l l andóknak t ek in the tők . Mivel : 

d/(*, m. C, i-i) _ (2bx+a)(cx3+dx2+ex-\-l)-(3x2 + 2dx+e)(ax-\-bx2) 

dx (cx3-\-dx2-\-ex+l)2 

fr(2c—3) K 4 +q(c—3) x3+(be—da) x2+2bx-f-a 
(cx3+dx2+ex -f-1 )2 

a számlá lóban álló х-Ъап negyedfokú pol inom é r t ékvá l tozásá t kell v izsgá lnunk. 
E h h e z először a polinom e g y ü t t h a t ó i n a k előjelét á l l ap í t juk meg . A x4-nek 
az e g y ü t t h a t ó j a negat ív , mer t 

2c —3 = — — 3 < 0 , 
308625 

mive l m-nek a l ehe tő legnagyobb ér téke (Id. а VI . fe jezete t ) : 

m = 230 000. 
A x3 e g y ü t t h a t ó j a : 

с 3 = 3 < 0 
308625 

sz in tén negat ív . A x2 e g y ü t t h a t ó j a 

he da = -< 3 + 2 ^ 2 

С 3 ( 1 + ^ ) 3 308625 C 3 ( l + p ) 3 

4 + 4 /л m 

C 3 ( l + / z ) 3 308625 

E z a differencia akkor negat ív , ill. nem pozit ív, ha 

4 + 4 fi m 

C 3 ( l + / t ) 3 = 308625 ' 
v a g y i s ha 

C> 
308625 

(1+1«) 
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136 . l i p k a i s t v á n 

De a C-nek előbb f e l í r t ha tványso ros előál l í tásából (8) n y o m b a n l á tha tó , 
hogy С minimális é r t é k é t x = oo-re veszi fel, a m i k o r is 

С = 2 
h 

(1 - c 2 - c 4 - c e - . . . ) , 

ahol (7 ') szerint, h a a b b a n a = 1: 

1 = C , C 4 - C . 

és így С minimális é r t é k e 

C, 

Mivel a (2) egyenlet szer int 

J 2 
4 - 6 • • • - 2 

2 h 

m 

IQ6 

1,62 
azért 

'-'min. 
10e 1234500 

0,81 m 

ami sohasem kisebb az előbb C-re n y e r t alsó k o r l á t n á l , ugyanis 

I 308625 / 4 / 1234500 

|/ m V (1+AO r m ( i + / 0 
- < 

1234500 

m 
— r 

^ПИП. • 

Ezzel m e g m u t a t t u k , hogy a x -ban negyedfokú pol inomban a x2 együ t t -
h a t ó j a is negat ív; a x e g y ü t t h a t ó j a és a k o n s t a n s t a g pedig pozi t ív . T e h á t 
a po l inom e g y ü t t h a t ó i n a k so roza tában pon tosan egy je lvá l tás lép fel, ami 
azt j e l en t i , hogy a po l inom p o n t o s a n egyszer t ú n i k el, ha x vá l toz ik 0-tól 
oo-ig. De x = l - r e a polinom é r t é k e : 

b(2c — 3) + a(c — 3) + (Ae — da) + 2 b+a = b(2 с — l ) + « ( c — 2) + (be — da). 

I t t a j o b b oldalról, amely h á r o m t a g összege, m e g m u t a t j u k , hogy a n n a k 
ér téke negat ív . A h a r m a d i k tag , be — da (a x2 e g y ü t t h a t ó j a ) m i n t az előbb 
m e g m u t a t t u k n e g a t í v . Az első k é t t a g összege 

Műszaki Tudomány 44, 1971. 



ö s s z e f ü g g é s e k a k é t t á m a s z ú t e n g e l y , v a l a m i n t a c s a p á g y a k p a r a m é t e r e i k ö z ö t t 1 3 7 

6(2c— l ) + a ( c - 2 ) = 
C ( l + f ) 

3 + 2/z I 2 m 

C ( l + / 4 ) [ 308625 
+ 

308625 
- 2 

pedig akkor éri el l egnagyobb ér tékét , a m i k o r m maximál i s és így С min imál i s ; 
t ehá t ha а (VI . fejezet s ze r in t ) : 

m = 230 000 

és az e lőbbiekben l eveze te t t 

С , - 1234500 

m 
képlet szer in t 

1234500 

230000 
f 5 , 3 6 7 = 1,75 ; 

továbbá ß 0. Akkor 

3 + 2 / 4 

C( l + /4) 1,75 
és ——- = 0 ,74523, 

308625 

amely é r t ékekke l 

1 

b(2c l ) + a(c 2) = 

1 (1 ,47138 

1,75 (1 ,75 

1 (1,47138 

0 ,49046 -1,254 77 
1,75 ( 1,75 

- 1,25477 

1,75 ( 1,75 
1,25477 < 0 . 

Ez az e redmény az t m o n d j a , hogy x — l - r e a pí-ban negyedfokú pol inom 
negatív — ugyan i s (be -— da) < 0 — t e h á t minden pc-ra, amely x 1, a poli-
nom nega t ív , vagyis a 

df(x, m, C, ju) 

dx 

derivált számlá ló ja és így m a g a a derivált is nega t ív . E n n é l f o g v a az f ( x , m, C, fi) 
függvény m o n o t o n c sökken , ha x ( + 1) növekszik 1 - t ő l 

T e h á t az f(x, m, С, fi) négyvál tozós függvényre vona tkozóan meg-
á l l ap í to t tuk , hogy annak é r t é k e növekszik, ha az m p a r a m é t e r nő, és a függ -
vény é r téke csökken, h a а л: pa raméte r növekszik. Vá lasszuk az m é r t é k é t 
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138 . l i p k a i s t v á n 

a lehető l egnagyobbra és x legyen a lehe tő legkisebb, v a g y i s x = 1. E k k o r 
m = 230 000 esetében а С p a r a m é t e r é r t éke , amin t az e lőzőekben l eveze t tük , 
minimál is , éspedig 

С = 1,75. 

í r j u k be a z / ( x , m, C, //) k i fe jezésébe a x = 1, m = 230 000 és С = 1,75 é r t é -
keket , a k k o r : 

Ш ) = / ( 1 ; 230000; 1,75; //) = 

1 
1 ,75 (1+ / / ) 

+ 
1 , 7 5 ( 1 + / / ) ] 

( 3+2 / / ) 

1 + 1 ,75(1+/ / ) 230000 + 1 + 2 + 2 Í 1 

308625 1 , 7 5 ( 1 + / / ) ( 1 , 7 5 ( 1 + / / ) 

H a ide röv idség kedvéér t b e v e z e t j ü k 

A = 1,75(1 + //) 
jelölést , a k k o r 

1 . 3 + 2// 

A A2 

ш = — 
( 1 + A ) 0,745 + 1 + 4 - + — 

A A2 

I t t a // pa r amé te r az l 0 opt imál is c sapágy támaszköz re la t ív megvá l to -
zásának a m é r t é k é t j e len t i : 

Al 
// = — 

lo 

Az /„(//) é r t é k é t // = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4-re megha t á rozva : 

/„(0,1) = 0,2907, 

/„(0,2) = 0,2645, 

/„(0,3) = 0,2412 

és / o (0 ,4 ) = 0,2206. 

Az op t imál i s orsómerevség re la t ív megvá l tozásának a mér tékére — h a 
a c sapágy támaszköz az Z0 op t imál i s é r tékről (Z0 + Al)-re v á l t oz ik — leveze te t t 

s('o) — s ( 'o+dZ]_ _ 2 f j p f ( x , m, C, / / ) 

s(l0) 
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képle t alapján, a maximális lehetséges orsómerevség-vál tozásokra, ha az l 0 

opt imál i s csapágytámaszközt hosszának 10, 20, 30 és 40%-áva l vá l t oz t a t j uk 
meg, a következő értéket k a p j u k : 

X 
s(l0)-s(l+Al) = 2 ^ / о Ы , 1 0 0 0/о, 

s(lo) 

a h o n n a n az előbb f e l í r t / о (0 ,1 ) , / 0 (0 ,2 ) , / „ (0 ,3 ) é s / „ (0 ,4 ) értékek a lap ján , 

ha fi = 0,1, akkor 2 fi2f0{ft) • 100% = 0 ,6%; 

fi = 0 ,2 , a k k o r 2 f i % ( f i ) • 1 0 0 % = 2 % ; 

fi = 0,3, akkor 2 fi2f0(fi) • 100% = 4 % 

és fi = 0,4, akkor 2 f i 2 f 0 ( f t ) • 100% = 7 % . 

T e h á t arra az eredményre j u t o t t u n k , hogy az optimális csapágytámasz-
köz hosszának 40%-os megnövelése is csak 7 % - k a l csökkenti az orsómerev-
ség é r téké t . Kü lönben arra a t é n y r e , hogy állandó keresz tmetsze tű orsó eseté-
ben az optimális csapágy t ámaszköz növelése csak k ismér tékben vá l toz ta t ja 
az orsómerevséget , má r a [4] t a n u l m á n y u n k b a n is r á m u t a t t u n k . 
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140 . l i p k a i s t v á n 

Relat ions between the Opt imum Bear ing Distance of a Two-Suppor t Canti lever Shaft and 
Certain sha f t and Bearing paramete rs . The p a p e r deals with d e d u c i n g theorems on t h e opt imum 
d is tance between the bear ings , which express t he var iat ion of o p t i m u m bear ing distance if 
some of the pa ramete r s character iz ing t he s h a f t and its bea r ings : shaft d i a m e t e r , console 
l eng th and bear ing s t i f fness , change. The a u t h o r analyses t h e in f luence of bea r ing dimensions 
on t he o p t i m u m bearing d is tance for equal a n d for inequal f r o n t and rear bea r ing stiffnesses 
a n d es t imates the reduc t ion of the o p t i m u m bear ing d is tance w h e n the equal f r o n t and rear 
bear ing stiffnesses are increased. The pape r also deals with t h e influence of t h e ra t io of the 
bear ing st i ffness on the o p t i m u m bearing d i s t ance for d i f ferent st iffnesses of t he t w o bearings. 
F ina l ly the paper discusses o p t i m u m spindle stiffness and t h e influence of t h e change of 
bear ing dis tance on spindle st iffness. 

Beziehungen zwischen der günst igsten Lageren t fe rnung e iner zweifach kragt rägerar t ig 
gelager ten Welle und gewissen Pa rame te rn der Welle und der Lager . In der A r b e i t werden 
solche Zusammenhänge f ü r die opt imale Auf lage ren t fe rnung abgelei te t , welche de ren Ände-
r u n g fü r den Fall ausdrücken , daß einige die Welle und die Lagerung charakter i s ierenden 
P a r a m e t e r : Wel lendurchmesser , Kraglänge , Lagerste i fhei t , sich ändern . Die A r b e i t analysiert 
d e n E in f luß der Lagers te i fhe i ten auf die op t ima le Lage ren t f e rnung bei gleicher u n d bei ver-
schiedener Steifhei t des vo rde ren und des h i n t e r e n Lagers, u n d schä tz t die Ve rminde rung des 
op t ima len Lagerabs tands bei Vergrößerung der mi te inander gleichen vo rde ren u n d rück-
wär t igen Lagers te i fhei t . Fe rne r wir der E i n f l u ß des Verhä l tn i sses der Lagers te i fhe i ten auf 
die opt imale Lageren t fe rnung bei verschiedener Steifheit de s vorderen u n d des hinteren 
Lagers un te r such t . Schließlich beschäf t ig t sich die Arbeit m i t de r optimalen Spindels te i fhei t 
u n d dem E in f luß der Ä n d e r u n g der Lage ren t f e rnung auf d ie Spindelsteifhei t . 
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