
KÖRSZIMMETRIKUSAN TERHELT CSILLAGSOKSZÖG 
ALAPRAJZÚ FORGÁSPARABOLOID HÉJAK 

CSONKA P Á L * 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

[Beérkezett: 1970. november 25-én] 

I . Bevezetés 

A szabá lyos s o k s z ö g a l a p r a j z fölé sze rkesz te t t f o r g á s p a t a b o l o i d h é j a k 
p e r e m í v e i a r á n y l a g csekély í v m a g a s s á g ú a k , ami t ö b b s z e m p o n t b ó l e lőny-
t e l en . Ez a kedvező t l en k ö r ü l m é n y azá l t a l küszöbö lhe tő k i , h a a héj a l a p r a j z i 
i d o m a k é n t szabá lyos sokszög he lye t t o l y a n idomot v á l a s z t u n k , m e l y n e k 
o lda la i befe lé íve l tek . 

H a a befe lé ívelt o lda lú szabályos a l a p r a j z ú idom ú n . csillagsokszög [1], 
az ép í tésze t i e lőnyökhöz s z á m í t á s t e c h n i k a i e lőnyök is t á r s u l n a k . Ez az e lőny , 
v a l a m i n t a csi l lagsokszög a l a p r a j z ú fo rgáspa rabo lo id h é j a k érdekes ép í t é sze t i 
meg je l enése (1. áb ra ) i n d o k o l t t á teszi, h o g y az efféle h é j a k — acsillaghéjak — 
e r ő t a n i v i z s g á l a t á r a a l k a l m a s számí tó e l j á r á s t i s m e r t e s s ü n k . 

I I . Fe l t evések 

Az a l ább i f e j t e g e t é s e k b e n fe l t é t e l ezzük , hogy a h é j szegélyén k ö r b e -
f u t ó ab roncs sze rű p e r e m t a r t ó készül , és a z t te l jes h o s s z á b a n fa l aza t v a g y 

* Prof. Dr. Csonka Pál, Budapest XI. , Bartók B. út 31. 
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s ű r ú n egymás mel le t t álló oszlopok t á m a s z t j á k alá. I l y a l á t ámasz tá s h í j á n 
a k ö r b e f u t ó p e r e m t a r t ó t v o n ó v a s a s ívekkel kell he lye t t es í t en i . 

S z á m í t á s a i n k a t a h é j a k ú n . membráne lméle tének szokásos fel tevéseire 
a lapozzuk. A h é j és p e r e m t a r t ó csa t lakozásáná l az a lakvá l tozás i kénysze-
reknek a h é j e rő já téká t z a v a r ó ha t á sá t f igye lmen k í v ü l hagy juk . 

A h é j r a h a t ó t e h e r k é n t csak körsz immet r ikus elrendezésű fo ly tonos 
megoszló függőleges erőket veszünk számí t á sba . 

I I I . Alapismeretek 

Az n o lda lú (n = 3, 4 , 5, . . .) csillagsokszög egyen le te a 2. á b r á n fel-
t ü n t e t e t t 0 ( r , cp) poláris k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n 

71-2 r2 2 r" 
b — • COS 71 ffi = 0 , 

71 R2 71 Rn 
(1) 

az TI oldalú csillagsokszög fö lé m i n t a lapra jz fölé sze rkesz te t t csillaghéj közép-
fe lü le tének egyenlete az 0 ( r , cp, z) hengeres koord iná ta rendszerben ped ig : 

R2 ( 2 ) 

2. ábra. Az 0(r, cp, z) koord iná ta rendszer 
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A fen t i kép le t ekben R a középfe lü le t s a r o k p o n t j a i n a k r á d i u s z v e k t o r á t , 
h pedig a hé j magasság i mére té t j e len t i . 

A v izsgá landó hé jak F = F(r,ep) feszül tségfüggvénye a Pucher- fé le 
d i f fe renc iá legyenle tnek , vagyis a 

^ + + + * 0 (3) 
Эг2 г Эг r2 8 ep2 2h 

egyenle tnek t a r t o z i k megfelelni. Ez az egyenlet a g t ehe r függvény re meg-
o ldo t t a l akban így í r h a t ó : 

_ _2A_ / Э 2 ^ J _ _ 8 F J ^ _ 82 F 
8 ~ R2 ( Á ^ r dr r2 I t y Á j 

— 4 F . (4) 
F 2 

A fen t i kép le tekben g a hé j ra h a t ó függőleges megoszló tehernek az alaprajz 
t e rü le tegységére v o n a t k o z t a t o t t f a j l agos é r téké t j e l en t i . 

Az F = F ( r , <p) feszül t ségfüggvény a fe lada t (3) differenciálegyenletén 
felül te l jes í teni t a r t o z i k a héj különleges m e g t á m a s z t á s á t k i fe jező kerületi 
fe l té te l t is. Ez a fe l té te l te l jes hosszában fallal a l á t á m a s z t o t t , abroncsszerűen 
k ö r b e f u t ó p e r e m t a r t ó v a l bíró hé j ak esetében [2] az 

Lperem = ® (5) 

egyenle t te l , függőleges oszlopokkal a l á t á m a s z t o t t , abroncsszerűen k ö r b e f u t ó 
szegély tar tó esetében pedig az 

Lpe re m « 0 (6) 

egyenle t te l f e j ezhe tő ki . H a az (5), i l le tve (6) a l a t t i feltétel t e l j e sü l , a héj 
k ö r b e f u t ó szegé ly ta r tó j ában semmiféle , i l letve legfe l jebb lényegtelen haj l í tós 
és c s a v a r ó n y o m a t é k o k jönnek lé t re . 

A vizsgálandó hé j feszül t ségfüggvényét i smerve , a héj sugá r - és ív-
i r á n y a redukált feszí tőerői a köve tkező képle tekkel számí tha tók [3] : 

Э2 F 1 8 F 1 
— - . _ h 
г Эг r2 

8 1 8 F 

Эг r дер 

дер2 

•r, г „ I ' (?) 

82 F 

Эг2 
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IV. Segédfüggvények 

A k i tűzöt t f e l a d a t megoldása tetszőleges körsz immet r ikus terhelés 
e se t ében zárt a l a k b a n nem fe j ezhe tő ki, miér t is a pontos megoldás he lye t t 
köze l í tő megoldáshoz kell f o l y a m o d n u n k . A köze l í tő számítás cél ja i ra há rom 
o lyan segédfüggvény t vezetünk b e , amelyek mindegyikéhez , m i n t feszültség-
függvényhez , fo rgássz immet r ikus megoszlású függőleges t eher rendszer ren-
de lhe tő , és amelyek mindegyike e g y ú t t a l megfelel az (5) kerület i fe l té te lnek is. 

1. Az első segédfüggvény 

Első segédfüggvényül az [1] dolgozatból ismert feszü l t ségfüggvény 
l /g 0 -szorosát v á l a s z t j u k . Az első segédfüggvény t e h á t 

F 1 = -
Rf 
8 h 

re —2 

R" 
cos ncp (8) 

A fenti f ü g g v é n y n e k min t f e szü l t ségfüggvénynek a (2) a l a t t i ak szer int 
az a l ább i re), re^, nl redukál t feszí tőerők fe le lnek meg: 

R2 

4 h 
l - ( r e - l ) 

•r* 
R2 r"~2 

— (re— 1)— 
4 h R"~2 

Rn-2 

sin ncp . 

- cos ncp 

(9) 

n\ = — 
R2 

4h 
l + ( r e 1) cos ncp 

A (8) f ü g g v é n y h e z mint feszü l t ségfüggvényhez rende lhe tő t eher rend-
szer a (4) képlet szer in t 

g1 = 1, (10) 

v a g y i s kons tans é r t é k ű . D i a g r a m j a a 3. á b r á n l á tha tó . 

2. A második segédfüggvény 

Második segédfüggvényül az első segédfüggvénynek a 

re —2 + r2 

re 
rn 

n 
+ 

R 2 re R" 

re —2 + r2 2 тп 

n 
+ 

R 2 n Rn 

cos re 

cos ncp 
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17=3,9,5, • • 

0,5 1,0 

3. ábra. A g ' teherrendszer d i a g r a m j a 

kifejezéssel való szorza tá t v e z e t j ü k be: 

Fn = 
R 4 

Г fa 
re 

r " 

8 h n R 2 re R " 

re—2 r2 2 r " 
H n R 2 re R " 

cos ncp 

C O S 1 1 Щ . 

A szorzás t elvégezve 

R 4 

F и = 
8 h 

re —2 _r2_ 
n R2 n 

COS 2ПСр 

I n n e n a 
„ l + cos2reœ 

C O S 2 Tl(p = 

összefüggés fe lhasználásával 

F il = 
R 4 

8 h 

re —2 [ r2 

re R 2 
• ( l + cos2reœ) 

re2 R-n ( 1 1 ) 

H a feszül tségfüggvényül ez t a függvény t vá l a sz t j uk , és az ehhez t a r -

tozó re", re)', re" r e d u k á l t feszítő e rőke t a (7) k é p l e t e k szerint m e g h a t á r o z z u k , 
az t t a l á l j uk , hogy 
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R2 

2 h 
re-2 ( r 2 1 r2n~2 

n R2 n R2n~2 

2re —1 r2n 2 

H • COS2MQ5 , 
re E 2 "~ 2 

jR2 2« — 1 г 2"" 2 

2 h re fíÜri—2 
sin 2 ncp, 

re —2 R2 

2 h [ re 
2re — 1 r 2"" 2 

R2n 

+ 3 — 
R2 

cos2reg9 

2re — 1 .2/!—2 
jfJ2fl—2 

(12) 

A másod ik segédfüggvénynek megfelelő t eher rendszer a (4) képlet 
s z e r i n t : 

г» = 2 
re —2 

Д2 Д2П-2 
(13) 

E z a teher rendszer szintén fo rgássz immet r ikus e l rendezésű. D i a g r a m j a külön-
böző oldalszámú csi l laghéjak esetében a 4. á b r á n l á t h a t ó . Egyes ordinátá i 
az I . t áb l áza tbó l v e h e t ő k k i . 

-1,0 -

-1,5 

4. ábra. A g " teher függvény d i ag ramja 
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I. táblázat 

A g " segédfüggvény értéke 

Г,« n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 

0 - 0 , 6 6 7 — 1,000 - 1 , 2 0 0 — 1,333 - 1 , 4 2 9 — 1,500 - 1 , 5 5 6 - 1 , 6 0 0 
0,05 - 0 , 6 5 7 —0,990 - 1 , 1 9 0 — 1,323 - 1 , 4 1 9 - 1 , 4 9 0 — 1,546 - 1 , 5 9 0 
0,10 - 0 , 6 2 7 — 0,960 - 1 , 1 6 0 — 1,293 - 1 , 3 8 9 - 1 , 4 6 0 — 1,516 - 1 , 5 6 0 
0,15 - 0 , 5 7 8 —0,910 - 1 , 1 1 0 — 1,243 - 1 , 3 3 9 — 1,410 — 1,466 - 1 , 5 1 0 
0,20 - 0 , 5 1 0 - 0 , 8 4 0 - 1 , 0 4 0 — 1,173 - 1 , 2 6 9 - 1 , 3 4 0 - 1 , 3 9 6 - 1 , 4 4 0 
0,25 - 0 , 4 2 4 —0,750 - 0 , 9 5 0 — 1,083 - 1 , 1 7 9 - 1 , 2 5 0 - 1 , 3 0 6 - 1 , 3 5 0 
0,30 - 0 , 3 2 3 —0,641 —0,840 —0,973 - 1 , 0 6 9 - 1 , 1 4 0 — 1,196 - 1 , 2 4 0 

0,35 - 0 , 2 0 7 — 0,514 - 0 , 7 1 0 —0,843 - 0 , 9 3 9 - 1 , 0 1 0 - 1 , 0 6 6 — 1,110 
0,40 - 0 , 0 7 8 — 0,368 - 0 , 5 6 1 —0,694 - 0 , 7 8 9 - 0 , 8 6 0 - 0 , 9 1 6 —0,960 
0,45 0,061 —0,207 - 0 , 3 9 3 - 0 , 5 2 4 - 0 , 6 1 9 - 0 , 6 9 0 — 0,746 —0,790 
0,50 0,208 —0,031 - 0 , 2 0 8 —0,335 - 0 , 4 2 9 - 0 , 5 0 0 - 0 , 5 5 6 - 0 , 6 0 0 
0,55 0,360 0,155 - 0 , 0 0 7 - 0 , 1 2 8 - 0 , 2 2 0 —0,290 —0,346 - 0 , 3 9 0 
0,60 0,514 0,347 0,206 0,095 0,007 - 0 , 0 6 2 —0,116 - 0 , 1 6 0 
0,65 0,666 0,539 0,426 0,330 0,250 0,185 0,132 0,089 

0,70 0,813 0,725 0,645 0,570 0,504 0,446 0,398 0,357 
0,75 0,950 0,894 0,850 0,804 0,758 0,714 0,674 0,639 
0,80 1,074 1,036 1,024 1,012 0,994 0,972 0,948 0,924 
0,85 1,179 1,136 1,145 1,163 1,177 1,184 1,186 1,183 
0,90 1,261 1,178 1,179 1,209 1,247 1,282 1,314 1,340 
0,95 1,314 1,140 1,083 1,079 1,101 1,135 1,174 1,216 
1,00 1,333 1,000 0,800 0,667 0,571 0,500 0,44.4 0,400 

3. A harmadik segédfüggvény 

A harmadik segédfüggvény t oly módon á l l í t j u k elő, hogy az első segéd-
f ü g g v é n y t a 

n—2 + 2 rn 

n 
+ — + R2 

n Rn 

n — 2 + 
R2 

2 rn 

n 
+ 

R2 n Rn 
1 Уз • 

cos nw sin nap 2 2 
n — 2 r2 r" 

Y n R2 T n Rn 

n — 2 r2 2 rn 

h + — • 
n R2 n Rn 

kifejezéssel megszorozzuk 

Rf 

8 h 
F111 = 

n 

cos n 

n R2 n 
2 
n 
2 

— + 4 + 
n R2 n 

n R2 n 

cp 
2л 
3 n 

1 , Уз • 
cos пер Ч — sin пар 

2 2 

Rn 

r n 

Rn  

г" 

Rn 

cos nap 

1 Уз . 
cos nw sin nw 

2 2 

1 , Уз . 
cos nw J — sin nw 

2 2 
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A szorzás t e lvégezve az t t a l á l j u k , h o g y 

F I I I = 

R 4 

8h 
ra —2 г2 

1 T7T" 
ra R 2 ra2 R 2 — + 4 1 + 

ra R 2 

2 r3 n 

• (cos3 ra® 3 cos ra® • s in2 ra®) 
ra3 R3" 

Á m d e 

ú g y h o g y 

F111 = — 

cos3 re<p — 3 cos ra<p • s in2 n<p = cos 3 шр, 

R 4 

8A 

re —2 j ^ j 3 3 

+ V 

R 2 j ra2 R 2 n 

гзп 
cos 3 re® 

R3 n 

n R 2 

(14) 

Az F I U s e g é d f ü g g v é n y h e z m i n t f e szü l t s ég függvényhez a (7) a l a t t i ak 
s ze r in t az a l á b b i r e d u k á l t f e sz í t őe rők t a r t o z n a k : 

ra111 = nr<p 

re"1 = — 

3R 2 i r a - 2 2 
о 2 

4Л il « re 
ra+1 r2 П 

1 1 — Зге 

re2 R-" 1 ra2 

3 R 2 3 re 1 r3n — 2 

4A re2 F3n—2 

re —2 

R 2 + R 4 + h R 2 " -

r3n-2 

3R 2 

4/i 

2J3U-2 

s in 3nrp, 

cos Зтмр 

re — 2 2 , re — 2 
6 

r2 , 5 r f , (re —2)(2ra — 1) 

~R? R 4 re2 

r 2 " " 2 ( r e + l ) ( 2 r e + l ) r2 1 — Зге 

R 2 " - R 2 " R3"-
cos 3re<p 

(15): 

Az F 1 " s e g é d f ü g g v é n y h e z a (4) kép le t szer in t a köve tkező t e h e r r e n d s z e r 
r e n d e l h e t ő : 

g i n = 3 - 2 1 s n —2 
— + 3 — . + 
R 2 R 4 

(16) 
re 2 г 2 " " 2 íre + 1 2 r2n -

re R 2 " - 2 » R 2 " 

E z a t e h e r r e n d s z e r f o r g á s s z i m m e t r i k u s e l rendezésű . D i a g r a m j a kü lönböző 
o l d a l s z á m ú cs i l l aghé jak ese tében az 5. á b r á n l á t h a t ó . A t e h e r f ü g g v é n y egyes 
o r d i n á t á i a I I . t á b l á z a t b ó l v e h e t ő k k i . 
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-1,0 -

5. ábra. A g" l teherfüggvény d i a g r a m j a 

II. táblázat 

A g"l segédfüggvény értéke 

г/Я „ = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 

0 0,333 0,750 1,080 1,333 1,531 1,688 1,815 1,920 
0,05 0,323 0,735 1,062 1,313 1,509 1,665 1,792 1,896 
0,10 0,294 0,691 1,009 1,254 1,446 1,598 1,722 1,825 
0,15 0,248 0,620 0,923 1,158 1,342 1,490 1.609 1,709 
0,20 0,189 0,524 0,806 1,028 1,202 1,342 1,456 1,550 
0,25 0,121 0,410 0,665 0,868 1,030 1,160 1,267 1,355 
0,30 0,050 0,284 0,505 0,686 0,832 0,950 1,048 1,129 

0,35 —0,016 0,152 0,333 0,488 0,616 0,720 0,807 0,879 
0,40 - 0 , 0 7 3 0,023 0,159 0,284 0,390 0,478 0,552 0,614 
0,45 - 0 , 1 1 1 - 0 , 0 9 1 - 0 , 0 0 7 0,083 0,164 0,234 0,294 0,345 
0,50 - 0 , 1 2 5 - 0 , 1 8 2 - 0 , 1 5 5 — 0,103 - 0 , 0 4 9 0,000 0,044 0,083 
0,55 —0,109 - 0 , 2 3 9 - 0 , 2 7 0 - 0 , 2 6 1 - 0 , 2 3 8 - 0 , 2 1 1 - 0 , 1 8 5 - 0 , 1 6 0 
0,60 - 0 , 0 5 9 - 0 , 2 5 2 - 0 , 3 4 1 - 0 , 3 7 7 - 0 , 3 8 7 - 0 , 3 8 5 - 0 , 3 7 9 - 0 , 3 6 9 
0,65 0,026 - 0 , 2 1 5 - 0 , 3 5 6 - 0 , 4 3 6 - 0 , 4 8 1 — 0,507 - 0 , 5 2 1 - 0 , 5 2 9 

0,70 0,147 - 0 , 1 2 3 - 0 , 3 0 5 — 0,426 - 0 , 5 0 5 - 0 , 5 5 9 - 0 , 5 9 6 - 0 , 6 2 2 
0,75 0,298 0,020 - 0 , 1 8 5 —0,336 - 0 , 4 4 5 - 0 , 5 2 5 - 0 , 5 8 5 - 0 , 6 3 0 
0,80 0,471 0,203 - 0 , 0 0 3 - 0 , 1 6 6 - 0 , 2 9 4 — 0,394 - 0 , 4 7 3 - 0 , 5 3 6 
0,85 0,651 0,401 0,216 0,064 - 0 , 0 6 2 —0,168 - 0 , 2 5 6 - 0 , 3 3 0 
0,90 0,820 0,574 0,421 0,302 0,201 0,114 0,036 - 0 , 0 3 2 
0,95 0,948 0,658 0,520 0,435 0,372 0,322 0,278 0,239 
1,00 1,000 0,563 0,360 0,250 0,184 0,141 0,111 0,090 
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V. A fe lada t megoldása á l t a l ában 

A IV. a l a t t megismert segédf i iggvények fe lhaszná lásáva l a fe ladat 
k e r e s e t t feszül t ségfüggvényét — közel í tésképpen — a k ö v e t k e z ő a lakban 
sze rkesz t jük meg: 

F* = c 1 F I + C 2 F " + c 3 F H I . (17) 

E b b e n a képle tben a c1? c2, c3 i smere t l en e g y ü t t h a t ó k a t j e l en t enek . Utóbbiak-
n a k oly ér téket ke l l t u l a j d o n í t a n u n k , hogy az F * közelítő feszül tségfügg-
v é n y n e k megfelelő 

g* = Cjg1 + c2gu + c3gul (18) 

t che r rendsze r lehe tő leg kevéssé t é r j e n el a tényleges g = g(r) t ehér rendszer tő l . 
A fenti k ö v e t e l m é n y legegyszerűbben kollokációval b i z to s í t ha tó . A kol-

lokác ió helyéül h á r o m alkalmas r = konst k ö r t vá lasz tunk s az t í r juk elő, 
h o g y e körök m e n t é n 

g* = g (19) 

l egyen . Ily m ó d o n három l ineár is egyenletet k a p u n k . E z e k b ő l a cv c2, c3 

e g y ü t t h a t ó k a t k i s z á m í t h a t j u k . 
A cv c2, c3 e g y ü t t h a t ó k m e g h a t á r o z á s á r a célszerűen haszná lha tó az 

i s m e r t Ri tz—Galerk in- fé le e l j á rás is. Ez az a d o t t esetben az 

tr 
j0 (g* g ) 2 d r = m i n ! 

f e l t é t e l te l jesí tését teszi szükségessé . A fen t i köve te lmény ny i lván akkor 
t e l j e sü l , ha 

J^ (g* ~g)2 g1 dr — 0 , 

f?(g*-g)2gIldr = 0 , (20) 

J^ (g*j~g)2gIU dr = 0 . 

A cx , c2 , c3 e g y ü t t h a t ó k legcélszerűbb értékét ebbő l a há rom l ineáris egyen-
l e t b ő l h a t á r o z h a t j u k meg. A s z á m í t á s során az in tegrál k i fe jezések é r téké t 
n u m e r i k u s e l já rássa l célszerű megá l lap í t an i . 

\ 
VI. Onsúlyteher esete 

H a a héj fa lvas tagsága á l l a n d ó , és a h é j f a l n a k a középfelület terület-
egységére v o n a t k o z t a t o t t f a j l agos értéke p0 = kons t , az alaprajz terület -
egységére v o n a t k o z t a t o t t t e h e r é r t é k : 
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g = p j l + (dz/dr)2 

E z a t e h e r é r t é k a 
dz 2 h г 

dr R R 

összefüggés f e l h a s z n á l á s á v a l így f e j e z h e t ő k i : 

= P о 1 + 4 
\ 

h2 

R 2 

r1-
(21) 

M i n t h o g y a g t e h e r r e n d s z e r fo ly tonos és k ö r s z i m m e t r i k n s e l rendezésű, a fel-
a d a t m e g o l d á s á r a az V. a l a t t i s m e r t e t e t t e l j á rások a l k a l m a z h a t ó k . 

A R i t z — G a l e r k i n - f é l e e l j á rás a l k a l m a z á s a e s e t é b e n a cx, c2 , c3 e g y ü t t -
h a t ó k r a a I I I — V I . t á b l á z a t o k b a n közö l t é r t ékek a d ó d n a k . 

III . táblázat 

A Cj, c2, c3 együtthatók értéke n = 3 és n = 4 oldalú csillaghéjak esetében 

h/R 
n = 3 4 

h/R 
cjpo CsIPo "l/Po czlp 0 S,IP,< 

0,25 1,0225 0,0438 0,0265 1,0328 0,0471 0,0237 
0,30 1,0322 0,0622 0,0364 1,0469 0,0665 0,0327 
0,35 1,0436 0,0832 0,0470 1,0631 0,0884 0,0424 
0,40 1,0566 0,1067 0,0580 1,0815 0,1127 0,0526 
0,45 1,0710 0,1324 0,0691 1,1019 0,1390 0,0629 
0,50 1,0869 0,1601 0,0800 1,1241 0,1670 0,0732 
0,55 1,1041 0,1896 0,0907 1,1481 0,1965 0,0834 
0,60 1,1225 0,2207 0.1009 1,1736 0,2273 0,0933 
0,65 1,1422 0,2532 0,1106 1,2006 0,2592 0,1028 
0,70 1,1629 0,2870 0,1197 1,2290 0,2920 0,1119 
0,75 1,1847 0,3219 0,1282 1,2586 0,2356 0,1205 

IV. táblázat 

A Cj, c2, c3 együtthatók értéke n = 5 és n = 6 oldalú csillaghéjak esetében 

h/R 
n = 5 n = 6 

h/R 
Cl/Po CzIPo <WP« «l/Po c«/p 0 °,IP» 

0,25 1,0399 0,0471 0,0190 1,0446 0,0457 0,0151 
0,30 1,0568 0,0663 0,0261 1,0634 0,0643 0,0207 
0,35 1,0763 0,0880 0,0337 1,0851 0,0853 0,0266 
0,40 1,0983 0,1119 0,0417 1,1095 0,1083 0,0327 
0,45 1,1225 0,1377 0,0497 1,1363 0,1330 0,0388 
0,50 1,1489 0,1650 0,0577 1,1653 0,1591 0,0448 
0,55 1,1771 0,1937 0,0655 1,1965 0,1865 0,0505 
0,60 1,2072 0,2234 0,0729 1,2295 0,2148 0,0558 
0,65 1,2389 0,2541 0,0800 1,2642 0,2440 0,0608 
0,70 1,2721 0,2856 0,0867 1,3006 0,2738 0,0654 
0.75 1,3067 0,3176 0,0930 1,3383 0,3041 0,0695 
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V. táblázat 

A Cj, c2 , c3 együtthatók értéke n = 7 es re = 8 oldalú csillaghéjak esetében 

71= 7 71 é t 
h/R h/R 

<4/Pí> cdP о Cj/P. Cl/Pd czlPo c»/p0 

0,25 1,0478 0,0441 0,0122 1,0501 0,0425 0,0100 
0,30 1,0680 0,0620 0,0166 1,0712 0,0597 0,0135 
0,35 1,0911 0,0821 0,0213 1,0955 0,0791 0,0172 
0,40 1,1171 0,1041 0,0260 1,1226 0,1002 0,0209 
0,45 1,1457 0,1277 0,0306 1,1525 0,1229 0,0244 
0,50 1,1766 0,1527 0,0350 1,1847 0,1468 0,0276 
0,55 1,2097 0,1788 0,0391 1,2192 0,1717 0,0306 
0,60 1,2448 0,2057 0,0429 1,2556 0,1974 0,0331 
0,65 1,2816 0,2334 0,0462 1,2939 0,2238 0,0352 
0,70 1,3200 0,2616 0,0491 1,3338 0,2506 0,0369 
0,75 1,3599 0,2903 0,0516 1,3753 0,2779 0,0381 

VI. t áb láza t 

A Cj, c2 , c3 együtthatók értéke n — 9 és re = 10 oldalú csillaghéjak esetében 

71 = 9 77 = 10 
h/R h/R Cl/P(> Cí/Po <WPo Ci/Po Cj/Po cs/p 0 

0,25 1,0519 0,0411 0,0083 1,0532 0,0399 0,0070 
0,30 1,0737 0,0577 0,0112 1,0755 0,0560 0,0093 
0,35 1,0987 0,0764 0,0141 1,1012 0,0741 0,0117 
0,40 1,1267 0,0968 0,0170 1,1300 0,0938 0,0139 
0,45 1,1575 0,1186 0,0196 1,1613 0,1149 0,0159 
0,50 1,1907 0,1416 0,0220 1,1953 0,1371 0,0175 
0,55 1,2262 0,1655 0,0240 1,2316 0,1602 0,0188 
0,60 1,2637 0,1902 0,0256 1,2698 0,1840 0,0197 
0,65 1,3030 0,2154 0,0267 1,3100 0,2083 0,0201 
0,70 1,3441 0,2412 0,0274 1,3519 0,2330 0,0200 
0,75 1,3866 0,2672 0,0277 1,3953 0,2581 0,0195 

VII . Hóteher esete 

Ha a h é j r a egyenletesen megoszló h ó t e h e r ha t , a f e l a d a t feszültségfügg-
v é n y e zár t a l a k b a n a köve tkezőképpen f e j ezhe tő ki [1]: 

F ( o> = 
R'go 
8 h 

— + — R2 n Rn 
cos n<p (22) 

A fenti kép l e tben g0 a h ó t e h e r n e k az alaprajz t e rü le tegységére v o n a t k o z t a t o t t 
f a j l agos é r t é k é t jelenti . 

A szóban forgó esetben a hé j reduká l t fesz í tő erőire a köve tkező képletek 
a d ó d n a k : 
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j-n—2 
1— (re — 1) — cos nm . 

rn — 2 
(re—1) sin nw , (23) 

' pn-1 

r" * 
l + (re — 1) cos nw . ДМ-2 

VII I . Számpéldák 

Az i s m e r t e t e t t s zámí tó e l j á rá sok a l k a l m a z á s á t két s z á m p é l d á n m u t a t -
j u k be. A s z á m p é l d á k t á r g y á u l a szokásosnál meredekebb c s i l l aghé jaka t vá lasz-
t u n k , m e r t a z t ó h a j t j u k igazolni , hogy a j a v a s o l t e l já rások m é g ezekben a 
szélsőséges e se t ekben is kellő p o n t o s s á g ú a k . 

A v i z sgá l andó cs i l laghéjak egyike ötoldalú, más ika kilencoldalú. A h é j 
geometr ia i a d a t a i m i n d k é t e se tben azonosak : 

R = 20,0 m, h = 14,0 m . 

A h é j r a h a t ó t e h e r k é n t m i n d k é t ese tben azonos e rő rendsze r t t é t e l e z ü n k 
fel . A hé j f a l önsú lyá t a középfelület t e rü le t egységére v o n a t k o z t a t o t t 

p0 = 200 k p / m 2 

fa j l agos é r t ékke l , a h é j r a h a t ó h ó t e r h e t p e d i g az alaprajz t e rü l e t egységé re 
v o n a t k o z t a t o t t 

g0 = 80 k p / m 2 

f a j l agos é r t é k k e l vesszük s z á m í t á s b a . 

1. Ötoldalú csillaghéj (6. áb ra ) 

A fe l ada to t először kollokációval o ldjuk meg. Illesztési helyekül az 

r = 0,25 R, r = 0,65 R, r = 0,95 R 

köröket vá lasz t juk . Az önsúlyterhet a hóteherrel összegezve egyidejűleg vesszük számításba. 
Az így képzet t teherösszeg értéke 

az r = 0,25 R helyen: 291,99 kp/m2 , 
az r = 0,65 R helyen: 350,41 kp/m2 , 
az r = 0,95 R helyen: 412,80 kp/m2 . 

Ez esetben az F ' , F " , F'H segédfüggvényeknek megfelelő g1 illetve g'1, g111 teherértékek a 
(10) képlet, i l letve az I. és I I . t áb láza t szerint: 

az r = 0,25 R helyen: 1,0, —1,179, 0,665; 
az r = 0,65 R helyen: 1,0, 0,426, —0,356; 
az r = 0,95 R helyen: 1,0, 1,083, 0,520. 

П (o) _ _ 
rq> 

R 2 g 0 

4 h 

R2Ä4 
4 h 

,(0) = _ 
4 h 
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A fenti é r t é k e k fe lhasználásával a három kol lokációs egyenlet : 

1,0 Cj — 1,179 c2 + 0 ,665 Cg = 291,99 k p / m 2 , 
1,0 cx + 0,426 c2 — 0,356 Cg = 350,41 k p / m 2 , 
1,0 cx + 1,083 c2 + 0 ,520 Cg = 412,80 kp /m 2 . 

Ebből a h á r o m egyenletből 
Cj = 333,33 k p / m 2 

c2 = 61,22 k p / m 2 

Cg = 25,30 k p / m 2 . 

6. ábra. Ö t o l d a l ú csillaghéj 

Ezekkel az é r tékekke l s z á m í t v a a közelítő t eher f i iggvény: 

g* = 333 ,33 gl + 61,22 g » + 25,30 g l» . (24) 

H a a szóban forgó f e l a d a t o k a t a Ritz—Galerkin eljárással ó h a j t j u k megoldani , a e p 
c2, Cg e g y ü t t h a t ó k a t a IV. t á b l á z a t b ó l v e h e t j ü k k i : 

cx = (1 ,2729 • 200) + 80 = 334,58 kp /m 2 , 
c, = 0 ,2856 • 200 = 57,12 k p / m 2 , 
c3 = 0 ,0867 • 200 = 17,34 k p / m 2 . 

Ezen é r t é k e k f igyelembevéte lével a közelítő t ehe r függvény : 

g* = 334,58 gl + 57,12 g» + 17,34 g n i . (25) 

A j a v a s o l t számí tó el járások p o n t o s s á g á n a k ellenőrzésére a h é j külön-
böző r = k o n s t körei m e n t é n k i s z á m í t o t t u k a köze l í tő g* t e h e r f ü g g v é n y 
értékét , v a l a m i n t az 

8—g* 
g 

h i b a h á n y a d o s t . A s z á m í t á s e redményé t a VI I . t á b l á z a t t a r t a l m a z z a . E t áb-
lázatból megá l l ap í tha tó , hogy m i n d k é t javasol t s z á m í t ó el járás pon tos sága 
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VII. táblázat 

A g* teherérték, valamint az e hibahányados értéke az ötoldalú csillaghéj esetében 

Kollokációs e l já rássa l R i t z — G a l e r k i n el járással 
r/R számítva s z á m í t v a 

«* e g* e 

0,00 287,18 - 0 , 0 2 6 284,62 - 0 , 0 1 6 
0,05 287,34 —0,024 284,88 - 0 , 0 1 5 
0,10 287,83 - 0 , 0 2 1 285,67 - 0 , 0 1 3 
0,15 288,71 - 0 , 0 1 5 287,02 - 0 , 0 0 9 
0,20 290,05 —0,008 289,01 —0,005 
0,25 291,99 0 291,70 + 0 , 0 0 1 
0,30 294,67 + 0 , 0 0 6 295,20 + 0 , 0 0 2 

0,35 298,26 + 0 , 0 1 5 299,63 + 0 , 0 1 0 
0,40 302,99 + 0 , 0 2 0 305,12 + 0 , 0 1 3 
0,45 309,06 + 0 , 0 2 3 311,83 —0,014 
0,50 316,69 + 0 , 0 2 2 319,87 + 0 , 0 1 3 
0,55 326,08 + 0 , 0 1 9 329,35 + 0,009 
0,60 337,33 + 0 , 0 1 1 340,29 + 0 , 0 0 2 
0,65 350,41 0 352,59 - 0 , 0 0 6 

0,70 365,07 - 0 , 0 1 4 365,94 - 0 , 0 1 6 
0,75 380,66 - 0 , 0 2 9 389,74 - 0 , 0 5 3 
0,80 395,96 —0,041 392,87 - 0 , 0 3 3 
0,85 408,89 - 0 , 0 4 6 403,56 - 0 , 0 3 2 
0,90 416,17 - 0 , 0 3 6 409,07 - 0 , 0 1 8 
0,95 ' 412,80 0 405,30 + 0 , 0 1 8 
1,00 391,41 + 0 , 0 7 7 386,35 + 0 , 0 8 9 

messzemenően kielégíti a gyakor la t igényei t . A g és g * t ehe ré r t ékek közt 
je len tősebb eltérés c sak a sarkok közelében, o t t is csak egy egész szűk kör-
zetben m u t a t k o z i k . 

3. Kilencoldalú csillaghéj (7. áb ra ) 

A f e l a d a t o t ismét először kollokációval o ld juk meg. H a a kollokáció he lyéü l u g y a n -
azoka t a k ö r ö k e t vá l a sz t juk , m i n t az ötoldalú csillaghéj esetében, az o t t i s m e r t e t e t t számítás-
hoz hasonló számítással a c4 , c2 , c„ e g y ü t t h a t ó k r a a következő é r t ékeke t k a p j u k : 

o4 = 348,45 kp/m 2 , 
c2 = 52,54 kp/m 2 , 
c3 = 9,58 kp/m 2 . 

Ezen é r t ékek fe lhasználásával a közelítő t ehe r függvény : 

g* = 348,45 gl + 52,54 g " + 9,58 g l " . (26) 

U g y a n e z t a f e l ada to t a Ritz—Galerkin-eljárással is mego ldo t tuk . Ez esetben a ct, c2, 
с, e g y ü t t h a t ó k a t a VI. t áb l áza tbó l v e h e t j ü k k i : 

e j = (1,3441 • 200) + 80 = 348,82 kp/m 2 , 
с2 = 0,2412 • 200 = 48,24 kp/m 2 , 
c3 = 0,0274 • 200 = 5,48 kp /m 2 . 

A fent i é r t ékek fe lhasználásával a közelítő t ehe r függvény : 

g* = 348,82 gl + 48,24 g " + 5,48 g ' " . (27) 
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A közel í tő g* t ehe ré r t ékeke t , v a l a m i n t az 

g 

VIII. táblázat 

A g* teherérték, valamint az e hibahányados a kilencoldalú csillaghéj esetében 

r/R 
K o l l o k á c i ó s e l j á r á s sa l 

s z á m í t v a 
R i t z — Galer k i n e l j á r á s s a l 

s z á m í t v a r/R 
S* e 

« * e 

0,00 284,10 - 0 , 0 1 5 283,74 - 0 , 0 1 3 
0,05 284,40 - 0 , 0 1 4 284,10 - 0 , 0 1 3 
0,10 285,32 - 0 , 0 1 2 285,16 - 0 , 0 1 1 
0,15 286,86 - 0 , 0 0 9 286,96 - 0 , 0 0 9 
0,20 289,07 - 0 , 0 0 5 289,49 -0,006 
0,25 291,99 —0 292,79 - 0 , 0 0 3 
0,30 295,67 + 0 , 0 0 3 296,90 + 0 , 0 0 0 

0,35 300,19 +0,008 301,84 + 0 , 0 0 3 
0,40 305,63 +0,012 307,68 + 0 , 0 0 5 
0,45 312,09 + 0 , 0 1 3 314,47 + 0,006 
0,50 319,68 +0 ,014 322,26 + 0,006 
0,55 328,52 +0,012 331,13 + 0 , 0 0 4 
0,60 338,72 +0 ,007 341,14 +0,000 
0,65 350,41 0 352,34 - 0 , 0 0 5 

0,70 363,64 - 0 , 0 1 0 364,73 - 0 , 0 1 3 
0,75 378,27 - 0 , 0 2 2 378,13 - 0 , 0 2 2 
0,80 393,73 - 0 , 0 3 5 391,95 —0,030 
0,85 408,30 - 0 , 0 4 5 404,61 —0,035 
0,90 417,82 - 0 , 0 4 0 412,38 - 0 , 0 2 7 
0,95 412,80 0 405,37 + 0 , 0 1 8 
1,00 372,86 +0,121 370,86 + 0 , 1 2 6 
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h i b a h á n y a d o s ér tékét a h é j különböző r = kons t körei m e n t é n a V I I I . t á b -
l áza tban t ü n t e t t ü k fel. M i n t lá tha tó , m i n d k é t j avaso l t e l járás pon tos sága 
ebben az ese tben is te l jesen kielégítő. Mos t is csupán a h é j sarokrészén v a n 
a g és g* t ehe ré r t ékek köz t számot tevő különbség , de ez az eltérés is a sa rok-
pont tó l t á v o l o d v a r o h a m o s a n csökken. 
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Axi -Symnie t r i ca l ly L o a d e d Paraboloid Shel l s of Revolut ion S ta r -Po lygona l in P l a n 
P r e s e n t p a p e r dea l s with p a r a b o l o i d shells of r e v o l u t i o n s t a r - p o l y g o n a l in plan, in o r d e r to 
d e t e r m i n e t h e i r m e m b r a n e fo rces caused by a x i s y m m e t r i c a l l y d i s t r i b u t e d , con t inuous v e r t i c a l 
forces, such es d e a d load and u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d snow load. As a n a p p r o x i m a t e s o l u t i o n of 
t h e p rob lem, a u t h o r es tabl ishes t h e s tress f u n c t i o n b y a linear c o m b i n a t i o n of three a u x i l i a r y 
f u n c t i o n s . T o e a c h of these f u n c t i o n s cor responds an a x i s y m m e t r i c a l l y d i s t r ibu ted v e r t i c a l 
l oad sys tem a n d each of t h e m e x a c t l y satisfies t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s of the p r o b l e m . F o r 
t h e case of d e a d load paper p r e s e n t s tables c o n t a i n i n g the e x p e d i e n t v a l u e s of the u n k n o w n 
coeff ic ients of t h e l inear c o m b i n a t i o n . In the case f o r un i fo rmly d i s t r i b u t e d snow load t h e e x a c t 
so lu t ion of t h e p rob l em is e x p r e s s e d by s imple c losed formulae . 

A c h s e n s y m m e t r i s c h b e l a s t e t e Rota t ionsparabo lo idscha len m i t s t e r n f ö r m i g e m G r u n d r i ß . 
Der Auf sa t z b e s c h ä f t i g t sich m i t d e r B e s t i m m u n g d e r M e m b r a n k r ä f t e von a c h s e n s y m m e t -
r isch b e l a s t e t e n R o t a t i o n s p a r a b o l o i d s c h a l e n , d ie d u r c h a c h s e n s y m m e t r i s c h ver te i l te V e r t i -
ka lk r ä f t e , wie z. B . E igengewich t o d e r g le ichmäßig ve r t e i l t e S c h n e e l a s t en t s t ehen . Die S p a n -
n u n g s f u n k t i o n des Problems w i r d d u r c h eine L i n e a r k o m b i u a t i o n v o n drei H i l f s f u n k t i o n e n 
a n g e n ä h e r t , d e r e n j ede einem a c h s e n s y m m e t r i s c h v e r t e i l t e n v e r t i k a l e n L a s t s y s t e m e n t s p r i c h t 
u n d gleichzei t ig die R a n d b e d i n g u n g e n des P r o b l e m s genau b e f r i e d i g t . F ü r E i g e n g e w i c h t 
e n t h ä l t der A u f s a t z Tafeln m i t e m p f e h l b a r e n W e r t e n f ü r die u n b e k a n n t e n K o e f f i z i e n t e n d e r 
L i n e a r k o m b i n a t i o n . Fü r den F a l l g le ichmäßig v e r t e i l t e r Schneelas t i s t die exak te L ö s u n g 
d u r c h e in fache , geschlossene F o r m e l n a u s g e d r ü c k t . 

11* Műszaki Tudomány 44, 1971 
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