JANDY GEZA

A LINEARIS PROGRAMOZAS, MINT A KOZLEKEDES
TUDOMANYOS GAZDASAGI UZEMVEZETESENEK
UJ MATEMATIKAI MODSZERE*

Az allandéan fokozodo igények és a korlatozott anyagi eréforrasok a
gazdasigi élet jelenségeinek alaposabb megismerésére, tudoméanyos feltirisira
kényszeritenek. Ez a folyamat pedig sziikségszertien a matematika wjabb
eléretorését hozza magival. Amig koridbban a matematikdnak csaknem
kizarolagos alkalmazasi teriilete a fizika volt, ma mar mind mélyebbre hatol
a statisztikiban és a gazdasigtudomédnyban is. A matematika terjedésének
forradalmi lendiiletet ad egyrészt az 0j matematikai modszerek, masrészt
az elektronikus szimolégépek megjelenése. Ezek segitségével olyan problémik
lesznek hozzaférhetdk, illetve a problémdk olyan mélységeibe hatolhatunk be,
amelyek korabban elérhetetlenek voltak, vagy azért, mert a matematika
meglevl kifejezési eszkiozei nem voltak elégségesek és megfelel6k a probléma
megfogalmazasira, vagy mert a megoldas olyan 6ridsi volumen(i szamitist
kivant, amelynek elvégzésére gondolni sem lehetett. A miiszaki tervezésnél
is megfigyelhetd, hogy a tudatossigra és a gazdasigossigra torekvés miként
tdmaszt mind nagyobb és nagyobb matematikai igényeket. A tervezésekhez
tartozo szamitdsok mind terjedelmesebbé vélnak, hogy a lejatsz6dé fizikai
folyamat minél pontosabban megfoghaté és kiovethet legyen, mert az az
elofeltétele a gazdasigosabb és miiszakilag is helyesebb megolddsoknak.

A mai élet hasonlé igényekkel kezd fellépni a kozgazdasig és az tlizem-
vezetés teriiletén is. Pontosabban és egzakt médon kivanjuk latni a gazdasigi
osszefiiggéseket és a kiilonboz6 hatisok vagy intézkedések ganlasagx kovet-
kezményeit. Es sok esetben, bar csak kvantitative, a matematika és az elektro-
nikus szamoldgépek alkalmazisa mar meg is adjik erre a lehetéséget. Nyilvin-
vald, hogy a szocialista tervgazdilkoddsban a tudatossig érvényesiilése donté
jelentGségii. A szocialista tervgazdilkodas feladatat akkor tudja helyesen
betolteni, ha alkalmazza azokat a felkutatott és tovabbfejlesztett tudomanyos
modszereket, amelyek a gazdasigi élet osszefiiggéseihez mind kozelebb visz-
nek, vagy amelyek a gazdasigi és lizemvezetési intézkedéseket mind hatéko-
nyabbd teszik.

Ebben a tanulmanyban a kozlekedési vallalatok vagy szallité részlegek
egyes — a linedris programozissal megoldhaté — problémairdl lesz szo.
A szimplex mddszer mellé allitva bemutatjuk a disztribuciés (egyszertisitett
szimplex) mddszert és altalinositjuk a ,,magyar moddszer” néven ismertté
valt graph-elméleti mddszert.

* Beérkezett : 1958, december 1-én.
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Kiilfoldi lapok egyes cikkeib8l és mar néhdny hazai kisérletbdl is azt
lathatjuk, hogy a linearis programozis a tudomanyos gazdasagi lizemvezetés
szamara nagy segitséget jelent és ezért alkalmazisa egyre jobban terjed.

Ez év januarjiban a szovjet tuddésok Moszkvai Hazinak statisztikai
szakosztilya megvitatta Ja. P. Gercsuknak ,,A linearis programozis mint a
gazdasigi feladatok optimalis megolddsianak kivilasztdsiara szolgalé Gj mdd-
szer’ cimmel tartott el6adasat. A szovjet szakirodalomban ez a mddszer
eddig sem volt ismeretlen, mert L. V. Kantorovics leningradi professzor mar
1939-ben ,,A termelés megszervezésének és tervezésének matematikai mod-
szerei” cimen kiadott konyvében ,,a megoldast hoz6 szorzék modszere”
elnevezéssel ismertette azt. A januarban lezajlott vita résztvevdi ramutattak
arra, hogy ez a fiatal mddszer a szocialista gazdasigban igen széles kiorben
alkalmazhat6 és véleményiik szerint ennek érdekében meg kell tenni a sziik-
séges intézkedéseket.

Azt tapasztaljuk, hogy nines ma olyan matematikai kongresszus, mely-
nek anyagiban ne szerepelne a linearis programozas. Ez évben példaul a belga
Mons-ban rendezett nemzetkozi, de a balatoni matematikai kongresszuson is
tobb eladisban foglalkoztak a linearis programozis matematikai mddszerei-
vel, alkalmazasival és elektronikus szamolégépre valé programozéasaval is.

Az egyre nagyobb tért hédité operacié-kutatisnak — ami alatt a gazda-
sagi lizemvezetésben az iizemelés kozben felléps probléméknak tudoméanyos
modszerekkel és fejlett eszkozokkel torténd feltarasat és megoldasat értik —,
a linearis programozas igen jol hasznilhaté mddszere.

Tobb orszagban miikédnek mar olyan elektronikus kézpontok, melyek
kiilonboz6 lizemekkel, ipari és kozlekedési villalatokkal kabeles 6sszekottetés-
ben vannak és bizonyos, a gép szaméra el6re programozott, gyakran ismétl6dd
feladattipusok megolddséinak eredményét ilyen médon ezek a véllalatok igen
gyorsan megkaphatjak. Ezeknek a feladatoknak jelentds része ugyancsak
linedris programozas.

Nemrégen szidmolt be egy olasz lap arrél, hogy a francia vasiatndl a
Vezérigazgatdsigon belill egy ,,operacié-kutatd’” csoportot szerveztek, mely
rovidesen elektronikus szamolégéppel is rendelkezni fog. Tudjuk, hogy a
Brit Vasutak Operacié Kutatdsi Osztalya mar par éve miikodik.

A széllitds teriiletén adédo feladatokat vizsgalva azt latjuk, hogy vannak
olyanok, amelyeket napjiban (esetleg napjaban tobbszor) rendszeresen meg
kell oldani. Ilyen lehet a vasttndl a kiilonb6z6 tipustu iires koesik rendszeres
szétosztasa, vagy mas fuvarozé vallalat jarmiveinek iranyitisa. De vannak
olyan feladatok is, amelyek ritkdbb id6kozonként jelentkeznek, mint pl. a
tlizifaelosztis, kavieselosztas, cukorrépaelosztas sth. Ezeknek a feladatoknak
nagy része (kis orsziagokban kiilontsen) manudlisan is gyorsan elvégezhetd.

Az eddigi tapasztalatok szerint az alkalmazis szempontjabdl a linearis
programozis leggazdagabb teriilete a kizlekedés. Itt ugyanis igen sokféle — és
gyakran jelentkez6 — olyan probléma van, amelynek optimalis megoldasahoz
célszerlien a linedris programozasnak, mint matematikai modellnek segitségé-
vel juthatunk. Ezeknek a probléméknak a zome hiarom nagyobb feladattipusba
sorolhato.

1. Az egyidejilileg vagy idSben eltolva, gyakran naponként, esetleg
naponként tobbszor jelentkez$ fuvarozasi sziikségleteknek megfelel6en a
szdllitdeszkozok (tehergépkocsik, kiilonboz6 tipust vagonok stb.) oly mdédon
val6 szétosztdsa, hogy ezek a leghatékonyabb mozgatissal (pl. minimalis
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tizemanyag-raforditissal. vagy minimdalis id6 alatt) kertiljenek rendeltetési

helyiikre.
2. Kilonbozd szallitisi feladatokhoz a rendelkezésre 4ll6 — esetleg
kiilonboz6 fajtaja — szdllitdeszkozok oly médon valé beosztdsa, hogy azok

egyiittes kihasznaldsa optimalis legyen (pl. minimalis raforditissal a maximédlis
teljesitményt nyujtsik). Ide tartozik altaliban a munkaeszkozok vagy a dol-
gozok kiilonboz6 munkafeladatok elvégzésére torténé beosztisa.

3. Ujonnan létesitendd eloszté- vagy begy(ijtShelyeknek, iparvallala-
toknak, mezbgazdasigi tizemeknek, gépallomasoknak, szdllitdeszkiozok telep-
helyeinek, garazsoknak stb. oly mdédon valé elhelyezése, telepitése, hogy a
létesitmény iizemével kapesolatos ossz-szallitas, illetve a szallitéeszkozok
kihaszndldsa optimalis lehessen (pl. minimdlis {iresjarat). Ide tartozik a koz-
lekedési vonalak Gtirdnyvaltozatai kozotti dontés feladata is, amikor azoknak
— a kozlekedési halézatban — a fuvarozisi onkoltség alakuldsira gyakorolt .
hatédsait vessziik figyelembe. A telepitési feladatokkal itt nem foglalkozunk,
mivel ezek méasfajta matematikai mddszerek alkalmazisit is sziikségessé
teszik. Példaul az optimdalis rayonok és centrumok meghatirozisa feltételes
sz6ls6 érték fokozatos kozelitéssel valé megoldasira vezet.

Bar nem kozvetleniil a kozlekedési véallalatok, tizemek probléméja,
mégis meg kell emliteni, hogy a szallitasi feladatok egyik nagy tipusa : épité-
anyagok, iizemanyagok, nyersanyagok, mezigazdasigi termékek stb. oly
modon valé elosztdsa, hogy azt optimdlis szillitdssal (minimdlis szallitasi tel-
jesitménnyel, iizemanyag-raforditassal, redlarakon szamitott miniméalis szalli-
tasi Osszkoltséggel vagy minimdlis {iresjirattal sth.) lehessen lebonyolitani.
Ez a feladattipus a matematikai megfogalmazis és megoldds szempontjabdl
az 1.feladattipussal rokon.

A linedris programozas az erésen fejl6d6é tudoményos gazdasigi iizem-
vezetés sajatos modszere, melynek segitségével bizonyos gazdasigi adottsagok
(igy a szillitéeszkozok) legeélszeriibb felhasznalisa meghatirozhaté. Jelen
esetben feladata, hogy az igen nagy szdmu lehetséges elosztési, szétosztési,
beosztasi és telepitési program (terv) koziil kivilassza a legkedvez6bb, opti-
malis valtozatot (vagy véltozatokat). Alkalmazisinak két alapvetd feltétele
van. El6szor az elosztasra keriil§, vagyis a feladatban szereplé mennyiségek
és a szallitds vizsgalt és Osszegében minimummé teendé jellemzGjének mennyi-
ségei kozott linedris osszefiiggéseknek kell fenndllni. Példaul egy bizonyos
szallitisi Gtvonalon a szallitdsi teljesitmény arinyos a széallitott tomeggel.
Misodszor a programozasra keriild mennyiségeknek bizonyos egységekre, pl.
1 m3-re, 1 vagonra, 1 tonnakilométerre (tkm) sth. oszthatéknak kell lenniiik.

Amennyiben ezen feltételeknek eleget téve meg tudjuk szerkeszteni
a felvetett probléma modelljét, igy arra a linedris programozés alkalmazhato
és azzal val6ban a kivant optimdlis megoldast kapjuk.

Bizonyos elosztasi vagy szétosztasi probléma modellje tartalmazza a
kiinduldsi és rendeltetési helyeket, a kiinduldsi helyeken rendelkezésre 4116
és a rendeltetési helyeken igényelt mennyiségeket és minden kiindulési helyrdl
minden rendeltetési helyre torténd fuvaroziashoz tartozé szallitasi koefficiense-
ket, vagyis az egyes szallitdsi Gtvonalakhoz tartozé fajlagos raforditésokat.
Ez lehet tavolsag, koltség, tizemanyagfogyasztas sth., aszerint, hogy a szallitas
mely jellemz&jét : a szdllitdsi teljesitményt, a szallitds Osszkoltségét vagy
tizemanyagfelhasznalasat sth. akarjuk minimummad tenni. (A szallitasi koeffi-
ciensek, masképpen nevezve paraméterek viszonylagos dllanddsidga a linearitasi
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kovetelménnyel kapesolatos.) Amennyiben a szallitasi koefficiensek tobb rész-
b6l tevédnek ossze, ezek koziil azok, melyek a feladat hatirain belil konstans
értékkel szerepelnek, vagyis melyek minden lehetséges szallitdsi itvonalat
egyforméan terhelnek, elhagyhaték. Példaul operativ viszonyok kozott, amikor
a szallitdeszk6zok adottak, a minimalis szallitdsi osszkoltséggel megvaldsithato
megoldast keresve a szallitas dllandé koltségét figyelmen kiviil hagyhatjuk.

Egy beosztéasi probléma modellje tartalmazza a rendelkezésre allé egyes
szallitoeszkozoket, az elvégzends egyes szallitasi feladatokat, és minden lehet-
séges beosztashoz ad egy — a vizsgalat szempontjanak megfelel§ — hatékony-
sagi mutatot. A vizsgialat szempontja kiilonboz6 (pl. a szallitéeszkozok kihasz-
naldsa, a megtett Osszes Ut, az lizemelési id6 vagy koltség, az elérhets
gazdasigi eredmény stb.) lehet. A linearis programozas alkalmazésival olyan
beosztasi programot nyeriink, mely a kiviant optimdlis Ossz-hatékonysagot
nyujtja.

d A modellek megszerkesztése 1j feladatoknal nagy koriltekintést, a
probléma alapos feltarasat kivanja és ilyenkor a sziikséges adatok osszegyfij-
tése, értékelése,statisztikai verifikdcidja rendszerint hosszabb id&ét vesz igénybe.

Természetesen egyidejiileg tobb szemponthdl is vizsgalhatjuk a felvetett
problémat, akkor ennek megfeleléen tobb optimalis programot kapunk és
ezek koziil tovabbi mérlegeléssel valaszthatjuk ki a megvaldsitandé programot.

Gyakran egy kivant optimalis megoldas sok egyéb kedvezd hatast is
biztosit szimunkra. Pl. vasuti tizemnél a szallitdsi onkoltség csokkentésével
csokken a kocsiforduld, csokkennek a tiizeléanyag raforditisok, kisebb lesz
a jarmisziikséglet, csokkennek a mellékteljesitmények stb., ami a szallitasi
onkoltség még nagyobb csokkenéséhez és beruhdzasok megtakaritasahoz vezet.
Ezek az elénytk hatékonysigi elemzéssel vizsgalhatok.

A linearis programozas mddszereinek nagy elénye, hogy a terjedelmes,
sok ismeretlenes problémakat igen egyszer(i matematikai apparatussal mind
kézi szamitdsra, mind elektronikus szimolégéppel valé feldolgozésra kiilonésen
alkalmassi teszik, ezen problémak Attekinthet és konnyen mechanizalhaté
megoldasat biztositjak. A linedris programozis segitségével igen gyorsan
juthatunk régebben megoldhatatlannak latszé gazdasigi feladatok pontos
eredményéhez.

Matematikailag a szallitasi feladat dltaldban a kovetkezs Osszetiiggések-
kel irhaté le.

_/:x,vj =1y, ahol ;= 0 68 =1 2, can; M (1)
=1
m
myg=Ppahol ;>0 @ F=1,8veew b (2)
=
x; >0 (3)
m n
—\4 Cij Tij = min (4)
i=1 j=1

ahol ,,a;”” jelenti a rendelkezésre 4ll6 mennyiséget ,,i” helyen, ,,8,” jelenti a
sziikségelt mennyiséget ,,j”" helyen és ,,c;;”” az ,,&” helyrdl ,,j° helyre torténd
legkedvezSbb szillitas fajlagos jellemzGje, vagyis a szallitdasi koetticiens.
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Tehat az (1) és (2)-vel megadott — ,,m 4+ »”° egyenletet és ,,m-n’’
ismeretlent tartalmazé — egyenletrendszernek a nem-negativ véltozokra
vonatkozé oly megoldisat keressiitk, mely mellett a (4) linearis tiiggvény
(az un. gazdasigossigi tliggvény) értéke minimumot vesz fel. Kozvetleniil
belathaté, hogy ilyen megoldas — legalabb egy — mindig létezik.

Az egyenletrendszer tomor kifejezését az

Ax=Dhb (5)

matrixegyenlet adja. A linedris programozas kiilonlegesen egyszer(i mddszerei,
melyekkel a szallitasi feladatok megoldhaték, az A matrixnak allandé jelleg(i
és egyszer(i felépitésti struktirdjabol folydan johetnek létre.
Az A matrix szerkezetét az [1] és [2] jeld irodalomban ismertettiik.
A szallitasi feladatok modellje megkivinja, hogy a

b

L (6)
Jj=1

i=1

egyenldség fenndlljon. Amennyiben az adott probléma ezt nem elégiti ki,
vagyis, ha az osszes rendelkezésre 4ll6 és sziikségelt mennyiség nem egyenld
egymassal, akkor egy tiktiv — pl. Y jel — helyhez (teladathoz, szallitéeszkoz-
hoz) kell rendelni a kiilonbséget, vagyis a fennmaradé (a,, ill. f,) mennyiséget.
Ezzel a fenti kiovetelménynek eleget tesziink. A fiktiv helyhez tartozé c,,
vagy cy; fajlagos jellemzdk értékeit pedig zérénak vessziik fel.

A szallitasi feladatok linearis programozasa onmagiaban biztositja, hogy
ily médon az ésszeriitlen széllitdsokat kikiiszobdljiik, mert e médszer matema-
tikai feltételeinek kielégitése kizarja a keresztszallitisokat, az ismétlédé
széllitdsokat és a tul hossz széllitisokat is.

A szallitasi feladatoknak a tényleges korilményekbdl takadé kiilonbozé
korlatozasait viszonylag egyszerii szamitasra vonhatjuk, ha a korlitozasoknak
megteleléen moédositjuk az idedlis viszonyok feltételezésével készitett elsé
modelliinket. Korlatozott lehet pl. bizonyos szallitisi utvonalak kapacitéisa,
elétordulhat, hogy bizonyos szillitéeszkoz bizonyos feladatra nem oszthaté be,
lehetséges, hogy a rendelkezésre all6 és a sziikségelt mennyiségek nincsenek
egyenstlyban sth. Tehat lehetséges és fontos is a modellt tigy megszerkeszteni
és moédositani, hogy az a valdsigos viszonyokat minél jobban fedje.

Az eddigiekbd6l mar lathato, hogy egy szdllitdsi feladat egzakt matema-
tikai megolddsa megkivinja a probléma jelentkezése utin annak &altaldnos
meglogalmazisat, osszeteviinek, céljainak, a célok elérésére szolgald alterna-
tivaiknak feltarasat. Mérlegelni kell a feladat jellemzGinek jelentGségét. Meg
kell dllapitani az egymassal nem linedaris osszetiiggéshen levd, esetleg ellenté-
tesen miikods, vagy egymdstél tiggetlen és el nem hanyagolhaté jellemzék
népgazdasagi szinti hatékonysiganak mértékét. Megvizsgalva az egyes
jellemz6k minimdlis vagy maximalis értékét biztositd eljardsokat (megoldé-
sokat) a tobbi jellemz6 fiiggvényében is, megkaphatjuk az egyes célkit{izé-
seknek megtelel§ eljardsok kombinalt hatékonysigat és az ily mdédon silyo-
zott eljardasok kozil, tigyelembe véve azok eredményességét és a dontés céljat,
kell az optimédlis megoldést kivalasztanunk. Természetes, hogy ehhez kinnyen
kezelhet6 matematikai mddszer kidolgozasa, esetleg analég szamolégép meg-
tervezése és elkészitése is sziikséges. Igen nagy méretli vagy rendszeresen
ismétlédo és percek alatt megoldandé kisebb feladatokndl pedig a kézi szi-
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molds méir nem megtelel§, ezeknek megoldésiahoz elektronikus szdmolégép
sziikséges. A gépi szamitids megkivinja a gép nyelvének ismeretét, s a teladat-
nak a gépre valé programozisit, vagyis a gép szdmdra érthetd lépésekre
bontasat.

A tovébbiakban pusztdn a matematikai mddszerekkel foglalkozunk.

*

Maradjunk az [1] jeldi irodalomban kidolgozott szdmpéldéndl, adjunk
azonban ennek teljesen altaldnos tartalmat. Allapodjunk meg a kovetkezd
elnevezésekben.

Az (1) és (2) egyenleteket a kombindcids matrizban foglaljuk ossze.
A sorok és oszlopok indexei kiindulasi és rendeltetési cimeket jelentenek. A cim
jelenthet helyet, de jelenthet szallitéeszkozt, itvonalat és egyebet is. A kom-
bindciés matrix négyszogei, celldi, vagyis a matrix komponensei az ,a;’”’
eljards-vektorok, melyek bizonyos feladatoknal itvonalat, mig méas feladatok-
nal beosztast vagy egyebet reprezentilnak. Természetesen ez a matrix transz-
ponalhatd, vagyis sorai és oszlopai egymassal feleserélhetSk, mert kozomhbos,
hogy az (1) egyenleteket a sorokban és a (2) egyenleteket az oszlopokban vagy
pedig forditva irjuk le. Erre a sorrendre azonban az aldbb kovetkezé matrixok
értelmezésénél tigyelemmel kell lenni.

Mint az [1] és [2]-ben ismertettiik, az a;;-vektorok képezik az A egyiitt-
hato matriz oszlopvektorait. A kombinédcidés matrix kiils§ sora és oszlopa a
cimekhez sziikségelt és rendelkezésre 4ll6 mennyiségeket, vagyis az (1), (2)
egyenletek a; és 8, adott szdmértékeit tartalmazza, nevezziik ezeket a sorok
6s oszlopok multiplicitdsdnak. Ezek az adott szdmértékek képezik az (5) matrix-
egyenlet jobb oldaldn levé b vektor elemeit. A kombinéciés matrixba egy
lehetséges megoldast, vagyis kombinaci6t irunk be, oly médon, hogy bizonyos
eljardsvektorokhoz az (1), (2) egyenletrendszert kielégité ,,x; tervszdmokat
rendeliink. Ezek a tervszamok a (5) matrixegyenlet lehetséges megoldasat
jelentd x vektor komponensei. A minimummé teend6 (4) tiiggvény ¢;; szorzo6i
a feladatnak az egyes eljaras-vektorokra vonatkozé fajlagos jellemz6i, melyek
tartalmarél a bevezetésben mar megemlékeztiink. Ezeket a ¢;; értékeket a C
paramétermatrizban toglaljuk Ossze. A megoldds szempontjabdél kozombos,
hogy a fajlagos jellemzéket milyen egységben adjuk meg. ¢;-al jeldljiik a
kozvetett fajlagos jellemzbket. Kzeknek a tiktiv értékeknek, mint latni togjuk,
az optimumkeresésnél van donté szerepiik. A ,,¢;;—¢;;” kiilonbséget, amellyel
a kombindciés matrixban levé megoldast értékeljik, javitdfaktornak nevezzik.
A benniinket érdekl6 nem-pozitiv (illetve, ha negativ elGjellel vesszik a ¢;
paramétereket, akkor nem-negativ) értékdi javitétaktorok megkeresése a
szamitas legtarasztobb, de egyben legtontosabb része.

Szampéldankat az 1. és 2. tablizat irja le.

Az [1]-ben ismertetett szimplex moédszer matematikai lényege, hogy
az A egyiitthaté-matrix altal reprezentalt ,,m 4+ n — 17 dimenziés térben
»m -+ n — 17 linedrisan tiiggetlen vektor véalasztisdval megalkotott bézis
vektorait rendre kicseréljiik a tér alkalmasan vélasztott egyéb vektoraival és
ily médon a kiinduldsul vélasztott bazist addig valtoztatjuk, mig a bazishoz
tartozé lehetséges megoldas még javithatd, vagyis amig a lehetséges meg-
olddsok halmaziban az optimalis megolddst meg nem taldltuk, mely bizo-
nyithatéan [3]ilyen bdzeshoz tartozé megoldds, és ezért az iteracié véges szamu
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1. tablizat
Kombindciés matrix

“~__ Rendeltetés | Cim
S ajg
Kiindulas | 1 | s | 8 | 4 |a=s
| 9
' 1 ‘ 250) S ’ Xi3 | X | Xp5 200
— \
\ \ :
2 Xa1 Xgg | X3 Xos | X5 80
g || e
= 3 Xai [ =33 X33 X34 Xa5 130
| «
m-— 4 > N X490 X3 Xy Xy 90
Bij 30 210 60 S0 120 500

2. tablazat

“~__ Rendeltetés Cim

Bindole ™~ | 1 | 3 [ 3 ] 4 Ja=s
‘ 1 6 3 5 1 1 7
|2 3 7| 4 s |

k= oy H |
' 3 5 2 " 3 | 1 l 6
lm=t| | 5 7| 7:;7\ 3 2

>

lépéssel elvégezhets. Mint ismeretes, az A matrixnak ,,m 4 2’ sora és ,,m - n’
oszlopa van. Mivel a (6) egyenléség szerint

m n
N\ W
e T 2y B
i=1 Jj=1

ami azt jelenti, hogy az (1) és (2) egyenletrendszerben csak ,m 4+ n — 1”
egyenlet tiiggetlen egymdstél, és mert az egyiitthaté-matrix sorai az egyenletek
baloldali egytitthatéit tartalmazzik, konnyen beldthaté, hogy az ,,m + n”
sorvektor kozott esak ,,m 4 n — 17’ linearisan tiiggetlen vektor van, akkor
pedig ugyanannyi a linedrisan tiiggetlen oszlopvektorok szdma is. gy tehat
a kiillonbozé kombindcidkban vélasztott ,;m + n —1 " linearisan tiggetlen
oszlopvektor linearis kombinacidjaként az Gsszes tobbi oszlopvektor elGallit-
haté. Innen kapta a mddszer az elnevezését is, ugyanis a bazissal kitejezhetd
vektorok halmazit szimplexnek nevezziik [4].

Az ,m-n” oszlopvektorbdl ugyan véges, de igen nagy szamu bazist
valaszthatunk. Ezeknek végigvizsgilasira azonban ninecs sziikség, mert a
szimplex tablazatok lehetdséget adnak arra, hogy minden helyesen elvégzett
javitdssal egy olyan a,; vektort vigylink be a bézisba, mely az optimélis
megoldas bazisiban is szerepelni fog, vagyis a legrosszabb esethen is

»m + n — 17 1épéssel
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célhoz ériink. Erre azért van lehetdség, mert a bazisba mindig csak olyan 1j
vektort vonunk be, amelynek javitétaktora bizonyos feltételnek eleget tesz.

A szimplex-tablizat megadja valamennyi a;; eljardsvektornak kifeje-
zését az adott bazisban. Ebbdl a kifejezéshél pedig, az abban szereplé bazis-
vektorok egytitthatéival megszorozva az illetd béazisvektorokhoz tartozé ¢y,
tajlagos jellemzOk értékét, a vizsgalt a;; vektornak a bazisra vonatkoztatott
kozvetett jellemzdjét, a c;; értékét kapjuk.

Az adott bazishoz tartozé x megoldas (az Gn. bazismegoldas) elbirdlasa
ugy torténik, hogy oOsszehasonlitjuk valamennyi a;; eljirdsvektorhoz tartozo
c,j 6s ¢;; értékeket és ha valamely eljardsvektorndl a kizvetett fajlagos jellemzé
nagyobb, mint a fajlagos jellemz8, vagyis, ha

Cij < Cij»

ugy azt az eljardsvektort be kell vonni a bazisba, mert ily médon a (4) tiigg-
vény értéke csokkenni fog. A bazismegoldas egyben lehetséges megoldas is,
ha eleget tesz az (1), (2) és (3) Osszetiiggéseknek. Ha a bazismegoldasban vala-
mely eljarasvektorhoz negativ z;; mennyiség tartozik, gy azt a vektort
egy megielel6 masik vektorral a bazisban ki kell cserélni.

A bézisban szereplé vektorok megtelel6 linedris kombinaciéit, mint
tudjuk, nagyon konnyen el@illithatjuk, mert szdllitisi teladatoknal az A
egyiitthaté matrix mindig azonos szerkezet{i és egyszeriien felirhato, igy pedig
a matrix a;; oszlopvektorai, az eljarasvektorok is kozvetleniil felirhatok,
ugyanis az a;; vektornak az ,,i”’-ik és ,,m + j”-ik komponense ,,+ 1" a tobbi
,,0”. Eszerint feladatunk egytitthatématrixa

A = T 00000 00000 00000
i+l 85, 5 ) 00000 LiiL 00000 00000
00000 00000 141118 00000

00000 00000 00000 L1310

10000 10000 10000 10000

01000 01000 01000 01000

00100 00100 00100 00100

00010 00010 00010 00010

00001 00001 00001 00001

Ezért a linedris kombindciéban azok a bazisvektorok kapnak ,,+ 17
egyiitthat6t, melyeknek els6 vagy méasodik indexére a vizsgalt vektor indexé-
ben kozvetleniil vagy kozvetve (amikor 3 bazisvektor linearis kombinacidjaval
nem lehet kifejezni a vektort) sziikség van, az a bazisvektor kap ,.~17 egylitt-
hatét, melynek két indexe az el6bbi bézisvektorok felesleges indexeit tartal-
mazza, a tobbi bazisvektor szorzéja ,,0”. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a
linearis kombinacioban nem-zérus egyiitthatéval paratlan szimi bazisvektor
szerepel, mert egy vektor kifejezéséhez harom masik vektor kell, ezek koziil
két vektor egy-egy ,,-+17 komponense megegyezik a vizsgalt vektoréval
(két ,,4+17 komponens nem egyezhet meg, mert akkor ugyanaz a vektor
lenne) egy vektor pedig a két felesleges ,,+ 1" komponenst tartalmazza. Ameny-
nyiben az egyik egyezé ,,+1” komponens(i vektor nem szerepel a bazisban,
azt Gjabb harom bazisvektor linedris kombinacidjaval lehet csak elGallitani,
akkor mar a vizsgalt vektor linedris kombinaciéjiban 6t nem-zérus egyiitt-
hatéja bazisvektor szerepel sth. Ebbél nyilvanvald, hogy a linedris kombina-
cidban szerepld egyiitthaték osszege mindig ,,+1”.
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Azokat az eljarisvektorokat, melyek a linedris kombindciéban ,,+1"’
egylitthatoval szerepelnek, a vizsgalt — tehdt a bdzisban nem szerepl§ —
eljarasvektorhoz tartozé kicserélhetd eljarasvektoroknak nevezziik, mert ezek
koziil akarmelyiket kicserélhetjiik a vizsgalt vektorral és igy Gjabb bézisokat
kapunk, vagyis ha a vizsgalt vektort a bazisba be akarjuk vonni, akkor a
kicserélheté vektorok kozil valamelyiket ki kell onnét emelni.

A tovébbiakban a bézisban szerepld a,; vektorokat és a hozzijuk tartozé
¢y 6s x;; értékeket ,, kI’ indexszel ]elol]uk

A fenti gondolatmenetet még egyszer(ibb abran megérteni. Ugyanis
az optimdlis megoldést azon lehetséges megoldasok kozott keressiik, melyek egy
nyitott poligonnal abrazolhaték. A poligon oldalai a bazishoz tartozo, vagyls
a mogoldasl)dn felhasznalt eljarasvektorok. Kozismert, hogy sm -+ n” pont
(ez itt cimet jelent) Osszekotéséhez minimdlisan ,,m 4+ n — 17 sokszogoldal
szitkséges és egyben elégséges is.

A [2]-ben a megoldaspoligonok dbrazolasival részletesen foglalkoztunk.
Egyszerii sorrendi szabalyok betartasival a vizsgilt megoldas akkor is egy-
értelm{ien dbrizolhatd, ha a cimek, vagyis a sokszogoldalak végpontjai nem
helyeket jelolnek. Egy ilyen minimalis oldali megoldaspoligonon barmely
kiindulasi cimrél barmely rendeltetési cimre csak egytéle médon juthatunk el,
az igy bejart sokszogoldalak pedig azonosak a linearis kombinacioban szerepld
(nem-zérus egyiitthatéja) eljarasvektorokkal. A poligonoldalak nyilirdnya
mindig a kiindulé cimt6l a rendeltetési cim telé mutat. Igy egy — a meg-
oldasban nem szereplé — eljardsvektort vizsgalva, azokat az oldalakat (bazis-
vektorokat) vessziik pozitiv elGjellel, melyeken a koriiljaras soran nyilirdnyban
haladunk, mig ellenkez6 értelmii haladasnal az oldalt negativ elGjellel vessziik.
Ha ugyanilyen elGjellel véve Osszegezziik a bejart oldalakhoz (eljardsvektor-
hoz) tartozo ¢;; tajlagos jellemziket, a vizsgalt eljarasvektor kozvetett jellem-
z6jét kapjuk. Megtigyelhetjiilk majd, hogy az ilyen koriiljaras sorin a nyil-
irany allanddan valtozik, amint a sarokpontok is felviltva hol kiinduldsi,
hol rendeltetési cimet jelentenek és természetes, hogy a koriiljaras sokszog-
vonala harom, vagy annal nagyobb paratlan szimu — megolddsban szerepl —
sokszogoldalt hasznal fel. A sokszégvonalnak azokat az oldalait, melyeken a
nyilirany értelme megegyezik a vizsgalt — megolddsban nem szerepl6 — oldal
nyilirdnyinak értelmével, az el6z6knek megteleléen kicserélhetd oldalaknak
nevezzitk, mert a vizsgilt oldalt barmely kicserélhet6 oldal elhagyésival
egyidejiileg bevonva, Gjbol bsszeﬁigg()’, nyitott sokszogvonalat kapunk.

Ing a szallitasi feladatok (az un. Hitchcock-probléma) lineéaris progra-
mozasa a szimplex maddszer lényegesen egyszer(isitett forméjiban is elvégez-
hets. Ugyanis az el6bbi koriiljardsokat nemesak a megolddspoligonon, hanem
a paramétermatrixban is elvégezhetjiikk. Az ezen alapuldé szdmitistechnika
disztribuciés médszer néven terjedt el (az angol irodalom a ,,szallit4si technika™
elnevezést hasznalja). Ez a médszer 16loslegessé teszi a bazisvektorok lineéris
kombinécidjat, ahelyett mindjirt a kozvetett jellemzbket dllitjuk eld.

Egy jél kezelhets ilyen médszert mar kidolgoztunk a [2]-ben. Kimutat-
tuk, hogy egy bézishoz tartozé megoldis a paramétermatrixban gy jelent-
kezik, hogy azt sakktablinak tekintve, a telhaszndlt ,,m 4 n — 17 szdmu
négyszog (eljardsvektor) béstyamozgissal végigjarhaté. Az ilyen megoldas
telhasznalhat olyan eljdrasvektorokat is, amelyeken ,,0” érték(i tervszdm
szerepel, ilyenkor degeneralt programrol beszéliink. A felhaszndlt négyszogek
bastyamozgassal valé végigjarisa azonos a megoldaspoligon végigjarasival,
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Mig a megoldaspoligon sarokpontjai a cimek, a bastyamozgis sarokpontjai a
lehetséges megolddsban telhasznalt eljarasvektorok. A vizsgilt megoldasban
fel nem hasznalt eljarasvektorok kozvetett tajlagos jellemzdjét gy kapjuk
meg, hogy a javitétaktorok matrixdban a kérdéses négyszogrél (eljarasvektor)
elindulva olyan bastyamozgasokkal haladunk, melynek toréspontja csak a
megoldasban szerepl§ eljarasvektor (négyszog) lehet és igy vissza kell érkez-
niink a kérdéses négyszoghe. Ez a koriiljards a javitétaktorok matrixdban
is csak egytéleképpen végezhets el. Az els6 sarokponthoz tartozé eljarasvektor
tajlagos jellemzd&je pozitiv, masodiké negativ, majd tovabb is pozitiv és negativ
valtogatjak egymadst. Ily médon az Osszes kozvetett fajlagos jellemzd els-
allithaté. A megoldasban szerepls eljardsvektorokra vonatkozoélag

Cri= €y érvényes.

A jobb attekinthet6ség okabdl a megoldasok értékelésére olyan tabla-
zatot szerkesztiink, melyen a kombindcids matrixot és a paramétermatrixot
osszevonjuk. Ebbe a tablazatba irjuk be a vizsgilt megoldast és itt allitjuk el6
‘a javitotaktorokat is.

A [2]-ban mar bemutattuk, hogy a kozvetett fajlagos jellemzdk el6-
allitdsdhoz a fenti koriiljarasokat nem sziikséges elvégezni, mert azok matrixa-
ban barmely két sor azonos oszlopban levs tagjai és barmely két oszlop azonos
sorban lev( tagjai azonosan kiillonboznek egymadastol. Ezek a kilonbségek
pedig a megoldasban szereplé eljarasvektorokhoz tartozé ¢, értékek segit-
ségével elGallithato.

Belathato, hogy az ,,m + n — 17 eljarasvektort felhasznalé megoldisok
a fentiek szerint a kozvetett jellemzGk matrixat egyértelmiien meghatirozzak.
Vagyis ha egy ,,m,n” tipusi null-matrixot ugy transzformélunk (sorait és
oszlopait ugy noveljiik), hogy a megoldasban felhasznélt négyszogekbe éppen
a ¢y, érték keriiljon, akkor elGallitottuk a vizsgadlt megoldashoz tartozé koz-
vetett jellemz6k matrixat. Ugyanis minden ¢ el6allithaté két tag osszegeként

Cr = u; + v;, (7)

ahol u; (i = k) az ,,i”-ik sorhoz és v; (j =) az ,,j”’-ik oszlophoz rendelt cim-
szdm, melyek koziil az egész matrixban csak egy vehet§ tel tetszélegesen. Még
jobban érzékelhet6 ez a megoldaspoligonon, amelynek oldalaihoz tartozé
¢y értékeket szétbontjuk az illetd sokszogoldal kezd§ és végpontjara, vagyis
a cimekre. Mivel a megoldaspoligon szintén csak egytéleképpen jarhaté
végig, ha egy ponthoz, vagyis cimhez egy cimszamot rendeliink (egy kiindulasi
cimhez ,,u;”-t vagy egy rendeltetési cimhez ,,v,”°-t), ebbdl a megoldaspoligonon
haladva az Gsszes tobbi cimszam kiadddik.

A cimszdémokkal pedig a megoldasra vonatkoztatott Osszes kozvetett
jellemz6t elGallithatjuk, ugyanis

cij = U + v;. (8)

A (8) osszetiiggést Dantzig mar régebben kozolte [5], mégis a kozvetett
jellemzik elGallitasanak a tenti technikajat elGszor Henderson és Schlaifer,
majd masok csak évekkel kés6bb publikaltak [6] anélkiil, hogy annak magya-
razatat adtdk volna. Pedig az egyiitthaté matrix és az annak oszlopvektorait
képez6 eljarasvektorok altalunk magyarizott struktarijival ennek a méd-
szernek helyessége is igazolhaté.
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Legyen ugyanis
C =12z* - ay, (9)
ahol z* sorvektor komponensei a keresett u, és v; értékek, tehat
ZF =, Wy = W5 Oy Wi 0005 Ul s

A (9)-b8l a z* sorvektor egy komponensének onkényes felvétele utin a
tobbi komponens egyértelmiien meghatiarozhaté, ha az a, vektorokat és
¢y fajlagos jellemziket olyan sorrendben tessziik be a (9) Osszetiiggésbe, hogy
minden kovetkezd tag ,,k” vagy ,,0” indexe azonos legyen az el6z6 tag ,,k””
vagy ,0” indexével, ily médon egyszerre mindig csak egy ,u,” vagy ,.v,”
értéket kell az egyenletb6l megallapitani.

Az oOsszes kozvetett fajlagos jellemzG a sorvektorral kifejezhetd, mert

C,-j:z*-a,-j. (10)

Az a;; vektorok elGallithatok az a,, bazisvektorok linedris kombindcidja-
ként. A ¢;; értékeket pedig ugy kapjuk, hogy a linedris kombindciéban szereplé
a,, vektorok egyiitthatéival (41 és —1) vessziik a hozzdjuk tartozé ¢, értéke-
ket. Jeloljiik ezeket az egylitthatokat y -vel és az a;; vektor kitejezését

a; = >y, ay, Osszeggel,
®
és hasonldan a kozvetett fajlagos jellemzét
Cli= ... VaCrip Osszeggel,
®

ahol ¢ a korbejarissal érintett sokszogoldalak, illetve a béastyamozgissal
érintett sarokpontok sorrendjét jelenti. Akkor (9) behelyettesitésével

% A
T Y S
2., yqﬁckl,'r =T 2= yoakl,v‘ ==& al’j’
® ®

és mivel az a;; vektorok szerkezetébdl kovetkezik, hogy
z*'a,’j == 'u-[ + vj
skalarosszeggel, ezt a (10)-be helyettesitve igazoltuk (8) Osszetiiggést, vagyis

c,j:ui—f—vj.

A kozvetett jellemzOk matrixa pedig — vagyis a mar emlitett null-
matrix transzformiciéja matematikai szimbo6lumokkal — két didd osszege-
ként irhaté le.

U:u-e;“n)-{—e(m)-v* (ll)
ahol m =[ "2, |, v¥= [0y, 05, ...,0,]
Uy
Um
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v

€;

|\s

n
Ad ek, — 2 %
€8 € = _ lej’ C(m) = &
j:

i
-

olyan n-ed, illetve m-ed rend(i vektor, melynek minden eleme ,,1".

Ezekutian lassuk az 1. és 2. tablazatban megfogalmazott szimpélda
megoldasat.

%

A 3. tablazat négyszogeinek bal felsé sarkaiban a paramétermatrix
elemeit, a matrixon kiviiles6 jobbszéls6 oszlopban és a legalsé sorban pedig
az adott a; és B; szimértékeket, a multiplicitisokat irjuk fel.

Ezutén szerkessziik meg a kiinduld megoldasunkat vagyis az els6
kombindiciot. Bizonyos szabdlyok betartisival mar a kiindulidsndl igen ked-
vezGen befolydsolhatjuk a szamitis tovabbi menetét, jelentGsen megrbvidit-
hetjiik az optimdalis megoldishoz vezeté utat. Jeloljitk meg minden sor és
oszlop legkisebb ¢;; értékét és elsGsorban az igy (a 3. tdblizatban *-gal) meg-
jelolt négyszogeket (eljarasvektorokat) hasznaljuk fel az els6 kombinaciéban.
Keriiljiik a nagy ¢;; értékii négyszogeket. Ha egy sorban (oszlopban) tobb
azonos nagysigu fajlagos jellemz6 kozott kell donteniink, azt vialasszuk,
melynek oszlopiban (sordban) a nagyobb c¢;; értékek vannak. Keressiik a
kétszeresen kedvezd négyszogeket (ezeknek ¢;; értékei sorukban és oszlopuk-
ban is a legkisebb értéket képviselik), ezeket kiilon (3. tablazatban két *-gal)
jeloljitk meg és az els6 kombinacioba feltétleniil vegyiik be, illetve ilyen
négyszogh6l induljunk is el. Ezen szabalyok betartiasaval készitettiik el a

3. tablazatban vastag szimokkal feltiintetett — és Osszefiiggd bastyamoz-
gassal bejarhatéo — kiindulé megoldast.

3. tabldizat
Els6 kombindcié és a javitéfaktorok matrixa

0 |6 3 |5 (L, 7 \
30 90 80 200
0 0 || 0 li e I

3 |3 x| e |&  [ex [ ]

| | | 80 80

SN S LI O ol B

i |& 2+ |3 1o+ |8 | |
| 120— 10+ | 1130
0 0 | 0 - }

s |3 » |5 |2 % |3 |z * |
o | | 50— 0 90
f il g 0 | 0
30 210 60 80 120 500
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Ezutin a (7) osszefiiggésnek megfelelGen szimitsuk ki az ,,u;” és »5¥;
értékeket.

A javitofaktorok meghatirozasit kényelmesebbé tehetjiik azaltal, ha
a tablazat bal szélén a ,,—u,;"" értékeket irjuk fel, mert igy a sorban tsszeadast,
az oszlopban pedig kivonast kell elvégezniink. Ugyanis

¢y —Cy = [(—w) +¢y] —vp (12)
tehat a sorban clwgeuuk a zardjelben levG Osszeadast és az Osszeghll az
oszlopban kivonjuk a ,v;"-t. Az ,u,” és v, értékek meghatarozdsanal
ennek megfeleléen gy jarunk el, hogy a megoldishoz nem tartozé ,.c;”
értékeket figyelmen kiviil hagyva, megkeressiik a legnagyobb ¢, értéket,
¢s annak sordhoz rendeljiik a ,,(—u;) = 07 cimszdmot. Akkor ,v; =¢;”
A tobbi cimszimot — a megolddsban felhaszndlt négyszogeket végigjarva —
az alabbi osszefiiggésekbdl kapjuk

(—u;) = v; —cu
v; = (—%;) +Cy, ahol i =F% és j =1

Ha tovabbi kényelmi szemponthdl azt kivanjuk, hogy az osszes o(—u)”’
2 ” ’ ’ " ’)

¢s ,,0;7" nem-negativ szam logy(‘n, akkor a ,,(—uw,)” és ,w;" értékek kozott
talalhato lognaﬂyobb negativ szam abszolit értékével nov el]ul\ meg az 0sszes
o(—w;)” és ,,vj * eimszamot. Ezt m(‘gtohet]ul\, mert

-+ 0y = — =)+ ]+ (0 + ).
Az els6 kombindciéban a
Max, Gy = €7 =6,

ehhez felvesszilk (—u;) =0 kompon(‘nst mivel v; = (—%) + cu, az elsé

sorbdl v; = (—u,) + ¢y alap]dn (ahol j =0l v, = 6,9, =3 és vy = 1; a 2. 082z-
lopban tovabbhaladva, mivel (—u;) = v; — ¢y,

(—ug) =3 —2 =1 értéket kapjuk, mig a 3. sorbdl
v =1 +3 =4, a 3. oszlopbdl
(—uy) =4 —2 =2, a 4. sorbdl
vy =2 42 =4 és az 5. oszlopbdl
(-—le):‘l—-l =3,

’

Igy meghatiroztuk az Gsszes ,,—u,” és v, értéket és ezzel a koz-
vetett fajlagos jellemz6 matrixat is. A ¢;; értékeket azonban sziikségtelen
el6allitani, mert a javitéfaktorokat, vagyis a ,.c;— ¢;” kiillonbségeket a
(12)-bél kozvetleniil megkapjuk. Ha

[(—u;) +¢;;] > v;, akkor a négyszég bal alsé sarkdba ,, 4" jelet
tesziink, ha

[(—w) + ¢;] = v;, akkor ,,0”-4t irunk és ha
[(—u) + ¢;;] << v;, akkor a kiilonbség értékét feltiintetjiik.

Felrajzolunk az elsé kombindcié dbrazolasira egy hozzatartozé megoldas-
poligont, hogy az olvasé korabbi megallapitiasainkat ellenérizni tudja.
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1. dbra.

Jelmagyarazat:
D Kiindulasi crm

O Rendeltetes: cim

A sokszogoldalak (eljarasvektorok) mellett feltiintettilk a megfelel
¢ fajlagos jellemzSket, a cimek mellett pedig az u;, és v; értékeket.

A 3. tabldzaton harom iires négyszogben taldlunk nem-pozitiv értékii
javitofaktort. Ezen négyszogek, illetve az dltaluk reprezentélt eljardsvektorok
kozil azt vonjuk be a kovetkez6 megoldasha, mellyel a vizsgilt jellemzd,
tehat a (4) fiiggvény els6 kombindciohoz tartozé értékét jobban csékkentenénk.

A vizsgalt jellemzd az elsé kombindciéban

>2 ¢j ;=630 +3-90 +1-80 41-80 4 2.120 +
i-1 +38.10 4+2.50 + 2-40 = 1060

és ez az Osszeg a kovetkezd kombindcioban a bevonandé eljardsvektor javito
faktoranak és az illeté el]arae\ektorhoz rendelend6 z, ; tervszdmnak szorzat-
értékével fog megviltozni. Ezért az j kombindciéba ‘bevonands négyszogtol
(eljardasvektortdl) azt kivanjuk, hogy

| (¢;; —¢;) 2;;| = maximum legyen,

ahol (¢;; —¢;)) < 0. Ily médon gyorsabban kozelitjiik meg az optimumot.
Ezért a tekintetbe joheté (nagyobb negativ értéki) javitéfaktorok el]ara%-
vektoraihoz meg kell keresni a hozzarendelhetd z;; terxszamot Mivel az 1j
eljardsvektor bevonasa esetén a vizsgalt megoldasbdl az egyik kicserélheté
eljardsvektort ki kell emelni, el@szor is meg kell keresni a megfelel6 kicserélheto
négyszigeket. Tehat a kovetkez6 kombindcid szimara tekintetbe joheté négy-
szogekhez el kell végezni a bastyamozgasszer(i koriiljarast, mert a koriiljaras
paratlan sorszamu sarokpontjai — vagyis, amelyek ¢, értékei a kozvetett
fajlagos jellemz6 elGallitasaban pozitiv elGjelet kapnianak — lesznek az illeto
négyszog kicserélhetd négyszogei. Vilasszuk ki ezek koziil azt a négyszoget,
melyben a legkisebb ¢,, tervszam szerepel és ez lesz a vizsgilt négyszoghiz
tartozd kicserélendd négyszig. Ugyanis a kicserélend8 négyszog x,, tervszamat
az Osszes kicserélhet§ négyszog ¢, tervszamabodl le kell vonni és a koriil-
jards tobbi sarokpontjin levd z;, értékhez, beleértve a felhasznilandé négy-
szoget is, azt hozzd kell adni.

Ily médon keriilhetjiik csak el, hogy az j megoldasban sem forduljanak
elé negativ x,, mennyiségek, vagyis a (3) feltétel kielégitését igy biztositjuk.
Az pedig, hogy a kicserélend6 négyszog (eljarasvektor) z,; mennyiségét
Atvive az Ujonnan felhasznilandé négyszogbe, a paratlan sorszimu sarok-
pontokon le kell vonni, a parosakon pedig hozza kell adni, az (1) és (2) fel-
tételbdl kovetkezik. Ugyanis, ha a kombindciés matrix sordban vagy oszlopa-
ban egy értéket megnéoveliink, akkor ugyanabban a sorban vagy oszlopban
egy masik értéket csokkenteni kell és ugyanigy forditva.
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Ily médon a szambajoheté négyszogek kicserélendd négyszogeit meg-
talalhatjuk és kiszamithatjuk a hozzajuk tartozoé

(ciy — Cij) Ty
szorzatokat.

Ebbél kovetkezik, hogy azoknak a négyszigeknek bevondsival, melyek-
nek javitéfaktora zérd értékii (vagyis ahol ¢; = ¢;), a (4) fiiggvény értéke
nem fog valtozni. Ezért példinkban csak a ay eljarisvektor (négyszog) jon
tekintetbe. Tegyiink a koriiljards pdratlan sorszimu sarokpontjain szerepld
xy értékek utan egy ,,—" jelet, a paros sarokpontokon ,,+4" jelet és az a,,
négyszogébe rajzoljunk egy kort. A ,,— jeli négyszogek koziil ez lesz a
kicserélend6 négyszog, melyben a legkisebb z,, érték szerepel. Ez jelenleg
az a;y, ahol x;; = 30. Akkor a (4) fiiggvény értéke a javitds utdn

1060 — 1-30 = 1030 lesz.

Ezutin konnyd lesz a masodik kombindciot megszerkeszteni, amit a
4. tablazatban tintettink fel. A javitéfaktorok el6allitisat az elGbbiek szerint
itt is elvégezziik.

4. tabldzat
Miasodik kombinacié és a javitéfaktorok matrixa

5 3 4 1 4
(—u,)\
o s |3 | 5 B Ly ‘
| 120 | 80 | 200
: J 0 e 0 ek ‘
) 3 |2 . \ " |4 B 1l
| | 80 80
? -+ -+ ' + =+ ‘ 0 I
' " T T R T
90 40 130
t |0 | o 1 : A |
2 |3 5 2 s "éw__ 2
30 20 40 90 |
0 ot K ik 0 ‘ ;
= — —— i,}, — | —|
30 210 60 | 80 l 120 | 500 :
|

Ebben a matrixban mar nincs egyetlen negativ értéki javitofaktor sem,
vagyis a méasodik megoldas tovibb mar nem javithato, tehat optimdlis meg-
oldds, mégpedig mivel a javitéfaktor egyetlen fel nem hasznélt négyszogben
sem z6ro, ez az egyetlen optimdlis megoldas. Ha a javitéfaktorok matrixdban
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,om +mn —1"-nél tobb zéré elem van, az annyit jelent, hogy tobb azonos
figgvény-értékii megoldas létezik, de ha most is esak azokat tekintjiikk opti-
mélisnak, melyek ,,m - n — 1" négyszoget hasznilnak fel, tigy ilyen megoldas
altaliban, amint azt az [1]-ben megmutattuk, kevés van, és ezek konnyen
megszerkeszthetSk. Ilyenkor az egyenérték(i optimdlis megolddsok koziil
méas szempontok figyelembevételével valaszthatjuk ki a legkedvezébb meg-
olddst.

Ellenérizhets, hogy az optimalis megoldishoz tartozd fiiggvényérték
valoban

m I{

221‘017 x;; = 1030.

i=1j

Az olvas) a bemutatott példa megoldasan keresztiil az (1)-ben a szimplex-
médszert, most pedig a distribuciés modszert ismerhette meg.

Fejtegetéseink alitamasztidsira a 2. dbran bemutatjuk a mésodik
kombinaciohoz tartozé fiktiv megoldaspoligont.

2. dbra

Jelimagyarazal.
D Hundulasr crm

O Rendeltetes: cim

Erdemes a fajlagos jellemzk matrixdt és az optimalis megoldishoz
tartozé kozvetett fajlagos jellemzok és javitéfaktorok matrixat osszehasonli-
tani, ezért az 5. tablazatban osszefoglaltuk ezt a hidrom matrixot. Minden
négyszogben el6szor a fajlagos jellemzik, majd a kozvetett fajlagos jellemzék,
és végiil a javitéfaktorok matrixdnak megfelels elemeit tiintettiik fel.

- B 5. tdabldazat
A [cij], [ej] és [cij—¢ij] matrixok

6 | 3 , B ‘ ‘ 7|
5 3 4 1 4 |
1 i 0 i 1 0 3
‘ 3 7| | 4 | 1 —
2 \ 0 1 ‘ g | 1
1 7 3 | 6 | o0
e = = S| {S— -
5 | 2 | s ‘ 1| ®
4 | 2 3 0 3
1 l G | 0 ‘ Lo 8
3 5 i 2 ‘ 3 2
3 1 9 e ‘ 2
0 4 g | & [ &
]
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Az itteni [¢;; —e¢;;] matrix elemei megegyeznek az [1]-ben a 3. f. tiblizat
utolsd sordanak elemeivel, de az ottani értelmezés miatt ott ezek az elemek
mind negativ elGjellel szerepelnek.

Természetes, hogy az optimdlis megoldashoz tartozé kozvetett jellemzdk
matrixa csak olyan u, és »; komponensekkel transzformdlhato, melyek eleget
tesznek az alabbi feltételeknek.

u + 0 ey (13)
abhol 4=1,2,...,m €5 §=1,2,...,%.

mert ellenkezd esetben a megoldis még javithatd lenne.

Vagyis, ha egy ,,m, »” tipusti null-matrixot fokozatosan ugy transzfor-
malunk, hogy elemei kozil legalabb ,,m 4 n — 17 egyenl§ legyen a fajlagos
jellemzok matrixdnak megfelel§ elemeivel, ha tehat legaldbb ,,m 4 n — 17
elem eleget tesz a
(14)

egyenldségnek és a tobbi elem is kielégiti a (13) feltételt és ha a (14) feltételnek
eleget tevG eljardsvektorok felhasznalisival az (1), (2) egyenletrendszer
kielégithetd, akkor ily mdédon, mds sorrendben ugyan, de szintén az optimdlis
megolddshoz jutunk. Ha a transzformacié sorian a matrix valamely eleme eleget

tesz a (14) egyenlGségnek, annak négyszogében egy — az (1), (2) feltételt
kielégité6 — a;; tervszamot irunk és a transzformaciot abban a sorban vagy

oszlopban folytatjuk, ahol az (1) vagy (2) még nines kielégitve. Ily mdédon
az (1), (2) és (3) megszoritisokkal haladhatunk az optimum felé.

Az itt targyalt elvek alapjan a szallitdsi feladatokat elektronikus sza-
mologépekre programozhatjuk, ezzel azonban kiilon kivanunk foglalkozni.

dzekutin ismerkedjliink meg a K&nig-féle graph-elméleti tétellel és az
azon alapuld ,,magyar modszerrel”. A széban forgé tételt Kdnig Dénes graph-
elméleti iton bizonyitotta be, majd Egervdry Jend Kénig-tételének j, matrix
aritmetikai ton térténd bizonyitasit adta és altalanositotta is azt [7]. Azon-
ban ez a tétel és bizonyitdsai hosszt ideig nem keltettek kiilonosebb érdek-
16dést. A legutobbi években Kuhn alkalmazta azt elsének a beosztdsi probléma
elfajult esetére, amikor az (1) és (2) egyenletek a kiovetkezd alakba mennek it

iy = = 1, (15)
1l
ahol @, = 1,2, ... @ (n=>'3) es
az x;; = xj; (16)

megszoritissal elGirjak, hogy x;; értéke csak ,,+1" vagy ,,07 lehet. Kuhn a
Kénig—Egervary-féle tétel felhasznilisdval kidolgozta a fenti probléma meg-
olddsanak szimitasi algoritmusat [8]. [tt ezt a szamitasi algoritmust az Osszes
szallitdsi probléma megolddsira altalinositjuk. Kétségtelen azonban, hogy
ennek a modszernek kiilonos elénye a (15) és (16) feltételekkel korlitozhatd
specidlis beosztasi problémaknal jelentkezik, mert ezek a problémak nem
»2n — 17, hanem a (15) és (16)-bdl kovetkezben esak ,,»”" négyszoget hasz-
nalnak fel a kombindcios matrixban, ami itten természetesen kvadratikus
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alakt. Mi a magyar mddszer szamitisi menetét és az 1. és 2. tablizattal meg-
adott altalinos tipust és jelentés(i szampéldan mutatjuk be. '

Konig tétele szamunkra igy fogalmazhaté meg: barmely kvadratikus
matrixra vonatkozdéan, melynek elemei részben zérusok, részben zérustol
kiilonb6z6 pozitiv szamok, a fedévonalak minimalis szima egyenl§ a fiiggetlen
pontok maximdlis szamaval. A fed6vonalak (sorok és oszlopok) rendszere
valamennyi zéré elemet tartalmazza, mig fiiggetlen pontoknak nevezziik
azokat a zérd elemeket, melyek koziil nem esik ketts egy vonalba.

Az (1), (2) és (3) feltétellel koriilhatarolt altalinos szallitdsi probléma
mindig atalakithaté a (15) és (16) feltételnek eleget tevd elfajult probléméava.
Ha példaul az 1. tablazatunkban megadott kombindciés matrixot és a 2. tab-
lazatban megadott paramétermatrixot felbontjuk egy-egy olyan nagy kvadra-
tikus matrixra, melyben azoknak minden kiinduldsi cime a;-szer és minden
rendeltetési cime f;-szer fog szerepelni, akkor az elfajult problémahoz jutunk,
melynek javitéfaktor-matrixdra a Kdnig-tétel alkalmazhaté. Hagyjuk meg
azonban ezeket a matrixokat eredeti formdjukban, csupian a paramétermatrix
sorai mellé¢ és oszlopai ali irjuk fel a megfelels «; és f; multiplicitisokat,
kifejezve ezzel, hogy az elfajult matrixban az illet§ sor vagy oszlop hanyszor
fordul el6. Akkor a Kdénig-tétel gyakorlatilag szimunkra a kovetkezdt jelenti :
(,,0”” index-szel jelolve az adott fajlagos jellemzdket), a C, paramétermatrixot
addig kell transzformdlnunk, mig olyan €', matrixhoz jutunk, melyben a fedd-
vonalak minimdlis szdma, vagyis a fedGvonalak multiplicitdsinak minimélis
osszege egyenld lesz a sorok (illetve oszlopok) multiplicitdsainak ¢sszegével,
vagyis a terv Osszmennyiségével. Ez a C, matrix ,m 4 n —1" vagy tobb
zéré értéki elemet fog tartalmazni, és azonos az optimdlis megoldishoz tar-
tozé javitéfaktorok matrixdval. Ennek az eljirasnak alapjat a C, = [¢(P]
paramétermatrixnak az a fontos tulajdonsiaga adja meg, hogy az abbél képe-
zett misik, igy a O, = [¢{)] matrixna’x megoldisa is azonos a O, matrix
megoldasaval, ha

CS‘}?) = 05'7‘) — Uy — Uy (L7)

ahol u; és v; tetszés szerinti dllanddk, melyek eleget tesznek a kivetkezd —
mar ismert — Osszefiiggésnek

P >w; + v (18)
vagyis
e >=0.
Jeloljiik a fedévonalak minimédlis rendszerét S-el és az ehhez tartozo és a multi-
plicitasukkal vett fed6vonalak szimdt s-sel, akkor a C, matrixra vonat-
kozdban
sP) = M, ahol M a programozisra keriils, és a felvett egységekben meg-
adott teljes mennyiséget jelenti. Mivel a kombinédciés matrixban — altalanosan
kifejezve — az Osszes lehet8ség egyenld az osszes szitkséglettel

m n
N
M=o =28,
=1 j=1
A (), matrix transzformdcidjit a 6. tablizatban végezziik el, és a C,

matrixhoz elérkezve ezen a tdblazaton fogjuk megszerkeszteni az optimélis
kombindciét is. Meg kell jegyezni, hogy a C, matrix redukalisival nyert
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C,, Cy, ..., C,_; matrixok nem az egyetlenek, melyeken keresztiil a C,-hez
eljuthatunk, mert ezek a kozbens6 transzforméciobdl szirmazé matrixok
attol fiiggnek, hogy a fed6vonal-rendszerek alternativai koziil melyiket vilasz-
tottuk. A 6. tablazat bal szélén felirt indexek (0, 1, .. ., p), jelzik, hogy e sorok-
ban talilhaté elemek hényadik transzformalt matrixhoz, vagyis hinyadik
Iépéshez tartoznak. Az utolsé index a €, matrix elemeit jeloli meg.

6. tablizat
A Cyq.....p matrix és az optimdlis kombindcid

© 00 © v

0, 6 ls |5 1 # | g
3,1,’3 | 1 | 3 ) 6 : lO
3, |2 10120 | - la B0 | 200
&1 0 !1 ) 14 ‘
V) - 5, | 1 }1) 1 K E 1
o,l‘:'; K | 4 | 4 1« | !
@ 2.1, ] 0 | 5 2 | 3 0 ‘ 0
&) - 3,;0 | 5 | 2 | 4 ‘n 80‘1 80\
®O— 4,10 6 2 5 0
i S 3,‘1 K |3 6 i“ (
0,‘[5 |2 *= |3 1 6
@ 2.0 0 2 0 {11 | O | 5 0
3, | 2 0o 90 |, 40 ‘5 I 130]
&1 0 !0 ’I | 4 I J
G)— 5|1 0 K | 1 3 ;
0,3 * |5 |2 = |8 \2 * “ |
@— ——J00 1 L0 3 Lo 2 | 1 | | 0
(5)— slo 30| g o 20 |3 1 40 “ 90 |
4|0 0 4 B I 1
() Sy 0 | 4 0 l

|——— : ‘ ==
30 210 f 60 80 120 I‘ 500 4

A C, matrix transzformdlisit a kovetkez6 lépésekben hajtjuk végre :
1. lépés. Keressitk meg a C, matrix minden oszlopanak legkisebb elemét :

vf? = (min c{)
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és azt irjuk az illet§ oszlop ald, majd vonjuk ki az oszlop osszes elemébél.
fgy 1j, C; matrixot kapunk, melynek elemei

P = c¢f — ol®, ahol
T =1Ly D ey Db és i3 DN PR

A ¢ értékeket a 0 utokok alé irjuk és a tablizat bal szélén a P
értékkel egyvonalban 1r]uk fel az ,,1”” indexeket. Igy tablazatunkban fehxtuk
a C; matrixot is. Ennek a matrixnak mar minden oszlopdban lesz legalibh
egy ,,()” eleme. Mint a 6. tiblaizat mutatja, példinkban

o0 =3, o =2, P =2, v =1 és v® =1 volt.

2. lépés. Megvizsgaljuk a ) matrix sorait és azoknak legkisebb elemét
felirjuk a tablazat jobb szélén az illeté sorok mellé. Az igy kapott

Q) — in e
w3y = (min ¢;})
értékeket kivonjuk az illeté sorok minden elemébdl, vagyis
(2) — (€1 (1 3
¢ = cfp — ulV) lesz.

Az igy kapott U, matrix, amelyet a C,-hez hasonléan szintén beirunk tabldiza-
tunkba, mar minden oszlopiban és minden soriban is tartalmaz legalabb
egy ,,0” elemet. Néha — mint most is — el6fordul, hogy ezt mér az 1. lépéssel
elerjiik. Példinkban ugyanis «{ = 0 (¢ = 1, 2, . . ., m). Illyenkor a 2. lépésnek
ez a része elmarad.

Ezutin megkeressiik azt a fed6vonalrendszert, amely lefedi az Osszes
,,0” elemet és amelyre vonatkozdan a multiplicitasukkal vett fed6vonalak
szama a minimum. Példiankban az S, fedévonalrendszer a 2., 3. és 4. sort és
a 4. oszlopot takarja. Az §, fed6vonalainak szama

s® = 80 4 130 +4 90 + 80 = 380 .

A 6. tdblazaton a S, fed6vonal-rendszert a sorok mellé, ill. az oszlopok {61é
htizott és (2)-vel jelolt vonalakkal tiintettiik fel.

Megjegyzendd, hogy amennyiben a minimdlis fedévonal-rendszer meg-
valasztasiban olyan hibat kovetiink el, hogy a hozzitartozé s nem a tény-
leges minimum, mert létezik

§0) — g(8)

ez a hiba a kovetkez6 lépésekben automatikusan korrigalodik, de emiatt
altaldban a lépések szama megnovekszik.

Annak eldontése, hogy a transzformacié az oszlopokkal vagy sorokkal
kezd&djék-e, aszerint torténhet, hogy osszehasonlitjuk a

m

n

g | B : ]
DuPa, s o0 p;

=1 j=1

sorozatosszegeket. Amennyiben

2 v B; > Vu(")a akkor

= 1—1

152



mint itt tettiik, 1. lépéshen a o(-t vonjuk ki,

n

m
1 ' 950 v 5,00 2
mig ha > o0 g < 21 w®a; akkor

j=1 i=
1. lépésben az u\V-t célszer(ibb kivonni.
P i ! )
Ezt betartva gyorsabban juthatunk a €, matrixhoz.
Példiankban

m
Du®a, =1-200 +1-80 +1-130 4+2-90 = 590 és
i=1

n
Zjv§°>ﬁj: 3.80 4 2-210 - 2.60 4+ 180 < 1.120 = 650
j=

tehdt helyes sorrendet alkalmaztunk.
Mivel a 2. lépés minimalis fedévonalainak szima

s@& < M mert
380 <7 500 a

C, matrixot tovabb kell transzformdlni.

3. lépés. Megkeressiik a legkisebbet azon elemek koziil, melyek nem
fekszenek benne az S, fed6évonal-rendszerben és ezt hy-nek nevezziik. Vonjuk
le hy-6t a Oy matrix minden olyan elemébdl, melyet nem takar az S, fedévonal-
rendszer és adjuk hozza az §, fedévonalainak metszéspontjaiban levé elemek-
hez. Igy nyerjiik a O3 matrixot, amit az el6z6khoz hasonléan szintén befrunk
tablizatunkba (3, index).

Jelolésekkel megmagyarizva, ebben a lépésben valamennyi sor vala-
mennyi elemébdl levonjuk

u@’ = hy-6t, majd hozzdadjuk minden olyan sor elemeihez
@ 1.6
uP)" = hy-6t,

¢s minden olyan oszlop elemeihez

v(P" = hy-Gt, melyeket az 8, fedGvonal-rendszer takar.

Példankban %, = 1.
A C, matrix ,,0” elemeit fedd minimalis Sy ((3)-mal jelolt és multiplici-
tasukkal vett) fedGvonalainak szama

§® = 80 4 90 + 210 -+ 80 = 460
mivel s® < M, a transzformdciot a 3. lépésnek megfelelGen addig ismétel-
jik, mig §® — M lesz.

4. lépés. Az S, fed6vonal-rendszer altal nem takart legkisebb elem
hy = 1. A Oy matrix ¢ff elemeit a 6. tablizatban a ¢ elemek ald frjuk
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(4, index). Megkeressiik a (@ jelti) minimalis fed6évonal-rendszert. Azt talal-
juk, hogy

s = 80 4+ 30 + 210 + 60 4 80 = 460 << M
5. lépés. Mar magyarazat nélkil :
hy =1
§® — 200 4 80 4 130 4 90 = 500 = M, tehat

a Oy = (), matrix burkoltan mar 500 fiiggetlen pontot tartalmaz, tehit
az x;; mennyiségek minden egysége szimara kijelol egy eljarasvektort, vagyis
négyszoget. Kzeket a négyszogeket tablazatunkban egy csillaggal jeloljitk meg.

Ezzel megtaldltuk az optimdlis megoldas eljardsvektorait. Mint az elG-
z6kb6l mar tudjuk, az optimélis megoldas ,,m +n — 17 szdm négyszoget
hasznal fel. Példdnkban

m4+n—1=44+5—1=8 és

a (5 matrix éppen annyi ,,0” elemet tartalmaz. Nem is tartalmazhat tébbet,
mert mar meggyézodtiink arrdl, hogy ennek a feladatnak csak egy optimélis
megoldasa van. Lathatjuk, hogy a C; matrix azonos az 5. tiblazatban leirt
[c;j —¢;) javitofaktorok matrixéval.

Ezek utin a 6. tablizatban megszerkesztjik az optimdlis megoldashoz
tartozé kombindcios matrixot. Megkeressiik azokat az oszlopokat és sorokat,
melyekben csak egy ,,0”" elem van és ezeknek négyszogeihez az illet6 sor vagy
oszlop teljes a;, ill. f; mennyiségét rendeljiilk. A tobbi négyszogben, ahol
L9 =07, a tervezett mennyiség mar kiadédik, mert a sorok és oszlopok
osszege meg kell egyezzék azok multiplicitasiaval. gy olyan megoldast nyer-
tiink, mely eleget tesz az (1), (2), (3) és (4) feltételének. Az egyes eljarasvek-
torhoz rendelt tervszdmokat a 6. tdablizatban vastagabb szimokkal tiin-
tettik fel.

frjuk be a 7. tidblizatba ezt a megoldist, mely azonosan jelentkezik
a 4. és 6. tiblazatban.

7. tdabldzat
Az optimalis megoldas

= Rendeltetés Cim Gz
Km 1 | 9 | 3 ] 4 | 5 Ber
1 120 i 80 200
) 80 80

g
S 3 N 90 | 40 130
} 4 30 l 20 40 90
o — ‘ 30 ~ 210 ‘ 60 ‘ 80 ‘ 120 ‘ 500
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A magyar mddszerrel kapott megoldas jellemzjének (4) fliggvényértéke
a lépésekkel parhuzamosan is szamithato

1. lépéshal _A{;vﬁ") B, = 830
=
m
2. 1épéshal i=2; u?) a; — 0
3. 1épéshdl  hy (M — @) = 120
4. lépéshol hg (M — s®) = 40
5. 16pésh6l by (M — s®) — 40

1030 = maximum,

mert az S; mar az Osszes sort vagy oOsszes oszlopot takarja, tehit Z; nem
valaszthato és (M — s®) = 0, vagyis az Osszeg tovdbb nem névelhetd.
Ugyanis ha a (18) egyenlGtlenséget a (4) fiiggvénybe behelyettesitjik

=2 2 Way>Zua+ 2o (19)
i i L J

és ebbdl latjuk, hogy kettds problémdt oldottunk meg, mert a (19) egyenlét-
lenség minimalis baloldali értéke egyenlé a maximalis jobboldali értékkel.
Vagyis

min [ ' ZePr] = max [ w0, 4 0,6 (20)
i i J
és a (4) fuggvény dudlja

2w+ v, f; = max, (21)
i d

ahol u; és v; eleget tesz a (18) egyenlGtlenségnek és az
w; = u® + V) + u® . .. uP), valamint
a ;=0 4 oV 4 o@D . . . 4 o) redukilé

sorozatok.

Az u, ..., uP) ésaov®, .. ., P jelentését a 3. lépésben magyardztuk
meg.

Az elfajult szallitdsi problémakon tulmenden ez a mddszer mindig
elény6sen hasznalhaté olyan kisebb kombindciés matrixok megolddsanal,
melyek hosszikas alaktak, vagy melyeknél egy jo kiindulé megoldas felvétele
nagy nehézséget okoz.

A miniméalis fed6vonal-rendszer meghatirozisira nincs algoritmus, de
egy kis gyakorlat utdn annak megkeresése mar igen gyorsan elvégezhetd.

Megemlitjiik, hogy az 1. és 2. lépést altaldban olyankor is érdemes elvé-
gezni, amikor disztribuciés mdédszerrel oldjuk meg a feladatot, mert igy kisebb
cimszamokkal dolgozhatunk.

*
Az itt targyalt hiarom moédszer Osszehasonlitasaként a kovetkezdket
allapithatjuk meg.

155



1. A szimplex mddszer szillitasi feladatokndl a hasznalhaté a;; eljaras-
vektorokhdl bazist képez és azt ujabb a,; vektorok bevonasaval addig javitja,
mig végiil olyan béazishoz jut, amelyre vonatkoztatva a kozvetett fajlagos
jellemz6k koziil egyiknek értéke sem nagyobb a megfelel§ tényleges fajlagos
jellemzénél, amikor is az osszes javitéfaktorra érvényes

C[j—cij>(),
ahol7=1, 2, ..., m és =l P waws Dt

2. A disztribucids modszer ,,m -+ n — 17 eljarasvektorral kifejezhetd és
Osszefiiggd, nyitott poligonnal dbrazolhatd lehetséges megoldast vesz fel és
azt addig javitja, mig egy olyan megoldashoz jut, amelynek fajlagos jellemzsi
altal a ¢ =6y = u; + v osszetliggés alz’lp]an m’eghaturozott u; €5 v; k()mp()-‘
nensekkel egy [0] matrixot transzformalva, az igy kapott matrix valamennyi

(m, n)
eleme eleget tesz az alibbi egyenl6tlenségnek

u,— —I— Uj = (',-j 2
3. A magyar modszer az el6bbivel ellentétesen a fajlagos jellemzdk
matrixat addig transzformdlja, mig végiill a matrix zérd elemeit mar csak
olyan fed&vonal-rendszerrel lehet letakarni, melyhez tartozé feddvonalak
szama, vagyis multiplicitasainak Osszege a terv Osszmennyiségével egyenld,
tehat
s — a7

¢s az w; és v; redukald tényez6k megfelelnek az alabbi egyenl6tlenségnek

(‘I’j s (Ui —'— Uj)> 0.

*

A linedris programozis modszereinek tanulmanyozisa utin par alkal-
mazast mutatunk be.

1. feladat. A. R. Fraltasi olasz szerz$ nemrégen ismertetett egy egyszerii
vasuti alkalmazast [9]. Nyole vasuti dllomds harom palyaudvarrdl kapja az tires
vagonokat, melyeknek szélosztdasdt Frattasi a szimplex modszerrel végezte el.

8. tablazat
Napi kocsiszétosztas

e Hova|l 1 | 2 | 3 | 4 | s 6
' [ S S | | el
I | 8. Giu- i A | |
| Torino | seppe | Savona | canqpja | Casale | Vercelli| Trecate | Novara | ((li)
Honnan el | Cairo ‘ | | |
Ty - - = T | ’
1 | Torino ’ X33 ‘ iy e ‘ g | Zig ‘ g || =g ‘ X5 | 800
6| St m | R | S | g | e | B | B | Ee | A
4 | ubssandrly | Hgy | T2 | Fao | Xm Xes | Tae 27 2Bk
— - == | P = ] ,i - | —t S TS
3 ‘ Novara | Xa | Xg5 Xan. | Zgg Xgs | Xy | Xgp | Xgg “ 200
\ | | ‘
Szikséglet " A ‘ i ‘ I‘ ‘ ‘ ‘
| 220 700 300 50 25| 25| 60| 20 1400

osszesen @ (f3)) | [



9. tabldzat
C, tavolsag-matrix

\ I[n\'u; i ‘ l }
= 1 2 ‘ 3 i 4 5 6 7 8
Honnan ™ [ i |
= — - -
i == 124 | 146 } 91 101 | 79 i 110 101
el 1 | | 5
2 | 91| 86 | 18| — | 35| 56 | 78| 67
— e T e | _ -1 .
|
3 ‘ 101 ‘ 151 | 172 67 ! 54 24 i 11
10. tablazat
Coa , matrix és az optimalis kombindcidk

0,| o 124 | 146 o1 (101 ! 79 | 110 | 101 J‘
1,0 38 . 38 o1 | 66 |55 | 99 | 101
2,1 o 19 | 19 |72 | 41 |55 99 o1 300 7
@ —— 3, 0 [ o L0 | 53 ‘ 47 | 55 { 99 ‘ 101 |
(s g | @ 0(350) 0(230) 53 | 73 |81 | 125 | 127 |
220 @ 580 9 ‘ ! I
0, ' 91 86108 ‘ 0 ‘ 35 |36 | 718 | 67 !
') S Lo o | o 0 0o | 32 67 | 67 ‘
| |
——— 2, | 110 0 o o 0 |51 | 86 | 86
@ | | (8§ Bis ; 400
(8)——- 3, | 120 o | o 1o |19 % |105 105
o SA— 0(350)} 0(=) o | 45 |96 | 131 | 131
| 120 230 50 o |
o, | 101 151 | 172 67 ‘ 54 |24 | 11 o |
1, | 101 65 | 64 67 19 | 0 0 0 |
2, | 101 | 46 45 48 o | 0 0
B e i 200
3, | 101 | o1 26 |29 0 | o 0 ‘
[y Smmm— 1 0 | 3 0o | o ‘ 0 | 0 | ‘
| 25 25 60 20

' |
220 | 700 | 300 50 ’ 25 25 | 60 | 20 1400

0 86 108 s 8 =2 H 0

Itt bemutatjuk, hogy ez a feladat a magyar mddszerrel milyen gyorsan
megoldhaté. A feladatot a 8. és 9. tablizattal ismertetjiilk. A 8. tablizat a
rendelkezésre all6 és az igényelt {ires vagonok mennyiségét (készlet és sziik-
téglet), a 9. tablazat pedig az dllomasok kozotti vasati tdvolsigokat (km)
sartalmazza. Az iires kocsi fuvarkoltsége 30 lira/km és az olasz szerzé a szét-
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osztast ugy tervezte meg, hogy az tsszes fuvarkoltség minimum legyen. Mivel
itt a fuvarkoltség aranyos a tavolsaggal, ugyanazt az optimdlis programot
kapjuk akkor is, ha a szallitasi teljesitményt tesszilk minimumma. A tavolsig-
matrix transzformaciéjat a 10. tablazatban végeztiik el, az alabbi 1épésekben.
1. lépés: vy =0; v =86; vy = 108, v, = 0, 7, = 35, vy = 24,
Ur =1L tp=0;
sV = 725 < 1400

3 Mpbs: B =19; s® = 1750 < 1400
8. lipée: W=10; s® — 1320 < 1400
4. 1pbss By =26 sW = 1400 = M .

A C, matrix 11 zéré elemet tartalmaz, mig az ,m +n—1=10".
Megéallapithatjuk, hogy ,,m +4mnm —1" ttvonal felhasznilasival csak két
optiméalis megoldas szerkeszthetd, ezeket a 10. tiblazatban vastag szimokkal
tintettiik fel, ahol a varians megoldas eltérd értékeit zardjelbe irtuk. Termé-
szetesen mindkét program azonos — 121730 vagonkm — szallitasi teljesit-
ménnyel bonyolithaté le.

1I. feladat. A linearis programozis érdekes alkalmazisat ismerteti
Z. Rumjanceva szovijet szerzo [10] a repiilégépek beosztdsi probléméjinak meg-
oldasara. Egy repiil6osztaly, mely 40 db kiilonb6z6 nagy-tipusta géppel ren-
delkezik, 6t légiuton bonyolitja le a személy-, teher- és postaforgalmat. Ennek
megfeleléen és a kozbens6 légikikotékben vald varakozast is figyelembe véve,
meghatdrozhaté tkm-ben minden légiut szallitasi sziikséglete. A kiilonboz6
géptipusokhoz tartozé repiilégépek szamabdl, az egy gépre jutéd havi dtlagos
oraszambol és a gépek tkm/dra atlagos teljesitéképességébdl meghatirozhatd
tkm-ben a kiilonb6z6 tipust csoportoknak szallitdsi kapacitdsa. A géptipusok
kapacitasat gy kell kihasznalni, vagyis a gépeket ugy kell beosztani, hogy a
teljes szallitist miniméalis iizemelési koltséggel lehessen teljesiteni. Ezért
valamilyen egységben meg kell adni az egyes géptipusoknak az egyes légi-
utakhoz tartozé egy tkm-re es6 fajlagos iizemelési 6nkoltségét. A szovjet
szerzé az A-tipust repil6gép fajlagos onkoltségét veszi egységnek. Mivel a
szallitasi sziikséglet 31 millio thkm, a kapacitis pedig 33 mill. tkm, beallithato
esetleges sziitkséglet kielégitésére egy Y jeldl tartalék-légiut, amelyhez tartozo
¢;; értékeket mi zérusnak vessziik fel.

11. tablazat
Repiil6gépek beosztisa

\ 3 eyl il | Légi utak | seantss |

———— = = kapacitds |
W TR [ R [ ] v | e
| & | 22| @8] 1 ‘ 1 L1200
| & [ | _ i Il ; __ .
| S%| B | 46| | | ‘ ‘ 4,6
¢ Wl Tl N N O N .
22 ¢ | | 2. L ‘ 40| 3,0 10,0
2 - 7,4, el
| b | | | 44| | | 20 6,4
——— N Tl . B
Szallitasi i ‘ [ |
aiketglet | 100 | 80| 60| 40| 20 ( 2,0 330 |
osszesen ‘ ‘ [ } [ ‘

158



A feladatot és az optimalis megoldast a 11. tablazat ismerteti, a 12. tablazat
a fajlagos tizemelési onkoltségeket tartalmazza. A 13. tablazatban disztribu-
ciés maodszerrel igazoltuk, hogy a 11. tablazat beosztiasi kombinacidja tényleg
az optimum. A 12. tablazat szerint a B-2, D-1 és D-2 beosztids nem vehetd
figyelembe, ezért ezeknek a beosztasoknak négyszogeit a javitéfaktorok
matrixdban iiresen hagytuk. A 13. tablizatbdl azt is megtudjuk, hogy még
egy optimdlis beosztds lehetséges, ennek eltér§ tervszamait zirdjelben tin-
tettik fel.

C, koltségmatrix 12. tabldgzat
- Léui‘l’ltak‘ ‘ D ‘7 i A_f—“- o
Repie = i 1 2 3 4 | 5 y
gépvk bip\}fni >l - i B I,,i,, L
A H 09 1,0 | 08 | 07 l 07 | o
= P | N | [
B 21| — | 20| 18 l 20 | 0
c | 25| 26| 22 | 17 e o
- | ¥‘ g ‘ — SRS LS | e
D \;_‘M‘s,o 28‘3,0.0
I |
13. tdbldzat
Optiméalis kombinacié és a javitéfaktorok matrixa
L
i 23 3,4 3,0 2,5 2.4 0
(—wi) "\
24 ' 0,9 | 1,0 0,8 0,7 0,7 0 3
54 6,6 | 12,0
040 0@ |+ 4 | E |
1,2 |21 ’ 2,0 1,8 | 2.0 Lo ‘ ‘
- 4,6 | 4,6
0 |+ + + + |
|————— ! S e e = el RS, ,:\. i
08 |25 2,6 2,2 1,7 1,6 0 :
| 1,4 1,4 1.6 4,0 3,0 P 10,0
| 0 0(—) |0 0 0 i {
T I L |l P, PN PR e S LI
o | | 3.9 2,8 3,0 0 I i
‘ 4,4 | 2,0 | 6,4 |
A AR G0 A L
3 = = . { == = Ea——— T; =5 ” T i!
| 1,00 8.0 6.0 4,0 3.0 2,0 33,0
= l

A felvett egységben kifejezve, a teljes szillitds {izemelési Onkoltsége
Kv = 53,08

111. feladat. Végiil bemutatunk egy olyan alkalmazasi lehetdséget, mely
elfajult beosztdsi problémaként jelentkezik. Tobbszor hallani azt a panaszt,
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hogy az autébusz- és villamosvastti-tizem dolgozéi a forgalom kezdete elGtt
és a forgalom leallta utin milyen nehezen, mennyi id6veszteséggel jutnak el
lakasukrol a szolgalatbalépésiik helyére, illetve a szolgalat befejezésének helyé-
r6l lakasukra.

Az optimalis beosztds meghatiarozasival a kozlekedési alkalmazottak
munkaja bizonyara hatékonyabba tehetd. Ehhez adott az egyes végalloma-
sokon, telephelyeken a forgalom megindulisakor munkaba allo dolgozdk
(pl. kalauzok) szama mint sziikséglet, és ugyanezek a dolgozdk lakhely szerinti
bontasban, mint rendelkezésre 4ll6 személyek. A beosztist tgy tervezziik
meg, hogy az 6sszes munkaba 1épd dolgozd (a legkedvez&bb ttvonalakon és
szolgalati koesikon) egyiittesen a minimalis id6 alatt jusson el munkahelyére.
A beosztas fajlagos jellemzdinek tehat azokat az idGsziikségleteket vessziik,
amelyek alatt az egyes dolgozok a kiilonb6z6 munkahelyekie eljuthatnak.
Egy nagy viroshan ez a probléma mar egy hatalmas matrix transzformalisat
teszi sziikségessé, amire elektronikus szamoldgép nélkiil gondolni sem lehet.
gy kisméret(i ilyen feladatot azonban a magyar moddszerrel kézi szamitis
Gtjan gyorsan megoldhatunk.

Dolgozok beosztasa 14. tdabldzat
= Lakhely | ‘ \ \ ’ | | | Suolgilatba
~ il 2 -0 7 8 9 10 | 1¢pé dolgozok
Munkahely S | ‘ ‘ | | | szima
1 ‘ | t | 1 | 1| 3
L i L " SR S | e [N | S
I j | J | | ‘ (3 | | N
111 ‘ ‘ [ 1 | l | 1
v teiz) | o] | E ES 5
Szolgéalatba induld | l ! ! f ‘ } ’ 1
dolgozok szima |1 11 1 J Et 3 @ 111 ] n

A 14. tablazat 4 szolgalatbalépési helyet és 10 lakhelyet tartalmaz
11 dolgozéval. A dolgozdknak az egyes munkahelyek eléréséhez sziikséges
idéraforditisat a 15. tablizat percekben tartalmazza. Nyilvianvald, hogy a
lehetséges megoldisok nem hasznalhatnak fel
m+n—1=13
beosztasvektort, amikor a feladat szerint 11 dolgozét kell beosztani.

C, fajlagos iddsziikséglet matrix 15. tablazat
“~._ Lakhely | [ 1 3 ' ‘ l
Mmm\ah\e\& - \ 2 i 3 4 5 L 5 ‘ 7 l 8 | 9 | 10 |
*‘,;,,47 a | e 53 :77717 \ 0 g_!i 8 ‘7—13 | M |
_II N :O—> 76: -'}_;3 38 | 74 é: E : 97 V:_SO ‘ 14 ‘
¥777171717 ; l ; ’ *3 “w 7()744 66 37 ‘ 98 ‘ 24 ‘ 81 ‘7287;
v ’ 29 _:3;_‘ i8 }77. 59 | 62 | 35 [ 1% ‘7478*1_75.37_1




Ezért elfajult ez a probléma. A magyar mddszer alkalmazasa ilyenkor fel-
tétleniil elényds. A fajlagos jellemzk matrixit addig kell transzformalnunk,
mig 11 fiiggetlen zérét kapunk, vagyis mig olyan C, matrixhoz jutunk, mely-
ben s = M. A matrix transzformiliasit a 16. tablizatban az alibbi lépé-
sekben végeztiik el.
1. lepes: w, = 20, v =87, vy =3, B9 =38; ¥ = LT, vy = 10,
vy = 19, % =8, vy =13, v = 14
.S'(l) = 'i/\ 11

2. lépés: hy =9 8 = 10 11
3. lépés: by =16; 83 =10 < 11
4 lepes: M=1; M=1l=U

16. tablazat
Co.1.....q matrix és az optimdlis beosztis

o,/41 |61 |53 |57 17*|10*9s | 8 |13%]79
@ LL21 |24 |s0 |19 o o |1 | 0o | 0o |65
’ \
(s %, 33 3
(8)—— 3|21 |39 20 0 6 ‘ 0 |
|
BD— 4|28 |20 |51 |26 | o1| o1 7 ol
0o,{20 |65 |23 [38 |74 |20 [19%|97 |50 |14 |
‘ ‘ ‘
(= 1,| 0 |28 0 0 | 57 14 0 |89 |37 0
&—— 2| |37 | | | | | | 2
(—— % 6 | 6 | o |95 0
‘ J ‘ ;
e e |7 a2 7 | Colies | | ol
0, | 91 53 3*/64 66 [39 |89 |2¢ |81 |28 ‘
| | | | [ |
(i)~ 1,71 |16 | o |2 |49 |20 |70 |16 |68 |14 |
| | ‘ |
O— % 25 ’ 1
3, | 77 31 0o |32 ! Log | ‘ ‘ )
| | |
@ 4 | o1] 48 |28 |69 | 67 13|
o,|20%|37%]18 |47%|50 |62 a5 #|17+|48 |53 I
i1l @ o |15 9 42 | 52 16 | 9 |35 |39 | ‘
2, | o | PR S |43 | 7 | 0o |28 ’ 30 S |
‘ | ‘ w |
3, o | o 0 0 1 27 (87 |1 [0 |20 |24 -
® 4, 0 1} 0 1‘ o | ol|2 |36 0 1] 01|19 } 23 |
| | | |
= : | o RS B |
HREEIERES R S B AR SR N 50
20 37 3 38 17 10 19 8 13 14



A figgetlen zérok négyszogét *-gal jeloltiik meg. Megfigyelhetjiik,
hogy az a,; beosztasvektor négyszogében a javitéfaktor ugyan zérus, de nem
fiiggetlen, mert oszlopiban mar van egy fiiggetlen zérd. Tudniillik a sor
vagy oszlop fiiggetlen zérd-elemeinek szaéma nem lehet nagyobb, mint a sor
vagy oszlop multiplicitdsa. A megjelolt négyszogek felhasznalasival a 16. tab-
lazatban megszerkesztettiik az optimélis beosztdst, melynek végrehajtisa
Osszesen 241 perc, kereken 4 Ora idéfelhasznédlast tesz szitkségessé. Végiil
az optimalis megoldast beirtuk a 14. tablazatba.
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