Dr. KOLLAR LAJOS, a miiszaki tudomanyok kandidatusa

KOZPONTOSAN NYOMOTT HEJ-IVEK STABILITASA

1. Bevezetés

1.1. A dolgozal targya. A dolgozat célja: kézpontosan nyomott gorbe-
tengelyl vékony rugalmas rudak (a tovabbiakban , héj-ivek’) stabilitisinak
vizsgilata az iv sajat sikjaban. Kozpontos nyomdson azt értjiik, hogy a kiilsg
er6k tamaszvonala megegyezik az ivtengellyel. A gyakorlati felhasznalas
céljabol kivéanatos lenne, hogy ezt a problémat tetszéleges szimmetrikus
ivkeresztmetszet, viltozé keresztmetszeti iv, tetszéleges ivtengely-alak és
tetszdleges megtimasztis esetére megoldjuk. A problémat ilyen 4ltalinossigban
nem targyaljuk. Megmutatjuk azonban, hogy a gyakorlat szimdira kielégits
pontossiggal meg tudjuk hatiarozni egy ilyen dltalanos héj-iv kritikus terhét,
ha megoldottuk a kovetkezs egyszertibb feladatot:

Az Iv oldalnezete
Al

1. dbra

Adva van az 1. dbrdan vazolt tetsz6leges szimmetrikus keresztmetszet(i,
hosszirdanyban koriv-tengely(i héj-iv. Az iv keresztmetszete, valamint a héj-iv
vastagsidga is mindenitt dllandé6. Az ivre csak a két végén hat két ellentett
erdpar, igy az ivet nem is kell megtimasztani. Keressiik az osszefiiggést az
fvre hat6 hajlitonyomaték és a gorbiiletviltozas kozott. A dolgozatban tehat
elsésorban ezzel fogunk foglalkozni.
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1.2. A héj-tvek viselkedésének leirasa. A héj-iveket a mérnoki gyakorlatban
térlefedd szerkezetként alkalmazzik (2. dbra). Alakjuk hasonlit a kettdsen
gorbiilt héjakéhoz, de hosszirdnyt peremiikon ninces ivtartd. Ezért tetszéleges
teherre nem lehetnek membrandllapotban, hanem keresztiranyu nyomatékok
ébrednek benniik.

ﬁ b?@}
Hiperbolikus felilet Elliptikus Felilet

2. dbra

A héj-ivek viselkedése a kovetkezSkben tér el a kozonséges (tomor
keresztmetszet(i) rudakétdl: Ha a kizinséges rudat hajlitjuk, akkor a gorbiilet-
valtozas () és a hajlitényomaték (M) kozott a kovetkezs osszefiiggés 4ll fenn:

ahol E a rad anyaginak rugalmassigi modulusa,

J a radkeresztmetszet inercianyomatéka.

Az EJ szorzatot a rad hajlitasi merevségének is nevezik. Mia tovabbiakban
hajlitisi merevségnek fogjuk hivni a hajlitonyomaték és a gorbiletvaltozas
aranyat.

Igazolni fogjuk, hogy ha a héj-ivet hajlitjuk, akkor a hajlitonyomaték
és a gorbiiletviltozas kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fenn (3. dbra):

M = A(R) -y — B(R) - z* (2)

Itt A(R) és B(R) a héj-iv hossziranyt R gorbiileti sugaratol fiiggds kifeje-
zések.
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3. dbra

A 3. dbrdbdl a kovetkezd fontos eredményeket olvashatjuk le:
a) A héj-iv a hajlitényomaték egy bizonyos M,,;, értékénél tiszta hajlitds
esetén is elveszti stabilitdsat;
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b) Ha kiszdmitjuk a héjkeresztmetszet J, inercianyomatékit az elemi
szilardsigtan szokdsos modszerei szerint, s felrakjuk az M = E - J - y Ossze-
figgést, sokkal meredekebb egyenest kapunk a 3. dbraban, mint a valddi
M(x) gorbe 0-pontbeli érintéje. Ez azt jelenti, hogy a héj-iv hajlitisra sokkal
lagyabb, mint az elemi elmélet szerint varhaté volna.

Az M (y) gorbe 0 pontbeli érintGjét ugy jellemezhetjiik, hogy a héjkereszt-
metszet J, ,elemi”’ inercianyomatéka helyett egy csokkentett y, - J, =
= J, ,hatékony” inercianyomatékkal kell az M = E - J, - y Osszefliggést
felirnunk (y, < 1).

A ‘voldalnezete %\E:] ~ Hizoerdk ereddje
d, J
y
t mms 0
Nyomaerdk eredde ~ #

Azivet kereszliranyban haylito erok:

l I Humemh e/'ez/o/e

————— g - abra
Deformalodott /(e/‘e.r:/‘m
Eredel kereszimelszet T ,v‘@,,m,a,e eredgje
4. dbra

Az dttekinthetGség kedvéért a targyalast két részre bontjuk. Az elsé részben
(ebben a dolgozatban) meg fogjuk hatirozni a valédi M(y) gorbe kezdeti érin-
t6jét, vagyis a p; mennyiséget. Ennek segitségével ki tudjuk szdmitani a
kozpontosan nyomott héj-ivnek az iv sikjaban valé kihajlasra mértékado kritikus
nyomderejét. A kozpontos nyomdsra vald stabilitismeghatirozashoz ugyanis
mindig egy végtelen kozeli, szomszédos egyensilyi alakot kell vizsgilni. Végtelen
kozeli deformalt alak azonban végtelen kis gorbiiletvaltozasokat jelent, vagyis
a pontos M(y) gorbe helyett a kezdeti érintét vehetjiik. Ebbdl kovetkezik,
hogy a héj-ivet kozpontos nyomdasra gy vizsgalhatjuk, mintha kozonséges
iv lenne, csak az elemi J, inercianyomaték helyett a csokkentett yp, - J,
,,hatékony” inercianyomatékot kell behelyettesiteniink az iv kritikus nyomo-
erejének képletébe.

A mdsodik részben (kovetkezd dolgozatunkban) meghatirozzuk a teljes
M(y) gorbét, s ezzel meg tudjuk vizsgilni az ivet hajlitisra.

Minden szamitas nélkiil, szemlélettel is beliathatjuk, hogy miért lagyab-
bak a héj-ivek hajlitdssal szemben, mint az elemi szimitds szerint virhaté
volna. Vegyiik szemiigyre ugyanis a 4. 4brdn vazolt, hossziranyban gorbe héjnak
tetszGleges helyen levd, két egymastol dy tavolsigra levs keresztmetszete
kozti elemi szakaszat. A hosszirdny( gorbeség miatt a hosszirdnyu hazé- és
nyomofesziiltségek az ivtengelyre merdleges ereddt adnak. Ezek a kereszt-
metszetet (a 4. Abran vazolt esetben) ki akarjik egyenesiteni. A héj ennek a
kiegyenlitési torek vésnek mint keresztirdnyban hajlitott lemez 4ll ellen, csekély
hajlitisi merevsége miatt csak tetemes alakvaltozisok drin. Ha a keresztmet-
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szetnek keresztiranyban egyaltalan nem lenne hajlitdsi merevsége, akkor maga-
nak az ivnek sem lenne semmi hajlitisi merevsége, mert ebben az esetben az
ivkeresztmetszet mar egészen kis hossziranyt fesziiltségek hatdsara is kitérne:
teljesenellapulna (ill. feldomborodna), s igy semmihajlitonyomatékot sem tudna
felvenni. A valdsiagban a héjlemez keresztiranyu hajlitisi merevsége nem zérus,
de mindenesetre kis érték, tehat a keresztmetszet a hossziranyt fesziilt-
ségek ereddinek hatdsa eldl igyekszik kitérni, s emiatt az iv hajlitasi
merevsége lényegesen kisebb lesz, mint az elemi elmélet szerint szdmithaté
merevség.

Mindebbél lathatjuk, hogy a héj-iv hosszirinyt hajlitisi merevsége nem
szamithato az elemi szildrdsigtan szerint a keresztmetszet eredeti (megterhelés
el6tti) alakjabol, s6t a deformalodott keresztmetszet-alakbol sem. A szemlé-
lettel ellentétben az sem noveli a hajlitisi merevséget, ha a keresztmetszet a
terhelés hatdsara feldomborodik (tehdt az ,,elemi’” szemlélet szerint az inercia-
nyomatéka ndne), hanem a keresztmetszetnek mind az ellapulisa, mint a
feldomborodéasa csckkenti a hajlitisi merevséget.

Mivel a keresztmetszet ellapulisihoz vagy feldomborodisihoz az sziik-
séges, hogy az iv hosszirdanyu gorbiilete miatt a hossziranyt fesziiltségeknek
legyen az ivtengelyre meréleges ereddjitk, konnyen belathato, hogy egyenes
tengelyti héjkeresztmetszetd rudak kezdetben az elemi elmélet szerint visel-
kednek, s csak akkor kezdenek ettol eltérni s lesznek lagyabbak, amikor méar
meggorbiiltek.

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy ha héj-iv keresztmetszetét
meggqdtoljul: keresztiranyd alakvdltozdsiban, akkor a héj-iv az elemi szilardsig-
tan szerint fog viselkedni: hajlitisi merevsége EJ lesz (3. dbra), és semmiféle
hajlitdsi instabilitis nem 4ll be. Ha pl. tobb héj-ivet épitiink egyméas mellé,
akkor ezek egymis alakviltozdsit kolesonosen gatoljak, tehdt lényegesen
merevebbek, mint az egyedildllo héjivek. Dolgozatunk tehat csak olyan
onallé héj-ivekre vonatkozik, melycknek kores/tudn)u alakviltozdsa nincs
meggitolva.

A héj-iv nemesak a leirt mddokon vesztheti el stabilitdsat (kbzpontos
nyomdsra az iv sikjiban, valamint {u;_gologes siki hajlitisra), hanem koz-
pontos ny(nr'as esetén tonkremehet vizszintes siki kihajldssal, elcsavarodd ki-
hajldssal és a héjlemez helyi horpaddsdval is. Ezekkel a jelenségekkel a dolgozat-
ban nem foglalkozunk. Konkrét tervezés sordan azonban ezekre a veszélyekre is
figyelemmel kell lenni.

1. 3. Irodalmi dttekintés. 1dérendben el@szor Kdarmdn [5] adott elméleti
megoldast korkeresztmetszet(i girbe csovek viselkedésére kis hajlitényomatékok
hatésdra. Brazier [2] egyenes celluloidesoveken végzett hajlitokisérletei sordn
elsének fedezte fel a hajlitonyomaték novelésével bedlld instabilitast, és koze-
lit§ elméleti megoldast is adott a jelenségre.

Chwalla 3] egyenes ¢s6 ha]htdm kritikus nyomatékara adott Braziernil
p(mt()sabb megoldast. Belluzzi (1] és Funk [4] az egyenes tengelyii kor-, koriv-
és V-keresztmetszetl rad kritikus hajlitoinyomatékat hatarozta meg energia-
mddszerrel. Weinel [6] allandé koriv-keresztmetszet(i, hossziranyban is koriv-
tengely( (hiperbolikus) héj-ivet vizsgalt tiszta hajlitasra. Egyszerlség kedvéért
felteszi, hogy a keresztmetszet lapos, de nmem hanyagolja el a Poisson-
szamot, ezért mar a legegyszertibb koriv-keresztmetszet esetén is bonyo-
lult képleteket kap, s eredményeit nem lehet dltalanositani mds kereszt-
metszetekre.
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2. Az M(X) gorbe meghatdrozisa

2. 1. A levezetés feltevéser

A héj-iv anyaga homogén, izotrép és koveti a Hooke-torvényt.
Az iv hossziranyt R gorbiileti sugara nagy a keresztmetszet d magassa-
gihoz kepost (R > d).
A héj-iv h vastagsiga kicsi a tobbi mérethez képest. {gy a keresztmetszet
salypontjat, inerc ianyomatékit sth. mint vonaldarabét szamithatjuk.
Az ivkeresztmetszet lapos, azaz a keresztmetszet kozépvonalat jelentd
zo (x) gorbe (5. dbra) ds ivelemét a vetiileti do elemmel helyettesithetjiik.

| @ a-a
y ) 4\;/ =
® _1
}_. J nmme/r/u tengely
5. dbra

A hardntkontrakeidt (a Poisson-féle szimot) elhanyagoljuk (v = 0).

A héj-iv sajat stlyat a levezetésekben nem vessziik figyelembe, mivel
csak az iv hajlitdssal szemben tantsitott viselkedését akarjuk meghatirozni.

Feltessziik, hogy a héj-iv két végén a kiils6 erck a bels6 fesziiltségek el-
oszlasanak megfelelGen hatnak az ivre. A valosagban ez dltaldban nem teljesiil,
pl. ha a 2. dbra szerinti tetdszerkezet vondvasas iv, akkor a nyoméerst a két
vonovas koncentraltan adja 4t, nem egyenletes megoszliasban. Ig) a héj iv
végét magasfalt tartoként kell méretezni, a héj gorbiiltségébdl szarmazoé kor-
rekcid figyelembevételével. Az ezzel kapesolatos kérdésekre azonban nem té-
riink ki.

Nem vessziik figyelembe a nyérdsi alakvaltozas hatisat a fiiggéleges sik
kihajlas kritikus nyomderejére. Ezt az indokolja, hogy a héj-ivek merevsége
nyirdssal szemben ugyanakkora, mint a kozonséges (tomor keresztmetszetii)
rudaké, hajlitasi merevségiik azonban lényegesen kisebb. A nyirési alakviltozas
hatdsa a héj-ivek kritikus nyomderejére igy még kisebb, mint a tomor kereszt-
metszetli rudakéra.

2. 2. Tetszdleges keresztmetszel (Ipform(irz'o'ja A héj-iv (1. abra) tongolye,
vagyis a keresztmetszetek sulypontjinak Osszekioté vonala R, sugart koriv,
keresztmetszete pedig az iv hossza mentén allando, de ogyebkent tetsmloges
2o (x) szimmetrikus gorbe (4. dbra). A z, — @ koordinatarendszer origdjat
vegyiik fel a k(‘l(‘S/tm(‘tSI(‘t § sulypontjiban. Az iv két végén mikodjék két
egyenlé nagysigu, de ellenkezd értelmG M erépdr. Igy a kiilonbozé kereszt-
metszetek egyforma helyzetben lesznek, vagyis ]oggal feltételezhetjiik, hogy
az eredetileg sik keresztmetszetek alakvaltozas utan is stkok maradnak.

A kiilsé nyomaték és a hosszirdanyta gorbiileti sugdr az 5. dbran vazolt
értelemben tekintendd pozitivnak.

A héjelem alakviltozdsait a keresztmetszet deformdlédas utdni, egyelére
ismeretlen z(x) alak]dval fejezziik ki, ezeket behelyettesitjilkk az ogyen%ulyl
egyenletekbe, s igy dn‘forencmlogyonlotet kapunk z(x)-re.
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Az egyensilyi egyenletek felirasdhoz vigjunk ki az ivbél tetszSleges
helyen egy dx - dy méreti héjelemet (6. dbra, y az ivtengely menti koordi-
nata). A héjelemre hato feszitGerSket a 6/a—b dbrdn szétvalasztva tiintettiik
el. B az iv alakvaltozas utdni hosszirdnya gorbiileti sugara.

. o 5 Wi

6. dbra

Vetiilet az « tengelyre:
Ny =10 (3/a)

(az @ szerinti differencidlast vesszdvel jelolve).

Mivel a héj szélén (x = +b), n, = 0; igy n, mindeniitt zérus! A (3/a)
egyenletben nem szerepel n,,, mert a keresztmetszetek sikok maradnak, s igy
N, mindeniitt zérus.

Vetiilet a z tengelyre:

iy -
ok gt == 0 3/b
7 ¢ (3/b)
Nyomaték az y tengely koril:
—m;+Qx:O' (3/0)
Nyomaték az x tengely koril:
m)’, =0 (3/d)

azaz m, konstans.

A" keresztmetszet szimmetridja és a tiszta hajlitéigénybevétel miatt a
tobbi egyensulyi egyenlet kiesik, mert a tobbi feszitéerd zérus.

A (3/b) és (3c) egyensulyi egyenletekbdl kikiiszoboljik g,-et:

.
ml éz . (4)

ny,-t és m,-et a Hooke-torvény segitségével kifejezziik a fajlagos alakvdltozdsok-
kal (e, a hosszirdny( nyulas, y, a keresztirdnyt gorbiiletvaltozas):

ny_—_E'h'sy (5)
E-h
my = 12 * Xx (6)
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et és gy -et kifejezziik a keresztmetszet deformalédott alakjaval, z-vel:

TR (7)

(7) egyenlethez a kovetkezdket kell meggondolnunk: Mivel az eredetileg
sik keresztmetszetek a kordbban mondottak szerint sikok maradnak, a hossz-
irdny megnyulds a keresztmetszet stlyvonalatol valé z tavolsiggal egyenesen,
az iv hossziranya gorbileti sugardaval pedig forditva arinyos (z/R). A meg-
nyulist azonban csak az eredeti allapottal (zo/E,) mért eltérés adja, ezért kell
2o/Ry-t 2/R-bSl levonni. B > d miatt a keresztmetszet minden pontjin ugyan-
azt a hosszirdnyu gorbiileti sugarat vehetjik (R + z ~ R).

1c-et szintén z-vel fejezziik ki:

Xx = Z” = Z(;,. (8)
(7)-et és (8)-at (5)-be és (6)-ba helyettesitjiik:

2 2
n,=E:h |———=2 9
d (R B (®)
és
E-h
= 2" —z. 10
x = ( o) (10)

(9)-et és (10)-et (4)-be visszahelyettesitve z-re a kovetkezd differencidl-
egyenletet kapjuk:

R3 bz
gﬁ@”—%ﬂ+Eh—aﬂ=0. (11)

12 R \R R,
Bevezetjik a keresztmetszet w alakvaltozasat (fligg6leges eltolddasit):
w=2—2, (12)

(w akkor pozitiv, ha —+z-vel egyezd irdnyt); valamint a héjat geometriai
szemponthdl jellemz§ f paramétert:

4
G A0 i LD (13)
Vh-B  Vh-R
és az iv hosszirdnya gorbiletvaltozasat:
1 1
e et 14)
=z R, (

(Pozitiv R, esetén y akkor pozitiv, ha R < R, azaz R csokken,igy 4y -+ M-nek
felel meg.) E roviditések segitségével a (11) egyenletet a kovetkezd egyszer(ibb
alakba irhatjuk:

w + 4. w=—4p4t.R.-x.2,(x). (15)

Ebbdl a differencidlegyenletbdl kell a keresztmetszet w alakvaltozdsit meg-

hatiroznunk. Az egyenletben w-n kiviill minden mennyiség allando, tehat
dllandé egyiitthatoju linedris inhomogén differencidlegyenletiink van.
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Peremfeltételeink w-re a kovetkezdk:

1. A keresztmetszet kozepén a szimmetria miatt a keresztmeszet érintéje
vizszintes marad:
w'(0) = 0. (16)

2. A keresztmetszet kozepén a szimmetria miatt a keresztirdnyt nyiréerd
zérus:
w(0) = 0. (17)

3. A keresztmetszet szélén a keresztiranyt nyomaték zérus:

w’(4+d) = 0. (18)
4. Végiil a keresztmetszet szélén a nyirderd zérus:

w’(4+b) = 0. (19)

(15) egyenletiink megegyezik egy 2b hosszisigt rugalmasan dgyazott
gerenda ismert differencialegyenletével:

wtV - L cw = Z_)(,l‘) (_)_0)

EJ EJ

EJ a gerenda hajlitisi merevsége; ¢ a rugalmas dgyazasi tényezd, vagyis
a w = 1 egységnyi benyomdddashoz szitkséges talpfesziiltség; p(x) a gerendara
haté kiilsé teher. A rugalmas dgyazist a p — ¢ - w Osszefiiggés jellemzi.

A rugalmasan dgyazott gerenda analdgidjaval konnyen bebizonyithatjuk
azt a késébb felhasznilando tételt, hogy a keresztmetszet sillypontja deformalddds
kézben helyben marad. A keresztmetszetnek mint rugalmasan dgyazott geren-
danak terhelése ugyanis (15) szerint z,-val aranyos. Mivel 2, stlypontjiban
vettiik fel az origot:

A keresztmetszetnek (mint gerenddnak) terhelése tehat egyensilyi erérendszer.
Igy a gerenda p rugalmas reakcidi is egyensilyi erérendszert alkotnak, tehat
p = ¢+ w miatt

+b +b
‘p-dx:b-Jw-dx——-O. (20/a)
= b

A gerenda (vagyis a keresztmetszet) w elmozdulasi gérbéjének sulypontja
tehat az elmozdulds elétti magassigba, w = 0-ba esik. lgy a deformalodott
z(x) keresztmetszet stlypontja is egybeesik az eredeti sulyponttal.

A (15) differencidlegyenlet w megoldisit mint ismeretes, két részbol
kell 6sszetenni: a homogén differencidlegyenlet w, megoldasabdl és az inhomo-
gén egyenlet egy partikularis w;, megoldasabol:

w=w, + w, . (21)
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A homogén rész megoldisa minden keresztmetszet-alakra ugyanaz:

wy= A-chfzx-cosfpr+ B-shfx-sinfBx+C-chfx-sinfzx-+
+ D-shfx -cosfx. (22)

(4, B, C, D, integralasi allandok, ezeket a (16)—(19) peremfeltételekbdl kell
meghatarozni.)

Az inhomogén egyenletet a kiillonboz8 z, keresztmetszetalakoknak megfe-
lelGen esetrél-esetre kiilon kell megoldani.

2. 3. Az M(y) gorbe és kezdeti érintbje. Az eddigiekben az iv hosszirany
% gorbiiletviltozasat ismertnek tételeztiik fel, s ennek alapjan hatiroztuk meg
a w eltolodast. Most megvizsgiljuk, hogy x milyen Osszetiiggésben all az ivre
haté kiils6 M hajlitényomatékkal.

w ismeretében a keresztmetszet altal felvett (hossziranyt) M nyomaték
a belsd n,, feszitGer6k nyomatékianak osszegeként a kivetkezdképpen szamit-
hat6 (felhasznidlva a keresztmetszet lapossagibdl szarmazé egyszertsitési
lehetdségeket):

+b +b
M=jny-z-dx+ my-da . (23)
b —b
Mivel a kordbban targyalt feltevések szerint a héj vékony, ezért a (23)
S
kifejezés masodik tagjat, mely a héjlemez hajlitisibol ébreds m,, :E)h V4

nyomatékot képviseli, egyszerliség kedvéért elhagyjuk. (Ha kivételes esetben
a héjkeresztmetszet merevsége olyan kicsi lenne, hogy a lemeznyomaték figye-
lembevétele a merevséget szaimottevs mértékben novelné, akkor a héjkereszt-

metszetnek (23) elsd tagjabol szamithaté (hatékony) inercianyomatékihoz
(3 2% 3
egyszertien hozziadjuk a héjlemez “—12}" inercianyomatékat; 1. a szampéldat.)

A kovetkezS8kben tehit csak az
+b

M= [ny-z-dx (24)
b

kifejezéssel foglalkozunk. (9), (12) és (14) alapjan:

+b +b +b
=E-h-x-Jz§-dx+%@ -Jzo-w-dx-i-E-h.x-J‘zo.wodx—i—
—b —b
Tk +'b2
+7-wa da . (25)



(25) egyenlet adja meg a kiils6 M nyomaték és a hosszirinyt y gorbiilet-
valtozas kozotti pontos osszefiiggést (3. dbra). (25) els két tagjiban y az elsd
hatvanyon szerepel, a masodik két tagban pedig a négyzeten, mivel (15)
szerint w aranyos B - y-vel. Mindegyik tagban szerepel ezenkiviil ® 6nmagaban,
és burkoltan a w,-ben és a wy-ban eléfordulé 8-ban is. fgy (25) valéban olyan
alak(t mint (2): A(R) - x jelenti (25) els6 két tagjat, — B(R) - x* pedig a har-
madik és negyedik tagot.

Minthogy ebben a dolgozatban csak az M(y) gorbe kezdeti érintéjét
akarjuk meghatirozni, ezért differencialjuk (2)-t y szerint:

AM_dAB)

@.2_33.2. 26
i P 7 z (£)-2-%. : (26)

A x = 0 pontban az érintd hajlisszoge A(R) lesz, vagyis (25) els§ két tagja,
x-vel osztva. Mdsrészt a 3. dbrdbdl lathatjuk, hogy az érintd hajlasszoge
E -y, -Jy=E-J, Igy a héj-iv J, hatékony inercianyomatéka :

A +b 2 +b

(R) i

Jy =" =R | Z2ed——+ | zysw-da. o7
= Jo e Jo (27)

—b —b

(27) jobb oldalanak els6 tagja a keresztmetszet elemi inercianyomatéka,

Jo:
+b
Jo=h- | 23-ds. (28)
b
Ezt (27)-be helyettesitve:
+b
J1=J0+—h~- Jzo-w-dx. (29)
Ry
—b

Mivel az M(y) gorbe kezdet? érintéjét vizsgaljuk, a héj-iv hatékony J, inercia-
nyomatékat az eredeti, deformalatlan héj-alak geometriai méreteibol (z,, R,)
kell kiszamitanunk. A kovetkezSkben tehat 8, és az ebben szerepld B mindig
a deformacio elotti B,-t, ill. Ryt jelentik.

A kiilonb6z6 keresztmetszetek merevség-csokkenésének konnyebb Gssze-
hasonlitdsa kedvéért a

v1=J1lJ, (30)

viszonyszdmokat fogjuk meghatirozni (y, <1)

2.4. A hatékony inercianyomaték meghatirozisa néhdiny keresztmetszetre.
A targyalandé négyféle keresztmetszettipust ugy valasztottuk meg, hogy lehe-
téleg minden, a gyakorlatban eléfordulé keresztmetszet-alakot be tudjon a
tervezd sorolni vagy az egyik tipusba, vagy a két tipus kozé, s igy interpolalni
tudjon két megadott eset eredménye kozott.

2. 41. Koriv-alaki keresztmetszet (7. dbra). Minthogy a keresztmetszet
feltevéseink szerint lapos, ezért egyrészt a korivet paraboldval helyettesithetjiik,
masrészt a keresztmetszet stlypontjit a magassig harmaddban vehetjiik fel.
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fgy a keresztmetszetalak egyenlete a kovetkezd:

(31)

zp-nak ezt a kifejezését (15)-be helyettesitve a differencidlegyenlet partikuldris
megolddsa a kovetkezs:
wy=—R-2-2 (32)

A (16)—(19) peremfeltételi egyenletekbdl meghatarozzuk a (22) homogén
megoldasrész allandoit (21)-et figyelembe véve.

b 4
!
|
$§_X -4 4
| g
b : b
I
7. dbra

A szamitis végeredménye:
1 shﬂb‘gosAﬁp:chﬂb -sinfi b Sl T s (33)
pb)> chpb-shpb-+ cospb-sinfb

l 1 shﬂb cosfpb+chpb-sinfb

A=d-R-yg [

B=d-R-

p b)? chﬂb shpb—+ cosfb-sinfb
ha a zardjelben levé dimenzié nélkiili mennyiséget Z ,-val ill. Zg-vel jeloljiik.
C=D=0 (35)

A konstansok szamértékeit kiilonboz6 fb-kre az 1. tdbldzatban &llitottuk ossze.
A héjkeresztmetszet elemi inercianyomatéka (28) szerint (31) felhaszné-
lasaval:

=d-R-y-Zg; (34)

v x* 1)2 8
Jo=h-d?. J — — ] cde =—+h-d*-b=0,1778-h-d?-b. (36)
b? 3 45
—b
A hatékony inercianyomaték (29) szerint (32) felhasznilisival:
g +b
J1=J0+A—-Jzo<—R-x-zo+wo)-dx. (37/a)
Ry
—b
Minthogy az integril elsé tagja —J,-val egyenls, ezért a hatékony inercia-
nyomaték a kovetkezs egyszertbb alakba irhatd (22), (31), (33) és (34)-et fel-
hasznélva:

h g h-d ol
J=— J %o+ Wp+ o = s [ it —l)-wo~dx (37/b)
R-y R.y b2 3
—b =
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Mivel (20/a) szerint:

+b +b
[w.dx=f(w1+wo)-dx=o, (38/a)
== )
és (32) szerint:
+b +b
fwl-dxz—R-x-jzo-dx=O, (38/b)
=<p —b
ezért
+b
jwo-dxz 0. (38/c)
b
Ezt felhasznalva:
+
Jy=h-d?- J Z—O(ZA-ch,Bx-cosﬂx—}—ZB-shﬁm-sinﬂw)-dxz
—b
h-d?.b : : .
:Hb); [Zp-(chpb.sinfpb—shpb-cospb—2pb-shfb-sinfb)+

+Zg-(—chpb-sinfb—shpb-cospb+2pb-chfb-cospb)]. (39)
A gyakorlati szimitds megkonnyitése céljabol kiszamitottuk a (39) kifejezést
p b kiillonhoz6 értékeire. Ennek alapjan a II. tdblizatban feltiintettiilk a héj
hatékony inercianyomatékit mutatd y, = Jy/J, viszonyszamot (1. még a 11.

abrdt is).
2. 42. Cosinus-alaki keresztmetszet (8. dbra)

o
o

8. dbra

A keresztmetszet egyenlete az Abran felvett koordindtarendszerben:

zo=-—*-cos1;—‘x. (40)

Ennek megteleléen a (15) differencidlegyenlet partikuldris megolddsa :

1
L Bpa (41)
4

T i

wy = — -
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A (16)—(19) peremfeltételi egyenletekbdl azt kapjuk, hogy a cosinus-kereszt-
metszet dllandéi a koriv-keresztmetszet dllandoinak

2
- - (42)
i
e
(B o)t
-szorosai (ldasd az I. tdbldzatot).
A keresztmetszet elemi inercianyomatéka (28) szerint:
hedt
Joi= ~.—4~-~-J0082:-x-dx:O,25O-h-d2-b. (43)
—b

A hatékony inercianyomaték (29) szerint:

+b
1 \
J1=Jo+"L'J2’o‘ e cR-y-zg + wy|-dx =
E-x R B
h Aoy
= h-d2.b. [0,250- 1,,,,,1),;
fi. 4(p byt
7!4

L L
2 (BB + (. — B b)?
_i_ﬂb;shiﬂib.cosﬂb—l—(nj ﬁb)'chﬂb-sinﬂb'|+

(BOE+ (= + B D) ;
.50 [ﬂb_-clzﬁb BBl e B P o P 0
2 (Bb)? + (w — B b)?
+ﬂb-chﬂb-sinﬂb——(n+ﬂb)~shﬂb-cosﬂb” :
(BY?+ (= + Bb)*

(44) szamértékeit, illetve a y, = J,/J, viszonyszamot kiilonboz8 B b-kre a
II. tdblazatban adjuk meg (lasd a 11. abrdt is).

2.43. V-alaki keresztmetszet (9. dbra). Minthogy a keresztmetszet kize-
pén torés van, ezért csak a jobb oldaldra végziink el minden szidmitast. A két fél-

(44)

!
|
h . o
U z
F\/? dp
b [IeA t
I T ==
|
|
9. dbra



keresztmetszet deformacidjanak sszeillesztését a (16) és (17) peremfeltételek
biztositjik.

A keresztmetszet jobb oldalanak egyenlete tehit:

@ 1
w5 -]

(45)
Igy (15) partikuldris megolddsa :
wy= —RK » q 24, (46)
A (16)—(19) peremfeltételi egyenletekbél:
1
e+ Zp=—. 47)
c =73 Bb (
4 - Pio(chfbosingb —shfb-cos p0)+ Bychfbocosfb
- shpb-sinfb(chfb-sinfb—shpb-cospb) +
+chpb.cosfb(chpb-sinfb—+ shpb-cospb)
4 Py chfbsinpbtshpbecospy)+ Byshfbosind o
i shpb-sinfb(chBb.sinfb—shpb.cosBb)+
+chpb.cosfb(chfbsinfb+ shpfb-cospb)
1tt
D, =Zc-shpb-cospb—Zy-chpb-sinb, (50)
és
D, = Z(chfb-cospb—shpb-sinfb) —Zpshpb-singb+
+ chBb - cosfb) (51)
(lasd az 1. tabldazatot).

A keresztmetszet elemi inercianyomatéka (28):

.+b
x 112 1 :
J(,:h-dz-z.[———) de=2L . h-@.b=0,1667-h-d®-b. (52)
b 2 6
0
A hatékony inercianyomaték (29):
5 +b
L W A Jzo (— R 52+ wp) - da =
B-y
0
+b - b
N 2 Jzo-wo-da ’J = ——J wy - da (53/a)
Ry R b 2
0




I: 7 ABL AZ AT

Kiilonbizo keresztmetszetek A— D dllandol

Kereszt-
metszet pb = 1 2 3 4 6 10
alakja
Za —0,29254/ —0,0830 ’_0,01252 Ho,nooz%s (41,716 . 109 4-2,664 . 10~7
Koriv | Zp +0,85245| +-0,03604 —0,00940 | —0,003224 | 49,42.1075 | —1,25.10-¢
Zc=12p 0 [ 0 0 0 i 0 l 0
Costs | ZA 40,0284 | 40,0910 | 40,02372 | —0,000536
o8 | 28 —0,0830 | —0,03526] --0,01778 | -+-0,00724
UNE | Ze=12p| 0 | o 0 0
& | S e e e
Zy —0,4605 | —0,2642 | —0,166105 —0,12492
V-alak | Zp —0,1492 |—0,232 | —0,16604 | —0,12471
Zc = Zp | 40,500 | 40,250 | 40,16667 | 40,1250
Za —0,596 | —0,3935 | —0,27662 |—0,21041
Szérny- | Zp —0,1555 |—0,256 | —0,20948 | —0,17574
alak | Zc —0,0724 | 4-0 2475 | 4-0,22167 | +0,18013
Zp 40,696 | 10,468 |-40,26209 | 40,21023
1

Mivel a (38/a—c) képletek V-keresztmetszet esetére is érvényesek, (53/a) a

kovetkezdképpen egyszertisodik:

_ h-d*-b
(Bb)?

(+Zg - (chBb-cosfb—1)—Zc-(chBb-sinfb—shBb-cospb)] (53b)

1 = J4/Jy szamértékeit kiilonbozs f b-k esetére a II. tiblizatban adjuk meg
(lasd a 11. dbrdt is).

+b
J1=I’;_"i.z. fi.wo.dx [—Za-shpb-sinfib+
z )b

Y
Y%= Fd -+
|,
b ; b
| I =
|
10. dbra

2.44. Szdrny alaki keresztmetszet (10. dbra). A keresztmetszetet két
negyed sinusvonalbdl tessziik ossze. A szamitasokat a keresztmetszet kozepén
levé torés miatt csak a jobb oldalra végezziik el; a két félkeresztmetszet ossze-
illesztését a (16) és (17) peremfeltételek biztositjik.

A keresztmetszet jobb felének egyenlete (a sulypont magassiga: 2d/n):

. T 2
2p=4d. |sin—z— —|.
2b 7

(54)
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Igy (15) partikuldris megolddsa :

2
wy=R-y-d|— — L. -sinlx—i-—— : (55)
T ol 2b 4
64(p b)t
A peremfeltételi eqyenletekbdl :
2
T I RIS | AL (56)
e ® 4 b 8(p b)?
64(5 b)*
1 7 A
7/ D BN . [ 57
N i 4ﬂb[ 8(/5‘b)2} oy
64 (8 b)*
és (50), valamint (51) roviditések felhasznalasiaval:
1 72
Dl e chpb-sinfb—shpb-cosfb)+ DP,-chfb-cospfb
- S(ﬁb)2]< fb-sinfb—shpb-cos fb)-+ @y - chpb-cos
= 64(pbyr 1
bl shﬂb sm,é’b chﬂb smﬂb shﬂb coeﬂb %chﬂb cosfBb(chpb- %mﬂb«hshﬂb coqﬂb)
(58)
Ly =
@, + - —1714 ﬁb (ch Bb-sin fb +- sh fb-cos fb) - B,-sh fb-sin b
L e [
shﬁb sinfb(ch fb-sin fb— shﬁb cosﬂb)+chﬂb msﬁb(chﬂb smﬂb shﬂb oosﬁb)

(59)
(lasd az 1. tiblazatot).
A keresztmetszet elemi inercianyomatéka (28) szerint:

+b

Jo=h-d?-2j g2 “.dxz(l — B hdrb—=0,18044. k2.5
20 7 72
(60)
A keresztmetszet hatékony inercianyomatéka (29) szerint:
5 +b
J1=J0+—~-2-Jzo-(wl—f—wo)-dx:
R-y
0
5ol +b
. 2
=/ +——-2[sin1x——-w+w -dz . 6l/a
ot 2 [ [sin Ta=2) (61/a)

0
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(38/a)-t felhasznalva.

o [
J —J + — %26} Sin—%x‘(wl%‘wo)'dz‘:h-dz-bll+§;ﬂ4b)4+
TT
8b-shBb- cosﬂb—(~—ﬂb] ch Bb . smﬁb+[——ﬁb}
5 7 Lo
(Bb)? ~~ﬂb)
Bb- shﬂb cosﬁb—!—( +ﬂb] .ch fb- smﬂb-{—( +ﬁb]
5 g STE RN S
ﬂb2+[ +ﬂbJ
Bb - ch Bb- sin ﬂb+l —ﬂb] sh b- cos fb— Bb
R —
(Bb)? +| r—ﬂb)
85 -l Bb  §in ﬂb—( +,Bb] .sh Bb- cos Bb + b
= S RS SIS, K 1
(Bb)e [ +ﬂb]
Bb-sh Bb - smﬂb+( — pb|-ch b cos fb
S T ASRICPITICS:
(b {~—ﬂbJ

ﬂb-shﬂb-sinﬂb—[§+ﬁb]-chﬁb-cosﬂb
+— 7; — |+
(Bb)? + [—

Db eon i (-»— /S’b] s i B
50 TR L et

8b - oh B cos b - [—+ﬁb] - gl BB~ sin. GB

n (61/6)

(B2 + +'/§1$j
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(61b) ¢és (60) hanyadosat, y,-et killonboz8 fb-kre szamszertien a 1. tabldzatban
és a I11. abran adjuk meg.

2.5. A Fkiilonbozb keresztmetszetek hatékony inercianyomatékainak dssze-
hasonlitdsa. A 11. dbrabdl lathaté, hogy a kiilonboz6 keresztmetszetek y,-
gorbéi alig térnek el egymdstél. Valamennyi vizszintes érintével indul, b
novekedtével rohamosan csokken, és fb > 4 értéknél y, mar kisebb mint 0,05,
azaz a hatékony J; inercianyomaték az elemi J inercianyomatéknak kevesebb
mint 5% -a (kivéve a szirny-keresztmetszetet). Ez az oka annak, hogy a II.
tablazatot csak b =1, 2, 3, 4 értékekre szamitottuk ki, mert ez a szakasz
jellemzi a y, gorbét. A koriv-keresztmetszet y; gorbéjének szimitasiat azonban
egészen fb = 10-ig elvégeztiik.

7y
Vb

4

V36
1 L | L Pvr
s 17 T8 Tg %

11. dbra

Mindezek alapjan célszerli egy kizelité y, gorbét konstruilnunk, amely
manden keresztmetszetre megadja a hatékony inercianyomatékot, s a tervezd
mérnok szamara elég egyszer(.

Vizsgilataink szerint a

1 1

; 3 4 4
1+0,120-(Bb)t | — b
2. R2

gorbe néhany 9,-on belill megkozeliti az egyes keresztmetszetek pontos y,
gorbéjét s altalaban (killonosen nagy Bb-knél) a biztonsag javara tér el tolik
(lasd a 11. tabldzatot és a 11. dbrdt).

(62)

Y1 kozelits =

3. Altalanositdsok. Stabilitdsvizsgdlat kizpontos nyomdsra

3. 1. Forditott keresztmetszetek. A targyalt 1/a—d keresztmetszetek meg-
fordithatok (1/e dbra), s az eddig mondottak a megforditott keresztmetszetekre
is érvényesek. A keresztmetszet megforditisival ugyanis z, elGjele viltozik
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II. TABL AZ AT

Kiilimbozd keresztmetszetek hatékony inercianyomatéki szorzéi

Ke;'esTthszot u]:ll:ju_yﬁli'é I 0 1 - b | 3 _ 4 6 ‘ 1:)
Kow |7 |1 o5 |osm | oom | ooss | oot | oot
Cosinus | Py =] 1 0,890 0,347 0,1351 0,0468 ‘

u\:-u]—uk - _y:j\ r"(; mi 0,351 ] 0,111” | 0,0467 ‘7 ‘

EEE e A= e e | SRR
Szarny-alak l Y1 = “ 1 0,897 r‘ 0,4075 0,1493 0,070 [

Kozelitd ( Py = ’ ) & 0,893 f 0,342 ’ 0,0931 ' 0,0315 J 0,0064 | 0,000833

|

meg, ez pedig w eléjelét is megforditja (14sd pl. (32)-t, (41)-et sth.). Igy J, sem
valtozik (29).

3. 2. Meredekebb keresztmetszetek. Meredekebb keresztmetszetek esetén a
modellkisérletek tantsdga szerint korrigdlni kell a szdmitdst. Ezt egy kés6bbi
alkalommal szeretnénk targyalni.

3. 3. A kizpontosan nyomott héj-iv stabilitdsa az i sikjaban. A levezetések
el6tt feltettiik, hogy az iv hossziranya gorbiileti sugara (R) allandd, saziv
koros1tmetsmto mindeniitt ugyanaz. A \alomgban azonban dltaliban viltozik

a hosszirdny gorbiileti sugdr, és sokszor az iv keresztmetszete is, az iv hossza
m(‘ntén. Ilyenkor azt kell tenniink, hogy tobb keresztmetszetben kiszamitjuk
a hatékony inorcianyomatékot az illeté keresztmetszet alakjinak és az ott
Orvonyes hosszirany gorbiileti sugirnak megfeleléen, s ezutin az ivet kozon-
séges, valtozo keresztmetszet ivként kezelhetjiik, tvhat az iv kritikus H-erejét
a megtamasztisi médnak megfeleléen a statika szokdsos mdodszereivel hatiroz-
hatjuk meg (lisd a szampéldat).

Eljardsunk ebben az esetben természetesen kozelits lesz s annal kevéshé
megbizhatd, minél hirtelenebbiil valtozik a hosszirdnya gorbiileti sugir és a
keresztmetszet. Az eddig végzett modellkisérletek azonban azt mutatjik, hogy
ez a kozelités a gyakorlati szimitdsokhoz jol hasznalhato.

4. Szampélda

Szampéldinak vilasszunk egy megépiilt héjat: az Ujpesti B6renyvgyar
tetéelemeit (tervezte 1953-ban Gnadig Miklds, épiilt 1954-ben).
Az iv hosszmetszete és keresztmetszete is masodfokt parabola (12. dbra).
A keresztmetszet d magassiga a vallak felé ugyancsak parabola szerint csokken.
A keresztmetszetek meredekségét nem vessziik figyelembe.
A féméretek:
k =.3,6cm

b = 154 cm
L = 19,00 m
== 1. 18,
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Maga a héj téglabetétes vasbetonlemez. Az alkalmazott in. kdbeltéglik mérete
21 - 40 cm, a koztiik levs koz 3 em. Az dtlagos rugalmassigi modulus E,, =
= 86,6 t/cm?2.

fIL = 318/1900 = 0,167

A kétesuklosnak tekinthetd iv kihajldsi hossza ennek megfelel@en:

L, = 0,586 - 19,00 = 11,13 m

Vonovas

L/2=1900/2

-

e

12. dbra

Az iv inercianyomatékdt a ziradékban, L/4-ben és a vallban szdmitjuk ki.

Zaradékban : d = 75 cm;

2 2
i AU 14,1 m.
8f 8-3,18
1,316 154
(13) szerint: pb=-—"——— =2,
/3,5-1410
’ 1
(62) szerint: Y=—————=0,108
1+ 0,120 - 2,88¢
(36) szerint: Jy= 0,1778-154 - 3,5 - 75% = 5,37 - 105 cm*
Jy= py - Jo = 0,108 + 5,37 - 105 = 5,80 - 104 cm4
154 3,58
chmez =2 57'7' ’i — 0,11-10%cm*
12 == —
J sdraden = = 5,91-10% cm?
L/4-ben : d= 60em; K= 16,60m; b = 2,663 ¥, — 0,142
J1jp="5;01+10%* em*
Vallban : d ="1bcmy K = 24,6 m; 85— 2,18; 9 = 0,270
Joury = 05690 - 104 ¢4

E harom inercianyomaték alapjin kozelitGen meghatdrozzuk a fél iv
satlagos” inercianyomatékat (pl. lehajlis-egyenléség alapjin):

J g1 ~ 4,67-10% cm? .,
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Igy a rugalmas alapon szimitott kritikus H-er:

LI o8, . . 104
WL T T RN
L3 11132

A valésagban keletkezd H-erd (180 kg/m? Gsszteherbdl):
192

H =3,06-180-- ="1,82.1,
Gl

b

A kihajldssal szemben vald biztonsig tehat 32,2/7,82 = 4,12-szeres. A
valosdghan ezt a biztonsigot még noveli a héjperem-iv megvastagitisa
(12. dbra), amit a szimitdsban nem vettiink figyelembe.

Osszefoglalds

A dolgozat vékony, peremiikén nem merevitett héj-ivek hajlitisi merev-
ségét vizsgalja a szokdsos rugalmassigtani feltevések mellett. E héj-ivek
keresztmetszete a hajlité-igénybevétel hatisira ellapul (vagy feldomborodik),
s ezért az iv hajlitissal szemben tantsitott merevsége altaliban lényegesen
kisebb, mint az elemi elmélet szerint szamithaté merevség. Elméleti uton meg-
hatarozza a hajlitonyomaték és a gorbiiletvaltozas kozotti Osszeftiggést tetszo-
leges szimmetrikus tvkeresztmetszet esetére, szamszerlien megadja az in. haté-
kony inercianyomaték értékét a gyakorlatban leggyakrabban el6fordulé négy-
féle ivkeresztmetszetre, s egyszeri kozelits képletet is ad a kiilonféle kereszt-
metszetek hatékony inercianyomatékanak gyors meghatirozasahoz. A koz-
pontosan nyomott héj-ivnek az iv sikjaban valé stabilitasvizsgilatahoz az igy
kiszamitott hatékony inercianyomatékot kell figyelembe venni. Végiil szam-
példin mutatja be az eredmények gyakorlati felhasznaldasat.
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