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[Beérkezett 1969. apr. 16.]

1. Reuss E. az altala 1930-ban javasolt képlékenység elméletben [1] az
alakvaltozasi sebesség deviatorat két tag osszegeként irja fel. Az elsG tag a
fesziiltség-deviator valtozasi sebességének linearis fiiggvénye és rugalmas alak-
valtozast ir le; a masodik tag képlékeny alakvaltozast jelent és linearisan fiigg
a fesziiltség-deviatortél.

Az e, ortogonilis egységvektorid 5-dimenziés E; euklideszi térben a kis
alakvaltozas e;; deviatora az alakvaltozas vektoraként irhaté fel [2]:
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amelynek e, §sszetevdi az e komponensekkel

€ = €11, €= V—-s—(e'zz —ey),

e, = 2 e e——z—-e e—-2—e
3*”175‘ 120 €4 = V3 23> €5 = 3 31
kapcsolatban allnak. -
Az alakvaltozasi deviitor valtozdsinak folyamatat az alakvaltozasi
vektor hodogrifjaval szemléltetjiik, amelyet az alakvaltozis trajektéridjanak
neveziink. Az alakvaltozasi vektor abszolit értéke az alakvaltozis intenzitasa-
val egyenld:

2 1/2
IEHI = 6,‘, ahOl 8,' =S (?eij e,'j) .

* Kéozlésre javasolta a Moszkvai Allami Egyetem Rugalmassagtani Tanszéke az 1968.
méjus 10-én elhunyt REuss ENDRE professzor emlékére.
** Moszkvai Allami Egyetem, Rugalmassagtani Tanszék.
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132 LENSZKIJ V. SZ.
Hasonléképpen, az 5, ortogondlis egységvektori X' 5-dimenziés térben
az Sij fesziiltség-deviatort a

o= D sp$, (2)

5
=1

n

fesziiltségvektorral allitjak el6, amelynek osszetevéi

kapesolatban  allnak a fesziiltség-deviatorral, a fesziiltségvektor ahszoldt
értéke pedig a fesziiltségintenzitast fejezi ki:
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A fesziiltségvektor hodografjat a terhelés trajektériajanak nevezziik.
E jelolésekkel a Reuss-féle képlékenységelmélet

266 =5+ g0 (3)

alakban irhaté, ahol G csisztaté rugalmassagi tényezd, ¢ — a fesziiltséginten-
zitas univerzalis fiiggvénye, a pont pedig egy olyan paraméter szerinti differen-
cialast jelent, mint az alakvaltozasi trajektéria ivhossza.

Ez az elmélet logikajaval és egyszerd felépitésével hivja fel magira a
figyelmet, bar a feladatok megoldasakor matematikai nehézségekhes vezet.
A kisérleti adatokra alapulé kritika ellenére a kutaték tobb izben visszatérnek
ezen elmélet tanulmanyoziasihoz, korszerisitésének, a kisérletekkel valé jobb
egyezés elérésének szandékaval. Az alabbiakban a szovjet iskola kutatasain
alapulé egyik lehetséges valtozatot mutatjuk be.

2. A fesziiltségi és alakvaltozasi allapot kozotti osszefiiggés altalinos
alakja — tetsz6legesen bonyolult alakvaltozas mellett — A. A. ILjUsIN izo-
trépitas posztulatumabdl [2, 3] kovetkezik és

5
o= 2 IJn Pn (4')
n=1
alakban irhaté, ahol p, — lényegében az alakvaltozasi trajektéria természetes

lokilis koordinatarendszerének egységvektorai:
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A (4) képlethen szereplS egyiitthaték a megel26 alakvaltozasi trajektéria
belsé geometridgjanak funkecionaljai,

P,= P, {Zm(s’)}i ’

ahol y, — az alakvaltozasi trajektéria gorbiilete, s — az ivhossza.

Mivel az izotrépitas posztulatumat kisérleti dton meghizhatéan ellen-
orizték |7, 8], a képlékenységelmélet lezarasanak feladata — tetsz8legesen
bonyolult terhelés mellett — az 6t P, funkecional vizsgalatahoz vezet. E funk-
ciondlok tulajdonsigainak elméleti tanulméanyozisa részben mir megtortént
[3. 9). A P, funkcionalok kozvetlen kisérleti tanulminyozéasa altalanos alak-
ban rendkiviil nehézkes, ezért az altalanos képlékenységelmélet fejlesztése
mellett felmeriil egyszeriisitett véltozatok kidolgozadsanak sziikségessége is.
Ez utébbiak két csoportba oszthaték.

Az els6 csoportba soroljuk a képlékenységelmélet ama valtozatait,
amelyek pontosak (az dltalanos elmélet pontossaganak hatarain beliil), viszont
a folyamatoknak csak bizonyos osztalyaira érvényesek. Ezek az elméletek az
altalanos elmélet kiindulasi feltevésein, posztulitumain alapulnak. Jelenleg a
fesziiltségi és az alakvaltozasi allapot kozotti osszefiiggések vonatkozasaban
hirom ilyen elmélet tekinthet§ befejezettnek: a kis rugalmas-képlékeny alak-
valtozasok elmélete [4] (egyszerii alakvaltozasi folyamatokra), kis gorbiileti
[3, 7] valamint a tértvonalakbél allé alakvaltozasi trajektéridkkal leirhaté
folyamatok elmélete [7].

A miésodik csoportba soroljuk a képlékenység-elmélet ama valtozatait,
amelyek az altaldnos elmélet pontossagi hatdrain beliil kozelitéek ugyan, de
nem korlatozédnak a folyamatok meghatarozott osztalyaira. Az ilyen elméle-
tek megalapozasahoz tovabbi hipotézisek megfogalmazasara és e hipotézisek
pontossaganak megitélésére van sziikség. Vizsgaljunk meg néhanyat az e cso-
portba tartozé elméletek kozil.

3. A lokalis meghatarozottsag hipotézise [6, 7] allitja, hogy a fesziiltség-
vektor novekményét maganak a vektornak az alakvaltozasi trajektoria kovet-
kezd (és nem megel6z5) eleméhez viszonyitott orientdcidja, ennek az elemnek
a belsd geometriaja, a fesziiltségvektor pillanatnyi ahszolit értéke és a meg-
el8z6 alakvaltozasi trajektéria ivhossza hatarozza meg. Ezt a hipotézist kisér-
letileg ellendrizték [6, 10, 11] és megallapitottak, hogy az egyezés pontossaga
mintegy 89,. Ebbdl a hipotézish§l kévetkezik, hogy a fesziiltségvektor meg-
valtozasa minden olyan alakvaltozasi trajektérian azonos, amely az adottbél
a pillanatnyi fesziiltségvektorhoz viszonyitott forgatas vagy tikrézés révén
adédik. Ez, tébbek kozott, fennall barmilyen egyenesvonali alakvaltozasi
trajektériara, amely a folyamat vizsgalt pillanataban a feszilltségvektorra
merdleges.

Legyen & =1 a folyasi hatarfeliilet (folyasi feliilet) egyenlete az E;
alakvaltozasi térben. Ha feltessziik, hogy ez a felilet a trajektdria kérdéses
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134 LENSZKIJ, V. SZ.

pontjaban regularis, akkor a fesziiltségvektornak e felilletre merdlegesnek kell
lennie. Ez az E; alakvaltozasi térben

o=2D grad ¢ (5)

gradientalitasi egyenlethez vezet. Itt az izotropitas posztulatuméanak meg-
felel6en, D és ¢ a megel6z8 alakvaltozasi trajektdria bels§ geometriajanak
funkcionalja. Ha a pillanatnyi & = 1 hatarfeliilet kipponttal bir, akkor a o
vektor a kip tengelye irdinyaba mutat. A rendelkezésre allé kisérleti adatok
értelmében a hatarfelillet regularis.

Ily médon- a feladat két funkcional — D és ¢ — elméleti és kisérleti vizs-
galatdhoz vezet. Tovabbi egyszeriisités eszkozolheté ama kisérletileg meg-
allapitott tény alapjan, amely szerint az alakvaltozasi trajektériak tobbségé-
nél — kivéve a 7z/2-hez kozel esd torésszogli vagy a nagyon kusza trajektoria-
kat — a fesziiltségvektor abszolit értéke az adott anyagra nézve univerzilis,
a legegyszeribb alakvéltozasi trajektéria kisérletek alapjan meghatarozhaté
alaki ivhosszanak a fiiggvénye. Ezt figyelembe véve:

|D grad ¢ = ®D(s), (6)

azaz csak egy, pl. az ¢, funkcional vizsgilata marad hatra.

4. A képlékenység posztulatuma [5] azt allitja, hogy a fesziiltség vagy az
alakvaltozas szerint zart ciklusban a fesziiltség 4altal végzett munka nem
negativ. Attél fiiggden, hogy a ciklus melyik térben (X, vagy E;) zart, kétféle
gradientalitasi dsszefiiggéshez jutunk:

(G)e — G = grad e,

. - (7
ep + (g)g = A grad F.

Itt (G) — az alakvaltozasi anizotrépia matrixa, azaz ¢ = (G) €%, (g) pedig a
reciprok matrix, vagyis ¢ = (g)o és (G)(g) = 1. A } és A egyiitthaték az alak-
valtozasi vagy terhelési trajektoéria bels§ geometriajat jellemzd paraméterek-
nek funkcionaljai; ugyanakkor F =1 a pillanatnyi hatarfeliilet egyenlete a
2 fesziiltség-térben. A (8) szimbélum a (g) matrixnak az s fvhossz szerinti
derivaltjat jelzi. Mindkét esetben a pont az s szerinti differencialast jelent,
amibél kévetkezik, hogy d2/ds == 0, ahol X' — a terhelési trajektoria ivhossza a
25 fesuiiltség-térben. Szigorian véve ez csak keményedS anyagokra érvényes
(a nem keményedd anyagok képlékenység elmélete altalaban egyszeriibh).
Tekintettel arra, hogy

e =% 4 & = 1 ()5 + (97,
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a (8) egyenlGség .
e—(g)d = A grad F

alakba irhaté at. Balrél (G) matrixszal szorozva a
(G)e —5 = A(G) grad F (9)
egyenlgséget kapjuk. Osszehasonlitva a (9) és (7) egyenldségeket, azon fiiggvé-

nyek kozotti természetes Osszefiiggést kapjuk meg, amelyek az E; és X' terek-
ben a pillanatnyi-hatarfeliiletek alakjait meghatarozzak:

y :
grad ¢ = p (G) grad F, (10)

— kdvetkezésképpen az (5) dsszefiiggés
¢ = Q(G) grad F (11)

alakban irhaté, ahol Q = DA/A. Megszorozva (g) matrixszal a (11) egyenlgsé-
get, kapjuk:
e* = (@ grad F. - (12)

A (11) és (12) egyenl8ségek vilagosan mutatjak: az alakvaltozasi anizo-
trépia elhanyagolisa arra a kovetkeztetésre vezet, hogy a fesziiltségvektor
merdleges az F' = 1 pillanatnyi hatarfeliiletre. Ez idealisan képlékeny anyagra
nyilvanvalé, a keményeds anyagnal pedig a reilisnak éppen nem mondhaté
izotrop keményedés hipotézisének felel meg. Ez indokolja az alakvaltozasi

anizotrépia figyelembevételének fontossagat.**

5. Osszehasonlitva most az (5) és (7) egyenléségeket, azt kapjuk, hogy
(G)e = & + La, (13)

ahol L — az alakvaltozasi trajektéria bels§ geometriajanak funkcionalja.
A (13) osszefiiggés az altalanositott Reuss-elmélet, amelynek lezarasa a (G)
matrix-funkcional és az L skalar-funkcional vizsgalatat teszi szitkségessé. Ha
az alakvaltozdsi anizotrépiat elhanyagoljuk, akkor a (G) matrixszal valé szor-
zast a 2G saklarmennyiséggel torténd szorzds valtja fel. Ebben az esetben a
feladat csak egyetlen, az L funkcional vizsgalatahoz vezet.

** A szerzének a Budapesti Miiszaki Egyetemen 1967 decemberében elhangzott elé-
adéasit kovetd vita soran Reuss E. professzor is komoly jelent8séget tulajdonitott az alakval-
tozasi anizotrdpidnak.
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136 LENSZKIJ, V. SZ.

gy tehat a Reuss-féle képlékenységi elmélet a (13) altalanositott alakban
egy tetszdlegesen Osszetett terhelési folyamat leirasara alkalmas elmélet koze-
116 valtozatanak tekinthetd. :

Ezen elmélet alapjan néhany alakvéltozasi trajektéridra szamitasokat
végeztiink. E trajektoriak kisérleti meghatarozasa a kisérleti és szamitassal
nyert adatok teljesen kielégit§ egyezését szolgaltatta [10, 11].

Study on the Plasticity Theorem of REUSS: Setting down an Alternative Formulation.
Among others, the researchers of the Soviet Mechanical School are also busy in furthering the
implications of REUSS’-s Plasticity Theory, as was proposed in 1930. Based on the Isotropity-
Postulate established by A.A. ILYOUTCHINE, a newly generalized alternative formulation of
the urentroned theorem is presented in this paper.

Eine alternative Formulierung des REUSS-schen Plastizitiitstheorems. Die von E.
Reuss im Jahre 1930 vorgeschlagene Plastizitits-Theorie bildet den Gegenstand einer weit-
eren Entwicklung unter anderen auch im Rahmen des Arbeitsprogramms der Sowjetischen
Mechanischen Schule. In dieser Abhandlung wird auf Grund des von A. A, ILYuTscHIN
eingefithrten Isotropitiits-Postulats eine verallgemeinerte Form des REUss-schen Plastizitiits-
theorems aufgezeigt.
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