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A maésodrendiinél magasabb rendii feliilet szerint alakitott héjak egyenletei valtozé
egyiitthatéjtak. Az ebb8l szdrmazé nehézségeket akdr valamely specidlis analitikus médszer-
rel, akdr pedig a differencia-szdmitas alkalmazisaval lehet legydzni. A dolgezat ezt a két méd-
szert mutatja be, mégpedig el8szor altaldnossigban, majd egy megépiilt és modellkisérlettel is
ellendrzott héjszerkezet konkrét adataival. A szdmszer(i Gsszehasonlitdsokon kiviil elvileg is
értékeli a két médszert.

1. Bevezetés

Epitészeti és épiiletszerkezeti szemponthél sok esetben eldnyés, ha vala-
mely héjszerkezetnek legalabb a szembenlevé két pereme egyenes vonald.
A kénnyen szamithaté mdsodrendii feliiletek koziil ezt csak a dongahéj hizto-
sitja, de mivel ez csak az egyik iranyban gorbiilt, ezért nagyobb nyilasok esetén
nagy hajlitényomatékok ébrednek benne, s a stabilitis biztositasa céljabel
nagy falvastagsdgra van sziikség. Kivanatos lenne tehat, hogy kétszer gorbiilt
héjakat alkalmazzunk. Ezek azonban csak akkor adnak egyenes peremet, ha
legalabb negyedrendii feliilet szerint formaljuk meg dket.

Az 1. abran harom lehetdséget mutatunk be a

z = Ax®> + By* + Cx** )

kozépfeluleti héj kialakitasara. Az 4, B, C konstansok megfelel§ felvételével
hiperbolikus (la abra) vagy elliptikus (1b abra) feliiletet képezhetiink, s.nem-
csak a szembenlevs két peremet tehetjitk egyenessé, hanem mind -a négyet is
(l¢ abra).

Ezeknek a héjaknak az erdjatékat nem lehet a membrdnelméleitel leirni,
mert az ellapulé szélsé szakaszokon szimottevé nyomatékok varhatdk, és
elméletileg sem lehetnek egyensilyban csupan membranerdkkel. Masrészt
viszont — éppen a szélek ellaposodisa folytin — tébbnyire kell§ pontossaggal
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152 KOLLAR LAJOS—GARDONYI ZOLTAN — HOLNAPY DEZSO

laposnak tekinthetjiik azokat. Igy a lapos héjak hajlitdselmélete alapjan fogjuk
azokat targyalni.

Kétféle terhelésre ismertetjitk a megoldast: totdlis és antimetrikus egyen-
letes teherre. (A féloldalas teher a kettd dsszegeként allithaté el§).

A peremeken a kovetkez8 megtdmasztdsi feltételeket vesszik fel:

A héj csuklésan (sarokpantosan) tamaszkodik a peremekre, azaz itt
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zérus a lehajlas és a peremre merdleges hajlitonyomaték:

w= 0, (2a)
és
3w
. =0, 2b
ot (2b)

ha w-vel jeloljik a lehajlast, n-nel pedig.a peremre meréleges iranyt.
A peremek nem vesznek fel vallnyomast, tehdt zérus a peremekre mer6-
leges n, membran-nyoméers: ’

n, = 0. (2¢)

Végiil: a héj széle a peremtarté érint§jének iranyaban elmozdulasmente-
sen van megtamasztva. Ez azt jelenti, hogy zérus a perem mentén a peremmel
parhuzamos megnyilas, tehat az n, membran-nyoméer$ is:

ns = 0. \ (2d)
A peremek tehat csak figgSleges erdt és érint8iranyd erdt vesznek fel.
A héjra nézve az els§ hajlitasi nyiréer8t, a masodik pedig membran-nyiréerdt

jelent. '

2. A bemutatandé megoldasfajtak

A kovetkezdkben elfszor egy analitikus megoldast ismertetiink. Utana
bemutatjuk a probléma megoldasit véges differencia-egyenletekkel. Végiil
megvizsgaljuk a két moédszer pontossagat és konvergenciajat egy megépiilt
héjszerkezet adataival, majd sszehasonlitjuk ket a modellkisérleti eredmé-
nyekkel. Ebbgl gyakorlati kovetkeztetéseket fogunk levonni a médszerek al-
kalmazhatésagara vonatkozéan.

3. Analitikus megoldas

Az analitikus megoldas a lapos hajlitott héjak differencialegyenleteib8l
indul ki. Ha elhanyagoljuk a harantkontrakciét (v = 0), és csak fiiggéleges
terhet vesziink figyelembe, akkor a lapos héjak osszeférhetfségi és egyen-
sdlyi egyenlete a kovetkez8 alaku lesz (lasd pl. [1]-ben):

AAF + D - Lw = 0, (3a)
K- AMw—LF = p. (3b)

Itt
F(x,y) a membran-fesziiltségfiiggvény,
w(x,y) a héjfelilet fiiggbleges eltolédasa,

.
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82 92
A= e i @— a Laplace-operator,
9%z 92 2z 32 82z B2 h R
= o ?yT — E:_B}_ o%5y S_y{ e Pucher-operator,

D=FEta héj hizisi merevsége.
Ee

= -—— a héj hajlitasi merevsége,

2
¢ a héj vastagséga,

p a fiiggGleges teher.

Az alapul vett peremfeltételekét a legegyszerdbben oly médon elégithetjiik ki,
hogy mind F-et, mind w-t kett8s Fourier-sor alakjaban irjuk fel (Navier-féle
megoldas).

3.1. Megoldas szimmetrikus teher esetére

EE Ez a Navier-féle megoldas szimmetrikus teéher esetében a kovetkezd lesz:

F= > >FK,cos O X - COS WL Y, (4)
m n
P
w= 2 2f Wy COSM,, X COS W, Y. (5)
m n
E sorokban
x
Wy == M ——, (6a)
a
w, —n>, (6b)
b
és m,n=1,3,5...

Az allandé terhet ugyancsak ketts Fourier-sorba fejthetjiik:

P=2 D Pnncos®,x:cosw,y, (7a)
m n

Ahhoz, hogy behelyettesithessiik (4)—(5)—(6) kifejezéseket a (3a—b) egyen-
letekbe, egyrészt paros szamu differencialast kell végezniink x vagy y szerint.
Ekkor valtozatlan forméban visszakapjuk a cosw,, x-cos w,y tagokat, amelyek
legfeljebb x vagy y péros fiiggvényeivel megszorozva fognak szerepelni. Mas-
részt x és y szerint kell képezniink a vegyes derivaltat. Ez sin o,xsin w,y
tagokat eredményez, de ezt egy (x - y) taggal kell megszoroznunk, s ily médon
mind x, mind y szerint Két paratlan fiiggvény szorzatit kapjuk, ami ismét
péros figgvényt ad.
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Az egyenletekben tehat csupa paros fiiggvény fog szerepelni, de bizonyos
trigonometrikus tagoknak valtozé egyiitthatéjuk lesz. Ezt a nehézséget
SzmopITs [6] tigy hidalta at, hogy ezeket a vdltozd egyiitthatés tagokat iijra
Fourier-sorba fejtette. igy egyrészt eltinnek a valtozé egyiitthaték, masrészt
mindegyik tagban cos wmx - cos w,y alaki trigonometrikus fiiggvények fognak
szerepelni, tehat egyszertisiteni lehet veliik, s az Frmn és wp, egyiitthatékra
linearis egyenletrendszer adédik, amit kénnyen meg lehet oldani.

_ Ezt SzmopiTts szimmetrikus teherre el is végezte [6]-ben. A kévetkezsk-
ben roviden 6sszefoglaljuk a Szmodits-féle (szimmetrikus teherre s2616) meg-
oldast, egyrészt a teljesség, masrészt pedig az egységes targyaldsméd kedvéért.

Ha a teher intenzitasa dllandé (p,), akkor a (7a) kifejezés py, egytitthatéi
a kévetkezd alakot 8ltik: '

?
e

[T

16 m+
pO_( )

Pmn = - (7]’))

Az L operatort F (4) képletére alkalmazva, az alabbi kifejezést kapjuk:

L-F= 22 NF, {[(A+Cy*) 0 +(B+Cx*) wp]-cos o, x-cos o,y +
,u 0 (8)

+4Cxy v, w,+sinm, x-sin 0, ¥}

(Az m, n indexek helyett a késdbbi szamitisok kedvéért vezettik be az 1j
U, o jeldlést.)

A kapesos zaréjelen belill levd, x*-tel, y-tel, ill. xy-nal szorzott trigonometrikus
tagokat djra Fourier-sorba fejtjiik cos wpx « cos w,y szerint. Az ehhez sziik-
séges integrilok a kovetkezdk: ’

Hay=7E m és g = n, akkor

~-t af2
- 2, . cdx =
I, = J x2-co8 M, X 08 Oy x-dx =
aj2

1 2 wem 2 wm
— | T
2 (0, on (@, o)

, m)°
~4bp2
I, =’ yicosw,y -cosw,y dy ==
~ —bf2
‘ (10)

1 2b ¢ 2‘: 2b etn
o e R G
2 (wg w,)? (wg'_wn)-
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+ajf2

I, = x-8in W, X €0S W, x-dx ==
—af2
1 a “+’"+2 a ptm
-3 o5 e 0
W, — Oy w,+ o,
+bf2
I, = ysinw,y-cosw,y-dy =
—by2
etn+2 b otn
:-1—[ L(l) 2 - - 2].
2 W, 0y, W, +w,

Ha pedig py=m és g=n, akkor

+af2 e a

15=J x%cos W, x cosw, x-dx = — — -
—aj2 24 4 w?n

i +by2 B3 b

6 — y*-cosw,y -cos w,y-dy = — - -

~bj2 ) " 24 4w’
ra a

I, = x:8in W, x°c08 W, x-dx :=--—— \
—af2 ' 4w,
+op2 . b

I, = y-sinw,y cosw,y-dy = - -
—b/2 4w,

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

A fenti integralokat felhasznalva, a (8) kifejezés ismételten sorbafejtett alakja

L-F=—->3X> ”92215 © COS W, X * COS W ¥

u

ahol az EX egyiitthaték a kovetkezbk:

m+/4+n+o l

pFEm,oEn:Ef =32Co,0,0,0,(—-1)" 2 5
w?,

u=m,0=n: E¢ = 2(Awi+Bw?) 4 — (b"wz-{—a2 AR

1 m+,u+2 Cl)2 +w2
UstEm,p=n: Ere = 8Cwmw'u( 1)*—2__.L2“_
((D?n—‘(l)” 2

n+e+2 wi.{_w‘z’)

(0] -0p)*

,u:m,g:#n:E#,"n=8Cw,lw( )z

Hasonléan elvégezve w soraval is ugyanezt a miiveletet, a

w= _22 wﬂezz E;;lgn T COS Wy X " COS WnYy
r e m n
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kifejezést kapjuk, amelyben Ef¢

mn

ugyancsak a (18)—(21) egyenletekhdl sza-
mithaté.

. Ha mar most (17)-et és (22)-t is felhasznalva, hehelyettesitjiik (4)-et és
(5)-6t a (3a—b) egyenletrendszerbe, akkor szétesnek az egyenletek m és n
kiilsnbdzd értékeinek megfelelGen. Egyszertisitve a mindegyik tagban sze-
repld (cos wmx - cos wyy) kifejezéssel, linearis egyenletrendszert kapunk a
Fpp és wy,n egyiitthatékra. Egy (m, n) értékparra ez a kovetkezd alaki lesz:

Fpp(on+op D N 3w, Eff =0, (23)
Q

"

; 16 m+n—2
K w0yt o2+ S 3F B =2 1y7 e (24)

2
o n®mn

Ha a y,ill. ¢ szerinti sorbafejtésekbdl ngyanannyi tagot vesziink szamitasba,
mint az m, ill. n szerintib6l, akkor annyi egyenletiink lesz, ahény ismeretleniink,
tehat megoldhaté az egyenletrendszer.

A metszeterSk ezek utan az ismert

n — *F
X 8y2 2
9% F
ny = o (25a—¢)
Ox*
2 F !
Ny = — ——
e Ox 3y
és
m, = K E;u,
e
. 9w
m, - K%, (25d—f)
dy-
82w
myy = K 2%
0x 9y

képletekbél szamithaték. Pozitiv értelmezésiiket a 3. abra tiinteti fel. (A pozi-
tiv hajlitonyomaték az alsé szalban okoz hizast.)
A metszeterSk részletesen felirt képletei a kovetkezdk:

e ) ‘ )
ne = — MMF_ 0} cosw,x cos oy,
m n
N e a
ny, = — DD F ), cosm,x - cosmy, (26 a—c)
m n
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@ ®: X
ny = — 33 F, 0,050 0,% - sin ,y,
m n
illetve
N N )
my = + K >>w,, o, cosw,x " cosw,y,
m n
= —~ X
m, = + K 33 w,, w,cos0nx " coswny,
< m n
Y A ol >
my = — K 33w, 0,0, sin0,xsin o,y,
S
a. Membraner8k
X
y ’;
g i
n
Ny
b. Nyomatékok
X
y z

mgée7— i
1 2
mw
3. dabra

3.2. Megoldas antimetrikus teher esetére

(26 d—f)

Az 1. abréan vazolt héjszerkezetekre (vagy peremiveikre) mértékado lehet
az x-ben antimetrikus egyenletes teher is (2. abra). Ezt a feladatot is a 3.1.

pontban bemutatott médon oldhatjuk meg. A terhet most

: D=3 22Pmn - sin @, X * €COS W,y
m n
sorba fejtjik, ahol

m.— 2.4, .6; ...és’n:l,3,5...
Ha m=2,6,10, 14..., a p,, egyiitthatok értéke
32 n-1
Pmn:‘zpo(‘l) 2o
a*mn :
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ha pedig m = 4, 8, 12 ..., akkor

Pmn =0, (28b)

A fesziiltség- és lehajlasfiggvényre az antimetrianak megfeleléen most az

F =/ 22 F,,sin 0, x - cos wyy (29)
m n :
és a ’
w o= > w,, sin0,x:cos 0ny (30)
m n

Fourier-sorokat vessziik fel. A (2)—(3) egyenletekbe valé hehelyettesitéshez
szitkséges L operator alkalmazéasaval az

L-F=—223X» F#g{[(A—i—CyZ)wz—}—(B—f-sz)(uz]x
. noe (31)
X sin @, - cos w,y — 4C xy w,0, * cosw,x * sin (oey}

kifejezést kapjuk, ahol

s

€s

A zaréjeles tag sin w,x + cos w,y-alaki Fourier-sorba valé fejtéséhez sziikséges
integralok a kovetkezdk:
Ha ;i 5% m és ¢ 54 n, akkor

af2
I, = x%sin @, x-sin Wy, x - dx =
VO
1 a mtm a gt m (32)
S e S R P S |-
2 | (o, -op) (wﬂ+com)2»
a2
IIOZJ x°COS M, x8In W, x-dx =
0
1 [ a 1tm a vtm (33)
——l (—1)2 —_ (-2 ]
2 | 2w, o) - 2(o, — o)
Ha pedig u = m és p = n, akkor
af2 as a
I :[ x2-sin w, x - sin ,, 1" dx = —— — , (34)
R . i 18 8ol
af2 a .
I, = % €08, x-sinwy x-dx = — . ~ (35)
] 8w,
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Ezeken kiviil fel kell hasznalnunk a (10), (12), (14) és (16) integralokat is. {gy
(31)-nek az aldbbi, ismételten sorbafejtett alakjadhoz jutunk:

LF= -X3E, 33EZ sinwpx-coso,y. (36)
noo m n

Az Ef? egyiitthatékat a kovetkez§ képletek adjdk meg:

m+up+nte+2

pFEm ofn: Eff =32Co,0,0,0,( 1) E) X
1 1 -6
X S L,
o 0k - o
p=m o= nt Eff = 2(Awi+ Bof) + - (Battated) . (8)
m+u 2 2
usFEm,0=n: Ef =8Cop0,( 1)77 - E)ZL"—}.wf‘, ) (39)
} (wm' w;)-
m-+o 42 2 2
p=modn: B =8Co, 0 ( 1) & —2nt% (40)

(0F ol

Az L operatort a w lehajlasfiiggvényre alkalmazzuk, akkor ugyanezekkel az
egyiitthatokkal az

L-w= > D w,, 22 Eig -sinw,, x-cosw,y (41)
m n m n

kifejezést kapjuk. Behelyettesitve mindent a (3a—b) egyenletekbe, szétva-
lasztva a kiilonb6z8 (m, n)-eknek megfeleld tagokat és (sin wpx * cos wny)-nal
egyszerisitve, a kovetkez8 alakiu linearis egyenletrendszert kapjuk az F,, és
W, egyiitthatékra:

an (0)%1’4_0).;,1)2 - D 2‘2‘ Wy E"rlrfn =0, (42)
"oe

K- wmn(w%1+w%)z + 2‘2‘ F;L(_) E, = Pmn s (43)
*ooe

ahol p_. -t a (28a—b) szerint kell értelmezni. )

Most is ugyanannyi egyenletet kapunk, ahany ismeretleniink van, ha a
U, ill. g tagok szidmat azonosnak valasztjuk az m, ill. n tagok szamaval. A met-
szeterbket valtozatlanul a (25)-—(26) képletek szolgaltatjak. Részletesen ki-
irva ezek a kévetkezGképpen alakulnak:

'
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Ry = == 22 anw;)‘l‘mnwmx'coswnys
m n
\ .
n,= — 2O F,, 0 sinw,x-cos w,y, (44a—¢)
m n

Al a : -
Ny =+ 2> Fpp 00, cos 0, x-sin o, y,
m n

[+ N
o

my =+ K 2 > wy, 0 sinw, x cos 0, y,
m n

my =+ K 3 2wy, 0} sinw,x-cos 0,7y, (44d —f)
m n

~ ~ -
my,= + K > > Wy, 0p 0, cosw, 5 sin w, y.
m n

4. Numerikus megoldas

A numerikus megoldas a kézénséges véges differencidk médszerén alapul
(lasd pl. [5]-6t). Ehhez a peremfeltételek alapjin meg kell hatiroznunk a
perem mentén és egy, a peremen til levd (fiktiv) pontsorban F és w értékeit.

a.
o K
Woerem=0 |
&/\kaw.mwﬂ

’ ﬂ\
F best

Fperem =0

Fuiitss™ Freist

4. dbra

A w-re érvényes (2a) és (2b) peremfeliételek szerint w a peremen és a két
szomszédos osztaspont-sorban a 4a. abranak megfeleld értékeket veszi fel (0-
tol kiilonboz6 v esetében is).

Az F fesziiltségfiiggvényt a (2¢) és (2d) peremfeltételek kotik meg. Az
elsé szerint 82F/0s? = 0, azaz F a perem mentén legfeljebb linearisan valtozhat.
Mivel azonban a membranmetszeterdk szempontjahdl érdektelen F-nek kons-
tans és linedris része, ezért F-et az egyszeriliség kedvéért 0-nak vessziik az
egész peremen.

A (2d) peremfeltétel 32 F/on* = 0-val egyenértékii, ami a 4b. dbranak meg-
feleld F-értékeket szabja meg a peremmel szomszédos osztaspont-sorokban.
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Mindezek alapjan tehat csak a peremeken beliil fekvS osztaspontokban
lépnek fel F és w ismeretlenekként. Az egyenletek felirasahoz még sziikség
van a perem mentén és a peremen kiviili pontsorban érvényes F és w-értékekre,
de ezek nem jelentenek uj ismeretlent. fgy pl. 6 X6 résare felosztva a tarto-
manyt, 25 belsd pontunk lesz, azaz 50 ismeretleniink, ami 50 X50-es egyiitt-
haté-matrixd linearis egyenletrendszert jelent.

Az egyenletrendszer A matrixa a kévetkez8 struktiraju lesz (v6. a

(3a—Db) egyenletekkel):

F P Q F 0
25x1 2525 25X35 251 25%1
Al - = . = , 45
[so]xso[w ] ,:R S ] [w ] [I’ ] (45)
- 25x1 25x25  25x35 251 251
Itt az els§ 25 sor a bels§ pontokra felirt (3a) dsszeférhetdséget kifejezs egyen-
letet, a masodik 25 sor pedig a (3b) egyensilyi differencidlegyenletet repre-
zentalja.
Ilyenforman a P,,,; matrix a biharmonikus differenciaoperatorokat,
a —Ry;,; matrix pedig a Pucher-operatornak megfelel§ differencia-operato-
rokat tartalmazza. Ertelemszertien:

Q@ =DR és S = KP.

25x 25 25x25 25x25 25x 25

Az igy particionalt matrixot a Frobenius-mddszerrel invertaljuk [3].
Ennek lényege a kovetkezd:
Irjuk fel az inverz matrixot is az

- (46)

A_1=[Y z]

uy

particionalt alakban. A reciprokmatrix definiciéja szerint A - A~ az E egység-
matrixszal egyenlG: AA~! = E. Részletesen felirva:

.

A-A_1=[PY+QU PZ+QV]=[E o], @)
RY+SU RZ +SV O E
azaz
PY +QU —E,
PZ+@Vv-=o0, (48a—q)
RY+SU = O,
RZ{SV=E.

(48b)-t elolrdl (—RP ~1)-gyel szorozzuk és 6sszeadjuk (48d)-vel:
(S—RP'@)V=E,
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azaz

V= (S —RP-1@)". (49)
(48b)-bél: Z =P (--QV). (50)

Ezzel tulajdonképpen meg is oldottuk a feladatot. Y-ra és U-ra ugyanis
nincs sziitkségiink, mivel a keresett F és w vektorokat az

LRI e

miivelet szolgaltatja, és ebben Y-t és U-t mindig 0-val kellene szorozni.

Ity médon tehat nem kell az egész egyenletrendszer A méatrixat inver-
talnunk, hanem — felhasznalva azt a tényt, hogy a kompatibilitasi egyenletek
jobboldala mindig O — elegend8 az A negyedét képezs rész-matrixokkal né-
hany miiveletet és invertdlast végezniink.

Az egyenletrendszer megoldasat ezek utan visszahelyettesitéssel ellen-
Orizziik. (Az eredmények esetleg tovabb javithaték a Southwell-féle blokk-
relaxalassal [2], azonban nem igazolhatd, hogy ez az eljaras minden esetben
konvergens.)

A kapott F- és w-értékekbdl a (25)—(26) képleteknek megfelel diffe-

rencia-kifejezésekkel szamithatjuk ki minden pontra a metszeteréket.

5. Egy megépiilt héjszerkezet erdjatékanak meghatarozasa

Az elmondottak illusztralasira kozéljiik egy megépiilt héjszerkezeti
csarnok (5. dbra és [4]) metszeterdinek a leirt médszerekkel kiszamitott érté-
keit és osszehasonlitjuk Sket egymassal, masrészt a szerkezet 1 :15 méret-
aranyd modelljén (6. abra) mért eredményekkel. (A modellkisérlet a Budapesti
Miiszaki Egyetem Acélszerkezeti Tanszékének laboratériumaban késziilt,
SziTTNER Antal vezetésével.)

A szerkezet f6 méreteit a 7. abra mutatja. A metszeterdket az egyszeri-
ség kedvéért 0,100 Mp/m? intenzitasi vizszintes vetiiletben egyenletesen meg-
0szl6 teherre vonatkoztatva adjuk meg.

Kiszamitottuk a héj hat metszeter§jét (ny, ny, nyy, my, my, my,) a 8.
alaprajzi abran feltiintetett 16 pontban, mégpedig egyrészt az analitikus méd-
szerrel (3. fejezet), F és w kettds Fourier-sorab6l 2 + 2,3 + 3,4 44655 45
tagot véve, majd a 4. fejezetben leirt differencia-moédszerrel, 6 X6 részre fel-
osztva alaprajzban a héjat. Az eredményeket a 16 pontnak megfelel§en szamo-
zott 5.1.—85.16. tablazatokban allitottuk éssze a szimmetrikus (totalis) teherre,
az A.1.—A.16. tdblazatokban pedig a 2. dbrianak megfeleld antimetrikus
teherre.
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6. dbra. A modell fényképe

Miiszaki Tudm’na'n'\' 43, 1970




NEGYEDRENDU FELULETU, EGYENES PEREMU HAJLITOTT HEJ SZAMITASA

7. dbra

T
2 |6 |0 |u

X=a/6

E

["2]

o

g | 5 o fsxo0,,

:

e

%w,b_ﬂmﬁn st SR e

8. dbra
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A jobb attekinthetdség kedvéért diagrammban is feltiintettiik a (pon-
tosnak tekintett) differencia-médszerrel kapott metszeterdk eloszlasat a héj
egész teriiletén, valamint a w lehajlas és az F fesziiltségfiiggvény értékeit is,
mégpedig a 9—16. dbrakon a szimmetrikus (totalis), a 17—24. abrakon pedig
az antimetrikus teherre.

0
26 0,07 2,77_mmlg
256, 18 4,90
-3,10 0,32 5,71 0 &
-256 018 4,90 e
-126 07 297 0
0
’(C
9. dbra. Szimmetrikus teher, w
0
V3% ) -46,6 - 36, Ny27 | Mem
-78,23  |-6245% “—2),92 0
-8926  |-7194 -28, 0
-7823  |-6245 —24,’94. N
-46,61 —3@ /—/u.47 0
10
«

10. dbra. Szimmetrikus teher, F

A modellkisérlet soran csak a héj kozépvonalaban (az x tengely mentén)
mértiikk az my és m, hajlitényomatékokat, mégpedig szimmetrikus totalis
teherre, valamint féloldalas teherre (mivel az antimetrikus terhet igen nehéz
lett volna eléallitani). Ezért a modellkisérlet eredményeit az x tengely mentén
felvett hossziranyd metszetben felrajzolt m, és m-abrakban hasonlitottuk
ossze a differencia-médszer eredményeivel, valamint az analitikus médszer
2 4 2 és 5 + 5 taggal kapott nyomatékaival (25—28. abrak). A modellkisérlet
mérési adatait egyenes vonalakkal kotottiik ssze, a szamitashol kapott diag-
rammokat viszont — a 9—24. abrakhoz hasonléan — gorbe vonalakkal ab-
razoltuk.
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T T el

167

0/ 0 0
—1,08/'// ~3,034 -4,462 153,034 N1, Mp/m
-1,983 -4,946 -6,119 -4946 -1,9
~2:370 -5,646 - 6,563 —5,647 -2,3 S B8
x
(-
11. @bra. Szimmetrikus teher. n,
0
-0,871 -0497 J|+0328 0 Mp/ m
-1336 -0920 ||+0532 0
-1,466 1,088 | [+0597 0 -
x
-1,336 0,920 | [+0532 0
-0,871 —0497 }[+0328 0
0
o«
12. dabra. Szimmetrikus teher, ny,
+1.84 +2,04 +161 Mp/m
-10-5 +1495 +1,752 +1,40
-10% +0,785 + +0,7%
+10-5 0 0 0
x
+10-5 0,785 74
+10-5 -1%95 —&52 -1
—1L‘ ?-IA 1,61 0o
{{ &=

13. dbra. Szimmetrikus teher, nyy
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0 0 0 0 0 0
+00247_+=U0061__|-0,020 100061 |+0,0247 |Mpm/m
00+
+0.0451/—0,ﬁ1:_-01021i ME\ + 0,0451
\/— - Pl N
+0,0830,-1-00147 |-00250  [NugisN |+ 00530
Ry i e
A wo
A NG/
<
14. dbra. Szimmetrikus teher, m,
0
+0,0010 {_|[+001 +0,0204 _|Mpm/m
-0p243 -mfas 400419 |0
-0,03 0091 |+00512  |q
»x
-00243 0033 |+00419 |0
_A20,0010 +obm +0,0204 o
0
15. dbra. Szimmetrikus teher, my,
245033 ) -00242 _-00004 __+00330 Mpm/m
b : +10-6 -0,0p23 —o.o‘ms +0,0284
+10-6 o2 || +0,0176
+10-8 0 0
s >
10~ 0,012 [+0,0011  |-ON176
-10-6 / +0,0223 ||+00005  |-002%
[ +0,0242 + 0,0004 -0,0
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0 0 0 0 0 0
q -37 -5,07\\ 0 5,07 371 mm
/ - 71 -7,81 \ 0. 7,81 71

/
=851 -862 0, 8,62 8,51

4 N i

(C

17. d@bra. Antimetrikus teher, w

0 0 0 / 0 0 0
AL

64,04 38,62 0/ -3862 -64,04 Mpm

110,14 62,61 0 / -6261 110,14

12697 7@ —70,46 126,97

18. ébra. Antimetrikus teher, F
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0 0 0 0 //0
v

0
5,333 4,354 o -4,354 -5,333 Mp/m
8,710 4,802 0 / -4.802 -8,711
\ 10010 4,669 o/ -4,669  |-10010
\ ///
A 7
lc
19. dbra. Antimetrikus teher, n,
.
0 0 0 0 0 0
+3789 5599 -5,597 -3,789 Mp/m
+6,678 +6,394 / 6,390 -6,679
+7,77 45,916 ( 5,910 29972
>

\\‘\ L
NN

LEL R
le

M
20. abra. Antimetrikus teher, n,
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23. dbra. Antimetrikus teher, m,,

B - -361 +217 +655 Mp/m
\ / —3.514/ -3,091 \+1,757 +6,21
\ / -UJ -17 Naga +3,54
0 A
+1787 +1,766 \o8s3 35
AV
N +35 +3,001 -1ys7 |62
X\ / +1./35 +361 <21 -655
b
21. dabra. Antimetrikus teher, Ny
Ry i 0
L
76,0106 002 0 0,0291 00106 __IMpmym
/ -0,0289  |-00384 \[0 0Q8L e
003%™ |-0039% \[0 \—-1039/1. on;j; i
\ // >
S
lcc
22. dbra. Antimetrikus teher, m,
0 0 0 0 0
e \
-0,0100 10743 \ 00743 0,0100 Mpm/m
-0,0632 -010%9 0 00608 80632 >
-00889  |-00515 0\ 0,051 0,0889 =
03 i
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-0,0607 -0,0222 +00304  +00445 Mpmym
\ -Q04567 —ﬂﬂ& +0N0234 +0,0425
\ o | -QJQ\ +001 +0,0287
0 0
x
+0,0212 +0,014 3 -OND 106 -0, 7
NN AT ik e -0,042
l +0 +0,0222 0.0 F0,0445
24. dbra. Antimetrikus teher, m,,
p =100 kp/m? (totdlis)
I T T T
my{kpm/m) a/2- ,
-30 +
i
_20 - //T:,.’
-10 + ///;*"‘_é‘:s_
"G
X P
.. modell
+10 .
+20 1
+30 4
+40 1
+50+

Miiszaki Tudomdny 43, 1970




NEGYEDRENDU FELULETU,

p=100 kp/m? (totalis)

EGYENES PEREMU HAJLITOTT HEJ SZAMITASA

g

173

IHIHIIIIIIlIIIUHHIIHHIIIIJII
mg(kpm/m) e
w -
20+
_10 B
x -
+201 \\ %
W
#30F \\.\_
+401 \\\-\ "/ 4
\p //\ Diff
+50 L e _
26. dabra

p =100 kp/m? (féloldalas)

odell

SR L EI LI VIR
a2 a/2 -
Di
my (kpmércr;)L _ /_ﬂ_ modell
P S
-20t 5 R s 545
it R
X~ e S~ =
Q x// 2 2 \\ //
? s * e
+201 R F
R Diff 4
=0\
+L0T \\\73.' K VD
+60+ ot S
modell
27. abra
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p=100 kp/m? (feloldalas)

REBUSIR IR UAR
a/2 /2 J
my (kpm/m) % B
-60+ 545 2+2
-L0+ AT P A-‘.."".
S e \.\'\
0] A i S
,..-'/;//A -------- o ?\:Q
X L ./.// g - ~%
"..\_\\ - ,; 7 Diff
+20 13\ B modell
401 -._..\\ Dif 4//
RN o~
AR 75
+60 5 N N P~
\. \\ ‘/:'
+80+ el eB¥b
+100+ Ll e
28. dbra

A tovabbiakban a differencia-médszert fogadjuk el ,,pontos megoldds”-nak,
s ehhez viszonyitjuk az analitikus megoldast. Ily médon az eredményekbdl
az alabbi kovetkeztetéseket vonhatjuk le a hemutatott médszerek elényeire és
hétranyaira vonatkozéan:

A differencia-médszer hatranya nagy gépidé-sziikséglete (példankban
2—3 Elliott 803-as gépora).

Az analitikus médszer kevésbé pontos, de mar a 2 4+ 2 taggal szamitott
megoldas is j6 kozelitést nyiijt, kiilonosen a maximalis igénybevételek értékére.
A tagok szamanak nivelésével csak lassan né a pontossag. A legnagyobb el-
térést az A.2., A.6., A.10. tablazatok n,-értékeiben, valamint az A.15. és A.16.
t ablazatok n.,-értékeiben talaljuk. Ennek egyrészt az a magyarazata, hogy
ezek a helyek nem maximumok, hanem itt emelkedik a gorbe 0-tél a maximum
felé. A gorbének ez a szakasza tehat a kétféle szamitas szerint mintegy el van
tolédva egymastol. Masrészt itt jelentkezik az, amit az analitikus médszer
konvergenciajara fent mondottunk: még 5 + 5 taggal sem tudunk pontos
eredményeket kapni, legalabbis nem minden pontban. Mas, ésszehasonlité
szamitasok is azt mutattik, hogy csak mindkét iranyban kb. 12—15 taggal
ériink el valéban ,,pontosnak’ mondhaté eredményt.

A sziikséges gépidd (példankban)

242 taghoz 34 perc
3+3 taghoz 68 perc
444 taghoz 3040 perc
5-+5 taghoz 90125 perc, azaz mar majdnem eléri a

differencia-médszer gépidejét.
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Lathatjuk, hogy az analitikus médszer f6 eldnye: igen kis gépid§-sziik-
séglettel (242 taggal) is mar j6 kozelit értékeket szolgaltat. Véleményiink
‘szerint tehat kozelits, eldzetes szamitasokhoz hasznalhatjuk elényésen.

TABLAZATOK

A metszeterdk kiilonb6z6 modszerekkel kapott szamértéke, a 8. abran

jelzett pontokban.
Magyarazat:
242
343 Az analitikus megoldas Fourier-sorabél figyelembe vett tagok szama.
sth.
Diff A differenciamédszerrel kapott megoldds..
Ny, Ny, ny, Mp/m dimenziéban,
my, My, myy Mpm/m dimenziéban értendd.

S.1.—S.16. tablazatok
Metszeterok 100 kp/m? szimmetrikus totalis teherre.

S.1. tablazat

x =0y =10
ny ny, Ny my my Mgy
24-2 —1,115 —2,186 0 —0,0337 —0,0363 0
3+3 —6,000 —1,044 0 —0,0054 —0,0289 0
444 —6,216 —1,272 0 —0,0344 —0,0351 0
545 —5,972 —1,249 0 —0,0151 —0,0312 0
Diff. —6,563 —1,466 0 —0,0250 —0,0338 0

S.2. tablazat

x=al0, w=0
ng ' ny Ny my my, Mgy
2-4-2 —5,485 —0,814 0 +0,0011 +0,0016 0
545 —5,406 —1,001 0 —0,0101 —0,0132 0
Diff. —5,647 —1,088 0 —0,0147 —0,0091 0

S.3. tablazat

x=af3 y=10
ng ny gy my my Mgy
242 —2,386 -+0,775 0 +0,0357 -+0,0391 0
343 —2,723 +0,571 0 +0,0736 +0,0554 0
444 —3,235 —0,012 0 +0,0576 +0,0504 0
545 —3,388 +0,219 0 -+0,0346 40,0459 0
Diff. —2,370 +0,597 0 +0,0530 +0,0512 0
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S.4. tablazat
x=al2, y=10

Minden metszeterd zérus

S.5. tablazat

x= 0, y=>b/6
! ] |
: ny i ny ey ] my my, My
U P - —-— a R Ao . -
2-+-2 —6,611 —1,924 0 [ —0,0276 ’ —0,0138 0
545 —5,776 —1,255 0 | —0,0134 —0,0218 0
Diff. —6,119 1,336 0 | —0,0215 —0,0243 0
! |
S.6. tablazat
x = af6, y = bj6
l ny ny, Ry ’ my ’ my, myy
T T
242 —4,978 | --0,709 1,090 = 40,0011 | --0,0075 -+-0,0189
545 -4,871 | —0,967 —0,593 | —0,0083 | —0,0035 40,0147
Diff. | 4,946 ;- 0,920 - 0,785 —0,0121 © —0,0033 +0.0142
S.7. tablazat
x = a/3, y=b/6
] _ | | ‘
. 4 o 717 7 zy J £3 f ] l zy
242 — 2,012 l 10,696 © —1,051 ’ ~0,0294 ' +0,0268 0,0007
545 ©  —2,489 +0,526 - 1,356 40,0300 | 40,0351 -~0,0232
Diff. | —1,983 40,532 1 —0,999 | 40.0451 | - 0.0419 =-0,0011
S.8. tablazat
x=al2, y=21b
1’ n: % ny J "zy i B z ‘l nly | mzy
2+2 | 0 0 ‘ 10,732 ! 0 0 L _0,0202
545 | 0 0 —0.623 0 0 L 0,0539
Diff. | 0 0 -0,740 0 0 L —0.0176
S.9. tablazat
x=40, y=1»5/3
ng 1 I Nay ' my my T Mgy
242 4,335 -1,146 0 —0,0141 40,0123 0
545 | —4,556 --0,991 0 -0,0092 +0,0048 0
Diff. | —4,462 . —0,871 | 0 —0,0120 +0,0010 0
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S.10. tablazat
x=aj6. y=>5/3

177

ny ny Azy mg my J mgy
. : o . S
242 —3,137 —0,413 —2,061 ' +0,0007 -+0,0114 -4-0,0238
545 —3,133 -—0,690 —1,359 —0,0049 40,0148 40,0264
Diff. -—3,034 --0,497 —1,495 —0,0061 -+-0,0100 +0,0223
S.11. tablazat
x=af3, y=1>5/3
ny ny ‘ ! nay my ! my, ’ may
R e ] _ - - — R S
242 —1,098 +0,430 —1,878 | 10,0153 5 -+0,0074 —0,0028
545 —0,894 +0,780 —1,749 ; 40,0197 { -+0,0191 +0,0260
Diff. —1,078 -+0,328 —1,752 ; 4-0,0247 l +4-0,0204 -4-0,0005
$.12. tablazat
x=af2, y=b3
| 1 T
| ny ny Ny . my l my mMyy
1 . — i [ _
|
2+2 0 0 --1,193 0 | 0 —0,0287
545 0 0 —1,968 o | 0 —0,0758
Diff. 0 0 — 1,400 0 ’ 0 —0.0294
S.13. tablazat
x=0, y=0>b/2
Minden metszeters zérus
S.14. tablazat
x=al6, y=b/2
] | ! !
ny n, I ngy my { my ‘ may
242 0 0 —2,480 0 ! 0 -1-0,0224
545 0 0 —1,844 0 I 0 . 40,0243
Diff. 0 0 —1,840 0 1 0 I 1.0,0242
S.15. tablazat
x=af3, y=1>52
| : i
i ng ny ' nzy my my, ‘. may
2-4+2 0 0 —2,202 0 0 ! —0,0042
545 i 0 0 —1,246 0 0 40,0163
Diff. 1 0 0 | —2.,040 0 0 +4-0,0004
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$.16. tablazat

x=af2, y=b/2

ny ny nzy ™, my may,
242 0 0 —1,334 0 0 : —0,0296
343 0 0 —1,916 0 (i} | —0,0596
4-4-4 0 0 —2,887 0 0 . —0,0676
545 0 0 —3,508 0 0 I —0,0663
Diff. 0 0 —1,610 0 0 ] —0,0330
A.1.—A.16. tablazatok
Metszeterok 100 kp/m? antimetrikus teherre. (2. dbra)
A.l. tablazat
x=0, y=20
Minden metszeterd zérus
A.2. tablazat
x=uaf6, y=10
ng ny ; Ry my my, May
2+2 —3,920 +0,830 0 —+0,0364 +0,0142 0
545 —4,010 -—0,186 0 . -+~0,0498 -+0,0679 0
Diff. — 4,669 —5,910 0 L 40,0394 40,0515 0
A.3. tablazat
x=4ea/3, y=0
ny ny Ny my my, My
242 —10,429 —10,049 0 +0,0587 -+0,1464 0
3+3 —10,307 —10,051 0 -+0,0451 -+0,1168 0
444 — 9,496 — 1,957 0 -+-0,0580 -+0,1116 0
55 — 9,727 — 17,581 0 -+0,0717 -+0,1089 0
Diff. —10,010 — 1,772 0 +0,0379 +-0,0889 0
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A.5. tablazat

x=0, y=>blb

179

r,.z

| | | |
ny gy my { my mgy,
- _ |
24-2 0 ‘ 0 i 40,723 0 : 0 | -0,0021
5+5 0 1 0 -+1,118 ‘ [ 0 i -+0,0317
hff. 0 i 0 \ +1,787 ' 0 0 ‘ 40,0212
j ' |
A.6. tablazat
x = af6, y = b6
‘ ny E ny ! Ny my ny l Mgy
242 { —5,134 +0,448 £ 2,915 ¢+ --0,0468 -+-0,0750 40,0366
5+5 —4,488 —0,269 42,084 -+0,0481 -+0,0795 +0,0253
Diff. ‘ —4,802 —6,390 1,766 | --0,0384 -i-0,0609 40,0143
A.7. tablazat
x = af3, y=bj6
' ny ~ ny, ! nzy ‘l me my myy
242 9,082 | —8546 ' —0,362 j 40,0359 10,0702 40,0010
545 —17,995 - 6,419 ~-0,741 -+0,0777 -+0,0841 +0,0107
Diff. —8,711 ‘ - 6,679 -0,893 ! -+0,0289 +0,0632 —0,0106
|
A.8. tablazat
x= af2, y=b/6 .
’ ny i ny ngy my my myy
2+2 0 0 —5,829 0 0 —0,0731
5+5 0 ‘ 0 — 6,767 0 0 —0,1037
Diff. 0 i 0 — 3,540 0 0 —0,0287
A.9. tablazat
x=:0, y=25/3
ny . ny :i iy ’ my { my Mgy
- ! . . R P -
| |
242 0 0 | 2754 | 0 0 40,0675
545 0 [1} I -+2,893 0 0 -+0,0751
Diff. 0 0 --3,514 | 0 0 40,0467
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A.10. tablazat
x-=al6, y=0b/3

ny ! n i n, . my ! m my,
i 14 ] £ i ’ ¥ Y
242 4,973 20,054 ' 44,817 40,0447 50,1158 ' -1 0,029
545 4653 - 0,358 : 4,014 +0,0370 | +40.1017 | +0.0368
Diff. —4.354 —5,597 +3.091 | - 0.0291 -0.0743 | +0.0212
A.11. tablazat
x - af3. y=1¥b/3
1
gy 1 ny | Ny ) my my Myy
219 —5,301 | 4,752 ~1,377 +0.0035 --0.0247 —0,0337
545 5,830 —4,077 0,249 40,0695 | - 0,0156 —0,0520
Diff. ~-5,333 . 3,789 1757 | 40,0106 | 40,0100 ~0,0234
A.12. tablazat
x = a/2, y=bj3
n, J ny ‘ Ny my my . ey
2.9 0 1 0 | 9,634 0 0 I —0,0591
545 0 | 0 l -11,419 0 0 i —0,0448
Diff. 0 ; 0 | — 6,210 0 0 i -0,0425
|
A.13. tablazat
x=10, y=>5b/2
n n i n ] m. 1 m, ! m
x ‘ v : Ty i X : 'y ; Iy
' g |
242 0 | 0 14,047 0 0 © 40,1189
545 0 » 0 | 43,636 | 0 0 40,1146
Diff. 0 i 0 44,350 0 0 +0.0607
|
A.14. tablazat
x==af6, y=>/2
ny ' ny, oy ! gy : my ' Mgy
242 0 0 1 +4-5,429 ! 0 ! 0 % 40,0147
545 0 0 , +4,690 0 | 0 40,0309
Diff. 0 0 43,610 0 0 P 400222
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A.15. tablazat
X =10/3,: 5 =02

; R ny, Rzy mg E ny Myy
i i K e G -7
242 0 0 —2,024 0 l 0 —0,0595
545 0 0 —0,619 N 0 —0,1456
Diff. 0 0 —2,170 0 , 0 —0,0304
A.16. tablazat
Xi=gf25 yi==h/2
ny ny, Ngy my my may
242 0 0 | 10,858 0 0 —0,0293
3+3 0 0 [ ih N 0 0 +0,0280
|
444 0 0 | —12,164 0 0 +0,0856
545 0 0 | —11,778 0 0 +0,1147
Diff. 0 0 | — 6,550 0 0 —0,0445
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Bending Analysis of a Symmetrically or Antimetrically Loaded Straight-Edge Shell with
Surface of Fourth Order. The equationis of shell structures formed with surfaces of higher than
the second order, are of variable coefficients. The difficulties arising herefrom may be overcome
either by using a special analytic method or by applying the difference-computation. These
two methods are presented first in general use, and then on the specified data of an executed
shell structure also checked by means of a model test. Besides the numerical comparison the
two procedures are also theoretically, evaluated. i

Berechnung einer gebogenen symmetrisch und antimetrisch belasteten Schalenfliche
vierter Ordnung mit geraden Rindern. Die Gleichungen. von Schalen, die mit einer Oberfliche
von hoherer als zweiter Ordnung ausgebildet sind, haben veriinderliche Koeffizienten. Die
daraus entstehenden Schwierigkeiten konnen entweder mit Hilfe einer speziellen analytischen
Methode oder der Differenzenrechnung iiberwiiltigt werden. Der Verfasser fiihrt diese zwei Ver-
fahren vor, und zwar erstens im allgemeinen Gebrauch und dann mit den konkreten Angaben
einer schon ausgefiihrten Schalenkonstruktion die auch mit einem Modellversuch kontrolliert
wurde. Ausser der numerischen Gegeniiberstellung wurden die zwei Methoden auch theoretisch
ausgewertet.
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