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[BeØrkezett 1970. jœnius 11-Øn] 

Jelen tanulmÆny a gömbhØj Øs egy hozzÆrendelt forgÆsparaboloidhØj membrÆnØról 
közt Ællapít meg kapcsolatot. A gömbhØjhoz rendelt forgÆsparaboloidhØj forgÆstengelye a 
gömbhØj közØppontjÆn megy Æt Øs közØpfelületØnek tengelypontbeli görbületi sugara kØtszer 
akkora, mint a gömbhØj közØpfelületØnek sugara. A gömbhØj közØpfeíületØn fekvı pontok 
stereografikus vetületØnek a forgÆsparaboloidhØj közØpfelületØnek azon pontjai felelnek meg, 
melyek tengelyirÆnyœ vetülete a gömbi pontok stereografikus vetületØvel egyezik. A stereo-
grafikus vetítØs a gömb közØpfelületØnek a forgÆsparaboloidhØj tengelyØvel való metszØs-
pontjÆból törtØnik. Az egymÆssal vonatkozÆsba hozott kØtfØle hØj feszültsØgi Øs terhelesi 
viszonyai közt fennÆlló kapcsolat cØlszerßen felhasznÆlható egyes kerületi ØrtØkfeladatok meg-
oldÆsakor. 

1. BevezetØs 

Ez a tanulmÆny a gömbhØj Øs egy alkalmas módon hozzÆrendelt forgÆs-
paraboloidhØj (a tovÆbbiakban röviden: paraboloidhØj) külsı Øs belsı erıi 
közt Ællapít meg kapcsolatot. A szóban forgó kapcsolatok segítsØget nyœj that -
nak az egyik hØ j fa j tÆ ra vonatkozó egyes feladatok megoldÆsakor, ha a mÆsik 
hØjfa j tÆra vonatkozó analóg feladat megoldÆsa ismeretes. 

2. A gömbhØjra vonatkozó adatok 

A tÆrgyalandó gömbhØjak közØpfelületØn fekvı pontok helyzetØnek 
leírÆsÆra oly 0(#, æî) g�mbi koordinÆtarendszert vezetünk be, amelynek 
0 kezdıpontja a gömb közØppontjÆban van (1. Æbra). E koordinÆtarendszer 
æî = 0 tengelye függØlyes. E tengelynek a hØj közØpfelületØvel való felsı 
metszØspontjÆt Z zenitpontnak, alsó metszØspontjÆt N nadirpontnak nevezzük. 
A hØj közØpfelületØnek # = konst vonalait meridiÆn vonalaknak, æî = konst 
k�reit pedig szØlessØgi köröknek (paralel köröknek) hívjuk. A hØj közØp-
felületØn fekvı pontoknak az æî == 0 tengelytıl mØr t tÆvolsÆgÆt r betßvel, 
a gömbhØj sugarÆt pedig r betßvel jelöljük. 

* Dr. Csonka PÆl, Budapest XI. Bartók BØla œt 31. 
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308 CSONKA P`L 

A gömbhØj közØpfelületØn fekvı pontoknak az N pontból az Z pontbeli 
Ørintısíkra való vetülete a gömbhØj ßn. stereografikus vetülete. A gömbhØj 
közØpfelületØn fekvı A pont stereografikus vetülete A3 (2. Æbra). 

A vetületi síkban fekvı pontok helyzetØnek rögzítØsØre a Z(r ’ , �&) polÆris 
koordinÆtarendszert vezetjük be. 

A gömbhØjra ható terhelØskØnt megoszló erıket tØtelezünk fel. E meg-
oszló erık meridiÆn irÆnyœ, szØlessØgi irÆnyœ, illetve a hØjnormÆlis irÆnyÆba 
esı erıalkotóinak a hØj közØpfelületØnek területegysØgØre vonatkoztatot t 
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1. Æbra. Az ˛ (ft, æî) g�mbi koordinÆ tarendszer 

2. Æbra. Az A p o n t Øs s tereograf ikus ve tü le te 
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fa j l agos Ø r tØkØ t a 

Pi � P`#> æî), 

Pi = <»), (1) 

—ç = —ç(#> 

t ehe r függvØnyekke l je l lemezzük. 

3. A paraboloidhØjra vonatkozó adatok 

A gömbhØ j j a l analógiÆba Æ l l í tandó pa rabo lo idhØ j forgÆstengelyØrıl 

k i k ö t j ü k , hogy az a gömbhØ j ZN tengelyØvel essØk egybe. 

A fo rgÆsparabo lo idhØ j közØpfelüle tØn fekvı p o n t o k helyzetØnek leírÆsÆra 

oly Z"(r’, {}, z) hengeres koord inÆ ta rendsze r t a l ka lmazunk , melynek z tengelye 

az 0(#, æî) g�mbi koord inÆ ta rendsze r ZN tengelyØvel azonos, pozi t ív Æga pedig 

lefelØ i rÆnyul . E koord inÆ t a rendsze rben a gömbhØ jhoz rendel t pa rabo lo idhØ j 

közØpfe lü le tØnek egyenle te 

2 = � r ’ 2 . ( 2 ) 
4 R Ó ’ 

E parabolo idhØ j közØpfelüle tØnek görbület i sugara az r ’ = 0 p o n t b a n 2jR, 

t e h Æ t kØtszer a k k o r a , mint a gömbhØ j közØpfe lü le tØnek sugara. 
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3 1 0 CSONKA P`I. 

A gömbhØjjal analógiÆba Ællítandó paraboloidhØjon a gömb közØpfelü« 
lØtØn fekvı a pontnak a paraboloidliØj közØpfelületØn fekvı a" pont felel 
meg (3. Æbra). E pont alaprajzi vetülete azonos az A pont stereografikus vetü-
letØvel. 

A gömbhØjra ható teherrendszert a paraboloidliØjra ható p’ - p’(r’, -&) 
teherrendszerrel hozzuk vonatkozÆsba. E teherrendszer sugÆrirÆnyœ, szØles-
sØgi irÆnyœ, illetve függØlyes erıalkotóinak az alaprajz területegysØgØre vonat-
kozta tot t fajlagos ØrtØkØt a 

A gömbfelület Øs stereografikus vetülete, mint ismeretes, konformis 
alakzatok. Ebbıl következik, hogy a gömbfelület adott A pont jÆn Ætmenı 
felületi vonalelemek tØnyleges hosszÆnak Øs vetületi hosszÆnak arÆnya az illetı 
vonalaknak irÆnyÆtól független, csupÆn a z tengelytıl mØrt tÆvolsÆgtól függı 
ØrtØk. Ezt az arÆnyszÆmot, vagyis a tØnyleges Øs a megfelelı vetületi hossznak 
hÆnyadosÆt ds/ds’ betßjellel jelöljük. 

A ds/ds’ viszonyszÆm nyilvÆn azonos az r Øs r sugarœ körök (4. Æbra) 
kerületØnek hÆnyadosÆval, vagyis 

P˝ = P˝(r’s 

P˝ = P’`T’s Ù 

—ç = Pí(r\ V) 

(3) 

telierfüggvØnyekkel jellemezzük. 
V 

4. Geometriai összefüggØsek 

ds 2nr 

ds’ 2 œr ’ r 

r 

4. Æbra. Geometriai összefüggØsek 
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Amile 
r : r ’ = (R + R cos æî) : 2R, 

ds 1 + cos æî 
= � . (4) 

ds’ 2 

A fenti kØpletben szereplı cos æî ØrtØk meghatÆrozÆsÆra a 4. ÆbrÆból 
leolvasható 

æî r ’ 
t an �- = 

2 2 R 

összefüggØsbıl indulunk ki. Innen 

æî � r ’ 
2 t a n � 2 

2 2 ß 4 ß r ’ 
tan æî = = , (5) 

, Ñ˛ , r ’2 4R2 - r’2 

1 � t a n 2 1 
2 4É ’ 

s így 
cos æî = 

+ tan 2 æî 

4 R2 

16 R-

(4>R- - r’2)2 

V16ß4 + 8˜2 r’2 + r’* ’ 

illetve egyszerßsítØs utÆn 

cos æî = � . (6) 

4 ß 2 + r ’ 2 

Ugyanekkor 

sin æî = Ó í � cos2 æî = � , (7) 
4K2 + r’2 

s ezert 
d � AR2r r = R sin æî � . (8) 

4ß2 + r’2 

À (6) kØplet birtokÆban a keresett ds/ds’ viszonyszÆm: 

ds 4 R-

ds’ ˝R- + r’2 
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TermØszetesen ugyanezen viszonyszÆm fejezi ki a meridiÆnirÆnyban 
mØrt R-dco vonalelemnek Øs az 5. ÆbrÆn dr’-vei jelölt sugÆrnövekmØnynek az 

rÆnyÆt is, vagyis 
R � dco 4 R2 

dr’ 4 R2 + r" 

Innen 

5. Æbra. Geometriai összefüggØsek 

dr’ 4 R2 + r’2  

Ilm ~ 4 R 
(9) 

5. A gömbhØj egyensœlyi egyenletei 

Jelöljünk ki a gömbhØj közØpfelületØn egy A pontot Øs hasítsunk ki a 
hØjból ezen A pont környezetØbıl egy olyan elemi hØjrØszt, melynek közØp-
felületØt a û és $ d-d meridiánívek, valamint az Ł Øs î J dco szØlessØgi 
körök hatÆrol jÆk (6. Æbra). 

A kihasított hØjelemre ható feszítı erıknek az egysØgnyi metszethosszra 
vonatkoztatot t fajlagos ØrtØkØt 

nr, nr&, nºr, n» 

betßkkel jelöljük. Ezek közül 
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A kihasított hØjelemre ható erık egyensœlyÆt a meridiÆnirÆnynak, a 
szØlessØgi irÆnynak Øs a hØjnormÆlis i rÆnyÆnak megfelelıleg az alÆbbi hÆrom 
differenciÆlegyenlettel fejezhetjük ki. 

5.1. Egyensœly meridiÆnirÆnyban 

A meridiÆnvonal irÆnyÆban ható erıalkotók egyensœlyÆt kifejezı 
egyenletben szerephez ju t : az Nr r � dû derØkerı növekmØnye 

� (Nr r � dû) dm ; 
Ýæî 

az Ner R • dm nyíróerı növekmØnye 

a kØtoldali Nö R � dco derØkerık eredıjØnek, vagyis az Nf) R � dw � dû erınek 
meridiÆnirÆnyœ alkotója 

�N& R � dm � dû • cos æî; 

vØgül a hØjelemre ható külsı erı meridiÆnirÆnyœ alkotója 

pxr � dû • R • dm. 

I 

6. ábra. A g ö m b h é j 2Vr, Nrj>, Nir, m e t s z e t e r ı i 

dû 
— (Nir R • dm) dû ; 
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A szóban forgó egyensúlyi egyenlet tehát 

— (Nrr • dû) dco + — (Ntr R • dm) dû -
9 æî dû 

— NfR dm • dû • cosco + pl r • dû • R • dm = 0 . 

Ez az egyenlet a (10) összefüggés figyelembevételével és R • dû -dm-val való 
egyszerßsítØs u t Æ n így alakul: 

– X L ( r N r ) + - N,eoSm + rPl = Q. (11) 
R dm dû 

5.2. Egyensúly szélességi irányban 

A szélességi körök irányában ható erık egyensœlyÆt kifejezı egyenletben 
szerephez ju t : az R � dm derØkerı növekmØnye 

� ( N i R d m ) d û ; 
dû 

az Nr# r • dû nyíróerı növekmØnye 

�� (Nr{ r � dû) dm ; 
9co 

a kétoldali Ntr R • dm nyíróerık vízszintes vetületØnek eredıje 

Nör R � dm � cos m � dû; 

valamint a héjelemre ható külsı erı szØlessØgi irÆnyœ alkotója 

p2r � dû • R • dm. 

A szóban forgó egyensúlyi egyenlet tehát : 

— (NtR- dm) dû+— (Nri r • dû) dm + 
dû 9 æî 

+ Ntr R � dm � cosco � dû + ð.ªª � dû • R • dm = 0 . 
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Ez az egyenlet a (10) összefüggØs figyelembevØtelØvel Øs RM- dco-val való 
egyszerßsítØs utÆn a következıkØpp írható: 

+ � � (ª¸ˆ�) + ¸ˆª#-æîâþ + ª ¸ = - 0 . (12) 
dê R 8 æî 

5.3. Egyensœly a hØjnormÆlis irÆnyÆban 

A hØjnormÆlis irÆnyÆban ható erık egyensœlyÆt kifejezı egyenletben szerephez 
ju t : a kØtoldali Nr r � db derØkerık eredıje 

Nrr � db � dco; 

a kØtoldali N„ R � dco derØkerık eredıjØnek, vagyis az R � dw � db víz-
szintes erınek a hØjnormÆlis irÆnyÆba esı alkotója 

N„ R � dco � dl) � sin æî; 

valamint a hØjelemre ható külsı erınek a hØjnormÆlis irÆnyÆba esı alkotója 

p3r � db � R � do>. 

A szóban forgó egyensœlyi egyenlet tehÆt 

Nr r � dí) � dco + N’,., R � dco � d# � sin æî + p3 r � dó • R • dco = 0, 

illetve dê • dw-val való egyszerßsítØs utÆn 

rNr -f RN# sin æî + R rp3 = 0. 

`mde 

R sin æî = r, 

miØrt is a szóban forgó egyensœlyi egyenlet így módosítható: 

–(Nr + N,) + p3 = 0. (13) 
R 
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6. A paraboloidhØj egyensœlyi egyenletei 

A gömbhØj közØpfelületØn kijelölt A pontnak a vetületi sikon az A’ 
pont , a paraboloidhØj közØpfelületØn pedig az pont felel meg (3. Æb-
ra) . 

Hasítsunk ki a paraboloid A" pont jÆnak környezetØbıl egy olyan ele-
mi hØjrØszt, melynek közØpfelületØt a & Øs # -f- d& meridiÆnívek valamint 
az r’ Øs ª + dr’ szélességi körök határolják (7. ábra). E héjrész »középfe-
lületének a vetületi sikon egy r'dû. dr' területß elemi körgyßrß-szektor 
felel meg, mely � stereografikus vetítØsrıl lØvØn szó � alakra nØzve a gömb-
hØj vizsgÆlt elemi rØszØnek közØpfelületØhez hasonló. 

A kihasított hØjelemre ha tó feszítıerıknek az egysØgnyi metszethossz-
ra vonatkoztatot t fajlagos ØrtØkØt 

n;, n;9, n;� n; 

betßkkel jelöljük. Ezek közül 

n/r = k i (14) 

A hØjelemre ható feszítıerık alaprajzi vetületØnek a hØjelem oldalÆnak alap-
rajzi hosszÆra vonatkoztatot t fajlagos ØrtØkØt � az ßn. redukÆlt feszítıerıket � 

n’r, n’rb, n’ör, 

betßjelekkel lÆ t juk el. A tØnyleges feszítı erık a (2) alattiak figyelembevØtelØ-
vel a redukÆlt feszítıerıkkel a következı kapcsolatban Ællanak 

n; = yi + {dzjdr’y � n’r = ï ^ — t l l n>r, 
2 R 

N f = N f , (15) 

nfr = n'or, 

1 2 R 
n; = , n; = , ná. 

y i + (dz/dr')2 Ó4ß- + r"’ 

˚ ª = Œ » . (16) 

TermØszetesen 

A kihasított hØj elemre ha tó erık egyensœlyÆt a redukÆlt feszítıerık 
segítsØgØvel fejezzük ki. Ez a mßvelet a sugÆrirÆnynak, ívirÆnynak Øs a függØ-
lyes irÆnynak megfelelıleg az elızıekhez hasonlóan hÆrom differenciÆlegyen-
letre vezet. 
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^ M 
7. ábra. A paraboloidhéj JV[, N'y, Ngr Ng metszeterõi és a redukált N'T, N'rg, NgT, Ng metszet-

• erõk 

6.1. Egyensúly sugárirányban 

A sugárirányú erõalkotók egyensúlyi feltétele: 

— (ÍV; r'  • dû) dr' + J L (N'gr • dr'), 
Ý r ' dû 

Nt • dr' • dû + p\ r • dû • dr'= 0. 

Ez az egyenlet a (16) alatt iak figyelembevételével, valamint dû • dr'-vel való 
egyszerûsítés és parciális differenciálás u tán így írható: 

+ + N'g + p[r' = 0 . 
8r dû 

(17) 

6.2. Egyensúly ívirányban 

Az ívirányú erõalkotók egyensúlyi feltétele: 

3 (N'g • dr') dû+ -— (N'rg r' • dû)dr' + 
dû d r' 

+ N f r • dr' • dû + pi, r' dû dr' = 0. 
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Ez az egyenlet a (16) alat t iak behelyettesítØsØvel tovÆbbÆ parciÆlis differen-
ciÆlÆs Øs egyszerßsítØs u tÆn így alakul: 

a& dr 
(18) 

6.3. Egyensœly függØlyes irÆnyban 

A függØlyes erıalkotók egyensœlyi feltØtele: 

Ý 9 (.., , ia dz 
º ; r dff - � 

9r’ dr’ 
dr’ 

Q§ 

p’3r’ dd dr3 = 0 . 

N’ir-dr’-
dz 

dr’ 
dí) 

Ez az egyenlet a (16) alat t iak figyelembevételével és dê • dr'-vel való egyszerß-
sítØs utÆn a következı alakra hozható: 

1 � �-(N’rr’-) + -�� 
2R dr’ 2 R 

iQKe 

d& 

Innen differenciÆlÆs Øs r’-vel való osztÆs u tÆn az 

1 

2 R 9r’ d& 

egyenletet kapjuk. Ha vØgül ebbe behelyettesítjük a (17) alattiakból adódó 

9ß 9r’ 

kifejezØst, a keresett egyensœlyi egyenletet ilyen alakban Ællíthatjuk elı: 

(jv; + ív,;) - p í Ł + 2 r ð’.º = î. (19) 

7. A gömbhØjra ható terhek 

Az alÆbbiakban kapcsolatot óhaj tunk keresni a gömbhØj Øs a hozzÆ-
rendelt paraboloidhØj terhelıerıi közt annak feltØtelezØsØvel, hogy a gömbhØj 
tØnvleges feszítıerıi a következı kapcsolatban Ællnak a paraboloidhØj redu-
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kÆlt feszítıerıivel: � 

Nr = f(r’) � N’r, 

Nr* = / ( r ’ ) � Nr� (20) 
= ßˇ � N;. 

A fenti kØpletekben szereplı f(r’) függvØnyt egyelıre hatÆrozat lannak tekint-
jük Øs kikötjük, hogy a (11)�(13) Øs (17)�(19) egyensœlyi feltØtelek egyidejß-
leg teljesüljenek. 

CØlunk a gömbhØjra ható p teherrendszer pv p.,, p3 alkotóinak a meg-
hatÆrozÆsa, lia a paraboloidhØjra ható p’ teherrendszer p(, p2, p3 alkotói 
ismeretesek. 

Az idevonatkozó szÆmítÆst a hÆrom teheralkotónak megfelelıleg 
hÆrom lØpØsben vØgezzük el. 

7.1. A. p2 teheralkotó 

Induljunk ki a (12) differenciÆlegyenletbıl Øs t Ø r jünk Æt abban az æî 
szerinti differenciÆlÆsról az r szerinti differenciÆlÆsra: 

dNt , 1 dr’ 9 . ºò . , ÿª + " "Ó" � T T ( r N r t ) + N r i cos æî-f rp2 = 0. 
oil ˚ da or 

Behelyettesítve a (16), (8) Øs (9) alat t iakat , azt kapjuk, hogy 

4R- r’ Ý Nj, , 4R2 + r"1 

d& 4 R- dr’ 4 R-
A J + 

4R2 � ª’2 , 4 R 2 r ’ 
Nrt + - 7 ˆ ¸ = 0 . 4 R2 + r’2 4R2 + r 

Innen parciÆlis differenciÆlÆs Øs egyszerßsítØs utÆn a 

i p N r í + P a = î 

B» dr’ 4 R2 + r’2 4R2 + r’2 

egyenlet adódik, ez pedig a (20) alatt iak behelyettesítØsØvel így írható: 

dir dr 

4 R2 + r’2 4R2 + r’2 
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IsnfØt parciÆlisan differenciÆlva, a következı egyenlet adódik: 

m 
Ýn; , , df(r’) 

Q& dr’ 

4ß 2 - r’2 

K» + r’f{r’) 
ró 

dr’ 
+ 

4 ß 2 + r’2 

`mde a (18) egyenlet szerint 

˙ À ; , 

4ß 2 r ’ 

dr’ 

ý n’&  

d ê 

4 ß 2 + r ' 

2ív;, - Ł . 

( 2 1 ) 

Ha ezt az ØrtØket a (21) egyenletbe behelyettesít jük, egyszerßsítØs utÆn azt 
talÆljuk, hogy 

4r ’ df(r’) 

dr’ 4 ß 2 + r ’2 f(r’) 
4 ß 2 

4ß2 + r ’2 P 2 - f ( r ’ ) P 2 = 0 . ( 2 2 ) 

Alihoz, hogy ez az egyenlet bÆrmely vØges n’r9 ØrtØk esetØben teljesedjØk, 
az szüksØges, hogy a szegletes zÆrójelbe foglalt kifejezØsek zØrus ØrtØkßek 
legyenek, vagyis 

df(r’) 4P 

dr’ 4ß 2 + r’2 f(r’) = 0, 

4ß 2 

4ß 2 + r’2 
ß 2 - / ( O ß 2 = o 

(23) 

(24) 

legyen. 
A fentiek közül az elsı kifejezØs közönsØges lineÆris differenciÆlegyenlet, 

melynek megoldÆsa 

f(r’) 
(4fi2+_r’2) 2  

˚ 

ahol ˚ integrÆlÆsi Ællandót jelent. Ha utóbbinak a 

˚ = 16ß4 

ØrtØket tulajdonít juk, az eddig hatÆrozatlan f(r’) függvØnyre a következı 
kØpletet kapjuk: 

4ß 2 + r’2 ] 2 

m 
4 ß 2 

(25) 
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A (25) alatti helyettesítØssel a (24) egyenlet így alakul: 

4É-

4 Þ + r’2 

VØgül is a keresett feltØtel: 

pi = 

pi 
4tf2 + r’ 

4 R 2 
P2 = 0 . 

4R2 + r’2 

4 r1 pi- (26) 

7.2. A p3 teheralkotó 

Helyettesítsük be a (13) differenciÆlegyenletbe a (20) Øs (25) alatti 
összefüggØseket: 

1 ( 4 R2 + r ’2 

r 4 r-
(iv; + v ; ) + P3 = o. 

Ha figyelembe vesszük, hogy a (19) alattiak szerint 

˝V; + ív; = R’ P ˝ - 2 = o, 

akkor a (27) egyenletet így í rha t juk : 

1 ./ 4 R 2 + r’2 )2 

ß 4R= 
( r > ; 2 RpÆ) -j- p 3 = 0 . 

Innen a keresett feltØtel: 

P ç = 
1 / 4 R 2 + R’2 

R I 4fí2 
( r’ Pi - T 2 R — ˙ ) . 

(27) 

(28) 

(29) 

7.3. A p/ teheralkotó 

TØrjünk Æt a (11) differenciÆlegyenletben az æî szerinti differenciálásról 
az T szerinti differenciálásra: 

R dco 8r' dû 
N{, COS CD + rp x = 0. 
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Behelyettesítve az (6), (8) Øs (9) a la t t iaka t , azt k a p j u k , hogy 

4_R2 r ’2 Ý 

4 ̃ 2 dr’ 

4R2 r’ 
nr 

4 r2 + r’2 + 9 n, ri 

dê 

4˜2
 äò , 4 K 2 , 

N * + . � r P i = ° 4 ̃ 2 + r’2 4˜2 + r 

Innen parciÆlis differenciÆlÆs Øs egyszerßsítØs u tÆn a 

m 4˜2 

4˜2 + ª’2 8 r ’ Qß. 4JR2 + r"2 

egyenlet adódik, ezt pedig a (20) a la t t i ak figyelembevØtelØvel így í rha t juk: 

(4˜2 -J- ª’2) (4˜2 ª"2) ^ [ ( 4 R , + ª’2) Ù ] + 

16˜4 V ’ 16˜4 8r ’ L J 

(4˜2 + ª’2)2 . ^ + 4˜2
 = Q 

16˜4 dû 4 ̊ 2 + ª’2 

Ez az egyenlet œjabb parciÆlis differenciÆlÆs utÆn a 

(4˜2
 + ª ’ 2 ) ( 4 ˜ 2 - ª ’ 2 ) _ 4ª’2(4˜2 + r’2) 

^ 16 ̃ 4 16˜4 

(4˜2 + ª’2)2
 ª> 9 ^ (4˜2 + ª Ò , 4˜2

 = Q 

16˜4 9ª’ 16˜4 4˜ 2 + ª’2 

alakot �lti. 
`mde à (17) a la t t iak szerint 

= N > N ’ y - r ’ ^ - r ’ p l 

d& dr’ 

Ha ezt az ØrtØket a (30) egyenletbe behelyet tes í t jük, egyszerßsítØs u tÆn azt 
kapjuk, hogy 

" « ’ + ’ " rw; + k ) - ; + � _ î . 
8˜4 ’ 16˜4 ˆ 4˜ 2 + r’2 

InnØt a (28) alattiak fo ly tÆn a 

4˜2 (4˜2 + ª’2) (4˜2 � r’2) , 4˜2 + r’2 r’ , _ 
Pl ’ Pi 7TK7 ˆÒˆ—ç = 0 

4˜2 + ª’2 16˜4 16˜4 4˜ 
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egyenlet következik, s így a keresett feltØtel: 

(4R- + r’2)2 

Pi 
64jRfi 

(31) 

8. A paraboloiilhØjra ható terhek 

Az elızıkben a gömbhØjra ható pv p2, p3 telieralkotókat annak feltØtele-
zØsØvel hatÆroztuk meg, hogy a paraboloidhØjra ható p[, p’2, p3 teheralkotók 
ismeretesek. Az idevonatkozó szÆmítÆsok eredmØnyekØnt azt talÆltuk, hogy 

Pi 

Pi = 

—ç 

1 / 4R2 + r’2 

4 R2 4R2 
[(4R2 � r’2) + 4 R r ’pÆ] , 

4jR2 + r’2 

4JR2 

1 / 4R2 + r’2 

R 4R2 

P2 , � (32) 

{ r’p[ +2 Rp’3). 

Most a fenti feladat ellentettjekØnt a gömbhØjra ható pv p2, p3 teher-
alkotókat tekint jük adot tnak, s a parabolidhØjra ha tó p[, p2, p’3 teheralkotókat 
tekint jük ismeretlennek. EvØgett a (32) egyenleteket meg kell oldani p[, p2, 
p3-ra. A szÆmítÆs eredmØnye: 

É P 2 ’ 

r’ , 4 R 2 - r ’ 2 1 

(33) 

9. Különleges esetek 

A (34) illetve (35) kØpletcsoport bir tokÆban az alÆbbiakban nØhÆny 
különleges terhelØsi esetet muta tunk be. Az ezekre vonatkozó kØpletek cØl-
szerßen felhasznÆlhatók egyes gyakorlati feladatok megoldÆsa sorÆn. 
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9.1. A gömbhéjra csak függélyes terhek hatnak 

Ha a gömbhéjra csak p = p(P, ñî) intenzitású függélyes terhek hatnak, 
vagyis, ha p1 = p sin ñî, p2 = 0, p3 = p cos ñî, akkor a (33) képletek szerint 

Pi 
4 R- 4R r' 

[4fí2 + r ' 2 j 4R2+r '2 

p2 = 0 , 

4R2 \3 4R2 r"' 
Ðç 

(34) 

[4ß2 + ã'2) 4ß2 + ã'2  

Ebben az esetben az (5) alattiak figyelembevételével 

4Rr ' Pi 

Ðç 4 R2 r'2 
tan ñî  . (35) 

Ezek szerint a szóban forgó esetben a paraboloidhéjra ható p' = p' ( / , •&) 
teher hatásvonala ugyanakkora szöget zár be a függélyes iránnyal, mint a 
gömbhéjra ható p = p(ê, ñî) teher hatásvonala a gömbhéj normálisával 
(8. ábra). 

8. ábra. A gömbhéjat csak függélyfes erõ terheli 
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A paraboloidhéjra ható p' tehernek az alaprajz területegységére vonat-
koztatott fajlagos értéke 

9. ábra. A paraboloidhéjat csak függélyes erõ terheli 

5* Mûszaki Tudomány 43, 1970 

9.2. A paraboloidhéjra csak függélyes terhek hatnak 

Ha a paraboloidhéjra csak p — p' (r', Û) függélyes terhek hatnak, vagyis 
ha p[ = P2 = 0, p3 — p', akkor a gömbhéjra ható teheralkotók a (32) képletek 
szerint 

pi 
4 R- + r'2 

r , 

Pa = 0 , 

Ðç 
4R2 + r'2 )2 

4 Ä2 

Ebben az esetben (9. ábra): 

ã Cl) 
= tan — 

2R 2 
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ami azt jelenti, hogy a p2 és p3 teheralkotók p = p(ñî) eredõje az N nadir-
ponton megy át. Ez az i rány párhuzamos az A" paraboloidpont normálisával. 

A gömbhéjra liató p tehernek a gömbhéj középfelületének területegy-
ségére vonatkoztatot t faj lagos értéke: 

Ø- + r'2 F'2 . 
(39) 

9.3. A gömbhéjra csak merõleges terhek hatnak 

Ha a gömbhéjra csak p — p(ß, ñî) intenzitású merõleges terhek hatnak, 
vagyis ha px = p2 = 0, p3 = p, akkor a paraboloidhéjra ható teheralkotók a 
(33) képletek szerint 

Pi = 
4ß2 

47?2 + r'2 

Pi = î , 

P à 
4 R2 )3

 AR2 — r' 2 

4i?2 + r"' SR2 
Ðà 

(40) 

10. ábra. A gömbhéjat csak merõleges erõ terheli 
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Ebben az esetben az (5) alattiak figyelembevételével 

pí 4 Rr 

p 3 4R- - r '2 
= — tan w , (41) 

vagyis a paraboloidhéjra ható p' = p (r', $) teher hatásvonala párhuzamos 
a gömbhéjra ható p teher hatásvonalával (10. ábra). 

A paraboloidhéjra l iató p tehernek az alaprajz területegységére vonat-
koztatott fajlagos értéke: 

4R2 \3 

P - I * P • (42) 4R2 + r' 

9.4. A gömbhéjra csak meridián irányú terhek hatnak 

Ha a gömbhéjra csak p = p(ê, ñî)  intenzitású, meridiánirányú erõk hat-
nak, vagyis ha pl = p, p2 = p3 = 0, akkor a (33) képletek szerint 

Pi = 
4ß2 

4R2 

= 0 , (43) 

11. ábra. A gömbhéjat csak meridián irányú erõ terheli 
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Ebben az esetben (9. ábra) 

ã ñî 
= tan 

2 

ami azt jelenti, hogy a p{ és p3 teheralkotók p' = p' (r', b) eredõje ñî/2 sz�get 
zár be a függélyessel (11. ábra). 

A paraboloidhéjra ható p tehernek az alaprajz területegységére vonat-
koztatott fajlagos értéke: 

4R- W/2 

4JR2 + r'2 

9.5. A paraboloidhéjra csak vízszintes sugárirányú terhek hatnak 

Ha a paraboloidhéjra csak p ' = p (r', b) intenzitású vízszintes sugár-
irányú terhek hatnak, vagyis, ha p\ = p', p% = p'3 = 0, akkor a gömbhéjra 
ható teheralkotók a (32) képletek szerint 

1 I 4K- -+ r'2 

ÐÇ = 
4Ë2 + r'2 1 2 

(4R2 - r'2) p '. 

( - r ' ) p ' , 

12. ábra. A paraboloidhéjat csak a forgástengelyre merõleges erõ terheli 
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Ebben az esetben az (5) alat t iak figyelembevØtelØvel (12. Æbra) 

—ó 4 ˜ 2 - ª ’ 2 

—ç 4ßª ’ 
= � cot æî, (47) 

vagyis a gömbhØjra ható p = p(&, æî) teher hatÆsvonala vízszintes Øs a para-
boloid tengelyØn megy Æt. 

A gömbhØjra ható p tehernek a gömbhØj közØpfelületØnek területØre 
vonatkoztatot t fajlagos ØrtØke: 

4R2 + r’2 \3 

4 R2 
p . (48) 

10. MegjegyzØsek 

A gömbhØj Øs paraboloidhØj közt kiØpítet t analógia eredmØnyei Øs azok-
ból leszßrhetı tanulsÆgok a következıkØpp foglalhatók össze. 

1. A gömbhØj közØpfelülete Øs a vele kapcsolatba hozot t paraboloidhØj 
közØpfelületØnek alaprajzi vetülete konformis alakzatok. 

2. A paraboloidhØj rendszerØben egyensœlyban levı N’r, N’Tft, N^ redukÆlt 
feszítıerıknek a paraboloidhØj rendszerØben a (15) kØpletek szerint az egyen-
sœlyban levı 

N"r = ^ - ( f í R 2 + r’2, 
2 R 

N"rd = N’r9 , (49) 

˚ = N; 2 R 

1/4 R2 + r’2 

tØnyleges feszítıerık, a gömbhØj rendszerØben pedig a (20) kØplet szerint a 
szintØn egyensœlyban levı 

1 + " (50) 

’ 2 + 

4 R2 

tØnyleges feszítıerık felelnek meg. 
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3. A (32) alatti kapcsolat folytÆn 

nr : nr<t : IV, = n’r : nf : nj, (51) 

vagyis a gömbhØj tØnyleges feszítıerıi Øs a paraboloidhØj redukÆlt feszítıerıi 
konformis rendszert kØpeznek. 

4. Minthogy a gömbrendszerbeli r = konst köröknek a paraboloid 
rendszerØben r’ = konst körök felelnek meg, a (34) illetve (35) kØpletekben 
szereplı teherkomponensek pedig #-tól függetlenek, a gömbhØjra liató forgÆs-
szimmetrikus teherrendszernek a paraboloidhØjra ható forgÆsszimmetrikus 
teherrendszer felel meg. 

5. A 9.1 Øs 9.4 pontban említett konformis kapcsolat folytÆn a gömbhØj 
rendszerØben teljesített egyes kerületi feltØtelek a paraboloidhØj rendszerØben 
is teljesülnek Øs viszont. Ez a körülmØny lehetısØget nyœ j t egyes kerületiØrtØk-
feladatoknak teljes vagy rØszleges megoldÆsÆra, ha az analóg rendszerben 
a megfelelı feladat megoldÆsa ismeretes. 

6. Az ismertetett összefüggØs egy rØsze az említett alakzatokból affin 
transzformÆcióval elıÆllítható alakzatok köz t is fennÆll. 
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Analogie bestehend zwischen «lem Kräftespiel von Kugelschalen und den ihnen 
zugeordneten Rotationsparaboloidsclialen. Der Aufsatz beschreibt eine Beziehung zwi-
schen Kugelschalen und den ihnen zugeordneten Rotationsparaboloidschalen. Die Dreh-
achse der Paraboloidschale läuft durch den Mittelpunkt der Kugelschale. Der Krüm-
munghalbmesser der Paraboloidschale ist im Achsenpunkt der Mittelfläche doppelt so groß 
wie der Halbmesser der Kugelschalenmittelfläche. Der stenographischen Projektion der 
Punkte an der Mittelfläche der Kugelschale entsprechen jene Punkte der Mittelfläche der 
Paraboloidschale, deren Grundrißprojektion mit der stereographischen Projektion der erwähn-
ten Punkte der Kugelschale übereinstimmt. Der Mittelpunkt der stereographischen Projizierung 
liegt im Schnittpunkt der Kugelschalenmittelfläche und der Paraboloidachse. Die zwischen 
den Spannungs- und Belastungszuständen der beiden Schalenarten existierende Beziehung 
kann bei der Lösung gewisser statischer Probleme nützlich verwertet werden. 
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