
DIFFÚZIÓ ÉS DISZPERZIÓ 
A V˝ZÉP˝TÉSI HIDRAULIK`BAN 

S T A R O S O L S Z K Y Ö D Ö N * 

A MÛSZAKI TUDOM`NYOK KANDID`TUSA«» 

A tanulmÆny összefüggı kØpet ad a turbulens diffœzió Øs diszperzió elmØletØnek víz-
ØpítØsi alkalmazÆsi lehetısØgeirıl. A szennyvizek bevezetØsØnek Øs elkeveredØsØnek nehØzsØgei 
irÆnyítjÆk a figyelmet a turbulens keveredØs, a diffœzió Øs diszperzió jelensØgØre. Az oldott 
anyag Øs a hı elkeveredØsi jelensØgeit teljesen azonos jellegß összefüggØsek írjÆk le, amelyek 
egyes esetekben matematikailag is megoldhatók a vÆltozó kezdeti Øs hatÆrfeltØtelek függ-
vØnyØben. Az anyagmegmaradÆs Øs a diffœzió alapegyenletei a vízfolyÆsokban bekövetkezı 
elkeveredØs leírÆsÆnak is alapjai, amelyek megoldÆsÆhoz azonban ismerni kell a turbulens 
diffœziós tØnyezıket vagy a hosszirÆnyœ diszperziós tØnyezıt, amelyek az ÆramlÆs Øs a meder 
sajÆtsÆgaitól függnØk. A vízfolyÆsokban vØgbemenı folyamatokban a tömØnysØg kereszt-
irÆnyœ vÆltozÆsa is jelentıs. A különbözı tulajdonsÆgœ rØtegek hatÆrÆn is diffœzió megy vØgbe. 
A vízØpítØsi hidraulikÆban szokÆsos torzított modellek szÆmszerß összefüggØsek meghatÆ-
rozÆsÆra alkalmatlannak lÆtszanak, mert a folyamat csak torzítatlan modellen lesz a valósÆg 
hß kØpe. 

JELÖLÉSEK 

a amplitœdó, beadagoló csı ÆtmØrıje 
b szØlessØg, vastagsÆg, 
e tömØnysØg 
d ÆtmØrı 
e a termØszetes logaritmus alapszÆma 

sœrlódÆsi ellenÆllÆs tØnyezı, szelvØnyterület 
g nehØzsØgi gyorsulÆs 
h v ízmØlysØg 
Œ Ællandó 
l hossz-mØret 
m kitevı 
n kitevı, Manning-fØle ØrdessØgi tØnyezı 
p k i tevı 
r sugÆr, sugÆrirÆnyœ polÆris koordinÆta, hidraulikus sugÆr 
<7 k i tevı 
s sótartalom (sótömØnysØg) 
t idı 
Ł X irÆnyœ sebessØg-összetevı 
V ó irÆnyœ sebessØg-összetevı 
ui z irÆnyœ sebessØg-összetevı, ülepedØsi sebessØg 
X X koordinÆta (indexkØnt a komponens jele) 
ó ó koordinÆta 
z z kordinÆta 

(felülvonÆs): közØpØrtØk vagy dimenzió nØlküli ØrtØk 

* A szerzı a VITUKI VízØpítØsi KutatÆsi FıosztÆlyÆnak vezetıje, a norvØg Øs magyar 
Ællam között i kulturÆlis egyezmØny keretØben folytatott tanulmÆnyokat NorvØgiÆban. Jelen 
t anulmÆny ennek sorÆn kØszült. 

** Dr. STAROSOLSZKY ÖDÖN, Budapest II. MÆrtírok utja. 61 -63. 
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(felsı vesszı): pulzÆeiós összetevı 
t (alsó index): turbulens 
î (alsó index): kezdeti ØrtØk 
m (alsó index): molekulÆris 
t’ dimenzió nØlküli idı 
A szelvØnyterület 
´ szØlessØg, jellemzı mØret 
Ñ Ællandó 
D diffœziós tØnyezı 
F idıegysØg alatti anyagÆtadÆs mennyisØge az egysØgnyi felületen, függvØnyØrtØk 
H (indexkØnt) a hıre vonatkozó 
/ esØs 
˚ kísØrleti tØnyezı 
L hosszœsÆg 
AI anyag tömege, (indexkØnt) a mozgÆsra vonatkozó 
P a dagÆly sorÆn belØpı v íz tömeg 
R hidraulikai sugÆr 
Q vízhozam 
T transzformÆlt idı, dagÆlyperiódus ideje 
x x koordinÆta tengely 
Y Y koordinÆta tengely 
Z Z koordinÆta tengely 
Fr Froude-szÆm 
R e Reynolds-szÆm 
Fr Prandtl-szÆm 
Rí Richardson-szÆm 
u* csœsztató sebessØg 
u* dimenzió nØlküli sebessØg 
y * dimenzió nØlküli mØret 
a paramØter 
ß paramØter 
ı hatÆrrØteg vastagsÆg; ö(x) a Dirac-fØle függvØny 
x a KÆrmÆn-fØle univerzÆlis Ællandó 
¸ mØretszorzó (az ÆtszÆmítandó mennyisØgre index utal) 
T idı tartam, csœsztató feszültsØg 
Ô paramØter 
Q sßrßsØg 
ó fajsœly 
fi a dinamikai molekulÆris viszkozitÆs 
V a kinematikai molekulÆris viszkozitÆs 
rj a dinamikai örvØnyviszkozitÆs 
e a kinematikai örvØnyviszkozitÆs 
a paramØter 

1. A diffœzió Øs diszperzió jelentısØge 

A vízØpítØs alaptudomÆnyai a hidrológia, a hidraulika Øs hidromechanika 
legtöbb esetben a termØszeti körfolyamatban mozgó vizet homogØn folyØkony 
anyagnak fogjÆk fel. A jelensØgek jó rØszØnek vizsgÆlatakor ez a feltevØs teljesen 
helytÆlló, mert az elemi rØszecskØk szerepe elhanyagolható vagy helyettük 
mÆs fogalmak (pl. Æramvonal) bevezetØse cØlszerß. 

A sós Øs Ødesvíz talÆlkozÆsÆnÆl lejÆtszódó jelensØgek irÆnyítottÆk a 
figyelmet a molekulÆris Øs turbulens keveredØs jelensØgØre, ahol a különbözı 
anyagi tulajdonsÆgœ rØszecskØk halmazÆnak viselkedØsØt kell nyomon követni. 
Az œjabb idıkben a szennyvízbevezetØsek fokozódó nehØzsØgei jelentkeztek 
Øs ezek diffœziós Øs diszperziós kØrdØseket vetettek fel. 
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Az oldatok viselkedØse, az anyagÆtadÆs jelensØge Øs a hı terjedØse 
közötti hasonlósÆgot a fizikÆban mÆr rØgen felfedtØk Øs a hıdiffœzió fogalmÆt 
vezettØk be. A szilÆrd hordalØk rØszecskØk eloszlÆsÆnak leírÆsÆt a diffœzió 
analógiÆjÆra oldottÆk meg az ón. diffœziós elmØlet követıi. A mozgÆsi folya-
matok jellemzØsØre is bevezettØk a fogalmat Øs a különbözı sebessØgß rØtegek 
mozgÆsi energiÆjÆnak cserØjØre is alkalmazzÆk a diffœzió vagy talÆn inkÆbb 
diszperzió fogalmat. A hÆrom jelensØget a folyadØk-, hı- Øs anyagmozgÆst leíró 
differenciÆlegyenletek közötti szoros hasonlósÆg [1] Øs a jelensØgek jellemzØsØre 
szolgÆló anyagi Ællandók azonos matematikai szerepe teszi lehetıvØ a hÆrom 
jelensØg bizonyos fokig hasonló megközelítØsØt. 

A vízfolyÆsok Øs tavak hıszennyezØsØnek Øs a hßtıtavakbeli hımozgÆsok-
nak a leírÆsa szintØn a diffœzió alapösszefüggØseinek alkalmazÆsÆn alapul. 
Az œn. sßrßsØgi rØtegzett ÆramlÆsok közötti cserØlıdØs diffœziós jelensØg. A külön-
fØle vízbeeresztØsek hidraulikai folyamatai mozgÆsdiszperzióra vezethetık 
vissza. 

Mindez a sokoldalœ jelentkezØs indokolja, hogy a diffœzió Øs diszperzió 
jelensØgØnek leírÆsÆra szolgÆló ÆltalÆnos összefüggØseket Øs nØhÆny alkalma-
zÆsukat, valamint a diffœziós Øs diszperziós fØnyezıkre vonatkozó ismereteket 
összefoglaljuk Øs nØhÆny pØldÆt ismertessünk. 

A kØrdØs nemzetközileg elismert fontossÆgÆt mutat ja , hogy az a Nemzet-
közi Hidraulikai KutatÆsi SzövetsØg (IAHR) 1965. Øvi leningrÆdi Øs 1967. Øvi 
fort-collinsi kongresszusÆn egyarÆnt napirenden szerepelt [2, 3]. Ennek 
ellenØre a diffœzió Øs diszperzió fogalmÆt ma sem hasznÆljÆk egyØrtelmßen. 
A következıkben diffœzión az anyag-tömØnysØg gradiensirÆnyœ mozgÆsÆt 
Ør t jük, míg diszperzió esetØn a diffœzión kívül turbulens mozgÆs turbulens 
összetevıjØnek elsodró hatÆsa is ØrvØnyesül, Øs a kettı együt tes hatÆsÆra 
bekövetkezı konvektív anyagÆtvitelrıl van szó, ahol a konvekciós tagban 
mindenkor a keresztszelvØny közØpsebessØge szerepel. Ennek megfelelıen 
a diszperziós tØnyezı a keresztszelvØnyen belüli egyenlıtlen sebessØgeloszlÆst 
is figyelembe veszi. Vagyis a kØt- vagy hÆromdimenziós diffœziót egydimenziós 
diszperzióra vezethetjük vissza, ha a jelensØget leíró összefüggØsben ezt a 
tØnyt megfelelı diszperziós tØnyezıvel vesszük figyelembe. 

2. A molekulÆris diffœzió alapösszefüggØsei Øs a diffœziós tØnyezı 

A diffœziót ügy fogalmazhatjuk meg, hogy az egy skalÆris (hımØrsØklet, 
oldott anyag, szuszpenzió) vagy egy vektoriÆlis mennyisØg (sebessØg) szÆllítÆsa 
a szÆllított mennyisØg tömØnysØggradiense irÆnyÆban a kisebb tömØnysØgß 
hely felØ. (A folyadØkok Øs gÆzok mechanikÆjÆban molekulÆris Øs turbulens 
diffœzió lØtezik.) 

A molekulÆris diffœziót a Brown-fØle mozgÆs idØzi elı Øs egyetlen anyag-
Ællandóval, a molekulÆris diffœziós tØnyezıvel jellemezhetı. A turbulens 
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diffœziót az örvØnyes, turbulens mozgÆs hozza lØtre, Øs a turbulens diffœziós 
tØnyezı jellemzi, amely azonban nem anyagÆllandó, hanem az ÆramlÆs sajÆt-
sÆgaitól függ. 

Az alapvetı összefüggØseket a molekulÆris diffœzióra vezettØk le � Øs 
ezØrt röviden ezt t Æ rgya l juk elıször �, de az alapelvek ØrvØnyesek a moleku-
lÆris Øs turbulens diffœzióra egyarÆnt, lia a diffœziós tØnyezıt az összefüggØsek-
ben a kØtfØle diffœziós tØnyezı összegØvel helyet tes í t jük. 

A molekulÆris diffœziós jelensØg matemat ikai leírÆsÆnak az alapja 
a Fick-fØle összefüggØs 

F = +- D � , (1) 
dx 

ahol F az anyagÆtadÆs az egysØgnyi felületen, æ a diffundÆló anyag tömØny-
sØge, X a tÆvolsÆg a felülettıl merılegesen mØrve Øs D a diffœziós tØnyezı. 
Az összefüggØs azt mond ja ki, hogy a felületegysØgen Ætadot t anyag arÆnyos 
a rÆ merılegesen mØrt tömØnysØg-gradienssel. 

Az anyagmegmaradÆs egyenletØt alkalmazva levezethetı, hogy 

^ + ˜ + ^ + (2) 
dt dx 9ó dz 

Ha a diffœziós tØnyezı tØrben Øs idıben Æl landó a Fick-fØle törvØnyt 
behelyettesítve, az œn. Fick-fØle mÆsodik törvØnyt kapjuk: 

• b L ^ D l ï l + V L + V à A . (3) 
dt { dx2 Ýó2 9z2 J 

Egy dimenzió esetØben 

(4) 
9l Ý*2 

azaz a tömØnysØg idıbeli vÆltozÆsa arÆnyos a tömØnysØg gradiensØnek hely 
szerinti vÆltozÆsÆval. 

Gyakorlati esetekben a D diffœziós tØnyezı gyakran függvØnye a tömØny-
sØgnek Øs a közeg sem homogØn, azaz D pontról pon t r a vÆltozik. Ebben az 
esetben 

dt dx 

ahol D = f(x, y, z, c). 
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Ha a diffœziós tØnyezı az idı függvØnye, azaz D = f(t), de a többi vÆlto-
zótól nem függ, bevezethetı egy œj idılØptØk 

dT=f(t)dt , (6) 

Øs ekkor a diffœziós differenciÆlegyenlet 

Ýæ _ / Ý2 æ ^ Ý^æ à2 æ 

ÝT ~~ (ýæ2 Ýó2 Ýª2 

alakra vezethetı vissza, most mÆr az œj T vÆltozóval. 
AlapjÆban azonban minden egyenlet 

8c 
� = div (D grad c) (8) 
dt 

alakra vezethetı. 
A diffœziós egyenlet ÆltalÆnosan megoldható a vÆltozó kezdeti Øs ha tÆ r -

feltØtelek függvØnyØben, feltØve, hogy a diffœziós tØnyezı Ællandó. A meg-
oldÆs vagy a hibafüggvØnyek Øs csatlakozó integrÆlok sorÆból vagy szög-
függvØnyek sorÆból Æll, amelyek nagyobb idıtartamnÆl konvergÆlnak. Hiba-
függvØnyek esetØben a szÆmszerß megoldÆs rövidebb idıtartamra, azaz a 
diffœzió kezdeti szakaszÆra megfelelı. 

A megoldÆsokban hÆrom alapvetı módszer szerepel: a reflexió Øs szuper-
pozíció (hibafüggvØnysor) esetØn, a vÆltozók szØtvÆlasztÆsa (szögfüggvØny 
sornÆl) Øs a Laplace-fØle transzformÆció, amely mindkØt függvØnytípusra 
alkalmazható. 

NØhÆny egyszerß esetre � síkbeli ÆramlÆsban � a megoldÆst a kØsıbbi-
ekben ismertet jük, míg bonyolultabb feladatok matematikai megoldÆsÆt 
illetıen C R A N K könyvØre u ta lunk [6]. 

A diffœzióra vonatkozóan szÆmos matematikai megoldÆs [6] lØtezik 
különfØle hatÆrfeltØtelek esetØben, Ællandó Øs tömØnysØgtıl függı diffœziós 
tØnyezıre vonatkozóan, Ællandó Øs vÆltozó tömØnysØgre, a diffundÆló anyagra 
nØzve Æteresztı Øs Æt nem eresztı hatÆrfelületekre síkbeli, henger- Øs gömb-
koordinÆta rendszerekben. A molekulÆris diffœzió megoldÆsai Ællóvizekben 
Øs laminÆrisan mozgó vizekben fontosak, turbulens mozgÆsnÆl esetleg teljesen 
elhanyagolható jellegßek. 

3. A turbulens diffœzió ÆramlÆsokban 

A turbulens ÆramlÆsban vØgbemenı tömØnysØgvÆltozÆsokat rØszben a 
turbulencia, rØszben az ÆramlÆs szÆllítókØpessØge okozza. BÆr az a lapvetı 
differenciÆlegyenlet levezetØse elØggØ ismert, a teljessØg kedvØØrt foglal juk 
össze [4]. 

(?) 
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Az anyagmegmaradÆs törvØnyØt egy dx, dy Øs dz elemi mØretekkel jel-
lemzett hasÆbra felírva Øs a sßrßsØg vÆltozÆsÆt elhanyagolva, azaz a sßrßsØget 
Ællandónak vØve, tovÆbbÆ a turbulens pillanatnyi ØrtØket a közØpØrtØk Øs a 
pulzÆció összegØvel kifejezve, Øs ezeket az idıben Ætlagolva kapjuk, hogy 

dt °x 

+ [(c + c’) (» + »’)] + � [(c + c’) (w + w’j\ = 0 , (9) 
Ýó 3z 

ahol æ a tömØnysØg, a diffundÆló anyag tömegØnek viszonya a teljes oldat-
tömeghez, ö, V Øs w az X, ó Øs z irÆnyœ sebessØg-összetevık, a felülvonÆs az 
idıbeli ÆtlagØrtØkre, a vesszı index a pulzÆciós tagra u ta l . 

Mivel a pulzÆló ØrtØk idıbeli közØpØrtØke egy pulzÆciós tag Øs egy közØp-
ØrtØk szorzata (pl. «<:’), zØrus, az egyenlet egyszerßsödik, 

+ A . (üc) + A (uV) + ¸ (vc) + 
dt Ýı äı 8ó 

+ � (v’c’) + � (Ø) + � (tvc’) = 0 . 
Ýó 9z dz 

(10) 

FelhasznÆlhatjuk a turbulens ÆramlÆs folytonossÆgi egyenletØt, azaz 

j fi + fiL + = o , ( i l ) 

Ýı Ýó dz 

Øs így az anyagmegmaradÆsi egyenlet 

Ýæ , Ýæ , _ Ýæ , _ Ýæ 
+ Ü \- V (- W 1 (Ł æ’) -f-

dt Ýı 9y 8z Ýı 

+ � (v’c1) + � (ì/æ’) = 0. 
Ýó Ýª 

(12) 

A keresztszorzatok, min t ö’å’ a turbulens pulzÆció okozta tömeg f luxus t 
jelkØpezik. A Fick-fØle diffœziós törvØny analógiÆja alapjÆn a diffœziós tömeg-
Æram arÆnyos a közepes tömØnysØg-gradienssel Øs a tömegÆramlÆs a csökkenı 
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gradiens irÆnyÆban halad, így 

9c 
u’c’��Dlx , (13a) 

dx 

v’c’ = _ D , (13b) 
9y 

D t z ^ - . (13c) 
9 2 

Ezek behelyettesítØse u tÆn az összenyomhatatlan folyadØk turbulens 
ÆramlÆsÆnak tØrbeli konvektív-diffœziós differenciÆlegyenlete 

9c , _ 9c , _ 9c , _ 9c 9 ˚ 9c ) , 
[â f-t> [Ł�= � \dlx + 

9t Ýı dy 9ª Ýª l dx) 

+ f K f ) + f f ^ f l - <I4> 
9y l Ó dy) 92 l 92) 

Mint az elızı fejezetben is említettük, nem szüksØgszerß, hogy a turbu-
lenciÆból eredı hÆrom diffœziós tØnyezı azonos legyen. A baloldali tagok közül 
az elsı a tömØnysØg idıbeli vÆltozÆsÆt veszi figyelembe, a következı hÆrom 
a folyadØk sebessØgØvel jÆró anyagszÆllítÆst írja le, míg a jobboldali tagok 
a nem advekciós eredetß turbulens anyagszÆllítÆst jellemzik. 

A következıkben az egyszerßsØg kedvØØrt elhagyjuk a közØpØrtØket 
jelölı felülvonÆst, de felhívjuk a figyelmet, hogy minden ØrtØk idıbeli Ætlag. 

Mivel a feladatok egy rØsze visszavezethetı egydimenziós diffœzióra, 
elıször foglalkozunk ennek nØhÆny jellemzı esetØvel. Ekkor a tömØnysØg 
csak a t idı Øs x hely függvØnye, így Ýæ/Ýó = 0 Øs 3c/3z = 0, valamint v = 0, 
Øs ic = 0, az x irÆnyœ sebessØg pedig permanens egyenletes vízmozgÆsnÆl 
Ł = const. A differenciÆl egyenlet így: 

9 c
 Ł

 9 c - 9 

9t 9A; 9A; 
(15, 

Az egyenlet megoldÆsa nyilvÆnvalóan a kezdeti Øs hatÆrfeltØtelektıl függ. 
LÆtható, hogy az egyenlet abban tØr el a molekulÆris diffœzió elıbbiekben 
ismertetett [4] egyenletØtıl, hogy az Ł � äæ/äı konvexiós tagot tartalmazza Øs 
benne a molekulÆris dx helyett a dlx turbulens diffœziós tØnyezı szerepel. 

VizsgÆljuk elıször azt az egyszerß esetet, midın a tömØnysØg x = 0-nÆl 
Ællandó. Az ÆramlÆs irÆnya x pozitív irÆnyba mutasson Øs äæ = 0-nÆl legyen 
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egy hatÆrfelület , amely elvÆlasztja kezdetben t = 0 idıpontnÆl a kØtfØle folya-
dØkot. A turbulencia legyen homogØn, azaz Dxt = Dt Øs æ-tıl független. A kez-
deti hatÆrfeltØtelek ezek szerint: 

c(0, t) = c0, 

c(x, 0) = 0, 

c(oo, t) - 0, 

t > 0, 

* > 0, 

t > 0. 

A megoldÆs a relatív tömØnysØgre f l . a . Æbra) 

Łı 
1 W, ª I ı + u t 

� e erlc . 
2 ( 2 | ˝D t t 

ercf 
X + ut 

2 Yd, 
( 1 6 ) 

emlØkeztet à molekulÆris diffœzió megoldÆsÆra. A tömØnysØg-görbe közØpsı 
pontja (æ = c0/2) Ł sebessØggel mozog. Amint t oo, a permanens Ællapot 
elØrØsekor pozitív Ł esetØn c/c0 = 1, minden x ØrtØkre, mivel erfc (-)-oo) = 0 
Øs erfc (�oo) = 2.1 

Az egyenletbıl lÆtható, hogy ha « = 0, a hatÆrfeltØtel tar tÆsa ØrdekØben 
a kezdeti tömØnysØg a negatív x mezınyben 2c0 Øs így 

T� = erfc 
[ 2 ] ˝ D , t 

(17) 

tehÆt a molekulÆris diffœzió egyenletØt kaptuk meg [6]. 
Ha a sebessØg negatív x i rÆnyba mutat (l.b. Æbra), azaz u � �ur 

Øs feltØve t �>- îî Ællapotot, a permanens helyzetet a 

æ 

c� 
exp 

U, X 

D, (18) 

exponenciÆlis függvØny írja le, ha Dt Øs ur független ac-tıl. 
Permanens Ællapotban egyensœly van a diffiíziós tag következtØben 

irÆnyban elıÆlló szÆllítÆs Øs a �x irÆnyba mutató konvekció között . Ezt jel-
lemzi a 

de d I dc ’ 
� ur = Dix 

dx da; d*, 

(19) 

egyenlet. 

1 Az erfc jelölØs (error function compliment) a hibafüggvØny kiegØszítØsre utal, az 
erfc z � - 1-erf ª. A hibafüggvØny ØrtØke matematikai kØzikönyvekben talÆlható. 
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a) 

Ñ 

COA 

1 - y ^ É - U 
1 r \ 

ª 
j£o 

s 
V 

I Í2 
Oil 

1 C=tç 
^ / / / / Z / / / \ 

•C= Ca- const 

˘ 
-X IX 

Łı -

1. Æbra. `ramlÆsbeli egydimenziós diffœzió egyszerß esetei 

ur 

1) - const 

Kezdeti 
eloszlÆs 

X* 0 

A mÆsik Ørdekes alapeset lehet, midın a diffundÆló anyag egy lökØsszerß 
hullÆma Æll elı (I.e. Æbra), azaz egy vØges mennyisØgß anyag helyezkedik el 
az ÆramlÆsban x = 0 helyen t = 0 idıpontban. Az anyagot az ÆramlÆs az x 
pozitív irÆnyban sodorja. Legyen Ł Øs Dt független æ-tıi. A kezdeti feltØtelt 
a Dirac-fØle ö(x) delta függvØny közelíti meg Øs a koncentrÆció 

c(x,0)=~ó(x)y (20) 
QA 

ahol M a beeresztett anyag tömege Øs À à keresztszelvØny, amelyben eloszlik. 
A delta függvØny alapvetı tulajdonsÆga, hogy 

j t : ı(x) d* = í . (2i 

Az anyagmegmaradÆs elve alapjÆn 

j í " c(x, t) d x = j í " c(x, c) dx � 

- 4 í í : í ( . ) d ^ 4 (22) 
QA QA 
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azt a hatÆrfel tØ tel t vØve, hogy c( + oo, t ) = 0 , ha t ,> 0 , T A Y L O R a 

M 

AQ(4¸ Dt í ) 1 / 
ˆ å ı — 

(x � at)2  

4D ; t 
( 2 3 ) 

megoldÆst ad ta , amely u = 0 esetØn teljesen megfelel a molekulÆris diffœzió-
nak [6]. 

A diffundÆló anyag tehÆ t szimmetrikus Gauss-görbekØnt vonul lefelØ 
Øs a tömØnysØg csœcsÆnak ØrtØke csökken lefelØ haladtÆban. Amin t t -* oo, 
æ = 0, minden x ØrtØknØl. 

Ha minden d r idıben d M anyagot eresztünk be az egyszeri hirtelen 
beleengedØs helyet t , a tömØnysØg növekedØs r idı alat t 

dc 
d M 

Àä[4º Dt(t - T)]V2 

[x � u(t � T ) ] -

4 D,(t � r) 
(24) 

Minthogy d M = Qi d r , az egyenlet integrÆlható t = 0-tól t-ig, hogy 
meghatÆrozzuk a tömØnysØg-eloszlÆst a folyamatos beadagolÆsra 0 << ò < t 
idı alat t : 

Qi 

A e i ^ D ^ r - J 0 ] / t � r 
exp 

[x - u(t - T ) ] 3 

4D,(t - r ) 
d r . (25) 

az egyenlet integrÆlható minden x, t Øs Ł ØrtØk esetØn, ha bevezet jük az 

4 Dt 2 

œ j vÆltozókat, Øs œgy az egyenlet 

i-ÜL 
’ A 

æ = 2« 0̂ 
J î ˆ I ı 2 

exp � X2 

l a 

� da 

t 

~D~ 

Aqu ó ÿ: 

alakœ lesz. Az egyenletet Riemann oldot ta meg [1882-ben] 

æ = ft 

alakban, ahol 
Aqu 

R i T + 
1 

(26) 

(27) 

Ri 

1 2̂̃ +2 

[ r2 Tr j î 

« 2 = - ` r 
]2òª J î 

exp -

exp 

ô2 

02 

2 

d 0 
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Az egyenletben a felsı elıjeleket kell pozitív x-re Øs az alsót negatív x-re alkal-
mazni. Az Ry Øs Ro függvØnyØrtØket matematikai könyvekben lehet talÆlni 
Øs a hibafüggvØny alatti területet jelkØpezik. 

A permanens Ællapotban, t = oo esetØn 

Mielıtt rÆtØrnØnk a diffœziós egyenletek vízØpítØsi alkalmazÆsÆra, fog-
lalkoznunk kell a turbulens diffœziós tØnyezıvel, amelytıl � mint lÆ t tuk � 
a jelensØgek alapvetıen függnek. 

Míg a molekulÆris diffœziós tØnyezı egyedül a folyadØk anyagi tula jdon-
sÆga, a turbulens diffœziós tØnyezı az ÆramlÆs sajÆtossÆgaitól, tehÆt a ha tÆ r -
felületektıl is függ. 

Sajnos a vízØpítØsi gyakorlatban Øppen a turbulenciÆra vonatkozó isme-
reteink hiÆnyosak. Jól jellemezte az Ællapotot I P P E N A. T. � kissØ humorosan� 
fort-collinsi összefoglaló elıadÆsa [7] bevezetıjØben, hogy elıadÆsa címØül 
�turbulencia Øs diffœzió a vízØpítØsben" helyett vÆlaszthat ta volna � tu rbu -
lencia Øs konfœzió a vízØpítØsben" címet is. 

Pedig a turbulens diffœziós tØnyezı a jövı � ma mØg esetleg bonyolult-
nak tßnı � szÆmítÆsainÆl szinte Øpp olyan nØlkülözhetetlen szerepet lÆtszik 
betölteni, mint az ØrdessØgi tØnyezı valamilyen formÆja a vízfolyÆsok vízszÆllí-
tó-kØpessØgØnek jellemzØsØre szolgÆló szÆmítÆsokban. Ahogy hosszas Øs fÆrasztó 
mØrØssorozatok utÆn sikerült erre vonatkozóan ÆltalÆnosnak tßnı összefüggØ-
seket felÆllítani (pl. Nikuradze-fØle hÆrfÆ-t), valószínßen mØg sok laboratóriumi 
Øs helyszíni mØrØsre lesz szüksØg, hogy a diffœziós tØnyezıt meghatÆrozhassuk. 

A legnagyobb nehØzsØget az jelenti, hogy a diffœziós tØnyezı a kereszt-
szelvØnyen belül is vÆltozik a sebessØgeloszlÆs függvØnyØben. Mint lÆtni fogjuk, 
mØg szabÆlyos sebessØgeloszlÆs feltØtelezØse esetØben is ellentmondÆsos elmØ-
letek uralkodnak a diffœziós tØnyezı eloszlÆsÆt illetıen. 

A mozgÆs-, hı- Øs anyagÆtvitelt leíró alapvetı összefüggØsek szoros 
hasonlósÆga [1] azt muta t j a , hogy a hÆrom folyamat turbulens diffœziós 
tØnyezıje nagyjÆból azonos. Egyes vizsgÆlatok azonban azt mutat jÆk, hogy a 
liıdiffœziós tØnyezı 20œ-40%-kal is eltØr a mozgÆsdiffœziós tØnyezıtıl. 

A gyakorlatban termØszetesen mindegyik tØnyezı Ørdekes lehet. Való-
színßleg meg kell azonban elØgednünk azzal a feltØtelezØssel, hogy a hÆrom 
tØnyezı egyenlı, Øs örülni kell, ha egyik megÆllapítÆsa lehetsØges. 

æ = ��� , x > 0-ra; Øs 
Aqu 

x 0-ra. 

4. A turbulens diffœziós tØnyezı 

7* Mßszaki TudomÆny 43, 1970 



360 STAROSOLSZKY Ö D Ö N 

A mozgÆsmennyisØg diffœziójÆnak ØrtelmezØsØhez vizsgÆljunk egy sík-
beli ÆramlÆst. A Reynolds-feszültsØgek a 

r = - qu’v’ , (29) 

ahol u’ Øs D’ a fluktuÆciós t a g o k x, illetve y irÆnyÆban, a �q U’ D’ megadja a 
p u’ mozgÆsmennyisØgnek a v’ hatÆsÆra bekövetkezı Æt lagos szÆllítÆsÆt. 

Az ÆramlÆs gradiensirÆnyxi diffœziója következtØben 

du du 
ò = � Q u v = r ) � = £ £ - — , (30) 

dy dy 

ahol £ a kinematikai és ª/ a dinamikai örvØny viszkozitÆs. Az eredı csœsztató 
feszültsØg 

T = + U = (F + î?) ~ = + «) » (31) 
dy dy 

t 
ahol V a kinematikai Øs g a dinamikai molekulÆris viszkozitÆs, vagyis moleku-
lÆris diffœziós tØnyezı a mozgÆsmennyisØgre vonatkozta tva , amely szintØn a 
folyadØk anyagÆllandója. 

Ha az ÆramlÆs laminÆris, v az uralkodó. Az Æ tmenet i t a r tomÆnyban 
mindkØt tØnyezı jelentıs, míg a turbulens t a r tomÆnyban £ szerepe a dön tı . 

Teljesen hasonló az anyagÆtadÆs jelensØge is, ahol skalÆr mennyisØgekkel 
dolgozunk, m e r t a tömØnysØg fogalmÆt veze t tük be (az oldot t vagy lebegı 
a n y a g tömege a víz tömegØhez viszonyítva, illetve híg oldatoknÆl a te l jes 
anyagmennyisØghez viszonyítva). Mivel a víz fajsœlyÆt Øs sßrßsØgØt Æl landónak 
vesszük, gyakran viszonyítunk a víz tØrfogategysØgØhez is. Fontos, hogy 
mindig megadjuk , hogy melyikrıl beszØlünk, mert utóbbi esetben a t ömØny-
sØgnek van dimenziója. 

Az elıbbiek alapjÆn az anyagÆtvitel a diffœzió következtØben 

F í = ^ e ( D M + D t ) ^ - , (32) 
dy 

ahol turbulens mozgÆsnÆl DM szerepe gyakran elhanyagolható, Øs így 

F = - q D , ~ . ( 3 3 ) 
dy 

A mozgÆsmennyisØg- Øs az anyagÆtadÆs turbulens diffœziós tØnyezıjØt 
közelÆlló Ør tØkßnek tar t jÆk . Oldatok esetØben vØgzett kísØrletek szerint az 
anyag Øs hıdiffœziós tØnyezı nagyobb, min t a mozgÆsmennyisØge turbulens 

Mßszaki TudomÆny 43, 1970 



DIFFÚZIÓ ÉS DISZPERZIÓ A V˝ZÉP˝TÉSI H I D R A U L I K ` B A N 361 

diffœziójÆt jellemzı örvØny-viszkozitÆs, vagyis Dtjej> 1. PØldÆul semleges 
sugÆrban Dt/e ~1 ,4 -+1 ,6 ØrtØket is elØr. 

A diffœziós tØnyezı, illetve a diffiíziós jelensØg vizsgÆlatÆval nØgy gya-
korlati esetben foglalkozunk: 

a) víz alatti sugÆrban (betorkolÆs a befogadóba); 
b) zÆrt vezetØkben; 
c) síkbeli kØtdimenziós nyílt felszínß ÆramlÆsban; 
d) nyílt mederszelvØnyben. 

Felhívjuk a figyelmet, hogy a következıkben, mikor csak diffœzióról 
beszØlünk, mindig az anyag diffœziójÆra gondolunk. 

Ha az ÆramlÆs irÆnyÆban vizsgÆljuk a diffœziós jelensØget, amelyet a 
hossz- Øs mØlysØgirÆnyœ (keresztirÆnyœ) diffœzió együttesen idØz elı, Øs csak 
a vonal menti vÆltozÆsra vagyunk kívÆncsiak, ezt az œn. diszperziós tØnyezıvel 
vesszük figyelembe, amely jelentØkenyen nagyobb lehet, mint a turbulens 
diffœziós tØnyezı, amely a különbözı sebessØggel mozgó vízrØszek közti tur-
bulens keveredØs jellemzıje. 

A turbulens diffœziós tØnyezı bizonyos mØrtØkig függ a koncentrÆciótól, 
Øs ha szilÆrd anyagokról van szó, a szemcseeloszlÆstól Øs a lebegı anyag 
fajsœlyÆtól. A kØrdØssel az Egyesült `llamokban D A I L Y I. W. foglalkozott [2]. 

5. Diffœzió víz alatti sugÆrban 

Külön kell foglalkoznunk a kØtdimenziós diffœzióval vagy sugÆrdiffœzió-
val [5], mivel a vízfolyÆsokba beØrkezı szennyezØs gyakran sugÆrszerßen 
terül szØt. 

Az alapvetı differenciÆlegyenlet Ælló víz esetØben 

Ýæ Ý2æ j , Ý2æ 
-�= Dx�- + Dv-�- , (34) 

9í Ýÿ2 9y2 

ha a koordinÆtarendszerünket œgy vet tük fel, hogy x Øs ó az egyenlı kon-
centrÆciójœ pontokat összekötı izokoncentrÆciós vonalakat í r jÆk le. 

Az egyenlet megoldÆsa 

æ 

Cg 2ºàıàó 

exp 
1 ’ÆI + J! 

5 <r$ 
(35 

ahol 

= Ó 2 Dxt Øs <T = \ 2 Dyt 
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Øs a hatÆrfeltØtelek 

ahol h a vízmØlysØg. 

STAROSOLSZKY ÖDÖN 

c(0,0) = c o , 

c(*,0) = 0, 

jı c2nrdr = c0h , 

Ha a diffœziós tØnyezık azonosak, ax = ay � a Øs 

æ 

cn à]/2º 
exp 

x2 y2 

2a2 
(36) 

Du 

/ 
j f -

/ 
� 

N 
V 

2. Æbra. Síkbeli pontszerß forrÆs kØtdimenziós diffœziójÆnak vÆzlata 

Ha ax = a y az izokoncentrÆciós vonalak körök, amíg lia ax ^ ay, ellip-
szisek (2. Æbra). 

A kØtdimenziós anyagmegmaradÆsi egyenlet Æramló vízben, ha az x 
irÆnyœ sebessØg-komponens Ł Øs az ó i rÆnyœ v: 

ä æ , ä æ 9æ � Ý2 æ 
h Ł (- v = Dx  

91 Ýı Ýó Ýı2 
D. 

92 æ 

Ýó2 
(37) 

˝à az ÆramlÆsi sebessØg ı irÆnyban sokkal nagyobb, mint y i rÆnyban, 
a jobb oldal elsı tagjÆnak szerepe elenyØszik Øs így 

9c Ýæ Ýæ ^ 92c 
h Ł 1- v = Ł ó  

dt dx Ýó Ýó2 
(38) 

Az egyenlet teljesen hasonló a vízszintes síklap felett i hatÆrrØteg-ÆramlÆs 
differenciÆlegyenletØhez, ha a lap menti nyomÆsvesztesØg elenyØszı Øs nincs 
az ÆramlÆsban sßrßsØgkülönbsØg, azaz ha 

akkor 

� = ( p + Zlyz) = 0, 
Ýı 

9 Ł , 9 Ł , du 92w 
� f- Ł [- v == e  

dt dx 9ó Ýó2 
(39) 
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csupÆn æ helyØre u-t kell kØpzelni Øs az anyag dy turbulens diffœziós tØnyezıjØt 
helyettesíteni kell a mozgÆs e turbulens diffœziós tØnyezıjØvel. 

A kØt egyenlet azonos megoldÆst ad, ha 

dy = e. 

A megoldÆsok fontosak az œn. semleges (sœlytalan) sugÆr Øs a könnyß 
sœlyœ sugÆr betorkolÆsoknÆl. A sugÆr akkor semleges, ha a fajsœlya teljesen 

ir 

sugÆr 

3. Æbra. Semleges vízszintes sugÆr 

"max * uo 

azonos a vízØvel, amelybe betorkollik. MindkØt esetben foglalkozunk a rØsen Æt 
kijövı (œn. síkbeli) Øs a körszelvØnyß csıbıl kijövı körsugÆrral. 

VizsgÆljuk elıször a síkbeli semleges sugarat (Ú. Æbra), amely a kitor-
kollÆsnÆl kezdıdı x tengely irÆnyÆba lı Øs az ó tengely erre merıleges. A sugÆr 
az x irÆnyban œgy fØkezıdik le, hogy szØtterül. Az œgynevezett magsugÆr 
addig tar t , míg a sebessØgcsökkenØs elØri a csı tengelyvonalÆban haladó pontot 
is. Ettıl kezdve a sugÆr sebessØge minden pontban csökken. A legnagyobb 
sebessØg mindig a tengelyben lesz, azaz ó = 0 ØrtØknØl, Øs a sebessØgeloszlÆs 
szimmetrikus az x tengelyre, mind ó pozitív, mind negatív irÆnyban. A mag 
vØgØtıl kezdve a sebessØgeloszlÆs minden szelvØnyben hasonló 

� = / W = / ( f ) . (40) 
"łàı I x

 I 

Az impulzus-tØtel segítsØgØvel levezethetı, hogy ha a sugÆr nem emeli 
meg a befogadó nyomÆsÆt Øs a befogadó vizØvel teljesen azonos fajsœlyœ, az 
"max sebessØg x~1/2-nel arÆnyosan csökken, a megmozgatott víztömeg pedig 
ad^-nel arÆnyosan nı. 

KísØrletek szerint [5], ha x j> L0 (magsugÆrtÆv), a következı szÆmszerß 
összefüggØsek írhatók fel: 
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1,61 

-ß- = 0,44 U 
Qo I ˚ 

(41) 

= 5,2 
˚ 

A D = e-ból Øs à æ Øs u közti analógiÆból következıen, lia a kilØpØsi 
szelvØnyben x � 0-nÆl a tömØnysØg c0, a relatív maximÆlis tömØnysØg 

æ« I b, 

X 

0 
(42) 

Øs a szelvØny relatív Ætlagos tömØnysØge 

Qo 

Q 
(43) 

KörsugÆr esetØben � a sugarat vezetve be vÆltozókØnt ó helyett � 
henger-koordinÆtÆkban a differenciÆlegyenlet 

ÝŁ du 
ß \ vr NT + Ł~7ˆ 

dr Ýı 

1 9 / t � � (r r ) , 
r Ýª 

(44) 

Øs hatÆrfeltØtelei: 

r = o o , Ł 0 ; 

r = 0, vr = 0; 8 - = 0. 
Ýª 

A viszkózus 

T = ge 
du 

dr 

nyírÆst a (44)-be helyettesítve Øs î-val egyszerßsítve 

du | ÝŁ e d 

dr Ýı ª Ýª 

du 
r  

dr 
(45) 
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amelynek megoldÆsa 

¨ I R2 ) " 2 

= l + H m a x � � ( 4 6 ) 
"max l »EX 

ahol umax a tengelyirÆnyœ maximÆlis sebessØg. KísØrletek szerint [5] feltØtelez-
hetı, hogy 

e = Œ x um a x , ahol a kísØrleti Ællandó 

Œ = 0,00196, 

Øs így a kísØrleti adatokból következı összefüggØs: 

� - í i . + ò ^ ò ˆ («> 
es 

0 , 0 1 6 * 2 

i î s î « = 6 , 4 � I ( 4 8 ) 
u, î I d0 

TehÆt umax x ]-nel arÆnyosan vÆltozik. Behelyettesítve u0-t umax helyØre Øs 
kifejezve e-ra 

e = 0,013 Uq rf0, (49) 

Øs a mozgatott mennyisØg 

( > = f ¨ 2¸ˆ dr = 8ºsx, -� = 0,42 -^�f. (50) 
J « Qq dn 

TehÆt Q x-el arÆnyosan vÆltozik. Ez az eredmØny eltØr attól, amit a Gauss-
eloszlÆs ad a sebessØgekre 

" I J 2 

=t exp 
"max I 26 2 X2 

(51) 

KísØrletek szerint b = 0,01, Øs így 

^ - = 0 , 2 8 ^ - . ( 5 2 ) 
Vo «î 

Az Ætlagos tömØnysØg eloszlÆs a szelvØnyben a hossz mentØn 

æ Qo 
(53) 

Q 
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Mivel d — £, a pontbeli töménység-eloszlás teljesen a sebességeloszlást 
követi és így 

u cmax "max 

"'max "max 

A befogadó vízénél könnyebb sugárra (4. ábra) síkbeli sugárnál a 

ÝŁ , du] . d2u 
Q j Ł ü » = � Ay + e�-

dx dy j Ýó2 
( 5 4 ) 

Øs körsugÆrra 

î̂ âî "î 

4. Æbra. Függıleges könnyß sugÆr 

Ýß 8u ä , 1 Ý . . 
Q ˚ + Ł = � ÀÓ H � ( ò r ) 

Ýª 6* ª Or 
(55) 

differenciÆlegyenlet ØrvØnyes, ahol Ay a fajsœlykülönbsØg, amely jelen esetben 
negatív Øs felhajtóerıkØnt mßködik. 

R O U S E [ 1 3 ] kísØrletei szerint 

Ł = 4,7 
QX 

q = 0,153 

1/3 ! r 

exp I � 96 

1/3 
ıœ>\ 

Ay = - 1 1 , 0 
e í - w ) 2 1/3 

ve = - 0,041 

exp 

w l 1 / 3
 X2’3 

7 1 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 
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ahol ve a keveredØsi sebessØg a hossz mentØn a sugÆr szØlØn Øs 

w = 2ÿ uAyr dr. 

Bevezetve az œn. sürßsØgkülönbsØgi Froude-szÆmot 

Fr � �-�� , 
Ay 

GDî 

Øs behelyettesítve 

� = 4,35 Fr- 2 / 3 3 exp - 9 6 

= 0,18 F r - 2 ’ 3 ’ * 
<?o 

S/3 

- = 9,35 Fr2 ’3 1 x 
�5/3 

exp 71 � 
_2 

Ł «-2/3 Jl/3 

= 0,035 Fr~ 2 / 3 �� 

(60) 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 

A tömØnysØgeloszlÆs a `y/y eloszlÆst fogja követni, vagyis 

zly Ñ 

C« ^ y 0 

(66) 

A homogØn befogadóba betorkolló sugÆrra vonatkozóan tehÆt a követ-
kezı dimenzió nØlküli egyenletek írhatók fel, illetve az egyenletekbeli kitevı 
a következı: 

I. tÆblÆzat 

A BugÆr 
Semleges Könnyß 

A BugÆr 
síkbeli kör síkbeli kör 

umax 
"o [ f i 

n - 1 / 2 - 1 1 - 1 / 3 

6 

bo ~ ( t r - ("5;) ~ ("57) m 1 1 1 1 

Q 
<?0 ~ ( í ) ’ p 1/2 1 1 5/3 

cmax 
«0 ( i ) ’ 

ÿ - 1 / 2 - 1 - 1 - 5 / 3 
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6. Diffœzió zÆrt szelvØnyben 

EgyszerßsØg kedvØØrt tÆrgyaljuk a körszelvØnyß csıbeli permanens 
ÆramlÆs esetØt, amely legegyszerßbben henger-koordinÆtÆkban írható fel Øs a 

Ýæ Dr ä ( Ýæ\ 
U-+- = � r (67) 

Ýı ª Ýª ( Ýª j 

differenciÆlegyenlettel írható le, ahol æ a koncentrÆció, Ł az ı irÆnyœ sebessØg-
összetevı, r a sugÆr koordinÆta, x a hosszirÆnyœ tengelyvonalbeli koordinÆta 
Øs Dr a radiÆlis diffœziós tØnyezı. Dr egy szelvØnybeli ÆtlagØrtØk jelen esetben, 
azaz sugÆrirÆnyban nem vÆltozik. A hosszirÆnyœ diffœziót elhanyagolhatónak 
vettük. 

Ha a diffundÆló anyagot q hozammal pontszerßen ju t ta t juk a csı ten-
gelyvonalÆba, a differenciÆlegyenlet megoldÆsa 

cq I ur-
c = � exp � 

4º D r 4Dx 
(68) 

`alójÆban a beadagolÆs nem pontszerß, hanem rendszerint î sugarœ, 
akkor a megoldÆs 

Ñ � �-� E  

2 Dx 
r r’2u) 
j exp 7�� j exp 

4Dx 1 
I0(rr’uj2Dx) r’dr’, (69) 

ahol c0 a beadagolÆs koncentrÆciója Øs J 0 a zØrus rendß mÆsodfajœ Bessel-
fiiggvØny; lia a beadagolÆsi sebessØg egyenlı az í/-val 

q = c0 U º à2 (70) 

is behelyettesíthetı. A c0 ØrtØk helyettesíthetı a teljesen elkevert æòå kon-
centrÆció segítsØgØvel (Ü/à)2 ØrtØkkel is, ahol b a csı sugara. 

FeltØtelezve, hogy e ~ Dr, ami a leghosszabb diffœziós tÆvot fogja adni, 
tekintve, hogy rendszerint e/D < 1 Øs bevezetve à Œ = 0,4 KÆrmÆn-fØle uni-
verzÆlis Ællandót a keveredØsi elmØlet szerint H O L L E Y Øs S C H U S T E R alapjÆn [ 9 ] 

e � J G f L ( 7 1 ) 

30 

ahol Ł a csœsztató sebessØg Øs d a csıÆtmØrı. 

Dr~e= "a˝- = 0,0118 Vfu0 d Øs ebbıl következın 
30 
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^ L = 0,0118 f / R e , (72) 
V 

a h o l / a Darcy-fØle sœrlódÆsi tØnyezı Øs u0 az Ætlagos csıbeli sebessØg. 
Mivel e a teljes keresztszelvØnyre nØzve egy ÆtlagØrtØket ad, ha a diffun-

dÆló anyag nem tölti ki a csövet, akkor Dr kisebb lehet, mint amit az egyenlet 
ad. 

A csıbeli diffœziónÆl [9] hÆrom jellegzetes periódus figyelhetı meg (5. 
Æbra). A beadagolÆs közelØben a diffundÆló anyag nem Øri el a csıfalat, mag-
szerßen halad. MiutÆn a szØle elØrte a falfelületet, amelyen nem tud Æthatolni, 

L 

5. Æbra. A csıbeli radiÆlis diffœzió jellemzı fÆzisai 

megkezdıdik a szelvØnybeli kiegyenlítıdØs, ami a mÆsodik tÆvolsÆgon megy 
vØgbe. A harmadik periódusban az anyag teljesen elkeveredett Øs gyakorlatilag 
egyenletesen tölti ki a szelvØnyt. 

Az elsı szakasz x1 hossza œgy hatÆrozható meg, mint az a szelvØny, ahol 
a fal menti tömØnysØg valami csekØly ØrtØket, mondjuk a teljes elkeveredØs 
1%-Æt elØri. A folytonossÆgból következıen q = º b’1 u0. 

FeltØve, hogy az Ł közelítıleg egyenlı az u0-val az elsı szakasz vØgØn, 
ebbıl következik, hogy 

0,12 . (73) 
b2u 

Behelyettesítve D = 0,0118 | / ’Re ØrtØket, az x1 szakasz hossza: 

7 0 , 8 , . 
= d - { f - ( ? 4 ) 

Mivel egy adott csınØl / enyhØn csökken, ha a vízhozam nı, az x1 mag-
tÆvolsÆg nı, ha a vízhozam növekszik. Legnagyobb ØrtØket tehÆt a maximÆlis 
vízhozammal Øri el. , 

H O L L E Y Øs S C H U S T E R [ 9 ] levezette, hogy A mÆsodik szakasz vØgØnek 

9* Mßszaki TudomÆny 43, 1970 



370 STAHOSOLSZKY ÖDÖN 

L tÆvolsÆga 

ahol à ´ t Ønyezı elsısorban az ajb v i szonyszÆmtól függ , de nem ØrzØkeny 

kis a/b Ø r t Økek esetØn a n n a k vÆ l tozÆsÆra . Függ mØg a t t ó l is, hogy a te l jes el-

keveredØshez kØpes t (amit elmØleti leg csak a vØgte lenben Ør el), mekkora t ß r Ø s t 

6. Æbra. A relatív diffœziós tØnyezı Øs a |’f Re összefüggØs (Holley Øs Schuster nyomÆn) 

enged tünk meg . Ha a t ß r Ø s 1 % , azaz = 1,01 Øs a/b = 2/10 e s e t Ø b e n 

Â = 9 , 2 5 . 

Az L/d n�vekszik, lia f cs�kken. Mivel egy a d o t t csınØl, ha a v í zhozam 

v a g y a Reynolds -szÆm nı, f enyhØn csökken, a teljes keveredØs i t Æ v nı, h a a 

v ízhozam nı . 

Ha a Dr diffœziós t Ø n y e z ı a hossz m e n t Ø n nem Æ l landó , hanem vÆ l toz ik 

(Øspedig nı), az Ætlagos d i f fœz iós tØnyezı a 

Kt_2 = ~ klXl (76) 
x2 ’ Xí 

kØple t te l h a t Æ r o z h a t ó meg, ahol kx Øs k2 az Æt lagos d i f fœz iós tØnyezık az 

Øs x2 szakaszra . 

L � d 
Â 

TT 
( 7 5 ) 
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H O L L E Y és S C H U S T E R nyomán közöljük A 6. ábrát, amely összefüggést ad 
a £>r/r relatív diffúziós tØnyezı Øs a | ’ / R e között. Mivel a vizsgÆlatoknÆl a 
diffœziós mag nem töltötte ki teljesen a teret, a pontok nagy rØsze a D,v = 
-- 0,0118 [ / /Re egyenletet jelkØpezı egyenes alÆ esik. A mØrØseket vízben 
Øs levegıben, Kripton, C02, NaCl, He, KCl Øs mÆs oldatokkal 7 , 5+ 30 cm 
ÆtmØrıjß üveg-, mßanyag-, rØz-, galvanizÆlt acØlcsıben 0,3 + 1,5 m/s sebessØg 
mellett vØgeztØk. 

VØgsı megÆllapítÆskØnt a teljes elkeveredØs tÆvolsÆgakØnt (amely nyom-
jelzıs vizsgÆlatoknÆl, izotópos oldatos vízhozammØrØsnØl igen fontos) a 

( ˜ + I0 
Vf 

(77) 

tÆvolsÆgot ajÆnljÆk. 
A csıben hosszirÆnyœ diszperzióval T A Y L O R G. I . [ 1 0 ] foglalkozott, aki-

nek alapvetı munkÆjÆt szÆmosan idØzik. 

8e 8c 32c 
H ¨ 1), II8 

dt äı Ý*2 

differenciÆlegyenletbıl kiindulva, hosszœ egyenes csıre, ahol mÆr az egy-
dimenzióssÆg feltØtelezhetı, a 

D L = 1 0 , L U , ( 7 9 ) 

összefüggØsre jutot t , ahol a csı sugara Øs u , az Ætlagos csœsztató sebessØg. 
Az összefüggØs hatÆrfeltØteleivel kØsıbb foglalkozunk a nyílt mederbeli diffœ-
ziónÆl. 

A DL diszperziós tØnyezı a keresztszelvØny sebessØg-eloszlÆsÆtól függ 
Øs a szelvØny közØpsebessØgØnek hasznÆlatÆt tØtelezi fel a (78) egyenletben. 

F I L M E R Øs Y E D J E V I C H [ 3 ] az elkeveredØs mØrtØkØre a variÆciós tØnyezıt 
vezettØk be 

1 
cv = � 

Ñ 
� ( c , - c ) ä (80) 

N 

ØrtelmezØssel, ahol æ a szelvØny közepes tömØnysØge æ = (1/ï)Àæ(- Øs æ, a mØrt 
pontbeli tömØnysØg összesen n szelvØnybeli pontban mØrve. A variÆciós tØnyezı 
Øs a relatív tÆvolsÆg között 

exp = ˚ exp I � ßy Vf 
D 

(81) 
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összefüggØsre ju to t tak , ahol L a szakasz hossza, D a csıÆtmØrı, / a sœrlódÆsi 
tØnyezı Øs K, ß Øs ß1 kísØrleti tØnyezık. MØrØseiket Re = 2,3 � 105 1,8 � 10e  

Reynolds szÆm tartomÆnyban y = 0,0178 -f- 0,0111 sœrlódÆsi tØnyezı mellett 
vØgeztØk. ˚ ØrtØkØre 0,852 -f- 0,946 ØrtØket kaptÆk, mØgpedig nagyobb Rey-
nolds-szÆmhoz nagyobb ˚ ØrtØk tartozott, ß ØrtØke 0,252 0,257 között vÆl-
tozott , nagyobb Reynolds-szÆmhoz kisebb ß tartozott . Ûgy vØlik, hogy ˚ Øs ß 
a kezdeti beeresztØstıl függı Ællandók. 

ZÆrt csıszelvØnyben a hatÆrrØteg-elmØlet alapjÆn sebessØg-eloszlÆsi tör-
vØny vezethetı le. Bevezetve a sebessØg dimenzió nØlküli 

mØrıszÆmÆt Øs a tÆvolsÆg 

Ó 

dimenzió nØlküli mØrıszÆmÆt: 

a laminÆris alsó rØtegben 

az Ætmeneti ütközı zónÆban 

a turbulens magban 

"î 
P 

¨ 

¨* 

Ó_ 

v 

(82) 

y + < 5-nØl u+ = y + 
5 < y + < 3 0 , 

u+ = �3,05 + 51ny + 
y + > 30, u+ = 5,5 + 2,5 Iny + . 

összefüggØs írható fel. Ha a Reynolds-szÆm nı, a laminÆris Øs az Ætmeneti 
rØteg közelebb megy a falhoz. 

A turbulens diffœziós tØnyezı 

¯Ì 

V 

1 - (ó!ªî) 

du+ldy+ 

összefüggØssel fejezhetı ki Øs a laminÆris rØtegben eM/v = 0 

az Ætmeneti rØtegben £mIv = Ó 

5 

y + í l 

a turbulens magban 
æ ì 

Ó 

2,5 

A turbulens magban tehÆt a relatív turbulens diffœziós tØnyezı ÆltalÆban 
nagyobb, mint egy, de a csı közØpvonalÆban �l-hez tar t . Ezt a sebessØg-
eloszlÆs mesterkØlt felvØtele okozza. 

Mßszaki TudomÆny 43, 1970 



DIFFÚZIÓ ÉS DISZPERZIÓ A VÍZÉPÍTÉSI H I D R A U L I K Á B A N 373 

H a a moleku lár is d i f fúz ió e lhanyago lha tó a t u rbu lenshez v i szony í t va , 

akkor 

y + ' l - J L 

L ro 

magban . REICHARDT [14] kísérletei szer in t (7. ábra) középen csökkenés v a n 

és ezért a 
üì Ã, í r ) 

2 " „ ( r 2 " 

1 - — 1 + 2 — 
l rü l ro 

(84) 

összefüggést a ján l j a , aho l x az 

u+ = — l n y + + C 
X 

sebesség-eloszlás egyen le t keveredési e g y ü t t h a t ó j a (x ^ 0 , 4 ) . 

A turbulens hõdiffúziós tényezõ k issé el tér a mozgásd i f fûz iós tó l . J E N K I N S 

[14] a hõ- és a mozgásd i f fúz iós t ényezõk re a 

Åì 

£M (85) 
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összefüggést adta meg (8. ábra), ahol Pr a folyadék Prandtl-száma 

_ a 
Pr = — 

V 

és v à kinematikai viszkozitás, míg à à hõdiffúziós tényezõ (víz esetén à víz-
építési gyakorlatban 5 -4- 14 között változik). Látható, hogy eh jelentõsen 
nagyobb lehet, mint eM. 

PrandH - szam, Pr 

8. ábra. A hõ- és inozgásdiffúziós tényezõk viszonya 

Valószínû, hogy a bemutatott dimenzió nélküli összefüggés nyílt szel-
vénybeli áramlásokra is érvényes, azaz a hõdiffúziós tényezõ eltér a mozgás-
diffúzióstól. Sajnos, biztos összefüggések az anyagdiffúzió (oldatok) és a hõ-
diffúzió között nincsenek, gyakorlati esetekben azonosságot szoktak fel-
tételezni köztük. Ebben a vonatkozásban a szakirodalomban található külön-
féle adatok összevetése valószínûleg eredményre vezetne. 

Hasonlóképpen rá kell mutatni, hogy a síkbeli áramlásokra levezetett 
diffúziós tényezõ 

D í i Ó 
— - « » ó 1 1 

Óî 
(86) 

eloszlásfüggvényét (9. ábra) hasonló hiba terheli, azaz annak feltételezése, hogy 
a felszínhez közeledve a diffúziós tényezõ zérushoz tart, nem felel meg teljesen 
a valóságnak. 
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0,10 

0 0,1 0,2 03 0,9 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

Ó/Ó" 

9. ábra. A mozgásdiffúziós tényezõ változása a síkbeli határrétegben 

7. Diffúzió síkbeli áramlásban 

A kétdimenziós, síkbeli (határréteg) áramlásra alkalmazták elõször a víz-
építésben a diffúziós elméletet, kialakítva az ún. diffúziós lebegtetett hordalék-
szállítási elméletet (amely jól alkalmazható víznél könnyebb lebegtetett anya-
gokra, kásajégre és légbuborékokra is). 

A diffúzió és diszperzió elnevezés használatát tekintve nem teljesen 
egységes a szakirodalom.* Diffúzión az anyag töménység gradiensirányú moz-
gását ért jük, míg diszperzió esetén az elõbbi fogalmazás szerinti diffúzión 
kívül a turbulens mozgás elsodró hatása is érvényesül, és a kettõ együttes 
hatására bekövetkezõ konvektív anyagátvitelrõl van szó. A diszperziós tényezõ 
figyelembe veszi a keresztszelvény sebességeloszlását és ezért a konvekciós 
tagban szereplõ è sebességérték a szelvény középsebessége. 

A diszperziós tényezõt tulajdonképpen azért vezetik be, hogy az egy-
dimenziós differenciálegyenletben figyelembe lehessen venni kétdimenziós 
hatásokat. 

T A Y L O R  [ 1 0 ] k imutatta, hogy a hosszirányú turbulens diffúzió x irányban 
elhanyagolható, összevetve azzal a hosszirányú diszperzióval, amelyet az 
Ey (illetve D,) turbulens diffúzió okoz a du/dy sebességgradiens hatására. 

A kétdimenziós áramlásban az ey turbulens diffúziós tényezõ (9. ábra) 

1 
ó ] du 

Ãî 1
 d J 

(87) 

* Sajnos, az általunk vizsgált jelenségre a magyar Természettudományi Lexikon sem 
tartalmaz megfelelõ meghatározást. 
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ØrtØke a felszínen Øs a hatÆrfelület mentØn az univerzÆlis sebessØg-eloszlÆsi 
törvØny miatt zØrus Øs közØpen maximuma van. 

Ezzel az ey ØrtØkkel a lebegı anyageloszlÆs meghatÆrozható, ha integ-
rÆljuk az egyensœlyi egyenleteket a rØszecskØk függıleges szÆllítÆsÆra Øs a 
turbulens diffœzióra vonatkozóan. 

wc = ey -
 C-, (88) 
dy 

ahol w az ülepedØsi (vagy emelkedØsi) sebessØg. Ezt az összefüggØst az elmœlt 
30 Øv vizsgÆlatai igazoltÆk. ey közØpØrtØkØt az 

Ey � 0,068 y 0 Uj. (89) 
kØplet adja. 

E L D E R [ 1 1 ] kØtdimenziós permanens, egyenletes ÆramlÆsra a 

0 40 
Dc = �; -y0ux = 5 , 9 y 0 U y (90) 

ı º 

diszperziós tØnyezıt fejlesztette ki. 
A diszperzióra Øs diffœzióra vonatkozó kØt egyenletet összevetve, Dcjey = 

= 87 ØrtØket kapunk, ami azt mutatja, hogy a hosszirÆnyœ diszperziót a 
sebessØg függıleges Ørtelmœ vÆltozÆsÆnak hatÆsa befolyÆsolja jelentısen. 

Ha T A Y L O R összefüggØsØt alkalmazzuk síkbeli ÆramlÆsra, 

D l = 10,1 � u* � 20,1 Ru,. (91) 
2 

ØrtØket kapunk, azaz összehasonlítva T A Y L O R Øs E L D E R diszperziós tØnyezıjØt 
vØgtelen szØles meder esetØben, ahol az ÆramlÆs pÆrhuzamos az oldalfalakkal, 

DC/DL = 0,29, (92) 

ami azt jelenti, hogy az oldalfalak jelentısen növelik a diszperziós tØnyezıt ! 
Az Ællandó ülepedØsi sebessØgre Øs ey � Dy diffœziós tØnyezıre, valamint, 

ha Dy = D, a függØly mentØn Ællandó, a 

n Ý æ  
� wc = D 

9y 
egyenlet 

w(y � a) 

D 

Ñ 
= exp 

cn 

(93) 

megoldÆst ad, ahol ca az a viszonyító mØlysØgben mØrt koncentrÆció. 
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8. Diffœzió Øs diszperzió nyílt medrekben 

A vízfolyÆsokat Ørı anyagi Øs hıszennyezØsek levonulÆsa, illetve per-
manens hatÆsuk esetØn tökØletes elkeveredØse nyilvÆnvalóan foglalkoztatja 
a vízØpítı mØrnököket. A hÆromdimenziós jelensØg leírÆsa elØg bonyolult, 
ezØrt közelítı feltevØseket szokÆs tenni. 

A kØsıbbiekben ismertetett feltevØseinek helyessØgØt F I S H E R [ 3 , 8] 
laboratóriumi kísØrletekkel Øs helyszíni ØszlelØsekkel igazolta, ezØrt Ørdemes 
velük bıvebben foglalkozni. 

A termØszetes vízfolyÆsokban az eloszlÆs mindig hÆromdimenziós, Øs a 
sebessØg Øs a tömØnysØg hÆrom irÆnyban vÆltozhatik. A legtöbb termØszetes 
vízfolyÆsban, ahol a szØlessØg a mØlysØgnØl jelentısen nagyobb, az oldalsó 
sebessØg-eloszlÆs hatÆsa nem hagyható figyelmen kívül, tehÆt E L D E R kØt-
dimenziós összefüggØse nem alkalmazható. 

Mivel a gyorsabban Æramló zónÆban az anyag gyorsabban Æramlik lefelØ, 
elıre siet, az anyagfelhı szØtterül. Ezt a keresztirÆnyœ keveredØs igyekszik 
egyensœlyozni, mØgis keresztirÆnyban nagy tömØnysØg különbsØgek Ællhatnak 
elı. MØlysØg szerint, aliol a tÆvolsÆgok viszonylag kicsinyek, a keveredØs sokkal 
hatØkonyabb, bÆr itt is a felszín többnyire elıresiet. 

Az eltØrØs a nagy Øs kis sebessØgß zóna között oldalirÆnyban ÆltalÆban 
nagyobb mint függıleges irÆnyban. A turbulens diffœzió igyekszik eltüntetni 
a szelvØnybeli különbsØgeket � irÆnyulva mindig a gradiens irÆnyÆban Øs 
arÆnyosan vele �. OldalirÆnyban, ahol nagy tÆvolsÆgok vannak, sokkal 
nagyobb tömØnysØg-különbsØgek Ællhatnak elı. Ez egy nagyobb D/(ruN.) 
diszperziós tØnyezıre vezet, amelynek oka, hogy a hidraulikus sugÆr mÆr nem 
jellemzı mennyisØg többØ. 

A folyamatot � bizonyos tÆvolsÆg utÆn a beeresztØstıl � a (78) egyenlet 
írja le a vízfolyÆs mentØn: 

F I S H E R tehÆt azt javasolja, hogy nem függØly szerint, hanem kereszt-
irÆnyban (vízszintesen) integrÆljunk. A szÆmítÆshoz mØrni kell a h mØlysØget 
Øs a sebessØg-eloszlÆst. Az anyagmegmaradÆs törvØnyØt felírva, azaz kifejezve 
az egyensœlyt az alvíz felØ elszÆllított anyag Øs a szelvØnybeli turbulens 
diffœzió között, csak a vízszintes Ørtelmß, z irÆnyœ diffœziót vØve figyelembe, 

Ýæ 

dt 
+ ¨ = D-

DC 

dx 

Ý2 æ 

Ýı2 

(94) 

9* Mßszaki TudomÆny 43, 1970 



3 7 8 STAROSOLSZK.Y ÖDÖN 

ahol ez a mØlysØgre Ætlagos diffœziós tØnyezı oldalirÆnyban; f a mØlysØg 
szerint integrÆlt sebessØg, azaz a fajlagos vízhozam eltØrØse az Ætlagostól 

q’ = Sh
0u’dy, (95) 

ahol u’ = Ł � Ł az eltØrØs a keresztszelvØnybeli közØpsebessØgtıl, æ a kereszt-
szelvØnybeli közepes koncentrÆció, Øs c’ az eltØrØs a közØptıl æ’ = æ � æ. 

`ltalÆnossÆgban ez Øs h a z-tıl függ egy szelvØnyen belül. A Fick-fØle 
meghatÆrozÆs szerint 

M J A u V d A 
D = -

A � A 

dx dx 

Ýæ . de (96) 

ahol M a tömegÆrain az A szelvØnyterületen Æt az egysØgnyi idı alatt. A kØt 
differenciÆlegyenlet összetevØsØbıl Ýæ/Ý-ò ØrtØkØnek behelyettesítØse utÆn a 
diszperziós tØnyezı 

D = � P q’dz ˆ � d z ˆ qdz . (97) 
AJ î Jo ezh J î 

A megoldÆshoz az A, h, g Øs q’-on kívül szüksØges ez keresztirÆnyœ turbu-
lens diffœziós tØnyezı meghatÆrozható E L D E R Øs F I S H E R vizsgÆlatai szerint az 

e2 = 0,23 hu� (98) 

kØplettel Øs így mÆr a D diszperziós tØnyezı szÆmítható. 
A módszert laboratóriumban ellenıriztØk, elıször sima falakkal Øs sima 

vagy Ørdes fenØkkel. FeltØtelezve, hogy az ÆramlÆs síkbeli, 

D = 5,2�15,7 hu� (99) 

eredmØnyt kaptak. Ha az oldalfalakat Ørdessel helyettesítettØk közØpen nagy 
Øs oldalt kis sebessØg lett , az eltØrØs hatalmasan megnıtt 

D = 210�640 Ru* (100) 

ØrtØkßre, ahol a h mØlysØget az R hidraulikus sugÆrral helyettesítettük. 
Hat mØrØssorozatot vØgeztek Ørdesített oldalnÆl 2,1 4,7 cm mØlysØg-

gel, 19 - r 43 cm szØlessØggel Øs 25 46 cm/s sebessØggel. A szÆmított Øs mØrt 
ØrtØkek +20%-ra tØr tek el egymÆstól, ami a diffœziós tØnyezı megmØrØsØre 
vonatkozó mØrØsi pontossÆgnak felel meg. D/(Rum) ØrtØke 190 640 volt, 
mint mÆr említettük. 
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A helyszíni vizsgÆlatokat egy 22 m szØles Øs 1,8 m mØly vízfolyÆson 
vØgeztØk, ahol a legmØlyebb ponton adagoltak festØket. A tipikus kereszt-
szelvØny durvÆn hÆromszög alakœ volt. A vízhozam 9 m3/s körül volt. Az 
elıre jelzett diszperziós tØnyezı 7,6 m2/s, a mØrt ØrtØk 6,3 Øs 8,1 m2/s között 
vÆltozott. Az egyezØs meglepıen jó volt. 

Az egyenlet alkalmazÆsÆt F I S H E R b/d j> 6 tartomÆnyhoz köti, tovÆbbÆ 
ahhoz, hogy jelentıs oldalirÆnyœ vÆltozÆsok legyenek. A kØplet hasznÆlata 
megköveteli a b szØlessØg, a d(z) mØlysØg (teljes keresztszelvØny), az u’ szel-
vØnybeli sebessØgeloszlÆs Øs az csœsztató sebessØg ismeretØt. 

Az u , csœsztató sebessØg ØrtØkØre Ørdes felületeknØl közelítıleg az 

" * = U 
F 1 

I ¸ - � � Ri/6 ] R I 
f f g RI (101) 

kØpletet szoktÆk alkalmazni. Ha sima falra Øs pozitív Øs negatív nyomÆs-
gradiensre (azaz vÆltozó vízmozgÆsra) is ki akarjuk terjeszteni az összefüggØst, az 

U 

5,6 log ( A ( U ö x 

u ˆ " 
+ 4,5 

(102) 

kØplethez jutunk, ahol bx a hatÆrrØteg �eltolÆsi vastagsÆg", F2 Øs F1 az œn. 
�fal-törvØnybıl" következı függvØnyØrtØkek. 

Fontos követelmØny, hogy meghatÆrozzuk a beadagolÆstól szÆmított 
hosszat vagy idıt, amelytıl kezdve az egydimenziós diffœzióegyenlet leírja 
a diffœzió jelensØgØt. 

Dimenzióanalízis mutat ja , hogy az idı 

T = / 
P 

E 
(103) 

azaz a jellemzı l mØret nØgyzetØnek Øs a diffœziós tØnyezınek függvØnye, mivel 
a jellemzı mennyisØgek egy keresztszelvØnyre vonatkoznak. T" egy Euler-fØle 
leírÆsban szereplı idımØret. Ugyanígy bevezethetı egy Lagrange-fØle leírÆsban 
szereplı idımØret.is, amely az a T idı, amely szüksØges, hogy a nyomjelzı 
rØszecskØk mozgÆsa mÆr ne függjön össze a kezdeti sebessØgükkel. 

F I S H E R szerint a kØt idımØret közti összefüggØs logaritmikus sebessØg-
eloszlÆst Øs lineÆris csœsztató feszültsØgeloszlÆst feltØtelezve: 

T = 14,8 T. (104) 
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A konvektív periódus hossza, 

ˆ = 0,30 
Rum 

( 1 0 5 ) 

Øs így az Euler-fØle idı-mØret: 

0,23 Ruf. 
(106) 

A szakasz hossza, amelyen tœl mÆr az egydimenziós egyenlet ØrvØnyes 

Øs ez a konvektív periódus hossza hatszorosÆnak felel meg. 
A Lagrange-fØle idılØptØkbıl következik, hogy a diszperziós tØnyezı 

közelítı ØrtØke 

ahol az l jellemzı hossz a legnagyobb felszíni sebessØg tÆvolsÆga a tÆvolabb 
levı partszØlhez. 

Bevezetve az idı t’ = t/T dimenzió nØlküli mØrıszÆmÆt a diffœziós 
jelensØgre a következıt talÆltÆk: 

í’ = 0-4-3 konvekciós periódus,’ a Taylor-elmØlet nem alkalmazható, 
t’ = 3-1-6 Ætmeneti periódus, az idı-koncentrÆciós görbØk variÆciós tØnye-

zıje közelítıleg lineÆrisan nı, de az egydimenziós diffœzió nem 
alkalmazható, 

t ’ 6 Taylor-periódus, egydimenziós diffœziós egyenlet alkalmazható. 

A konvektív perióduson belül egy Ølesen hatÆrolt felhı halad elıre, a 
tömØnysØg hirtelen vÆltozik a felhı alvízi vØgØnØl, de lassan a felvízi vØgen. 

A diffœziós periódusban a felhı az egydimenziós differenciÆlegyenlet 
szerint terül szØt, valószínßleg Gauss-fØle eloszlÆst követve. A szØtterülØst 
teljesen a közØpsebessØg Øs az egydimenziós diffœziós (azaz diszperziós) tØnyezı 
hatÆrozza meg. 

BÆr ez a tØnyezı folyószakaszonkØnt vÆltozik, elıre becsülhetı a meg-
adott kØplettel, vagy a helyszíni sebessØgmØrØs adataiból szÆmítható. F I S H E R 

a diszperziós tØnyezı egyenletØt szÆmítógØppel javasolja megoldani legalÆbb 
10 függØly adatai alapjÆn. 
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F I S H E R ( 1 0 8 ) jelß közelítı kØplete [ 8 ] ellentmondÆsban van E L D E R 

kØpletØvel [90], mivel elıbbi szerint D fordítva arÆnyos a hidraulikus sugÆrral 
Øs a csœsztató sebessØggel. 

A diffœziós folyamatok leírÆsÆban alapvetı szerepet betöltı diffœziós 
Øs diszperziós tØnyezı meghatÆrozÆsÆban tehÆt elØggØ eltØrı vØlemØnyek 
uralkodnak. A jövı feladata, hogy a szabÆlytalan medrß vízfolyÆsok bonyolult 
ÆramlÆsi viszonyaira módszert dolgozzon ki. F I S H E R eljÆrÆsa ehhez jó kezde-
mØnyezØsnek lÆtszik. 

A mÆsik nehØzsØg a konvekciós folyamat figyelembevØtele. Ennek le-
rövidítØse esetleg vízØpítØsi feladat, amelyet a beeresztØsi mßtÆrgy (diffœzor) 
megfelelı kialakítÆsÆval, illetve a beeresztØs helyØn megfelelı ÆramlÆsi viszo-
nyok biztosítÆsÆval lehet elØrni. 

9. Diffœzió különbözı tulajdonsÆgœ rØtegek között 

A teljessØg kedvØØrt meg kell emlØkezni a különbözı tulajdonsÆgœ 
Æramló rØtegek közti diffœzióról is, ami elsısorban a tengerparti orszÆgokban 
fontos jelensØg, Øs az Ødes víz Øs sós víz keveredØsi folyamatait jellemzi. Pillanat-
nyilag ez a kØrdØs nem lÆtszik tœl Ørdekesnek magyar viszonyok között , mØgis 
elıfordulhat, hogy szembekerülünk vele, Øspedig abban az esetben, ha a be-
eresztØs helyØn nem biztosítunk megfelelı keveredØst Øs a bebocsÆtott rØteg 
a felszínen (pl. hßtıtorokban a melegvíz) vagy a mØlyben (pl. szennyvíziszap) 
csóvakØnt vagy rØtegenkØnt Æramik tova Øs a sßrßsØg különbsØg folytÆn nem 
kívÆn a teljes víztömeggel elkeveredni. Kedvezıtlenül kialakított hßtıtavak-
ban ez az ßn. termÆlis rövidzÆrlathoz vezethet, amikor a tónak csak kis rØsze 
vesz rØszt a hßtØsben, szennyvízbevezetØseknØl jelentısen lelassíthatja az ön-
tisztulÆst vagy kellemetlen lerakódÆsokhoz vezethet. 

Bizonyos mØrtØkig ez a problØma jelentkezik mellØkvízfolyÆsok betor-
kollÆsÆnÆl, amikor a betorkolló folyadØk esetleg teljesen mÆs színß csóvakØnt 
vonul vØgig (ez a jelensØg jól megfigyelhetı a TiszÆban a Sajó torkolata alatt 
egyes esetekben). 

Az elmØleti megfontolÆsok mellızØsØvel felsorolunk kØt összefüggØst 
a különbözı sßrßsØgß rØtegek ha tÆ rÆn bekövetkezı mozgÆs Øs anyagdiffœziós 
tØnyezı arÆnyÆnak megbecsülØsØre. E L L I S O N Øs T H U R N E R [ 1 2 ] szerint: 

í a M [1 � ( R / R / c ) ] , 

«M (1- R/)2 \ 

ahol Rj = Ri(z) (£à1£ì)÷ a z œn- f luxus Richardson-fØle szÆm, Øs RfC körülbelül 
0,15. A Richardson-fØle szÆm a rØtegzıdØs ÆllØkonysÆgÆra jellemzı dimenzió 
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nØlküli szÆm 
d e 

b í W = - r f r � ( n o 
du r 

~d7 

ahol 0(2) a sßrßsØg mØlysØg szerinti v ÆltozÆsÆt leíró függvØny, Ł pedig a sebes-
ség, amely mélység szerint változik. 

M Ü N K é s A N D E R S O N a z 

£ º _ [1 + 10 Ri(*)]V2 ( 1 1 1 ) 

"M [1 + 3,33 Ø(ª)]3/2 

összefüggØst adjÆk meg, amely valamivel enyhØbben vÆltoztatja EaI^m ØrtØkØt 
az Ri(z) függvØnyØben. Erısen rØtegzett ÆramlÆsban eA jeM ØrtØke igen csekØly. 

Ha kØt különbözı tulajdonsÆgœ folyadØk talÆlkozik, pØldÆul, ha Ødesvizß 
folyó ömlik sós tengerbe, a szennyezett � jelen esetben sós � víz sßrßsØg-
különbsØgØnØl fogva behatol egy œn. sós Øk blokkjÆban az Ødesvíz alÆ Øs egy 
keveredØsi folyamat jÆtszódik le. Ezt a jelensØget H A R L E M A N Øs I P P E N [3, 4] 
vizsgÆlta. `llandó keresztszelvØnyß mederre a 

9s ^ 9s _ Ý 

8t äı dx 
D’x � I 112) 

9s 

összefüggØst írtÆk fel, ahol s az Ætlagos sótartalom Øs Ł az Ætlagos sebessØg, 
Øs ezek csak a tÆvolsÆg Øs idı függvØnyei. D’x a hosszirÆnyœ diszperziós tØnyezı, 
amely magÆban foglalja a turbulens diffœzió Øs a sßrßsØg különbsØgek követ-
keztØben elıÆlló belsı ÆramlÆsok hatÆsÆt. Az egyenlet lÆthatóan teljesen 
hasonló felØpítØsß, mint a [15], csak æ helyett az s sótartalom szerepel benne. 
A folyadØk sebessØge az ÆrapÆly u(x, í) sebessØgØbıl Øs a vízfolyÆs U sebessØgØ-
bıl tevıdik össze (vagy kØt vízfolyÆs esetØn a kØt vízfolyÆs sebessØgØbıl). így 

9s . . 9s Tr 8s 9 
h Ł(ı, t) U = � 

9t Ýı Ýı Ýı 
B ’ ^ L x � 

Ýı 
(113) 

ha az x irÆnyt a beömlØs helyØtıl lefelØ haladva szÆmítjuk pozitívnak. 
Azt talÆltÆk, hogy a D’x hosszirÆnyœ diszperziós tØnyezı fordítva arÆnyos 

x-szel a 

(114) 
x -+- ´ 
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összefüggØs szerint, ahol x = 0 helyen, a betorkollÆsnÆl D’x = Dó, miközben 
ha x = �´, a tenger felØ D’x �oo Øs nagy tÆvolsÆgra lefelØ a folyóban D’x �<- 0. 
Az egyenletet különfØle feltØtelezØsekkel oldottÆk meg. A diffœziós tØnyezıre a 

J*L = f 
uB 

P Fr2 

Qt 
(115) 

összefüggØst talÆltÆk, ahol P az œn. dagÆly prizma, a dagÆly sorÆn belØpı 
víztömeg, Fr0 = Uo/g/i a dagÆly Froude-szÆma, ahol u() a legnagyobb dagÆly-
sebessØg Øs h a közØpmØlysØg, Q a vízfolyÆs hozama Øs T a dagÆly periódus-
ideje, à pedig a dagÆly amplitœdója. A diffœziós tØnyezı a PFtqKQT) viszony-
szÆm növekedØsØvel Øs a Qjh viszonyszÆm növekedØsØvel egyarÆnt nı. H A R L E -

MAN Øs tÆrsai a venezuelai Maracaibo öbölre 0,4 + 6 közötti DJuB ØrtØkeket 
hatÆroztak meg a/h = 0,02+0,2 Øs Pt F r ^ ˙ T ) = 0,02 + 0,1 tartomÆnyban 
laboratóriumi Øs helyszíni vizsgÆlatok rØvØn. 

A tengerparti Øs folyótorkolati diffœziós jelensØgek ismertetØse meg-
haladnÆ kereteinket, ezØrt csupÆn utalunk I P P E N könyvØre [4], amelyben 
szÆmos hivatkozÆs is talÆlható a különfØle forrÆsmunkÆkra. 

A hßtıtóba vízszintesen betorkolló melegvízsugÆr diffœziójÆt labora-
tóriumban H A Y A S H I T. [3] vizsgÆlta. Ri = 1 Richardson-szÆm ØrtØkre azt 
talÆlta, bogy a sugÆr 

r = 2\(Q)x Œº t cos æî (116) 

függvØny szerint terül szØt, amely köröket ír le, amelyek a beömlØs helyØn 
Ørintik a sugÆrra merılegesen felvett x-tengelyt. így a felszínen az izotermÆlis 
vonalakat 

(x - Ñ)2 + ó 2 = C 2 

egyenletß körök írjÆk le. Az x Øs Ñ tØnyezı a sebessØg Øs hımØrsØklet eloszlÆsÆ-
tól függ. 

H A Y A S H I kísØrletei azt mutat tÆk, hogy az összefüggØs annÆl pontosabb, 
mennØl nagyobb a hıfokkülönbsØg a betorkoló víz Øs a hßtıtó hıfoka között. 

A hßtıtavakban kialakuló rØtegzett ÆramlÆssal, a felszíni meleg rØteg 
elırenyomulÆsÆval, illetve a mØlysØg szerinti sebessØgeloszlÆssal M A J E W S K I W., 
illetve L E A N , G. H. Øs W H I L L O C K , A. Z. foglalkozott [2]. Ha a felszíni rØteg 
sebessØge egy ØrtØket meghalad, az alsóbb rØtegbıl ragad magÆval. Az elraga-
dÆs mØrtØke a nehezebb folyadØk tØrfogata, amelyet a hatÆrfelület egysØgnyi 
területØrıl, egysØgnyi idı alatt elvisz, azaz nem mÆs, mint a függıleges sebes-
sØg-Összetevı a hatÆrfelületen. 

E L L I S O N Øs T U R N E R kimutat ta , hogy kØtdimenziós neutrÆlis sugÆrban 
turbulens mozgÆsnÆl a sugÆr szØlein a w/v viszony Ællandó Øs 0,075-tel egyenlı. 
Kis sßrßsØg különbsØgeknØl elØg nagy Reynolds-szÆmnÆl, az œn. belØpØsi 
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tényezõ csak a sûrûségi Froude-szám (61) függvénye. A sûrûségi Froude-szám 
értéke 

képlettel számítható, ahol és p2 a különbözõ rétegek sûrûsége. E = wjv 
gyorsan csökken, ha Fr csökken és elhanyagolható értékû lesz, ha Fr < 1,2. 

0.1 0,5 / 5 Þ 20 
Sûrûségi Froude-szám, Fr- v[g (éð/pf) hj 

10. ábra. A belépési tényezõ és a sûrûségi Froude-szám összefüggése felszíni melegvíz-áramlás-
nál 

L Ö F Q U I S T mérései azt mutat ták ki, hogy belépés van egészen kis sûrûségi 
Froude-számnál is. A legalacsonyabb Reynolds-szám 2000 és a legalacsonyabb 
sûrûségi Froude-szám, amelynél már nincs belépés, kb. 0,1 volt. 

A mérési adatok alapján L E A N  és W H I L L O C K által szerkeszthetõ össze-
függést [2] a 10. ábrán mutat juk he. Megjegyezzük, hogy kis E = iv/v belépés 
számoknál a pontok erõsen szórtak. 

A felszíni réteg vastagsága elsõsorban a beeresztés körülményeitõl (ami 
hangsúlyozza a jó diffúzorok fontosságát !) és az alsó rétegtõl való elragadástól függ-

Kétdimenziós felszíni permanens melegáramlást tételezve fel egy álló 
hidegvíz fölött, ha a belépési sebesség nagyobb, mint a kritikus, a melegvíz 
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az alsóbb rØtegbıl ragad magÆval vízhozamot, a rØteg vastagsÆga Øs hozama 
nı, ezzel szemben hıfoka Øs sebessØge csökken. A csökkenı sebessØg következ-
tØben az elragadÆs is csökken Øs bizonyos tÆvolsÆg utÆn mÆr a mØlysØge szinte 
alig vÆltozik. A kØt rØteg felületØn a turbulencia lecsillapodott Øs ezØrt nincs 
jelentıs keveredØs sem. 

Persze ez az ideÆlis Ællapot valósÆgban teljesen nem Æll elı, mert mindig 
van egy enyhe visszaÆramlÆs Øs ez közvetlenül a felszíni rØteg alatt jöhet 
lØtre, amely viszont a fenØk közelØben a felszíni melegvízÆramlÆssal azonos 
irÆnyœ enyhe Æramot hoz lØtre. 

A felszíni rØteg alakulÆsÆnak leírÆsÆra bevezethetı a helytıl függı 
v(x) közØpsebessØg, h(x) vastagsÆg Øs A(x)g sßrßsØg Øs ezek között 

vh = J J Ł � Ay, 

V- h = j q Ł1 � dy , 

’ í : 
" ’ Qa~ Q 

´À 

gu- dy � vh A (117) 

összefüggØsek Ællnak fenn, ahol u(x, y) a sebessØg az x irÆnyban, qa az alsó rØteg 
sßrßsØge Øs az integrÆlÆs az y = h felszíntıl az y = 0 fenØkig terjed. 

Az anyagmegmaradÆs Øs a belØpØs összefüggØsei írhatók 

vh A � A � const (118) 

A A (vh) = E (119) 
V dx 

ahol E az Fr Froude-szÆm függvØnye, v3/A. 
Az egysØgnyi szØlessØgß ÆramlÆs impulzusa Øs a nyomÆs összege a 

sßrßsØggel osztva 

M = v°-h + � C 2g âà~â y d y . (120) 
2 J 0 Qa 

Ha a fenØken Øs az oldalakon a sœrlódÆs elhanyagolható, M Ællandó, 
Øs adott vízhozam Øs beeresztett impulzus esetØn a felszíni rØteg folyamatos 
fejlıdØse leírható 

h Fr2 ’3 il + A� p 2g � �y dy 
l 2 F J î Qa 

M 

A2/3 
(121) 

egyenlettel, amely összefüggØst ad a felszíni rØteg Froude-szÆma Øs mØlysØge 
között, adott kezdeti impulzus Øs vízhozam esetØn. 
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Ez a kis ismertetı sokkal inkÆbb a rØtegzett ÆramlÆsok, mint a diffœzió 
tÆrgykörØbe vÆgott, de cØlszerß volt annak bemutatÆsÆra, hogy az egyedi 
ÆramlÆsi viszonyok figyelembevØtele feltØtlenül szüksØges a diffœziós jelensØgek 
leírÆsÆhoz, hiszen egØszen különleges ÆramlÆsi viszonyok is kialakulhatnak. 

10. Diffœzió Øs diszperzió hidraulikai kismintÆkon 

A diffœziós feladatok megoldÆsÆban gyakran kell modellkísØrlethez 
folyamodni. H a folyami vagy tengerparti modellt kØszítünk, legtöbbször kØny-
telenek vagyunk torzított modellt Øpíteni, Øs ebben az esetben a tökØletes 
dinamikai Øs anyagÆtadÆsi hasonlósÆg biztosítÆsa nehØzsØgekbe ütközik. 
A felületi ØrdessØg vÆltoztatÆsÆval többnyire azonosíthatjuk az ÆramlÆsi viszo-
nyokat, de ez nem jelenti feltØtlenül a diszperziós folyamatok hasonlósÆgÆnak 
biztosítÆsÆt is ! 

A következıkben a következı viszonyító mennyisØgeket alkalmazzuk, 
amelyeket Ællandónak tØtelezünk fel. 

c0 a legnagyobb tömØnysØg a beeresztØs helyØn; 
L0 jellemzı hosszmØret; 
u0 jellemzı sebessØg, pl. a legnagyobb sebessØg a beeresztØs helyØn; 
D0 a hosszirÆnyœ diszperziós tØnyezı a beeresztØs helyØn, 
így a következı dimenzió nØlküli relatív mennyisØgeink vannak: 

_ æ _ x _ u . n 0 t 
Ñ = � ; x = ; ¨ � ; T � ���; 

Cq Lg U0 Lg 

ö o « 

A relatív ØrtØkeket tartalmazó anyagmegmaradÆsi differenciÆlegyenlet, 
ha a vizsgÆlt szakaszon anyag sem el nem tßnik, sem nem keletkezik: 

u 0 L 0 (Q-C 9 c | _ ( 1 2 2 ) 

Dg [dt dxI A Ýı [ Ýı 

Az uQ Lg/Dg dimenzió nØlküli csoportot diszperziós Reynolds-szÆmnak 
nevezik. 

NyilvÆnvaló, hogy hasonlósÆg valósÆggal csak akkor lehet, ha a disz-
perziós Reynolds-szÆm valósÆgban Øs a modellen szÆmszerßen megegyezik. 
Ez akkor Æll fenn, ha 

= 1 , (123) 

ahol X az index szerinti mennyisØg mØretszorzója. 
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Folyami (Øs mßtÆrgy-) modelleknØl a tehetetlensØgi Øs nehØzsØgi erık 
mßködØse esetØn a mechanikai hasonlósÆgot a Froude-szÆm azonossÆga bizto-
sítja. így a sebessØgek mØretszorzója 

Au = XlJ\ (124) 

ahol Xy a függıleges mØretszorzó Øs a tovÆbbiakban XL a vízszintes. 
KØrdØs most mÆr, hogy mi a diszperziós tØnyezı mØretszorzója Øs ebbıl 

következıen mi a Xu XR/XD = 1 összefüggØs feltØtele. 
Ha a Dx = ARu� összefüggØst fogadjuk el, akkor 

^D � ^R ^u* ^ ^y Xu, 

Øs ebbıl következıen a 

XY X F 

= í 

összefüggØs csak XR = Xy esetØben, azaz torzítatlan modelleknØl Æll fenn ! 
Ha a D = 0,3 u’2 l2jRuM összefüggØsbıl indulunk ki [8], 

/ 

12 12 1 12 11/2 12 12 
Au `L _ Au a L _ Ay AL _ `L 

es ezert 

Xy Xu Xy Xy X))" 

^y 2 `. _ ˜1/2 _ ^ y X L _ J 

XI y XI 

feltØtel megint csak akkor teljesül, ha XL � Xy, azaz a modell nem torzított ! 
Ebbıl az a sajnÆlatos következtetØs vonható le, hogy diszperziós jelen-

sØgekre mennyisØgileg következtetni torzított modellen nem lehet ! 

11. KövetkeztetØsek 

A zÆrt Øs nyílt szelvØnyben mozgó vízzel kapcsolatos diffœziós Øs diszper-
ziós jelensØgek feltÆrÆsa mØg csak kezdeti Ællapotban van, azonban egyes 
egyszerßbb esetek szÆmítÆssal az ismeretek mai fokÆn is megoldhatók. Bonyo-
lultabb esetekben a kísØrletek nØlkülözhetetlenek. SajnÆlatos nehØzsØget jelent, 
hogy a kísØrletekre torzított modellek nem alkalmasak. 

NyilvÆnvaló, hogy az elmØleti összefüggØsek adta Øs a valósÆgban 
bekövetkezı jelensØgek eltØrØsØben a feltØtelezett ideÆlis Ællapotok Øs a valósÆg 
közti hasonlósÆg mØrtØke a döntı, így szabÆlyos szelvØnyekben, permanens 
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ÆramlÆsnÆl, egyenletes ØrdessØgnØl, szabÆlyos sebessØg-eloszlÆsnÆl, egyenletes 
ØrdessØgnØl lØnyegesen jobb eredmØnyek vÆrhatók, mint termØszetes vízfolyÆs-
ban. A termØszetes vízfolyÆsok diffœziós tulajdonsÆgainak jellemzØsØre a hely-
színi diffœziós tØnyezı-mØrØs lÆtszik legmegbízhatóbbnak. Ennek nehØzsØgei 
esetØben megelØgedhetünk a hidraulikai jellemzık mØrØsØvel is, amelyekbıl 
F I S H E R módszere [ 3 , 8 ] alapjÆn szÆmítható a hosszirÆnyœ diszperziós tØnyezı. 
Ez azutÆn mÆr behelyettesíthetı az egydimenziós (vonalas) diffœziósegyen-
letbe, mivel a diszperziós tØnyezı figyelembe veszi az oldalirÆnyœ diffœziós 
hatÆsokat is. (A dimenzió nØlküli diszperziós tØnyezı ØrtØke, £)/ru, egyenes 
szakaszon 3 0 0 + 6 0 0 nagysÆgrendß is lehet. Az egydimenziós differenciÆlegyen-
let a hatÆrfeltØtelnek megfelelıen analitikusan vagy a vØges differenciÆk mód-
szerØvel szÆmítógØp segítsØgØvel vagy mÆs módon oldható meg. 

A kØt fı alapeset: a permanens szennyezØs beeresztØs Øs a lökØsszerß 
szennyvízhullÆm bizonyos egyszerßsített feltØtelezØsekkel megoldott kØrdØs. 
A lökØsszerß szennyvízhullÆmra alkalmazható az œn. ÆrhullÆmkØp-ÆthelyezØs 
módszere vagy a levonulÆsi elmØlet valószínßsØgi összefüggØse. (Utóbbi a 
folyadØkrØszecskØk diffœziós elmØletØnek tekinthetı, ahol a diszperziós tØnye-
zıt a meder sajÆtsÆgai szabjÆk meg.) 

Fontos figyelembe venni, hogy a beeresztØs utÆn mindig van egy kon-
vektív szakasz, ahol az egydimenziós egyenlet mØg nem ØrvØnyes. Ennek 
hosszÆt F I S H E R L = 1,8(P/R) (Ł/Ł�) ØrtØkßre becsüli. 

A diszperziós tØnyezı durva becslØsØre szintØn F I S H E R összefüggØse hasz-
nÆlható, amely szerint D= 0,3u’2 l2/(Ruj). 

TermØszetes mederben a mÆsodlagos keresztÆramlÆsok az így kapott 
tØnyezıt mØg meg is növelik, így az egyenes szakaszra megÆllapított ØrtØk 
valószínßleg csak alsó hatÆr. 

A mestersØges szennyezØsbeeresztØsek diffœziós viszonyai többnyire a 
víz alatti sugÆr hidraulika alapjÆn tÆrgyalhatók [13]. A tanulmÆnyban mind 
kör-, mind nØgyszögszelvØnyre közlünk megoldÆst vízzel azonos fajsœlyœ Øs 
nÆla könnyebb sugÆr esetØre. 

A zÆrt szelvØnybeli diffœziónÆl fontos ismernünk azt a hosszat, amelynØl 
a beeresztett sugÆr elØri az oldalfalakat, illetve amitıl kezdve a szelvØny telje-
sen elkevertnek tekinthetı. Erre vonatkozóan közelítıen elfogadható az a 
feltevØs [9], hogy az œn. magsugÆr hossza 

míg a teljes elkeveredØsi tÆv durva becslØskØnt 

9 , 2 ! 

VT 
L = d \ Ù - + 10 
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A diffœziós Øs diszperziós tØnyezık ÆltalÆban anyagra vonatkoznak, 
jobb híjÆn felhasznÆlhatók hıdiffœziós szÆmítÆsoknÆl is. 

Bizonyos esetekben a keveredØs sßrßsØgkülönbsØgi okokból nem megy 
vØgbe, rØtegzett ÆramlÆs jön lØtre. Ekkor a diffœziós folyamat a kØt rØteg 
hatÆrfelületØn Æll elı, Øs a diffœzió folyÆsirÆnyØi lefolyÆsÆt mÆs jellegß össze-
függØsek írjÆk le. 

Az összetett folyadØk-ÆramlÆs hidraulikai összefüggØseinek alkalmazÆsa 
a tisztulÆsi folyamatok leírÆsÆra szÆmos líj gyakorlati eredmØnnyel kecsegtet. 
A vízØpítı mØrnökök hidraulikai Øs a vegyØszmØrnökök diffœziós ismereteinek 
egyesítØse a víztisztítÆs Øs vízminısØg szabÆlyozÆs területØn a jövı kutatÆsai-
ban sokkal nagyobb fontossÆgœ lesz. A tanulmÆny ennek magyarorszÆgi 
megvalósítÆsÆhoz kísØrelt meg elsı lØpØst tenni. 

* 

A szerzı ezen a helyen is köszönetØt fejezi ki dr. Tor ski Id Carstens 
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Diffusion and Dispersion in Hydraulic Engineering. An overall survey on the applicability 
of the theory of turbulent diffusion and dispersion in the hydraulic engineering is presented. 
The difficulties connected with the disposal and admixture of sewages draw the attention to the 
phenomenon of the turbulent mixing, diffusion and dispersion. The phenomena of mixing up 
the solved material and of heat are described with the aid of relationships of wholly identical 
character which, in certain examples, can be mathematically solved also in dependence of the 
variable initial and boundary conditions. The governing equations of the conservation of 
matter and those of the diffusion are also the bases for the description of mingling taking 
place in water courses. However, for solving these govering equations the coefficients of 
turbulent diffusion or the longitudinal dispersion which depend up on the properties of the 
flow and water course bed should be known. In these processes, taking place in water courses, 
the transverse variation of the concentration is also significant. On the boundary surfaces of 
the layers of different properties diffusion takes place as well. The distorted models applied in 
the hydraulic engineering seem to be unsuitable for the establishment of numerical relation-
ships, because the processes will give a true picture of the reality only in the case of an undistorted 
model. 

Diffusion unci Dispersion in der Wasserhauhydraulik. Der Verfasser gibt einen zusam-
menfassenden Uberblick über die Anwendungsmöglichkeit der Theorie der turbulenten Dif-
fusion und Dispersion im Bereich des Wasserbaus. Es sind die Schwierigkeiten der Zuleitung 
und Vermischung des Abwassers, die die Aufmerksamkeit auf die Erscheinung der turbulenten 
Vermischung der Diffusion und Dispersion richten. Die Vermischungsvorgänge des gelösten 
Stoffes und der Wärme werden durch Beziehungen von völlig identeschem Charakter beschrie-
ben, die in gewissen Fällen in Abhängigkeit der veränderlichen Anfangs- und Grenzbedingun-
gen auch mathematisch gelöst werden können. Die Grundgleichungen der Erhaltung der Masse 
und der Diffusion bilden auch die Gründe der Beschreibung der in den Wasserläufen auftreten-
den Vermischung, zur Lösung dieser Grundgleichungen müssen aber die Koeffizienten der 
turbulenten Diffusion oder dieselbe der Dispersion in der Längsrichtung bekannt werden, deren 
Werte von den Eigenschaften der Strömung und des Flußbettes abhängen. In den im Wasser-
lauf stattfindenden Vorgängen ist auch die ˜nderung der Konzentration in der Querrichtung 
von großer Bedeutung. An der Grenze der Schichten von verschiedenen Eigenschaften findet 
auch eine Diffusion statt. Die in der Wasserbauhydraulik üblichen verzerrten Modelle zeigen 
sich zur Ermittlung von numerischen Beziehungen als ungeeignet, da der Vorgang nur im 
Falle von einem unverzerrten Modell ein wahrhaftiges Bild liefert. 
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