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A dolgozat oly forgásparaboloid-héjak számításával foglalkozik, melyek alaprajzi 
idoma befelé ívelt oldalakkal bíró szabályos sokszög. Felteszi , hogy a héj peremgerendáját 
fal, vagy sűrűn egymás mellett álló oszlopok gyámolítják. Terhelésként az alaprajz területén 
egyenletesen inegoszló függélyes erőrendszert tételez fel , s a héj peremvonalának ívelését 
akként állapítja meg, hogy a héj redukált belsőerői egyszerű zárt képletekkel legyenek szá-
míthatók. A dolgozat a redukált feszítőerők fő értékeit is megállapítja, sőt a redukált feszült-
ségi főirányok trajektóriáinak egyenletét is felállítja. A redukált feszítőerők számításának 
egyszerű voltát számpéldával igazolja. 

1. Bevezetés 

E dolgoza t k e r e t é b e n csillagsokszögön o l y a n szabályos i d o m o t é r t ü n k , 
a m e l y n e k oldalai be fe l é íve l tek (1. ábra) . 

A csi l lagsokszög fölé, m i n t a l ap ra j z fölé s ze rkesz t e t t f ü g g é l y e s t enge lyű 
f o r g á s p a r a b o l o i d - h é j a k az a l a p r a j z t e rü le tén egyen le t e sen megosz ló függélyes 
t e h e r esetében a r á n y l a g egysze rűen s z á m í t h a t ó k . E n n e k e lőfe l té te le a z o n b a n , 
h o g y az a l ap ra j z i i d o m o lda l a inak ívelését megfe le lően a l a k í t s u k , hé j pe rem-
t a r t ó j á t fallal v a g y s ű r ű n e g y m á s mellet t á l ló osz lopokkal t á m a s s z u k alá 
(2. áb ra ) . 

Az a l á b b i a k b a n a csi l lagsokszög a l a p r a j z ú hé jak e r ő t a n i v izsgá la ta 
s o r á n t á r g y a l á s a i n k a t a h é j a k m e m b r á n e l m é l e t é r e a l apozzak . E n n e k meg-
felelőleg а b é j f a l b a n ke le tkező h a j l í t ó és c s a v a r ó h a t á s o k a t — ideér tve a 
p e r e m t a r t ó h o z v a l ó csa t l akozás k ö r n y e z e t é b e n ke le tkező h a j l í t ó és c savaró 
e r ő k e t is — f i g y e l m e n kívül h a g y j u k . Nem v e s s z ü k s z á m í t á s b a a p e r e m t a r t ó -
b a n ke le tkező — a m ú g y is j e l e n t é k t e l e n — h a j l í t ó és csavaró h a t á s o k a t s em. 
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2. A csi l lagsokszög 

2 .1. A határoló vonal egyenlete 

Az n-oldalú csi l lagsokszög a l a k j á t az 0 ( r , cp) po lá r i s k o o r d i n á t a r e n d s z e r -
ben az 

j.2 rn 
f(r, w) = A 1- В cos nœ 4 - С = О 

J R2 Rn 

a l a k ú egyen le t t e l j e l l emezzük (3. á b r a ) . E b b e n az egyen le tben R a csillag-
sokszög k ö r é í r t kö r s u g a r a , А, В és С pedig á l l a n d ó k a t j e l en t enek . U t ó b b i a k -
n a k o l y é r t éke t t u l a j d o n í t u n k , h o g y az a lapra jz i i d o m n a k a k í v á n t he lyeken 
s a r o k p o n t j a i , m é g p e d i g ke t t ő s p o n t j a i legyenek. E h h e z az szükséges , hogy az 
e m l í t e t t p o n t o k b a n / , df/dr és df/df z é r u s é r t ékű l e g y e n , f másod ik de r ivá l t j a i 
v i s z o n t ne mind t ű n j e n e k el. M i n d e z e k a k ö v e t e l m é n y e k akkor t e l j e s ü l n e k , ha 

A = 1, В я 1 , c = -
n n 

E z e k k e l az é r t é k e k k e l a cs i l lagsokszög egyenle te : 

fi V r2 2 r" n 2 
•U r ' V ) = + -—- cos n<p = 0 

R- n Rn n 
( I ) 

A f e n t i egyen le tnek cp-re m e g o l d o t t a l a k j a : 

n Rn ín — 2 

2 rn \ n 

r 

R 2 
(2) 

я 7 
/ tó 

— 

tó 

3. ábra. Az 0 (r, <p) po lár i s koord iná ta rendszer 
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4. ábra. Háromolda lú csillagsokszög 5. ábra. Négyoldalú csi l lagsokszög 

2.2. Az n = 3 eset 

H a n = 3, a csi l lagsokszög h a t á r o l ó v o n a l á n a k (1) a l a t t i egyen le te 

r2 2 r 3 1 
— - I cos 3® — = 0 (3) 
R 2 3 R 3 3 

a l a k ú , ami n é m i á t a l a k í t á s u t á n e k k é n t í r h a t ó : 

11 — 2 cos rp 
R 

sin tf9 
1 _ r _ 

~ p h 
1 r 

cos rp 
R 

r 
— sin rp — cos rp 
R p R 

J . 

P 

1 

P ) 
A fen t i egyen le t h á r o m t é n y e z ő r e b o n t h a t ó : 

(4) 

(5) 

1 — 2 cos rp — 0 , 
R 

r • , 1 r • 1 n 
sin rp 4 — • cos rp + —— = 0 , 

R p R V p 
Í r 1 

sin rp — • cos rp — —— = 0 . 
R p R P 

E z e k az e g y e n l e t e k egymás t 60° -ban m e t s z ő három egyenesnek az egyenle te i , 
t e h á t az a d o t t e se tben a cs i l lagsokszög egyenlőoldalú háromszöggé f a j u l el 
(4. ábra) . 

2.3. Az /1 = 4 eset 

H a n = 4, a k k o r a cs i l lagsokszög (1) a l a t t i egyenle te így a l a k u l : 

R2 2 
— cos 4 rp = 0 . 
R 4 2 

(6 ) 
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Ámde 

cos 4ç> = 2 cos2 2cp — 1, 

úgyhogy az előbbi egyen le t he lyet t ez í rha tó : 

r 2 Í r 2 , ] 
cos 2<p — —= h "г;— I . 

R2 1/2 R2 f 2 J 

I r . 2 

i c o s 2 q H — — • —г = 0 

l R2 V2 R2 f 2 j 

A fent i egyenle te t k é t t a g r a bon tva , az 

r 2 1 t 2 1 
cos 2(p — • \- -=• = 0 , 

R2 ][2 R2 У2 
r 2 1 r 2 1 

• cos 2q> H — — = 0 
R2 f 2 R2 / 2 

1 r 2 1 ) л ( 7 ) 

(8) 

egyenle teket k a p j u k , melyek két hiperbolát képvise lnek . A szóban forgó eset-
ben t e h á t a csillagsokszöget négy hiperbola ív h a t á r o l j a (5. ábra) . E z e k valós 
fél tengelye 

R 0,643 59 R, (9) 
Ш+1 

képzetes fél tengelye ped ig 

ай 1,553 77 R (10) 
1 7 2 — 1 

nagysagu . 

I . t áb láza t 

Adatok a 3 n 5í 10 csillagsokszögek megszerkesztéséhez 

n ro 

3 0,5000 R 0,5774 R 1,7321 0,5774 
4 0,6436 R 0,7071 R 2,0000 0,7071 
5 0 ,7221 R 0,7746 R 2,1552 0,7746 
6 0 ,7721 R 0,8165 R 2,2500 0,8165 
7 0 ,8098 R 0,8452 R 2,3250 0,8452 
8 0,8322 R 0,8660 R 2,3704 0,8660 
9 0 ,8515 R 0,8819 R 2,4225 0,8819 

10 0,8670 R 0,8944 R 2,4414 0,8944 
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2.4. A csillagsokszög megszerkesztése 

A csillagsokszög ha tá ro ló v o n a l á n a k az 0 kezdőpont tó l te tszőleges r 
t ávo l ság ra levő P p o n t j a i n a k cp po lá r i s szögét a (2) képle t segítségével meg 
t u d j u k ha tá rozn i , s így a csil lagsokszög határoló v o n a l á t k ívánt pon tosságga l 
meg t u d j u k szerkeszteni . 

6. ábra. Jelölések 

A fen t i pontos el járással s z e m b e n a gyakor la t céljaira t e l j e sen meg-
felelő, ha a csillagsokszög ha táro ló íve i t csupán öt p o n t és érintő b i r t o k á b a n 
r a j z o l j u k meg. Az egyes pon tok k ö z ö t t i ívszakaszok paraboláva l v a g y kör-
ívvel he lye t t e s í the tők . A szóban forgó közel í tő szerkesztés céljaira az I . táb lá-
z a t b a n szereplő jelölések ér te lmét a 6. áb ra magya rázza . 

Az 5 <Г n < 10 oldalú csil lagsokszögek alakja a 7. ábrán l á t h a t ó . 

3. A h é j a l a k j a 

Az R sugarú körbe í r t csil lagsokszög fölé, m i n t a lapra jz fölé szerkesz-
t e t t h magasságú forgásparabolo id-hé j középfe lü le tének egyenlete a 8. áb rán 
f e l t ü n t e t e t t 0 ( r , ' q>, z) hengeres koo rd iná t a r endsze rben : 

z = ——— r2 . (11) 
R2 ' 

Ez t a fe lü le te t az a lapra jz i idom fölé á l l í to t t hengerfelüle t ívekben metszi . 
U tóbb iak az n ]> 3 esetben térbeli gö rbék . I v m a g a s s á g u k : 

= Jrl • (12) 
Műszaki Tudomány 42, 197(1 
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7. ábra. Az 5 < n < 10 oldalú csillagsokszögek 

0 

Műszaki Tudomány 42. 1970 
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I I . t áb láza t . ! 

A 3 <, n <, 10 oldalú csillagsokszög alaprajzú forgásparaboloid-héjak peremivének h' ívmagassága 

TI h' 

3 0,7500 h 
4 0,5858 h 
5 0,4786 h 
6 0,4039 h 
7 0,3442 h 
8 0,3076 íi 
9 0,2750 h 

10 0,2483 h 

Á З ^ п ^ Ю o lda lú csi lbgsokszög a l ap ra j zú fo rgáspa rabo lo id -hé jak 
peremíveinek h' í v m a ; ^áffát а I I . t á b l á z a t t a r t a l m a z z a . 

Az n = 4 és n íií csillagsokszög a l ap ra j z fölé s ze rkesz t e t t 
fo rgásparabolo id-hé jak ax t r ikus képe a 9a és 96 áb rán l á t h a t ó . 

9a ábra. Négyoldalú ceillagsokszög 9b ábra. Ha to lda lú csillagsokszög 
a l ap ra j zú forgásparabolo id-hé j a l ap ra jzú fo rgásparabolo id-hé j 

4. A feladat megoldása általában 

Héjak feszültségi á l lapotának v izsgá la tához az ún . F = F(r, rp) feszül t -
ségfüggvényt célszerű előállítani. Ez a f ü g g v é n y függélyes megoszló teher re l 
t e rhe l t fo rgáshé jak esetében á l t a l ában a 

VF. 1 dz 1 9 F d*z 1 VF d*-z 
. . . b £ = 0 ( 1 3 ) 

9r2 r dr r 9r d f 1 r~ Vf dr2 

dif ferenciá legyenle tnek ta r toz ik megfelelni , ahol g = g(r, cp) a hé j r a ha tó 

megoszló tehernek az a lapra jz te rü le tegységére v o n a t k o z t a t o t t f a j l agos 

é r téké t je lent i . E s e t ü n k b e n a fa j lagos t ehe ré r t ék 

g = go = k o n s t (14) 
és 

dz 2 h d- z 2h r, 
dr R- dr2 R2 

Műszaki Tudomány 42, 197(1 
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m i é r t is a (13) d i f f e renc iá l egyen le t e k k é n t egysze rűsbü l : 

Э2 F 1 dF 1 32 F R2 

-I — + — + = ( 1 5 ) 
8r2 r 9 r r2 d(p2 2 h 

Az i s m e r e t l e n F f ü g g v é n y n e k a (15) d i f f e r enc i á l egyen le t en felül k i kell 
m é g elégítenie a f e l a d a t kerületi feltételét is. E z a fe l t é te l t e l j e s h o s s z á b a n 
f a l l a l a l á t á m a s z t o t t p e r e m t a r t ó v a l bíró h é j ' e se t ében az 

F k e r ü l e t = k o n s t , (16a) 

egyen le t t e l , s ű r ű e g y m á s m e l l e t t álló függé lyes osz lopokka l g y á m o l í t o t t p e r e m -
t a r t ó v a l bí ró h é j ese téhen p e d i g az 

^ k e r ü l e t k o n s t (16b) 
k é p l e t t e l f e j e z h e t ő ki . 

H a s ike rü l o lyan F f ü g g v é n y t e l ő á l l í t a n u n k , Ще1у a (15) és (16) a l a t t i 
k ö v e t e l m é n y e k e t egy ide jű leg kielégí t i , a k k o r a h é j sugár - és í v i r á n y ú r e d u k á l t 
f e s z í t ő erőit a k ö v e t k e z ő i s m e r t kép le tekke l s z á m í t h a t j u k : 

n __ 1 Э F ^ 1 8 2 F 

r 9 r r2 9 <p2 

9 ( 1 Э F 
пП1р= — 

8r ( r 8cp 

92 F 

9 r 2 

(17) 

5 . A h é j feszültségi á l l apo ta 

5.1. A feladat feszültségfüggvénye 

Az a l a p r a j z t e r ü l e t é n egyenle tesen megosz ló g 0 i n t e n z i t á s ú függé lyes 
t e h e r esetében a f e l a d a t F = F(r, cp) f e s z ü l t s é g f ü g g v é n y é t — egyszerű p r ó b á -
v a l i gazo lha tóan — a k ö v e t k e z ő k é p p s z e r k e s z t h e t j ü k m e g : 

Fir><P)=—^r-flr>4>)- <18> 
8 h 

E kép l e tben f ( r , cp) a cs i l lagsokszög p e r e m v o n a l á n a k zé rus ra r e d u k á l t (1)-
a l a t t i egyenle té t j e l en t i . Rész l e t e sen k i í rva , az re-oldalű csi l lagsokszög fölé , 
m i n t a l apra jz f ö l é s ze rkesz t e t t f o r g á s p a r a b o l o i d - h é j f e s z ü l t s é g f ü g g v é n y e : 

8 h 

Műszaki Tudomány 42, 1970 
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I smervén a feszül t ségfüggvényt , az r, q i r á n y ú r eduká l t fesz í tőerőket 
a (17) képletek szer in t s z á m í t h a t j u k : 

R2g0 

4 h 

R2g0 
•rq 

4 h 

R°-go 
4 h 

l - ( n - l ) 

( n - 1 ) 

Rn 
- cos nq 

R"-
sin nq . (20) 

1 + ( b - 1 ) 
Rn~ 

-cos nq 

5.2. A redukált feszítőerők főértékei 

A reduká l t fesz í tőerők щ , re2 főé r téke inek számí tásá ra a sz i lá rdságtanból 
i smer t 

1,2 " z z rq 

képle te t h a s z n á l h a t j u k fel. Ha ide a (20) a l a t t i a k a t behe lye t t e s í t jük , az t ta lá l -
juk , hogy 

R2g0 

4 h 
l ± ( n - l ) 

Rn~ 
(21) 

Megf igye lhe t jük , hogy a redukált feszítőerők főértékei nem függnek a q 
poláris szögtől, t e h á t a h é j n a k a z tengely tő l azonos t ávo l ságban levő m i n d e n 
p o n t j a azonos m ó d o n van igénybe véve. Más szóval szólva, az azonos m ó d o n 
igénybe v e t t p o n t o k t r a j ek tó r i á i az О k ö z é p p o n t köré r a j zo l t körök (10. á b r a ) . 

A (21) kép le tbő l az is leolvasható, h o g y a h é j n a k csak egy belső kör 
a lakú övezete (11. áb rán ) p o n t o z o t t a n f e l t ü n t e t e t t héjrész) mentes húzó-
feszültségektől . E kö r a lakú övezet r 0 0 suga ra az 

l - ( n - l ) дп- = 0 

10. ábra. Az azonos módon 11. ábra. A húzófeszültsé-
igénybeve t t pon tok t ra jek tór iá i gektől mentes övezet 

Műszaki Tudomány 42, 197(1 
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egyenletből h a t á r o z h a t ó meg: 

(n 1) 
i R. (22) 

É r t é k é t kü lönböző oldalszámú csillagsokszög a laprajz i ! h é j a k ese tében a 
I I I . t áb láza t t a r t a l m a z z a . 

A (21) kép l e tbő l az a t a n u l s á g is l eszűrhe tő , hogy a hé j s a r o k p o n t j a i b a n 
a főnyomófeszül t ség a hé j k ö z é p p o n t j á b a n keletkező nyomófeszü l t ség 
7i-szerese. U g y a n o t t a főhúzófeszül tség (n — 2)-szerte n a g y o b b , m i n t a h é j 
k ö z é p p o n t j á b a n keletkező nyomófeszü l t ség abszolút ér téke. 

III . táb láza t 

A húzófeszültségektől mentes 
övezet sugara 

3 0,5000 R 
4 0,5774 R 
5 0,6300 R 
6 0,6687 R 
7 0,6988 R 
8 0,7230 R 
9 0,7430 R 

10 0,7598 R 

» 

5.3. A redukált feszítőerők főirányai 

A P pon tbe l i fő i r ányoknak a P p o n t b a húzo t t rád iuszvektor i r á n y á t ó l 
va ló sc szögeltérése (12. ábra) a sz i lárdságtan t a n í t á s a szerint az a lábbi kép le t -
ből s zámí tha tó : 

2nrw t a n 2ос = r-f— . 

E képletből a (20) a la t t iak behe lye t tes í téséve l a 

t a n 2oc = — t a n nq 

összefüggés köve tkez ik . I n n e n 

* = { - n y / 2 - я /2 . ( 2 9 ) 

A fent i kép le tbő l az t ű n i k ki , hogy a redukált feszítőerők főirányai nem 
függenek a rádiuszvektor r hosszától, vagyis a fő i rányok v a l a m e n n y i t r a j e k t ó -

Műszaki Tudomány 42, 1970 
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r i á j a u g y a n a z t a r á d i u s z v e k t o r t azonos a szögben m e t s z i (13. áb ra ) . E z a meg« 
á l l ap í t á s m á s szóval a z t j e l en t i , h o g y a k ü l ö n b ö z ő t r a j e k t ó r i a v o n a l a k mind 
azonos a l a k ú a k , t e h á t c s a k l é p t é k b e n k ü l ö n b ö z n e k e g y m á s t ó l . 

5.4. A trajektóriák egyenlete 

A főfesz í tőerők t r a j e k t ó r i á i az ana l i t i ka i g e o m e t r i á b ó l i smer t 

12. ábra. A P pontbe l i fő i rányok 13. ábra. A fő i r ányok t r a j ek tó r i á inak 
é r in tő i egy s u g á r i r á n y ú egyenes különböző 

p o n t j a i b a n 

k é p l e t segí tségével h a t á r o z h a t ó k meg . A fen t i k é p l e t szer in t 

dr r 

drp t a n a 

i l l e tve а (23) a l a t t i a k f i g y e l e m b e v é t e l é v e l 

dr r 

drp — t a n 
-j- COt 

I n n e n a vá l tozók s z é t v á l a s z t á s á v a l az 

(nrpl 2) 

- l - d r = r + t a n ( „ W 2 ) 
r L — c o t 

drp 

összefüggés köve tkez ik . H a mos t m i n d k é t o ldalon i n t e g r á l u n k , azt t a l á l j u k , 
h o g y 

cos 
In e r = — I n C ° (nrp/2) = I n 

n sin 
(nrp/2) 

- 2 In 

Műszaki Tudomány 42 , 197(1 
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ahol с integrálási á l landót j e l en t . I nnen 

C 0 S ( « W 2 ) 
sin 

-2/П 

i l le tve 

1 / 1 i COS n ( p 1 
(24) 

A P J i j , cpj) pon ton á t m e n ő t r a j e k t ó r i a esetében а с in tegrá lás i á l landó 
é r t éke az 

r, = 
1 ± cos шрЛ _1/n 

egyenle tből h a t á r o z h a t ó meg. H a ebből az egyenletből с é r t éké t k i s z á m í t j u k , 
s az t a (24) képle tbe betesszük, a P J r p <pj) pon ton á tmenő t r a j e k t ó r i á k egyen-
le té t a köve tkező a l akban k a p j u k meg: 

1 i cos n(pA 
1 ± cos <p ) 

1 m 
(25) 

E g y ötoldalú csillagsokszög fölé, min t a l apra jz fölé sze rkesz te t t forgás-
parabolo id-hé j esetében a r e d u k á l t feszültségi fő i rányok t r a j ek tó r i á i a 14. 
á b r á n l á t h a t ó k . 

14. ábra. A r e d u k á l t feszültségi fő i rányok t r a j e k t ó r i á i 
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6. Számpélda 

Alkalmazzuk a fentiekben ismertetett számító eljárást a 15. ábrán fe l tüntetett n = 5 
oldalú csillagsokszög alaprajz fölé szerkesztett forgásparaboloid-héjra. A vizsgálandó héjat 
az alaprajz területén egyenletesen megoszló 

g = g 0 = 280 kp/m2 

intenzitású függélyes erő terheli. Esetünkben 

R = 20,0 m, h = 14,0 m, h' 6,7 m, 

s így a héj r, <f irányú redukált feszítőerői a (20) képletek szerint: 

20,02 • 280 (, , r3 5 „„„„ f , r3 cos 5œ 5 , , 
"< = T Ä i j r i1

 - 4 " W c o s ч = - 2 0 0 0 t1 sööo jkp/m 

20,02 • 280 r3 - . , 
n"f = 4 • 14,0 4 1 0 Ж m Ъ<Р = _ r s m 5 v k p / m ' 

20,02 • 280 , r3 „ ) „„„„ 7, r3 cos 5œ ) , 
Y = - 4 - 1 4 , 0 l* + 4 TÜ" C O s 5 " ) = - 2 0 0 0 l 1 + " W S k p / m ' 

Mint a fenti képletekből leolvasható, a héj igen kedvező feszültségi állapotban vau, 
a redukált feszítőerők még a héjsarkokban is aránylag kicsinyek: itt a legnagyobb redukált 
nyomóerő 10 000 kp/m, a legnagyobb redukált húzóerő pedig 6000 kp/m értékű. 

A fenti számpélda keretében vizsgált héj axonometrikus képe az 1. ábrán látható 

Paraboloid Shells of Revolution Star-Polygonal in Plan. Paper deals with the statical 
analysis of paraboloid shells of revolution the ground-plan figure of which resembles a regular 
polygon, but has inward arched sides instead of straight ones. It is presumed that the edge 
beam of the shell is supported by a wall or b y vertical columns standing close to each other. 
A vertical force system equally distributed over the ground-plan area is assumed as loading. 
The arching of the shell's edge line is set up in such a way as to enable the calculation of the 
reduced inner forces to be made by simple closed formulae. Paper also states the principal 
values of the reduced inner forces, moreover i t determines the equation of their trajectories. 
A numerical example is given to proove the simplicity of the calculation. 

6 * Műszaki Tudomány 42, 1970 

15. ábra. Ötoldalú csillagsokszög alaprajz fölé szerkesztett forgásparaboloidbéj 
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Rotat ionsparaboloidschalen über Sternpolygon-Grundriss . L)er Aufsa tz behaude l t die 
Be rechnung von Rota t ionsparabo lo idscha len , deren G r u n d r i ß einem regelmässigen Vieleck 
ähne l t , dessen Seiten j e d o c h nach innen gebogen sind. E s wird angenommen, d a ß der R a n d -
T r ä g e r der Schale d u r c h eine W a n d , oder d ich t ane inandergere ih te Säulen u n t e r s t ü t z t wird. 
Als Be las tung wird ein auf der Grundr iß f l äche gleichmässig vertei l tes K r a f t s y s t e m in Rech-
n u n g gestellt und die Achsenlinic der R a n d b ö g e n wird d e r a r t bes t immt , d a ß die reduzier ten 
S p a n n k r ä f t e der Schale du rch einfache Formeln be rechne t werden können . Der Aufsa tz 
b e s t i m m t auch die H a u p t w e r t e der r eduz ie r t en S p a n n k r ä f t e u n d stellt sogar die Gleichung 
der Tra jek to r i en der H a u p t r i c h t u n g e n auf . Die E in fachhe i t der Bes t immung der reduzier ten 
S p a n n k r ä f t e wird durch ein numerisches Beispiel i l lus t r ier t . 

1 lünaki Tudomány 42, 1970 
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