CSILLAGSOKSZOG ALAPRAJZU
FORGASPARABOLOID-HEJAK

CSONKA PAL

A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA
MTA MUSZAKI MECHANIKAI TANSZEK MUNKAKOZOSSEGE, BUDAPEST

[Beérkezett 1969. augusztus 4-én]

A dolgozat oly forgasparaboloid-héjak szdmitasaval foglalkozik, melyek alaprajzi
idoma befelé ivelt oldalakkal biré szabalyos sokszog. Felteszi, hogy a héj peremgerendajat
fal, vagy sfirfin egymas mellett 4116 oszlopok gyédmolitjak. Terhelésként az alaprajz teriiletén
egyenletesen megoszlé fiiggélyes erérendszert tételez fel, s a héj peremvonaldnak ivelését
akként allapitja meg, hogy a héj redukalt belsGersi egyszerii zéart képletekkel legyenek sza-
mithaték. A dolgozat a redukalt feszitGerk 6 értékeit is megéllapitja, s6t a redukalt fesziilt-
ségi féiranyok trajektéridinak egyenletét is felallitja. A redukalt feszitGerSk szdmitdsdnak
egyszerli voltat szampéldéaval igazolja.

1. Bevezetés

E dolgozat keretében csillagsokszigin olyan szabéalyos idomot értiink,
amelynek oldalai befelé iveltek (1. abra).

A csillagsokszog f6lé, mint alaprajz folé szerkesztett fiiggélyes tengelyi
forgasparaboloid-héjak az alaprajz teriiletén egyenletesen megoszlé fiiggélyes
teher esetében aranylag egyszerfien szamithaték. Ennek eléfeltétele azonban,
hogy az alaprajzi idom oldalainak ivelését megfelelGen alakitsuk, héj perem-
tartéjat fallal vagy siirlin egymas mellett all6 oszlopokkal tamasszuk ala
(2. abra).

1. dbra. Otoldald csillagsokszsg 2. dbra. Otoldali csillagsokszog folé
szerkesztett forgasparaboloid-héj

Az alabbiakban a csillagsokszég alaprajzi héjak erétani vizsgalata
soran targyalasainkat a héjak membranelméletére alapozzuk. Ennek meg-
felelleg a héjfalban keletkezd hajlité és csavaré hatasokat — ideértve a
peremtartohoz valé csatlakozas kornyezetében keletkezé hajlité és csavaré
erdket is — figyelmen kiviil hagyjuk. Nem vessziik szamitashba a peremtarté-
ban keletkez6 — amiigy is jelentéktelen — hajlité és csavaré hatasokat sem.
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2. A csillagsekszig
2.1. A hatdrolé vonal egyenlete

Az n-oldald csillagsokszdg alakjat az O(r, ¢) polaris keordinatarendszer-
ben az

r2

flrop)=4 R -

%B%cosmp—{—C:O

alakd egyenlettel jellemezziik (3. abra). Ebben az egyenletben R a ecsillag-
sokszdg koré irt kor sugara, A, B és C pedig allandékat jelentenek. Utébbiak-
nak oly értéket tulajdonitunk, hogy az alaprajzi idemnak a kivant helyeken
sarokpontjai, mégpedig kettds pontjai legyenek. Ehhez az sziikséges, hogy az
emlitett pontokban f, §f/or és of/op zérus értéki legyen, f masodik derivaltjai
viszont ne mind tiinjenek el. Mindezek a kivetelmények akkor teljestilnek, ha

Azl, B:—g—, C:>7"}7'24'

n n
Ezekkel az értékekkel a csillagsokszdg egyenlete:
2 rt n—2

2
— cosnp — ———— = { , |
R2+ R 2 - (1

flr,p)=

A fenti egyenletnek @-re megoldott alakja:

3. dbra. Az O (r, @) poliris koordinatarendszer
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2.2.°A4Az n =3 eset
Ha n — 3, a csillagsokszog hatarolé vonalanak (1) alatti egyenlete

3 :
— 4+ ——cos3p——=0 3
5 ® (3)

+_Q

i /

4. abra. Haromoldali csillagsokszig 5. dbra. Négyoldali csillagsokszig

alakd, ami némi atalakitas utan ekként irhaté:

A i
WY AL e . Z L __*]
( cosq:)( sin ¢ - 73 os @ + T

A (4)
(;sim,, Rl SRR L
R V3 R V3 } :
A fenti egyenlet harom tényezére bonthaté:
r
1—2—cosp=20,
R P
Lsin¢+i.Lcos¢+‘L:6’ ) (5)

R ¥3 R V3

1 r 1
ﬁ oy cos ¢ — Tg =
Ezek az egyenletek egymast 60°-ban metszd hdrom egyenesnek az egyenletei,

tehat az adott esetben a csillagsokszog egyenldoldalii hiromsziggé fajul el
(4. abra).

T sing —
R

2.3. Az n = 4 eset

Ha n = 4, akkor a csillagsokszog (1) alatti egyenlete igy alakul:

r 1 r 1
—F+ —+ —co8d4p— — =0, 6
R? 2 R4 5 2 6)
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Amde
cosdp = 2 cos?2¢p — 1,

vigyhogy az el6bbi egyenlet helyett ez irhaté:

r2 1 r2 1

—— s 20 — —— » —— —.
(R2°° P R2+V§J
(R AR
R® VY2 R Y2 ’

A fenti egyenletet két tagra bontva, az

JicosZ —— r -1———0
R? ? 1F R V§ ’
r2 1 r? 1

s204 ——+ — —— =0
RO R rRTR

(7)

(8)

egyenleteket kapjuk, melyek két hiperboldt képviselnek. A széban forgé eset-
ben tehat a csillagsokszoget negy hiperbolaiv hatarolja (5. abra). Ezek valés

féltengelye
R
—-— =z 0,64359 R,
b 241
képzetes féltengelye pedig
R
b= — = 1,55377 R
Wz-1
nagysagu.
I. tablazat
Adatok a 3 < n < 10 csillagsokszogek megszerkesztéséhez
N
n ry r = (#)4k R tana, = (n_zi) r tan 11:(11_;2)4}
3 0,5000 R 0,5774 R 1,7321 0,5774
4 0,6436 R 0,7071 R 2,0000 0,7071
3 0,7221 R 0,7746 R 2,1552 0,7746
6 0,7721 R 0,8165 R 2,2500 0,8165
7 0,8098 R 0,8452 R 2,3250 0,8452
8 0,8322 R 0,8660 R 2,3704 0,8660
9 0,8515 R 0,8819 R 2,4225 0,8819
10 0,8670 R 0,8944 R 2,4414 0,8944
|
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2.4. A csillagsokszog megszerkesztése

A csillagsokszog hatéarolé vonalanak az O kezd@ponttdl tetszdleges r
tavolsagra levé P pontjainak ¢ polaris szogét a (2) képlet segitségével meg
tudjuk hatérozni, s igy a csillagsokszog hatarolé vonalat kivant pontossaggal
meg tudjuk szerkeszteni.

6. dabra. Jelolések

A fenti pontos eljarassal szemben a gyakorlat céljaira teljesen meg-
felel6, ha a csillagsokszog hatarolé iveit csupan 6t pont és érinté birtokaban
rajzoljuk meg. Az egyes pontok kozotti ivszakaszok parabolidval vagy kor-
ivvel helyettesithet6k. A széban forgé kozelitd szerkesztés céljaira az I. tabla-
zatban szerepld jelolések értelmét a 6. abra magyarazza.

Az 5 < n < 10 oldald csillagsoksziogek alakja a 7. abran lathaté.

3. A héj alakja

Az R sugaru koérbe irt csillagsokszog f6lé, mint alaprajz folé szerkesz-
tett h magassagi forgasparaboloid-héj kozépfeliiletének egyenlete a 8. abran
feltiintetett O(r, ¢, z) hengeres koordinatarendszerben:

2= —r2, (11)
Ezt a felilletet az alaprajzi idom f6lé allitott hengerfeliilet ivekben metszi.

Utébbiak az n >3 esetben térbeli gorbék. Ivmagassaguk:

’ T
h:h(l-—F . (12)
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iges
b,
Ly

7. dbra. Az 5 << n = 10 oldalu csillagsokszogek

8. dbra. Csillagsokszog alaprajzti forgasparaboloid-héj
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IL. tablazat 4

A 3 < n < 10 oldalii esillagsokszig alaprajzii forgdsparaboloid-héjak peremivének h' ivmagassdga

n k'

\

0,7500 h
0,5858 h
0,4786 h
0,4039 h
0,3442 h
0,3076 h
0,2750 h
0,2483 h

OO W

e

A 3 << n<10 oldali csilagsokszéy alaprajzi forgdsparaboloid-héjak
peremiveinek h’ ivmagassédgit a II. tablazat tartalmazza.

Az n=4 é n 6 oklidu esillagsokszdg alaprajz folé szerkesztett
forgasparaboloid-héjak axc:nometrikus képe a 9a és 9b abran lathaté.

9a dbra. Négyoldali csillagsokszig 9b dbra. Hatoldali esillagsokszog
alaprajzu forgasparaboloid-héj alaprajzd forgdsparaholoid-héj

4. A feladat megoldisa altalaban

Héjak fesziiltségi allapotanak vizsgalatahoz az un. F = F(r, ¢) fesziilt-
ségliiggvényt célszerii eldallitani. Ez a fiiggvény fiiggélyes megoszlé teherrel
terhelt forgashéjak esetéhen altaldban a

PF 1 dz 1 oF d*z 1 *2F d2z
€ . . —d;; +g=0 (13)

or? r dr r or dr? r Ag?

differencialegyenletnek tartozik megfelelni, ahol gzg(r, @) a héjra haté
megoszlé tehernek az alaprajz teriiletegységére vonatkoztatott fajlagos
értékét jelenti. Esetiinkben a fajlagos teherérték

g == g, = konst (14)
és
d_2h & %
dr R’ dr® 2’
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miért is a (13) differencidlegyenlet ekként egyszerisbiil:

o*F 1 ©oF 1 a?F R2
St .l ey ) 15
or? + r or + r? dg? + 2h 8o (15)

Az ismeretlen F fiiggvénynek a (15) differencialegyenleten feliil ki kell
még elégitenie a feladat keriileti feltételét is. Ez a feltétel teljes hosszaban
fallal alitimasztott peremtartéval biré héj" esetében az

Fierijet = konst, (16a)

egyenlettel, siiri egymas mellett all6 fiiggélyes oszlopokkal gyamolitott perem-
tartéval biré héj esetében pedig az

errﬁlet ex konst (161))
képlettel fejezhetd ki.
Ha sikeriil olyan F fiiggvényt el§allitanunk, mely a (15) és (16) alatti
kévetelményeket egyidejiileg kielégiti, akkor a héj sugar- és iviranyu redukalt
feszit§ erdit a kovetkez8 ismert képletekkel szamithatjuk:

1 oF 1 92F
4+ it

n=——- Tt ’
r or r2  9¢?
1
S 8 (1 BF ] . 17)
or \'r o
_F
T or?

5. A héj fesziiltségi allapota
5.1. A feladat fesziiltségfiiggvénye

Az alaprajz teriiletén egyenletesen megoszlé g, intenzitasi fiiggélyes
teher esetében a feladat F = F(r, ¢) fesziiltségfiiggvényét — egyszerid préba-

val igazolhatéan — a kévetkezGképp szerkeszthetjiik meg: .
R?
F(r,9) =—=_2f(r,9). (18)

E Kképletben f(r,¢q) a céillagsokszﬁg peremvonalanak zérusra redukalt (1)
alatti egyenletét jelenti. Részletesen kiirva, az n-oldali csillagsokszog folé,
mint alaprajz f6lé szerkesztett forgasparaboloid-hé; fesziiltségfiiggvénye:

Rtg, ( r? 2 r" n—2
F=—>—"20 " 4 = . " _cosng— -} .
R" ¥ n |

19)
8h | R2 n (19)

Miiszaki Tudomdny 42, 1970



CSILLAGSOKSZOG ALAPRAJZU FORGASPARABOLOID-HEJAK 251

Ismervén a fesziiltségfiiggvényt, az r,q iranyd redukilt feszitGerdket
a (17) képletek szerint szdmithatjuk:

Rgy 2
n, —— 1—(n—1 cosng |,
r m [ ( )R ¢]
Rg, =2
n,=——>(n—1 sinng , 20
v . P g (20)
_ Rg rn—2 -
n, = b Hl—l—( 1) = cosng|.

5.2. A redukdlt feszitoerok foértékei

A redukalt feszit8erdk n,, n, f6értékeinek szamitdsara a szilardsagtanbdél
ismert

1 1
12— 7 (nr + n(p) :t 7 V(nr - nq;)2 + 4‘"%4;

képletet hasznélhatjukAfel. Ha ide a (20) alattiakat behelyettesitjiik, azt talal-

juk, hogy

R? g,
4h

Nyo=

[1 4(n—1) zrz_—z] : (21)

Megfigyelhetjiik, hogy a redukdlt feszitoerok foértékei nem fiiggnek a ¢
poldris szigtol, tehat a héjnak a z tengelytsl azonos tavolsagbah levé minden
pontja azonos médon van igénybe véve. Mas széval szélva, az azonos médon
igénybe vett pontok trajektoriai az O kozéppont koré rajzolt kérok (10. abra).

A (21) képletbdl az is leolvashat$, hogy a héjnak csak egy belsSé kor
alakdi 6vezete (11. abran) pontozottan feltiintetett héjrész) mentes huzé-
fesziiltségektdl. E kor alakd ovezet rj, sugara az

—2

’00 _
l1-—-(n—1)—>2— s 0

>

10. dbra. Az azonos mdédon 11. ébra. A hizofesziiltsé-
igénybevett pontok trajektéridi gektdl mentes Gvezet
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egyenlethdl hatarozhaté meg:
1
Foo = B
(ni+ a2

R. (22)

Ertékét kiilonbozs oldalszami csillagsokszog alaprajzi héjak esetében a
III. tablazat tartalmazza.

A (21) képletbdl az a tanulsag is leszilirhetd, hogy a héj sarokpontjaiban
a fényoméfesziiltség a héj kozéppontjaban keletkezd nyomofesziiltség
n-szerese. Ugyanott a f6hdzéfesziiltség (n — 2)-szerte nagyobb, mint a héj
kézéppontjaban keletkezd nyomofesziiltség abszolit értéke.

IIL. tablazat

A hizdfesziltségekiél mentes
ovezel sugara

b

Too

0,5000 R
0,5774 R
0,6300 R
0,6687 R
0,6988 R
0,7230 R
0,7430 R
0,7598 R

SOOI ULTLE W

ot

5.3. A redukadlt feszitoerok foiranyai

A P pontbeli f8iranyoknak a P pontba hiizott radiuszvektor iranyatél
valé o szogeltérése (12. dbra) a szilardsagtan tanitdsa szerint az alabbi képlet-
b6l szamithato:

tan 2o —

E képlethdl a (20) alattiak behelyettesitésével a

tan 2o = —tan ng

osszefiiggés kivetkezik. Innen

—n @2
Fe {——n$/2 — af2. i

A fenti képletbél az tinik ki, hogy a redukdlt feszitoerok foiranyai nem
fiiggenek a radiuszvektor r hosszditol, vagyis a féiranyok valamennyi trajekto-
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ridja ugyanazt a radiuszvektort azonos « szogben metszi (13. dbra). Ez a meg-
allapitas mas széval azt jelenti, hogy a kiilonb6z8 trajektériavonalak mind
azonos alakidak, tehat csak léptékben kiilonboznek egymastol.

5.4. A trajektoriak egyenlete

A féfeszitder6k trajektériai az analitikai geometriabdl ismert

r
tan o — --
dr/dy
e ) 0.
* ¢
12. d@bra. A P pontbeli féirdanyok 13. dbra. A féirdnyok trajektéridinak
érint6i egy sugérirdnyd egyenes kiilonboz6

pontjaiban

képlet segitségével hatarozhaték meg. A fenti képlet szerint

b £
d(p tan
At 12)

Innen a valtozék szétvalasztasaval az

Fof e [+ 2R g 2) ] dy

r — cot
vsszefiiggés kovetkezik. Ha most mindkét oldalon integralunk, azt taldljuk,
hogy
2 —2/n
Iner=——1In c.os (np/2) = In [c.os (n(p/Z)l 5
n sin

sin
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ahol c integralasi allandét jelent. Innen

—2/n
er= [ (n«p/z)] ;
sin :

illetve

(24)

c

It (1 —+ cos ng J’I/"

=
2

A P (ry, ¢,) ponton atmend trajektéria esetében a ¢ integralasi allandé
értéke az
1 (1 -+ cos n(p,)—l/"

Ty == =
3 b
c 2

egyenletbdl hatdrozhat6 meg. Ha ebbdl az egyenlethdl ¢ értékét kiszamitjuk,

s azt a (24) képletbe betessziik, a P (r;, ;) ponton dtmend trajektériak egyen-
letét a kovetkezd alakban kapjuk meg:

1/n
P (—1 = cos ""’l] S (25)
1+ cosg

Egy otoldali csillagsokszog folé, mint alaprajz folé szerkesztett forgas-
paraboloid-héj esetében a redukalt fesziiltségi féiranyok trajektériai a 14.
abran lathaték.

14. dbra. A redukalt fegzﬁltségi féiranyok trajektériai
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6. Szampélda

Alkalmazzuk a fentiekben ismertetett szamité eljardst a 15. dbréin feltiintetett n =5
oldali csillagsokszog alaprajz folé szerkesztett forgdsparaboloid-héjra. A vizsgilandé héjat
az alaprajz teriiletén egyenletesen megoszld

g = g0 = 280 kp/m?
intenzitasu fuggélyes erd terheli. Esetiinkben

R=200m, h=14,0 m, h’2<26,7 m,

15. dbra. Otoldali esillagsoksziog alaprajz folé szerkesztett forgdsparaboloid-héj

s igy a héj r, ¢ iranya redukalt feszitGerdi a (20) képletek szerint:

20,0% - 280 r3 r? cos 5¢
— S S SRR i Y B
n, 3140 (1 4 30,08 cos 5¢p) 2000 (l 2000 ) p/m
20,07 - 280 P
_— i L
Ny, 3140 4 30,08 sin 5@ r®sin 5¢ kp/m,
= 20,0 - 280 r? £ rd cos 5¢
ny = g i:l-—,(_)‘ (1 +4 RS cos S(p) =— 2000 (1 -+ ———W] kp/m.

Mint a fenti képletekbdl leolvashaté, a héj igen kedvezd fesziiltségi allapotban van,
a redukalt fesziter6k még a héjsarkokban is ardnylag kicsinyek: itt a legnagyobb redukalt
nyoméers 10 000 kp/m, a legnagyobb redukalt hizéeré pedig 6000 kp/m értéki.

A fenti szdmpélda keretében vizsgalt héj axonometrikus képe az 1. dbran lithatd

Paraboloid Shells of Revolution Star-Polygonal in Plan. Paper deals with the statical
analysis of paraboloid shells of revolution the ground-plan figure of which resembles a regular
polygon, but has inward arched sides instead of straight ones. It is presumed that the edge
beam of the shell is supported by a wall or by vertical columns standing close to each other.
A vertical force system equally distributed over the ground-plan area is assumed as loading.
The arching of the shell’s edge line is set up in such a way as to enable the calculation of the
reduced inner forces to be made by simple closed formulae. Paper also states the principal
values of the reduced inner forces, moreover it determines the equation of their trajectories.
A numerical example is given to proove the simplicity of the calculation.
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Rotationsparaboloidschalen iiber Sternpolygon-Grundriss. Der Aufsatz behandelt die
Berechnung von Rotationsparaboloidschalen, deren GrundriB3 einem regelmissigen Vieleck
dhnelt, dessen Seiten jedoch nach innen gebogen sind. Es wird angenommen, dafl der Rand-
Triger der Schale durch eine Wand, oder dicht aneinandergereihte Siulen unterstiitzt wird.
Als Belastung wird emn auf der Grundriflfliiche gleichmiissig verteiltes Kraftsystem in Rech-
nung gestellt und die Achsenlinie der Randbégen wird derart bestimmt, dafl die reduzierten
Spannkrifte der Schale durch einfache Formeln berechnet werden konnen. Der Aufsatz
bestimmt auch die Hauptwerte der reduzierten Spannkrifte und stellt sogar die Gleichung
der Trajektorien der Hauptrichtungen auf. Die Einfachheit der Bestimmung der reduzierten
Spannkrifte wird durch ein numerisches Beispiel illustriert.
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