A MINTAVETELEZES
VALOSZINUSEGELMELETI ANALIZISE

JANOSITZ JANOS

[Beérkezett 1969. maircius 7-én]

A dolgozat egy halmaz folytonosan viltozé sajatsiga esetén vizsgilja a reprezentativ
mintavétel problémajit. A mintdk egyenld siirliségii elbelyezkedése esetére megallapitja
meghatirozott szdmi mintavételnél a minta ama kirnyezetét, amelyet annak reprezentilnia
kell. Ezen az alapon megadja az n dimenziés térben a pontszerii és iltalinosan a k(< n)
dimenziés mintdk silyozasat, tovabba azt, hogy a kiilonb6z6 dimenziéji mintdk esetén az adott
valészinfiség-szintii hibaintervallum meghatdrozdsa a pontszeri mintavételhez hasonléan
torténhet. Analég elven alapul a véges anyaghalmazbél toérténd mintavétel esetén annak
az eldontése, hogy a mintdk milyen sillyal veend8k figyelembe. Végezetiill megvizsgilja,
hogy miként szamithatdé egyszerfien a kiilonbo6z8 atlagértékek silyozott Gsszegének hibéja.

1. Bevezetés

Egy £ valésziniliségi valtozé értékeire vonatkozé, egymastdl fiiggetlen
megfigyelési adatok dsszességét mintdnak, az ilyen adatok megfigyelését minta-
vételnek nevezziik. A minta elemeitfl azok fiiggetlenségét kivanjuk meg, hogy
a minta a vizsgalt halmazrdl reprezentativ képet adjon. Hogyan érhetd ez el,
ha a halmaz vizsgalt jellemzG8jének eloszlasa folytonos egy [a, b] korlatos inter-
vallumon?

Ha e feltétel mellett a vizsgalt jellemzd a megfigyelési koordinatak figg-
vényében is folytonosan valtozik, igy a mintavételi helyeknek, megkozelitsleg
egyenletes siiriségben kell elhelyezkedniok a vizsgalt tartoményon beliil. Ellen-
kezd esetben — amikor is az emlitett tartomanynak csak egy részébdl vesziink
mintidkat — altalaban nem nyerhetiink reprezentativ képet az egészrél.

A zart intervallumra vonatkozé eloszlasfiiggvényt ugyanis fel lehet hon-
tani adott részintervallumok 1lagységéval aranyos silyd részintervallumbeli
eloszlisok osszegére:

F(x) = 2"“5,- Fi(x)

i=1

és (1)
a;
Si == — Py
A
ahol
F(x) az A terjedelmii intervallumban a vizsgilandé x érték eloszlasfiiggvénye:

2; a vizsgalt intervallumon beliil elhelyezkedd rész-intervallum ,,nagységa™;
Fy(x) a résztartomany x eloszlasfiiggvénye.
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Minthogy Fi(x) altalaban eltér az F(x)-tél, igy a sziikebb tartomanybdl
vett mintakbdl felvehetd empirikus eloszlasfiiggvény sem fog az F(x)-hez koze-
liteni. Tehat az adott tartomanybél lehetSleg gy vesziink mintat, hegy
a szomszédos mintak egymastél mért ,,tavolsiga™ a tartoméanyon belil meg-
kozelitSleg egyezs legyen, azaz egyenld ,,slirtiség’-ben legyenek az egész tarto-
manyban. igy biztositjuk leginkabb azt, hogy a mintik reprezentativak legye-
nek, mert egy-egy mintaelem egyez8 nagysagi, de a vizsgalt tartoméany mas-
mas részébdl keriil ki. Vagyis amikor minden mintaelem egyenl§ nagysagui
és a vizsgilt rész kiilonboz6 helyein elhelyezkedd, a folytonos valtozashol
kévetkezGen pedig altaldban mas és mas sajatsagi részt ,,jellemez”, akkor
a minta reprezentativnak tekintheté.

Ez természetesen kizérja azt az esetet, ha két minta kdzott az dtmenet
folytonos és a két minta kézvetleniil egymas mellett helyezkedik el. igy ugyan-
is mindkét minta ugyanazt a részt jellemezné, és ez a rész pedig indokolatlanul
szerepelne kettfs sullyal az atlagban. Ezért e két minta atlagat egy minta-
értéknek kell tekinteni.

De vajon milyen ,,tivolsagon” beliil helytall6 ez az allitis? Ez a kévet-
kez8k szerint hatidrozhaté meg. Induljunk ki abbél, hogy minden mintaelem
egyenls fontossagi. (Altalaban nincs olyan mintaelem, melynek kitiintetett
szerepe lenne.) Ha a mintdk szima — N — és minden minta a kdrnyezetét
jellemzi, ez pedig minden minta esetében ugyanakkora, ebb6l kovetkezik, hogy
minden minta ugyanolyan —r sugaru kérnyezetét reprezentalja, amely a vizs-
galt egésznek — N-ed része. Ezek alapjan, ha két minta r-nél kézelebb van
egymashoz, akkor nem tekinthet8k kiilon mintaelemeknek. Az eddigiek alap-
jan vizsgaljunk meg néhiny a mintik silyozasaval kapcsolatos problémat

II. Tébbszoros integralok Monte-Carlo-médszerrel valé becslése

Vizsgiljuk meg az

(= [ o [ ar g

alakd integralt, ahol

G, adott tartomany az n dimenzids térben;

P, = P,(x.%,...x,) a G, tartomdnyhoz tartozé pontok;
dP, = dx;, dx,, . . ., dx, .

Ha a G, tartominyban egyenletes eloszlasd N szamd P,; pontunk van, dgy
az I integral becslése a kivetkezdképpen torténhetik:

|G|
N
ha fn(Pn[) = Yini (3)
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Itt ‘G,| a G, tartomany nagysagat jelenti [IIC,] dimenziéval, ha az x; (i = 1,
i=1
2, ..., n) valtozék dimenzidja [¢;].

Ha a (2) integralbdl az x, valtozé szerinti integralast elvégezziik, dgy:

I=[. fosB)dBoy= [ mu dBy, )
aho}
[M(Pn—x)

J Xp=7(Pn—,)

fn—[(P —1)‘ = fn(ﬂ) dxn s (5)

AG,,, P, 4, dP,_,, valamint az 7, _; értékek értelmezése az elGbbiekhez
hasonlé.

Ha altalaban k valtoz6 szerinti integraldst végziink el, dgy az 7,y val-
tozdéhoz jutunk. Ezek utan felmeriilhet a kérdés, ha N egyezd dimenziéjui
Nn—wi €8 N kiillonboz6 dimenzidji 7,k ; érték adott (k is valtozik), hogyan
becsiilhets az I értéke. Az elsé esethen az 1,y varhaté érték kozelitése:

Hin—ryi

> (6)

G(n—k)t‘

—n‘(n—k) -

“_fZ'-zMz

T
L

ahol |G(,_xy| azon hipersikrészek nagysiga, amely hipersikrészben értelmezett
frn(Pn) = nn értékek integraljai adjak az f,_x) (Pn—iy) = N(n—ry valtozékat.
Az %y elemli mintat is akkor tekintjik reprezentativnak, ha két
minta nincs r-nél kisebb tavolsigra egymastél. Az r értéke itt abbdl a feltétel-
b6l hatarozhaté meg, hogy az egyes hipersikrészek r sugardi kérnyezeteinek
értékeibdl képzett osszegnek a |G| értékével kell egyeznie.
Ha pontszeridi mintavétel tértént (k = 0), akkor az atlagérték adott valé-
szintségi szinthez tartozé hibakerlatja szamithaté [4, 5]. Nem pontszerd min-
* tavételnél, ha (6) dsszefiiggés alapjan kapjuk az 7,y értéket, dgy az adott
valészintliségi szinten a hiba nagysigat a kdvetkezd N’ alapjan hatarozhatjuk
meg.

|G|

]V/ o .
|Gerl

()

Ahol |G, egy pontszerd minta r sugari kornyezetének nagysiga. Az r értéke
a mintak alapjan az elGzGekben leirt médon hatirozandé meg. Ha pedig az
fo(Pr) = nn értékek szérasa meghatarozhaté a |G,| tartoményban, tigy az
Ny (¢ =1, 2,..., N) mintdk alapjan az atlagérték hibaja a pontszeri
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mintavételhez hasonlé mdédon torténhet az N’ felhasznilasaval. Ha viszont
az Nn_k)i értékeknél a k is valtozik, gy az

T = — R (®)

[G(n—k)il

mintaértékek alapjan kell az 7, atlagot szdmitani.

Az np; mintdk is akkor ,reprezentativak’, ha az egyes hipersikrészek
nincsenek r-nél kisebbh tavolsigra egymastél. Az r az eddigiekhez hasonléan
abbél hatarozhaté meg, hogy az egyes [G(,_y),| hipersikrészek — r sugari
kornyezetei nagysaganak a |G,|-nel kell egyeznie.

Legyen az egyes hipersik részek r sugard kornyezetenek nagysaga

IG(n——k)trl' igy
N o
2 |G(n—k)ir| Nni
> o A=t

Vagyis az egyes 7n; mintdkat olyan sillyal kell szamitasba venni, amilyen
nagysagi részt ,,reprezentilnak’ a |G| nagysagu térrészbdl. Az r ismeretében
az el6z6khdz hasonléan itt is meghatarozhaté az INV'.

III. Mintavétel véges anyaghalmazhél

Legyen egy anyagmennyiség valamely x sajitsdganak eloszlasa F(x).
Ha az F(x) egy zart intervallumon folytonos és szigorian monoton, igy a var-
haté érték becslése az el§zdekben targyalt moédszerekkel torténhet N elemii
x; minta alapjan. A gyakorlati életben az x; pontszerd mintavétel tébbnyire
nem lehetséges. A V térfogatd anyaghél altaldban mintavétel esetén egy AV;
mennyiséget valasztanak, és a laboratériumban meghatarozzik e mennyiségre
vonatkozé atlagos x; értéket. Ha egy F(x) eloszlasu sokasigbél mindig ugyan-
olyan nagysigid AV; mintat vesziink, akkor a AV; térfogathoz tartozé atlagos
x; értékek eloszldsa F(x). Ha az ehhez tartozé o érték o;, gy fennill, hogy

<o, (10)

ahol ¢ az F(x) eloszlasi valtozé szérasa. Ez barmely AV; << V nagysagi minta
esetén fennall. A varhaté érték hibajara pedig a [4, 5]-ben ismertetett 6ssze-
fiiggések itt is érvényesek.

Ezekutan megvizsgiljuk azt, hogy a kiilonb6z8 valészintiségi szintekhez
tartozé hibakorlat becslése hogyan toérténhet akkor, ha a mintik kiilonboz4
nagysaguak. E kérdések vizsgalatanal két esetet kiilonbdztetiink meg:
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¢) Ha a
N
D AVi=4V (11)
i=1

mintadsszesség elhanyagolhatéan kicsiny a vizsgilt anyagmennyiséghez képest.
(Ha AV csak néhiny %-a a V-nek.)

b) Ha AV a V-hez képest nem elhanyagolhaté.

Vizsgalataink egyszeriisitése érdekében tekintsiik a AV; térfogatd minta-
kat r; sugard gomboknek. Vagyis

4rim
3

= AV, (12)

Tehat az eddigiekhez hasonléan értelmezett r érték meghatarozasa a kévet-
kez8 6sszefiiggés alapjan torténhet:

N 4A(r l+,)3

i=1

=V. (13)

Ebbél belathaté, hogy az a) esetben

o ]/- (14)

mert AV]V elhanyagolhaté mennyiség. Igy az r-hez képest az r; is elhanyagol-
haté. Vagyis a kiilonb6z8 AV; térfogatd mintak igy megkozelit§leg egyezd

térfogatot reprezentalnak, tehat a beldlik meghatarozott x; értékek egyenld
sillyal veendgk figyelembe.

A b) esetben a (13) egyenlet alapjan meg kell hatdrozni az r értékét, és
ennek ismeretében az x-et a kovetkezSképpen szamitjuk:

E=% . é(ri—{—rﬁxf. (15)

Azaz, minden minta olyan sillyal keriil az atlagba, amilyen nagysagi részt
,reprezental” a ¥ térfogatbél.

Természetesen ezek a szamitdsok is csak akkor helytallk, ha a mintak
egymastdl fiiggetlenek és reprezentativak. A [3]-ban bizonyitva van, hogy
a silyozott kozépértékeknél elénydsebb az egyenls sulyd kozonséges kozép-
érték, mert ennek a legkisebb a szérasa. Ez viszont abbdél a feltételbdl, hogy
egy minta annak r sugard kérnyezetét ,,reprezentalja’ is bizonyithaté véges
anyaghalmazbdl torténé mintavételnél.
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A (13) bsszefiiggés alapjan meghatarozhaté r érték, akkor minimalis

/2

AV; = AV = sllands (16)

I

i
feltétel mellett, kotott N és AV esetén, ha a mintik egyez§ nagysagiak
(AVi= AV; = AV|N; i =j).

IV. Kiilonbozo atlagértékek silyozott Gsszegének hibaja

Legyen v kiilonb6z6 eloszlasi és V; nagysagia (i =1, 2, .. ., v) sokasa-
gunk. Ezek mindegyikébdl n; i = 1, 2, .. ., ») elem{ mintavétellel megallapi-
tottuk annak atlagértékét. Kérdés, mennyi ezen atlagériékek

x= Np;x (17)

i=1

[”‘:;Vi)

silyozott dsszegének hibaja egy adott valészinliségi szinten. A probléma fel-
foghaté dgy, mint » egyméas mellett elhelyezett halmaz, amelynek egészébél
N= Nn (18)

i—1

elemid mintavétel tortént:

Ha a mintak reprezentativ elhelyezkedéstiek az elbbiek szerint a rész-
halmazokban, igy meg kell vizsgalni, hogy a halmaz egészét tekintve is azok-e.
Ez a kévetkezdképpen torténhet:

Minden részhalmazban kiszdmitjuk, hogy az egyes mintak milyen r suga-

ri kérnyezetet reprezentalnak. Ez aranyos az

* ZVE (=12...,9) (19)

n;mw

értékkel, ha a halmaz kétdimenziés. Ha az rf (i = 1, 2,..., v) értékek meg-
egyeznek, az egész probléma tgy kezelhets, mintha

= ¥ pio} (20)
i=1
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szorasnégyzetli sokasagbél tortént volna N elemii mintavétel. Ha az rf értékek
egymastél eltérék, legegyszeribb a legnagyobb rf alapjan meghatarozni egy

N 1 (21)

C (rha)? @

értéket és igy a 0 és az N’ ismeretében a [4, 5]-ben ismertetettek szerint szamit-
haté az % hibaja egy adott valésziniiségi szinten.
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P = BN

‘Wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchung der Stichprobenentnahme. Die Arbeit unter-
sucht das Problem der reprisentativen Probenahme im Fall einer stetig verinderlichen
Eigenschaft einer Menge. Fiir den Fall der gleichmiflig dichten Anordnung der Proben wird
fiir eine bestimmte Anzahl von Probenahmen diejenige Umgebung der Probe festgestellt,
welche sie reprdsentieren mufi. Auf dieser Grundlage wird im n-dimensionalen Raum das
punktartige, allgemein das k (< n)-dimensionale Gewicht der Probe angegeben; ferner wird
nachgewiesen, dafl bei Proben von verschiedenen Dimensionen die Bestimmung des Fehler-
intervalls auf gegebenem Wahrscheinlichkeitsniveau dhnlich wie bei der punktartigen Probe-
nahme erfolgen kann. Auf einem analogen Prinzip beruht bei einer Probenahme aus einer
endlichen Materialmenge die Entscheidung iiber das Gewicht, mit welchem die Proben zu
beriicksichtigen sind. SchlieBSlich wird untersucht, wie der Fehler der gewogenen Summe
der verschiedenen Durchschnittswerte einfach berechnet werden kann.

Analysis of Sampling According to the Theory of Probability. The paper examines the
problem of representative sampling in the case of the continually changing property of a set.
For a uniformly dense arrangement of the samples and a determined number of samplings,
that environment of the sample is established, which it must represent. On this basis in the
n-dimensional space the punctual, and in general the k (< n)-dimensional weighting of the
sample is given; further it is proved that for samples having different dimensions the error
interval at a given level of probability may be determined in a manner similar to the exact
sampling. The decision on the weight of the samples is based on an analogous principle when
sampling is done from a finite set of matter. Finally the simple calculation of the error of the
weighted sum of the various mean values is examined.
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