
A MINTAVÉTELEZÉS 
VALÓSZÍNŰSÉGELMÉLETI ANALÍZISE 

J A N O S I T Z J Á N O S 

[Beérkeze t t 1969. márc ius 7-én] 

A dolgozat egy halmaz fo ly tonosan vál tozó sa já t sága esetén vizsgálja a r eprezen ta t ív 
m i n t a v é t e l p r o b l é m á j á t . A m i n t á k egyenlő sűrűségű elhelyezkedése esetére megál lap í t j a 
m e g h a t á r o z o t t s z á m ú min tavé te lné l a m i n t a a m a környezeté t , ame lye t a n n a k reprezentá ln ia 
kel l . Ezen az a l apon megad ja az n dimenziós t é r b e n a pon t sze rű és á l t a lánosan а к ( < n) 
dimenziós m i n t á k súlyozását , t o v á b b á az t , hogy a különböző d imenzió jú min t ák ese tén az adot t 
va lószínűség-sz intű b iba in t e rva l lum m e g h a t á r o z á s a a pontszerű min t avé t e lhez hasonlóan 
t ö r t é n h e t . Ana lóg elven alapul a véges anyagha lmazbó l t ö r t é n ő min tavé te l ese tén annak 
az eldöntése, h o g y a min ták mi lyen súllyal veendők f igyelembe. Végezetül megvizsgál ja , 
h o g y miként s z á m í t h a t ó egyszerűen a kü lönböző á t lagér tékek sú lyozot t összegének h ibája . 

I. Bevezetés 

Egy I valószínűségi változó értékeire vonatkozó, egymástól független 
megfigyelési adatok összességét mintának, az ilyen adatok megfigyelését minta-
vételnek nevezzük. A minta elemeitől azok függetlenségét kívánjuk meg, hogy 
a minta a vizsgált halmazról reprezentatív képet adjon. Hogyan érhető ez el, 
ha a halmaz vizsgált jellemzőjének eloszlása folytonos egy [a, b] korlátos inter-
vallumon? 

Ha e feltétel mellett a vizsgált jel lemző a megfigyelési koordináták függ-
vényében is folytonosan változik, úgy a mintavételi helyeknek, megközelítőleg 
egyenletes sűrűségben kell elhelyezkedniük a vizsgált tartományon belül. Ellen-
kező esetben — amikor is az említett tartománynak csak egy részéből veszünk 
mintákat — általában nem nyerhetünk reprezentatív képet az egészről. 

A zárt intervallumra vonatkozó eloszlásfüggvényt ugyanis fel lehet bon-
tani adott részintervallumok nagyságával arányos súlyú részintervallumbeli 
eloszlások összegére: 

F(x) = У S, Fi(x) 
1=1 

(1) 

az A t e r j ede lmű i n t e r v a l l u m b a n a vizsgálandó x é r ték e loszlásfüggvénye: 
a vizsgál t i n t e rva l lumon belül elhelyezkedő rész- in terva l lum „ n a g y s á g a " ; 
a r é s z t a r t o m á n y x e losz lásfüggvénye. 
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ahol 

F(x) 
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Minthogy Fj(x) általában eltér az F(*)-től, í g y a szűkebb tartományból 
vett mintákból fe lvehető empirikus eloszlásfüggvény sem fog az F(#)-hez köze-
líteni. Tehát az adot t tartományból lehetőleg úgy veszünk mintát, hogy 
a szomszédos minták egymástól mért „távolsága" a tartományon belül meg-
közelítőleg egyező legyen, azaz egyenlő ,,sűrűség"-ben legyenek az egész tarto-
mányban. így biztosítjuk leginkább azt, hogy a minták reprezentatívak legye-
nek, mert egy-egy mintaelem egyező nagyságú, de a vizsgált tartomány más-
más részéből kerül ki. Vagyis amikor minden mintaelem egyenlő nagyságú 
és a vizsgált rész különböző helyein elhelyezkedő, a folytonos változásból 
következően pedig általában más és más sajátságú részt „jellemez", akkor 
a minta reprezentatívnak tekinthető. 

Ez természetesen kizárja azt az esetet, ha két minta között az átmenet 
folytonos és a két minta közvetlenül egymás mellett helyezkedik el. í gy ugyan-
is mindkét minta ugyanazt a részt jellemezné, és ez a rész pedig indokolatlanul 
szerepelne kettős súllyal az átlagban. Ezért e két minta átlagát egy minta-
értéknek kell tekinteni . 

D e vajon milyen „távolságon" belül helytálló ez az állítás? Ez a követ-
kezők szerint határozható meg. Induljunk ki abból, hogy minden mintaelem 
egyenlő fontosságú. (Általában nincs olyan mintaelem, melynek kitüntetett 
szerepe lenne.) Ha a minták száma — N — és minden minta a környezetét 
jellemzi, ez pedig minden minta esetében ugyanakkora, ebből következik, hogy 
minden minta ugyanolyan — r sugarú környezetét reprezentálja, amely a vizs-
gált egésznek — iV-ed része. Ezek alapján, ha két minta r-nél közelebb v a n 
egymáshoz, akkor n e m tekinthetők külön mintaelemeknek. Az eddigiek alap-
ján vizsgáljunk meg néhány a minták siílyozásával kapcsolatos problémát 

II. Többszörös integrálok Monte-Carlo-módszerrel való becslése 

Vizsgáljuk meg az 

alakú integrált, ahol 

Gn ado t t t a r t o m á n y az n d imenziós té rben ; 
Pn = Pn (xj. x2 . . . xn) a Gn t a r t o m á n y h o z ta r tozó p o n t o k ; 
dPn — dxx, dx2, . . ., dxn . 

Ha a Gn tartományban egyenletes eloszlású N számú P m pontunk van, úgy 
az I integrál becslése a következőképpen történhetik: 

(2) 

I = |G„| • M {fn(Pn)} ш \G„\ • ~ 2 fn(pm) = 
JV I = i 

| G „ | " 

N 

ha fn(Pni) = Г/л, (3) 
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Itt Gn| a Gn tartomány nagyságát jelenti 
N 

Па dimenzióval, ha az Я; (i = 1, 

2, . . ., n) változók dimenziója [c,]. 
Ha a (2) integrálból az xn változó szerinti integrálást elvégezzük, úgy: 

ahol 

I = f fn-ßPn-г) dPn-x = Г Vn-v • dPn_x, (4) 
J Un—i J Un—i 

/ П _ 1 ( Р „ _ 1 ) = Г ^ (5) 
J Xn -li\'n—i) 

A Gn_x, P„_ i , dPn_j, valamint az •)/„ értékek értelmezése az előbbiekhez 
hasonló. 

Ha általában к változó szerinti integrálást végzünk el, úgy az í/(n_r) vál-
tozóhoz jutunk. Ezek után felmerülhet a kérdés, ha N egyező dimenziójú 
r)(n-k)i és N különböző dimenziójú érték adott (fc is változik), hogyan 
becsülhető az I értéke. Az első esetben az T](n—k) várható érték közelítése: 

N 

У^ V(n—k)i 
V(n-k) = JN- , (6) 

1=1 

ahol |G(,j-fc),j azon hipersíkrészek nagysága, amely hipersíkrészben értelmezett 
fn(Pn) — T]n értékek integráljai adják az /(„_&) (P(n—k)) — V(n—k) változókat. 

Az elemű mintát is akkor tekintjük reprezentatívnak, lia két 
minta nincs r-nél kisebb távolságra egymástól. Az r értéke itt abból a feltétel-
ből határozható meg, hogy az egyes hipersíkrészek r sugarú környezeteinek 
értékeiből képzett összegnek a |Gr,| értékével kell egyeznie. 

Ha pontszerű mintavétel történt (k — 0), akkor az átlagérték adott való-
színűségi szinthez tartozó hibakorlátja számítható [4, 5]. Nem pontszerű min-
tavételnél, ha (6) összefüggés alapján kapjuk az rpn—k) értéket, úgy az adott 
valószínűségi szinten a hiba nagyságát a következő N' alapján határozhatjuk 
meg. 

i V ' ^ Ä , (7) 
I Ger\ 

Ahol \Ger\ egy pontszerű minta r sugarú környezetének nagysága. Az r értéke 
a minták alapján az előzőekben leírt módon határozandó meg. Ha pedig az 
fn(Pn) = r\n értékek szórása meghatározható a |Gn| tartományban, úgy az 
f](n—k)i (i = 1, 2, . . ., N) minták alapján az átlagérték hibája a pontszerű 
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mintavételhez hasonló módon történhet az N' felhasználásával. Ha viszont 
az í)(n_ü(), értékeknél а к is változik, úgy az 

^ = (8) 

mintaértékek alapján kell az r)n átlagot számítani. 
Az rjni minták is akkor „reprezentatívak", ha az egyes hipersíkrészek 

nincsenek r-nél kisebb távolságra egymástól . Az r az eddigiekhez hasonlóan 
abból határozható meg, hogy az egyes |G(„_/<),| hipersíkrészek — r sugarú 
környezetei nagyságának a |G„|-nel kell egyeznie. 

Legyen az egyes hipersík részek r sugarú környezetének nagysága 
|G(n_k)ír|. í g y 

N 

'S \G(n-k)ir\ Vni 
= J = L l c * Í — ( 9 ) 

Vagyis az egyes rjni mintákat olyan súllyal kell számításba venni, amilyen 
nagyságú részt „reprezentálnak" a |G„| nagyságú térrészből. Az r ismeretében 
az előzőkhöz hasonlóan itt is meghatározható az N'. 

III. Mintavétel véges anyaghalmazból 

Legyen egy anyagmennyiség valamely x sajátságának eloszlása F(x). 
Ha az F(x) egy zárt intervallumon folytonos és szigorúan monoton, úgy a vár-
ható érték becslése az előzőekben tárgyalt módszerekkel történhet N e lemű 
Xi minta alapján. A gyakorlati életben az Xj pontszerű mintavéte l többnyire 
nem lehetséges. А V térfogatú anyagból általában mintavétel esetén egy A fa-
mennyiséget választanak, és a laboratóriumban meghatározzák e mennyiségre 
vonatkozó átlagos л:,- értéket. Ha egy F(x) eloszlású sokaságból mindig ugyan-
olyan nagyságú AVi mintát veszünk, akkor a AVj térfogathoz tartozó átlagos 
Xi értékek eloszlása Fi(x). Ha az ehhez tartozó a érték ff,, úgy fennáll, hogy 

(10) 

ahol cr az F(x) eloszlású változó szórása. Ez bármely AVi <C V nagyságú minta 
esetén fennáll. A várható érték hibájára pedig a [4, 5]-ben ismertetett össze-
függések i t t is érvényesek. 

Ezekután megvizsgáljuk azt, hogy a különböző valószínűségi szintekhez 
tartozó hibakorlát becslése hogyan történhet akkor, ha a minták különböző 
nagyságúak. E kérdések vizsgálatánál két esetet különböztetünk meg: 

Műszaki Tudomány 42, 1970 



a m i n t a v é t e l e z é s v a l ó s z í n ű s é g e l m é l e t i a n a l í z i s e 3 7 7 

a) Ha a 

j ? A V i = AV (11) 

mintaösszesség elhanyagolhatóan kics iny a vizsgált anyagmennyiséghez képest. 
(На A V csak néhány %-a a F-nek.) 

b) На A V a F-hez képest n e m elhanyagolható. 
Vizsgálataink egyszerűsítése érdekében tekintsük a A Vi térfogatú mintá-

kat г,- sugarú gömböknek. Vagyis 

= AVi. (12) 

Tehát az eddigiekhez hasonlóan értelmezett r érték meghatározása a követ-
kező összefüggés alapján történhet: 

2 4 ( Г ' + Г ) 3 * = F . (13) 
/=1 з 

Ebből belátható, hogy az a) esetben 

Î • 

/ 4 V 
(14) 1/ 3 V rc*l 

r iNn 

mert AVjV elhanyagolható mennyiség. í g y az r-hez képest az г,- is elhanyagol-
ható. Vagyis a különböző AVi térfogatú minták í g y megközelítőleg egyező 
térfogatot reprezentálnak, tehát a belőlük meghatározott xi értékek egyenlő 
súllyal veendők f igyelembe. 

A b ) esetben a (13) egyenlet alapján meg kell határozni az r értékét, és 
ennek ismeretében az x-et a következőképpen számítjuk: 

* = T 7 7 - j h u + ' f * / . (15) 
О V , = 1 

Azaz, minden minta olyan súllyal kerül az átlagba, amilyen nagyságú részt 
„reprezentál" a F térfogatból. 

Természetesen ezek a számítások is csak akkor helytállók, ha a minták 
egymástól függetlenek és reprezentatívak. A [3]-ban bizonyítva van, hogy 
a súlyozott középértékeknél előnyösebb az egyenlő súlyú közönséges közép-
érték, mert ennek a legkisebb a szórása. Ez viszont abból a feltételből, hogy 
egy minta annak r sugarú környezetét „reprezentálja" is bizonyítható véges 
anyaghalmazból történő mintavételnél. 
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A (13) összefüggés alapján meghatározható r érték, akkor minimális 

N 

2 AVi = AV = állandó (16) 
í=i 

feltétel mellett, kötött N és AV esetén, ha a minták egyező nagyságúak 
(AVi = AVj = AV/N; i^ j). 

IV. Különböző átlagértékek súlyozott összegének hibája 

Legyen v különböző eloszlású és V, nagyságú (i == 1, 2, . . ., v) sokasá-
gunk. Ezek mindegyikéből re, (i = 1, 2, . . ., v) e lemű mintavétellel megállapí-
to t tuk annak átlagértékét. Kérdés, mennyi ezen átlagértékek 

с = У Pi Xi 
i=1 

' i . ; 

(17) 

súlyozott összegének hibája egy- adott valószínűségi szinten. A probléma fel-
fogható úgy, mint v egymás mellett elhelyezett halmaz, amelynek egészéből 

N = У re, (18) 
í=i 

e lemű mintavétel történt; 
Ha a minták reprezentatív elhelyezkedésűek az előbbiek szerint a rész-

halmazokban, úgy meg kell vizsgálni, hogy a halmaz egészét tek intve is azok-e. 
Ez a következőképpen történhet: 

Minden részhalmazban kiszámítjuk, hogy az egyes minták milyen r suga-
rú környezetet reprezentálnak. Ez arányos az 

-Ei- (i = 1, 2, . . ., v) (19) re, ti 
értékkel, ha a halmaz kétdimenziós. Ha az rf (i = 1, 2, . . ., v) értékek meg-
egyeznek, az egész probléma úgy kezelhető, mintha 

or2 = J > f a f (20) 
i=i 
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szórásnégyzetű sokaságból történt volna N elemű mintavéte l . Ha az rf értékek 
egymástól eltérők, legegyszerűbb a legnagyobb r* a lapján meghatározni egy 

N' = 1 (21) 
(г* )2Л 
vmax) Jí 

értéket és így a a és az N' ismeretében a [4, 5]-ben ismertetettek szerint számít-
ható az X hibája egy adott valószínűségi szinten. 
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Wahrscheinl ichkei ts theoret ische Unte r suchung der S t ichprobenentnahme. Die Arbe i t un te r -
such t das P rob lem der r e p r ä s e n t a t i v e n P r o b e n a h m e im Fall e i ne r stetig veränder l ichen 
E igenscha f t einer Menge. F ü r d e n Fa l l der g le ichmäßig dichten A n o r d n u n g der P r o b e n wird 
f ü r eine b e s t i m m t e Anzahl v o n P r o b e n a h m e n diejenige U m g e b u n g der Probe fes tges te l l t , 
welche sie repräsent ie ren m u ß . Auf dieser Grund lage wird im n-d imens iona len R a u m das 
p u n k t a r t i g e , allgemein das к ( < n)-dimensionale Gewicht der P r o b e angegeben; f e r n e r wird 
nachgewiesen, d a ß bei P roben v o n verschiedenen Dimensionen die Bes t immung des Fehler -
in te rva l l s auf gegebenem Wahrscbe in l i chke i t sn iveau ähnlich wie bei dfer punk ta r t i gen Probe-
n a h m e erfolgen k a n n . Auf e inem analogen Pr inz ip beruh t bei e ine r P robenahme a u s einer 
endl ichen Mater ia lmenge die E n t s c h e i d u n g über das Gewicht, m i t welchem die P r o b e n zu 
berücks ich t igen sind. Schließlich wird un t e r such t , wie der Feh le r de r gewogenen S u m m e 
der verschiedenen D u r c h s c h n i t t s w e r t e einfach be rechne t werden k a n n . 

Analysis of Sampling According to the Theory of Probability. T h e paper e x a m i n e s the 
p rob lem of represen ta t ive sampl ing in the case of t h e continual ly c h a n g i n g proper ty of a set. 
For a un i fo rmly dense a r r a n g e m e n t of the samples a n d a d e t e r m i n e d number of sampl ings , 
t h a t e n v i r o n m e n t of the sample is es tabl ished, wh ich it must r e p r e s e n t . On this bas is in the 
n-d imensional space t he p u n c t u a l , a n d in general t h e к ( < n ) -d imens iona l weighting of the 
sample is given; f u r t h e r it is p r o v e d t h a t for s amples having d i f f e r e n t dimensions t h e error 
in te rva l a t a given level of p r o b a b i l i t y may be de te rmined in a m a n n e r similar to t h e exac t 
sampl ing. The decision on the w e i g h t of the samples is based on an ana logous principle when 
sampl ing is done f rom a f in i te se t of m a t t e r . F ina l ly the simple c a l c u l a t i o n of the e r ror of t he 
weigh ted s u m of the var ious m e a n va lues is e x a m i n e d . 
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