NEHANY MEGJEGYZES AZ INVERZ LEIRO-FUGGVENY
FELADATHOZ

CSAKI FRIGYES
A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA LEVELEZJ TAGJA
és
KOVACS TIVADAR

[Beérkezett 1968. julius 25-én]

A szerz8k az inverz feladat megolddsara 1j kifejezések alkalmazasat javasoljak. Ezek-
nek a felhaszndldsat példan is bemutatjak. A példa azt is illusztralja, hogy az 4j kifejezések
alkalmazasa megkonnyitheti a szamitdsi munkat.

|
1. Bevezetés

Mint ismeretes [1—3] az inverz leiré-fiiggvény feladat megoldasa soran
specialis elséfaji volterra-féle integralegyenleteket kell megoldanunk. A kévet-
kez8kben bemutatjuk, hogy az integralegyenletek megoldasiara M. SoUPLINE
[4, 5] képlete is felhasznalhat6, és sokszor még egyszeriibben vezet célhoz
mint az eddig ismert eljarasok.

A javasolt eljaras az [1—3]-ban megadottél eltérs, de természetesen
azonos végeredményre vezet. A két eljaras osszehasonlitasara azonos példira
alkalmaztuk éket. A bemutatott példa azt is igazolja, hogy az altalunk java-
solt eljaras sokszor valéban egyszeriibb szdmitast eredményez.

II. Analitikus megoldas

A frekvenciafiiggetlen kétértéki szimmetrikus nemlinearitast

y = ¢(x) \ 1)
alakban adjuk meg. A ¢(x) szakaszonként folytonos fiiggvény két egyértékii
ugyancsak szakaszosan folytonos fiiggvénnyel helyettesithet§:
@, (x), ha x<C0;

@,(x), ha x>0,

Ha az (1) egyenletekben x helyébe E cos x-t helyettesitiink (ahol & = wt),
akkor y(x) 2z szerint periodikus lesz. Feltéve, hogy ez az intervallum olyan
végesszami részintervallumokra bonthaté, amelyek mindegyikében y(x)
folytonos és monoton, akkor y(x) Fourier-sorba fejthetd:

y(2) = M(E) 4 g(E)E cos & + g,(E)E cos 2a + . . .
c..=b(E)Esina 4 by(E)E sin 2o + ..., 3)

y = plx) = { (2)
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ahol a g(E), b)(E) és M(E) a megfelelé Fourier egyiitthaték

2n
g.(E) = —I—J ¢(E cosa)coso-da,
7ZE 0
1 27
b(E) = —J ¢(E cos o) sin ¢ - da, 4)
nE 0

2n
M(E) = TJEJ‘ @(E cosa)-de.
0

Ha a ¢,(x) és p,(x) egyértékii fiiggvényeket felirjuk egy piros és egy
paratlan fiiggvény Osszegeként
¢1(%) = pa(%) + a(x)s ()
@2(x) = Po(%) + 4x(x)
egyenleteket kapjuk, ahol
P1(%) = pi(—2),

pax) = ps(—2%);
és (6)
(%) = —q1(—x),

45(%) = —q5(—2).
Felhasznalva a Fiiggelékben levezetett médon a
P(x) = py(x) — pa(x),
0(x) = (%) + q5(x); (7
P*(x) = py(x) -+ pax),
Q*(x) = qu(x) — qa(%)

osszefiiggéseket (ahol altaliban Q*(x) = 0), valamint a révidség kedvéért
g,(E)mél és b,(E)-nél elhagyva az indexeket, a kovetkezs osszefiiggésekhez
jutunk:

nf2
g(E)= —2—J Q(Ecosx)cosa-dx,
ﬂE 0
2 n/2
b(E) = —— J P(E cos o) sin « da, )
ﬂE 0

nf2
M(E) = %f P* (E cos a) de.
b4 0 ’
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Ha most visszatériink az eredeti x = E cos & vidltozéhoz, akkor a (8)
integralok a kovetkez§ alakra hozhatdk:

E
2 xQ(x) . dx,
ak? )y VE®—«?

E) = 2 | " Px)-dx, (9)

1 (F_P*(x)

ﬂE 0 l/ —-xz

A most mar csupa egyértékii fiiggvényeket tartalmazé integrilegyenletek
megoldasa [1—3] szerint:

g(E) =

M(E) = dx

1 d 23g(z)
=45 |f, |
n d 2.

P*(x) = 2% [jxv—;ﬂi—(zz)z—d ]

M. SoupLINE [4, 5] (kissé mas jelslésekkel) az

E
[, (B — 27 p(x)-dx=f(E) (—1<a<0, p0) (11)
alaki integrilegyenletekre —feltéve, hogy f(E) folytonosan differencidlhaté — a

— psinan

W(x) = [f<0> [y du] (12)

7
megoldast talalta.
Alkalmazzuk az altala talalt eredményt a (9) egyenletekre. Ha a _]elole-
seket megtartjuk valtozatlannak és Q(x)-re, ill. P*(x)-re p = 2 és x = —1/,
mellett a

fE)="E

p(x) = 2Q(x)

)

illetve

f(E) = nEM (E),
9(x) = P* ()
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helyettesitéseket alkalmazzuk, akkor

2Q(x) = %x {0 -+—Jox ngl——uz [d—dE nEzzg(E) ]E=u -du} =

—[u2 (w)]
. - xf T VE—w

du,
illetve

P* (x) = [ 2E M(E)] gy dul .

T 0

Minthogy P(x)-re a megoldas kozvetleniil adédik, irhatjuk:

— [u2 8(u)]
0= [

P(x) = -’2”_ d% [2b(x)] , (13)

. [u M(w)]
Jo =

A (13) dsszefiiggésbbl kozvetleniil belathaté, hogy Q(x), P(x) és P*(x)-re meg-
adott fiiggvénytranszformaciék nem egyértelmiek. Ugyanis g(u) + Clu?,
b(x) + C/x* és M(u) + C/u alaku fiiggvényekhez rendre ugyanaz a Q(x), P(x)
és P*(x) tartozik. Itt C-vel tetszgleges konstanst jelsltiink. Az djonnan javasolt
(13) képletcsoport sokszor egyszeriibben vezet célhoz, mint a (10) képlet-
csoport. (A kozépsd egyenletek persze azonosak.)

P* (x) = 2« du.

III. Példa az alkalmazasra

Induljunk ki az 1. abran felrajzolt kétallasd relé-jelleggorbébél. Az
egyértékii ¢, (x) és p,(x) fiiggvények kénnyen megallapithaték (2. és 3. abra).
A p,(x) és q,(x) fiiggvények a 4. és 5. abran lathaték. Most

P2(x) = —py(x),
92(%) = :(x)- (14)
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Ezzel a (7) egyenletekbdl
Phkx) = 0,
0*(%) = 0; (15)
P(x) = 2py(x) = 2p(x),
Q%) = 2¢,(x) = 2q(x).

| 700
M R
-b -0 |
a b %
Y
———t=-M
1. d@bra
| ()
M S
-b o
a X
———————— -M
2. dbra
‘ CFZ (X)
-0
b X
————— -M
3. dbra
A (2) felhasznalasaval a (9)-bél egyrészt
8(E) = 0,
b(E) = 0, 0<E<a (16)
M(E) = 0;
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masrészt
2M (E xdx 2407 [ S N
E - = 2 2
§E) =" L B — B g B
B(E) = 2——M—(E—a), a<EZH (17)
M(E) = 0;
I P &)
R 4l
-b -a a b X
4. dbra
q; (x)
Mpds i e e
/3 Y —
B -a !
1 a , X
e o 1
ISR [ A R -M
5. dabra
végiil
xdx E xd
8(E) )1y o SO
(EZ a5t x2 1/2 b (EZ et x2)1/2
o o A )
2M
b(E) = E=b (18)
M(E)=0

egyenleteket nyerjiik. Ha most az inverz leiré-fiiggvény médszer alapjan ezek-
bél a komponensekbdl szandékozunk a nemlinearitast leir6 jelleggorbét meg-
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hatarozni, akkor a (10) vagy (13) &sszefiiggéseket hasznalhatjuk fel. Alkal-
mazzuk eldszér a (10) egyenleteket [1—3]:

Ox) =0,
Px) =0, 0<x<<a (19)
P*(x) = 0;
1 d [2M x Z)/22 —g?
X)) =— — dz | =
) x dx[ 7 L Va2 <2 z]
2M d [ Vat — 22|22 — @2 x> — a? ) sz—z2 x
= — - — arcsin |/ — | =
nx  dx z 2 } xz—a2]a
_ 2M i[i(ﬂ—az)]:M,
ax  dx | 4 )
P(x)zi 2M i(x—a):M, alx<b (20)
2 a dx
P*(x) = 0;
és
2M 1 d [P )2 =@ x g )2 — a2
= - ——dz +
Q=) T ox dx[ a V2—2 Jb V=22 +

+, zvzf—— T ) =

2M 1 d ( a®—a? 2% — a?
= - 7T+ T =
T ox dx( 4 4 }
=M 4 e wy—am,
x dx
Py =2 4 4 —o, x>b (21)
2 @ dx
P*(x) = 0.

Most végezziik el a szamitdst a javasolt ij eljarassal, vagyis a (13) képletek
felhasznélasaval:

Q=) =0,
P(x) = 0, I<x<a (22)
P*(x) = 0;
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valamint
Q(x) =J‘x i [u2 2M (ug __ a2)1/2 ](x2 _ u2)—'1/2 du =
a du | u 1
. 2 _ o
= 2M. (= nd du = M arctanV————u a =M,
7 Jo Yul—a®)a®—u? 7 22— u?|,
P(x) =M, a<x<b
P*(x) = 0,
és
. b g
Q(x) :J . [u2 (u? — 02)1/2] (2 — u2)—1/2.du -+
a du
_}_jx _A,d‘ [uz 2M (u2 _ a2)1/2] (x2— uz)—llz,du +
b du nu?
+in " 2M (2 — b2)1/2] (32 — u2)~12. dy =
b du Tu?
2 __ E b 2 __ g2 |x
= M arctan ]/—li——ll—t -+ arctan Vu -+
n a2 —u? g x2 —u?
u — b |x 2M (= 7
t —— _—— + —_— = ZM’
-+ arctan e - (2 2]
P(x) =0, x>b
P*(x) = 0.

(23)

(24)

A (19)—(21) és a (22)—(24) egyenletek eredményei teljes megegyezés-

ben vannak.*

Az igy megkapott Q(x), P(x) és P*(x) komponensekbdl p,(x), p,(x),

q.(x) és qy(x) .
| p(®) = - [P®) + P*@),

mm:%wwwmm;

%@zgwm+me

%m:%mm—wml

sorra megkaphatdék.

(25)

* A vizsgdlt példaban a (23) és (24) végeredmény integraltablazatok pl. [6] felhaszna-
lisdval kézvetleniil leolvashaté, mig a (20) és (21) megallapitasdhoz helyettesitéses integrilok

kiszdmitasa szitkséges.
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Most
Pa(%) = —pa(x),
(%) = ¢5(%);
mivel pedig P*(x) = 0, és Q*(x) = 0. A (22)—(24) végeredményeket figye-

lembe véve:

Pi(x) = —pa(x) = 0,

0<x<a
9,(%) = qx(x) =0;
1
Pl(x) =—p2(x):~2~—M,
a<lx<<b
1
4 (x) = ¢ (x) = 7M,
Pi(x) = —py(x) =0,
x>b

u(x) =  qu(x) = M.

Ezekkel visszafelé haladva az 5, 4, 3, 2. dbrdkon visszakapjuk az 1. (kiin-
dulasi) abrat. Az inverz feladatot tehit megoldottuk.

FUGGELEK

A (8) igazolasdhoz induljunk ki a (4)-bél. Hagyjuk el az indexeket és vegyiik figyelembe,
hogy a (0, m) intervallumban x > 0.
kkor

g(E) = 1 ['[n ¢,(E cos a) cosa-d o0 - rn @, (E cos o) cosa - da ,
nE 0 n

1 7 . 27 .
WE) = B [.[0 @, (E cosa) sine-da J;t @, (E cos &) sinex « da] 1*)
1 n " 2n
M(E) = — UO 1 (E cos ) da +Jn ¢2(Ecosa)da],

A (5) és (6) Osszefiiggések alkalmazdsdval, valamint

a=f+= | @")

helyettesitéssel minden #-t§l 2z hatdri integralndl, kapjuk:

g®=ﬁﬂﬁmwmwmww+ﬂmwmw+mww+mm+

+j:q1(Ecosu)cosa-da+j:q2 [E cos (8 + n)] cos(ﬁ+n)-dﬂ},

WE)= — % {f:pl (E cos a) sina . da +J-:p2[Ecos B+ m)] sin (8 4- =) df +
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+I g1 (E cos &) sin o - dat + f 2 [E cos (B + )] sin (ﬂ—,‘—ﬂ)dﬂ} . (3%)
M(E) = ?;F U: Py (E cosa) da - |: P [E cos (B+ )] dB +

n ]: q1 (E cos o) do -I- [: q. [E cos (f —- :r)} dﬂ} ;
de
cos(f+ a) = —cos f§ (4*)
és
sin (§ -+ ) = — sin §.
}} P(x), P*(x), Q(x) és Q*(x)-et definidlja a (7) egyenlet.

gy
g(E) = TIE [ I";‘ P(E cos o) cosx-da —{—f: Q(E cos @) cos & - dat ] ,
BE) = — %E— Hz P(E cos «) sin o - dor /- [: O(E cos a) sin a-daJ , %)
M(E) = 2nE [Jﬂ P*(E cos o) do + [ Q* (Ecosa) da]

Ha a (5*) egyenletekben a (0, z) intervallumot (0, 2/2) és (1/2, ) részekre osztjuk és a (z2/2, 1)
hatdrok kézétti integralokban

«=x—f (6*)

viltozécserét hajtunk végre, akkor
cos (m— B) = — cos f. (7%)

sin (z — f) = sin .

6sszefuggésekkel, valamint figyelembe véve, hogy P(x), P*(x) paros Q(x) és Q*(x) paratlan
fiiggvények, jutunk el a (8) egyenletekhez.

IRODALOM

1. Gisson, J. E. et al.: Describing Function Inversion: Theory and Computational Techniques.
Technical Report TR-EE 62—10.

2. Gieson, J. E.: Nonlineare Automatic Control. MecGraw-Hill 1963.

3. Csixi1, F.: Szabalyozasok dinamikdja. Nemlinearis és valtozé paraméterii rendszerek (sajté
alatt).

4. SoUuPLINE, M.: Resolution des equations integrales du type d’Abel. Acad. Sc. URSS Ucraine
Inst. Math. (Rec. Trav. Inst. math.) 3 (1940), 113—131.

5. SCHMEIDLER, W.: Integralgleichungen mit Anwendungen in Physik und Technik. Akade-
mische Verlaggesellschaft, Geest et Portig K. G.: Leipzig 1950.

6. GROBNER, W.—HoOFREITER, N.: Integraltafel. Springer-Verlag, Wien 1961.

Miiszaki Tudomdny 41/3—4. 1969




NEHANY MEGJEGYZES AZ INVERZ LEfRO-FUGGVENY FELADATHOZ 195

Bemerkungen zur Aufgabe der inversen Beschreibungsfunktion. Die Verfasser schiagen
die Anwendung von neuen Formeln fiir die Losung der Aufgabe der inversen Beschreibungs-
funktion vor. Die Anwendung der Methode wird auch an einem Beispiel vorgefiihrt. Das Bei-
spiel zeigt, dafl die Anwendung der neuen Gleichung die Rechenarbeit erleichtert.

Some Remarks on the Inverse Describing Functions. The authors suggest the application
of a new kind of formulae for the solution of an inverse describing function problem. The use
of the method is illustrated by an example, too. The example demonstrates that the applica-
tion of the new relation simplifies the work of compution.
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