
NÉHÁNY MEGJEGYZÉS AZ INVERZ LEÍRÓ-FÜGGVÉNY 
FELADATHOZ 

C S Á K I F R I G Y E S 
A M A G Y A R T U D O M Á N Y O S A K A D É M I A L E V E L E Z Ő T A G J A 

és 

K O V Á C S T I V A D A R 

[Beé rkeze t t 1968. júl ius 25-én] 

A szerzők az i n v e r z f e l ada t m e g o l d á s á r a ú j k i fe jezések a l k a l m a z á s á t j a v a s o l j á k . E z e k -
nek a f e lhaszná lá sá t p é l d á n is b e m u t a t j á k . A példa az t is i l lusz t rá l ja , h o g y az ú j k i f e j ezések 
a l k a l m a z á s a m e g k ö n n y í t h e t i a számí tás i m u n k á t . 

\ 
I. Bevezetés 

Mint ismeretes [1—3] az inverz leíró-függvény feladat megoldása során 
speciális elsőfajú volterra-féle integrálegyenleteket kell megoldanunk. A követ-
kezőkben bemutatjuk, hogy az integrálegyenletek megoldására M. S O U P L I N E 

[4, 5] képlete is felhasználható, és sokszor még egyszerűbben vezet célhoz 
mint az eddig ismert eljárások. 

A javasolt eljárás az [1 — 3]-ban megadottól eltérő, de természetesen 
azonos végeredményre vezet. A két eljárás összehasonlítására azonos példára 
alkalmaztuk őket. A bemutatott példa azt is igazolja, hogy az általunk java-
solt eljárás sokszor valóban egyszerűbb számítást eredményez. 

II. Analitikus megoldás 

A frekvenciafüggetlen kétértékű szimmetrikus nemlinearitást 

У = Ф) * (1) 
alakban adjuk meg. A cp(x) szakaszonként folytonos függvény két egyértékű 
ugyancsak szakaszosan folytonos függvénnyel helyettesíthető: 

\<px{x), ha i<0; 
У = Ф) = , . . n (2) 

I <p2(x), ha « > 0 , 
Ha az (1) egyenletekben x helyébe E cos a-t helyettesítünk (ahol a = cot), 

akkor y(x) 2л szerint periodikus lesz. Feltéve, hogy ez az intervallum olyan 
végesszámú részintervallumokra bontható, amelyek mindegyikében y(a) 
folytonos és monoton, akkor y(a) Fourier-sorba fejthető: 

y(x) = M(E) + g1(E)E cos a + g2{E)E cos 2a + . . . 

. . . = bx(E)E sin a + b2(E)E sin 2a + . . . , (3) 
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ahol a gx(E), bx(E) és M(E) a megfelelő Fourier együtthatók 

1 Г2" 
gx(E) = f(E cos и) cos a • da , 

я Е Jo 
1 Г2 л 

b^E) = <р(Е cos a) sin a • da, (4) 
я Е Jo 

2я 
M(E) = — — Г Л cp(E cos a) • doc 

2лE Jo 

На a cpAx) és <p2(x) egyértékű függvényeket felírjuk egy páros és egy 
páratlan függvény összegeként 

<Pi(x) = Pi(x) + 9i(*)> (5) 
/ 

9i(x) = P2(x) + b(x) 

egyenleteket kapjuk, ahol 

Pi(x) = PÁ~X), 

p2(x) =p2(-x); 
és (6) 

h(x) = — qÁ~x), 

q2(x) = -q2{-x). 

Felhasználva a Függelékben levezetett módon a 
P(x) = PÁX) - PÁX), 

Q(x) = 4l(x) + q2(x); (7) 

P*(x) = Pl(*) + p2(x), 

Q*(x) = qi(x) - q2(x) 

összefüggéseket (ahol általában Q*(x) == 0), valamint a rövidség kedvéért 
g1(F)-nél és h^Ej-nél elhagyva az indexeket, a következő összefüggésekhez 
jutunk: 

2 ( 
- я / 2 

я Е J 0 

— 1 
л я / 2 

я Е J 1 . 

1 л я / 2 

я Е „ la 

b(E) = P{E cos a) sin a doc, (8) 
лЕ Jo 

M(E) = —!— P '* P* (E cos a) da . 
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Ha most visszatérünk az eredeti x — E cos a változóhoz, akkor a (8) 
integrálok a következő alakra hozhatók: 

g(E) = 

6(E) = 

M(E) = • 

2 r J 

" T É 2 " ! лЕ2 Jo f E 2 - * 2 dx, 

лЕ 2  

1 

Г Е 

1 
da; , (9) 

E p* 

л Е J o У Е 2 - * 2 
dx. 

A most már csupa egyértékû függvényeket tartalmazó integrálegyenletek 
megoldása [1 — 3] szerint: 

x dx 
Г z3g(* 

J 0 
dz 

2 dx 
(10) 

P*(x) — 2 —— 
dx 

Гх z2M(z) 
Jo 

M . S O U P L I N E [ 4 , 5 ] (kissé más jelölésekkel) az 

^{E* -xPfW{x)-dx=f{E) (— 1 < a < 0, / > ^ 0 ) (11) 

alakú integrálegyenletekre —feltéve, hogy/(E) folytonosan differenciálható — a 

— p sin ал W(x) x P ' 1 

л 
/(0) + (*p - uP)~^f(u) • du (12) 

megoldást találta. 
Alkalmazzuk az általa talált eredményt a (9) egyenletekre. Ha a jelölé-

seket megtartjuk változatlannak és @(дг)-ге, ill. Р*(х)-те p = 2 és x — —x/2  

mellett a 

лЕ 2 

illetve 

y(*) = а(?(я:) ; 

/ ( Е ) = л Е М ( Е ) , 

9>(ж) = F* (ж) 
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helyettesítéseket alkalmazzuk, akkor 

2 L . C x 1 xQ(x) = —X 0 + f * 
n i J « f * 2 - u 2 

d nE2g(E) 
dE 

• du 
E=,u 

A 
du Г d U A 

= X — — du, 
J o Ух2 — и 2 

illetve 

P* (*) = — * 
n A : 

[nEM(E)]E=udu 
/0 ]/x2-u2 dE 

Minthogy P(x)-ie a megoldás közvetlenül adódik, í rhat juk: 

г* f ^ A " ) ] 
Q { x ) = L J w ^ - d u ' 

P(x) = ^ ~ ^ ~ [ x 2 b ( x ) ] , (13) 
2 dx 

— [M M(u)] 

P*(x) = 2x Г du
 2 du. 

J o 11 X ' — и 1 

А (13) összefüggésből közvetlenül belátható, hogy Q(x), P(x) és Р*(х)-те meg-
adott függvénytranszformációk nem egyértelműek. Ugyanis g(u) + C/u2, 
b(x) -)- C/x2 és M(u) -f C/u alakú függvényekhez rendre ugyanaz a Q(x), P(x) 
és P*(x) tar tozik. It t C-vel tetszőleges konstanst jelöltünk. Az újonnan javasolt 
(13) képletcsoport sokszor egyszerűbben vezet célhoz, mint a (10) képlet-
csoport. (A középső egyenletek persze azonosak.) 

III . Példa az alkalmazásra 

Induljunk ki az 1. ábrán felrajzolt kétállású relé-jelleggörbéből. Az 
egyértékű <px(x) és <p2(x) függvények könnyen megállapíthatók (2. és 3. ábra). 
A Px(x) és q f x ) függvények a 4. és 5. ábrán láthatók. Most 

p2(x) = - p f x ) , 

4ÁX) = í i (*) - (14) 
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Ezzel a (7) egyenletekből 
P*(x) = 0, 
<?•(*) = 0 ; 

P(x) = 2Pl(x) = 2p(x), 
Q(x) = 2 9l(x) = 2 q(x). 

f(x) 

M - - -

- b - 0 

- M 

1. ábra 

№ 
M  

-M 

2. óbro 

-a 

- M 

3. ábra 

A (2) felhasználásával a (9)-ből egyrészt 

« ( E ) = 0 , 

ft(E) = 0 , 

M(E) = 0; 

(15) 

( 1 6 ) 
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másreszt 

végül 

g(E) 
2 M rE 

л E2 
ГЕ xdx 

Jo a(E2 — X 
2 M 

X2)1'2 л Е 2 
1 i E 2 - а 2 , 

b(E) = 
2 M 
л E2 

M(E) = 0 ; 

(E — a), a^E^b 

p, 0 0 

1/2 M 

- t Ï a Ь * 

4. ábra 

4 i ( * ) 

- b 

M 

1/2 M 
- o 

i .  

-1/2 M 

- M 

5. ábra 

ë(E) = 

b(E) = 

л E2  

2 M 
лЕ2  

2 M 
лЕ2 

r f — ^ 
Ja (E2 — 

M I 6 x d x + 2 M J E 
X dx 

! ) l / 2 ( E 2 — X2)112 

(]/ E2 — o2 + ][E2 — b2), 

( 6 - a ) , 

( 1 7 ) 

( 1 8 ) 

M { E ) = 0 

egyenleteket nyerjük. На most az inverz leíró-függvény módszer alapján ezek-
ből a komponensekből szándékozunk a nemlinearitást leíró jelleggörbét meg-
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határozni, akkor a (10) vagy (13) összefüggéseket használhatjuk fel. Alkal-
mazzuk először a (10) egyenleteket [1—3]: 

Q(x) =0, 

P(x) =0, 

P*(x) = 0; 

<?<*> = - x -
X dx 

0 < ж < a (19) 

2 M (x zVz2 — a2 , =— dz 
»2 

2M Гх z\z2 -
л Ja Yx2 — 

2 M j f 

их dx 
yx2 _ г2 _ a2 x2 _ a 

arcsin X* — 

X* — a2 

2 M d 

P(x) = 

лх dx 

л 2 M d 

- (x2 - a2) = M , 

2 л dx 

P*(x) = 0; 

(x — a) = M, a < я; < Ь (20) 

es 

2M 1 d 

+ 

Jt x dx 

[x z j/z2 - b2 

' Г" z / г 2 — a2 . , Cx zVz2 — a2 \z 

z\z 
Yx2 

dz 

2M 1 d I x2-a 
л x dx 

= — — (x?-a2) = 2M, 
x dx 

P ( « ) = - f - f ( 4 - « ) = 0 , * > 6 

2 л dx 

P*(x) - 0. 

(21) 

Most végezzük el а számítást a javasolt új eljárással, vagyis a (13) képletek 
felhasználásával: 

Q(x) =0, 

= o, 

P*(x) = 0; 

0 < a < a (22) 
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valamint 

es 

d 
du 

ÍM 
u2 -==- (u2 - a2)1'2  

и < ? ( * ) = Г 
Ja 

2 M Г* и _ 2 M 

Л Ja Yu^—d2 У X2 — U2 Л 

Р(х) = М, 

Р*(х) = 0; 

(х2 - и2)-1'2 du = 

arctan u 2 - a2 

X 2 - u2 

= М, 

а <С X < Ь 

Q(x) = f — [и2 (и2 - а2)1'2] {х2 - и2)"1'2 • du 
Ja du 

+ 

+ 
+ 

IM 
2 (ы2 _ a2)l/2 r d _ \ u 

J b du L 
_2M { u 2 _ _ b 2 y l 2 

Jb du L ли2 

2 M arctan u 2 - a2 

X 2 - u 2 

(л:2— u2)~V2-du + 

(х2 - и2)~112 • du = 

-f- arctan 
u 2 - a2 

X 2 - и2 
+ 

-f- arctan 
b2 2 M 

л 
+ = 2 M , 

X > b 

(23 ) 

(24) P ( « ) = 0 , 

P * ( x ) = 0 . 

A (19) — (21) és a (22) —(24) egyenletek eredményei teljes megegyezés-
ben vannak.* 

Az így megkapott Q(x), P(x) és P*(x) komponensekből px(x), p2(x), 
4i(x) és q2(x) 

Pl(x) = ±[P(x) + P*(x) ], 

(25) 

p2 (x) = — [P*(x)-P(x)]; 

Яг (*) = j lQ(x) + Q*(*)b 

яЛ*) = \ [<?(*)-<?*(*)] 
sorra megkaphatok. 

* A v izsgá l t pé ldában a (23) és (24) vége redmény in tegrá l t áb láza tok pl. [6] fe lhaszná-
lásával közve t l enü l leolvasható , mig a (20) és (21) megál lap í tásához helyettesítéses integrálok 
kiszámítása szükséges. 
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Most 

Pl{x) = -p2(x), 

4Áx) = 4Áxh 
mivel pedig P*(x) = 0, és Q*(x) = 0. A (22) —(24) végeredményeket figye-
lembe véve: 

Pi(x) = —P ÁX) = 

h(x) = ça(*) = ° ; 

Pl(x) =-p2(x) = ^-M, 

qi(x) = q2(x)= y M ; 

PÁX) ~ ~Рг(х) = 

?i(«) = Í2Í*) = M . 

0 < л; < а 

а<Сх <СЬ 

X > b 

Ezekkel visszafelé haladva az 5, 4, 3, 2. ábrákon visszakapjuk az 1. (kiin-
dulási) ábrát. Az inverz feladatot tehát megoldottuk. 

FÜGGELÉK 

A (8) igazolásához indul junk ki a (4)-ből. H a g y j u k el az indexeket és vegyük f igyelembe, 
hogy a (0, л) in terval lumban x > 0. 

Ekkor 

g(E) = J <Pi(E cos a ) cosa • d a -j- Ç <рг(Е cos a ) cosa • da., 

b(E) = ^ í j" ( E cos a) sina • d a + <p2 (E cos a ) s ina • da j (1*) 

M ( E ) = ^ ^ <Pi (E cos a) da -)- J <p2 (E cos a) da j . 

A (5) és (6) összefüggések a lkalmazásával , va lamint 

a = ß + n (2*) 

helyettesítéssel minden я- től 2 я h a t á r ú integrálnál , kap juk: 

g(E) = —l— I J '* Pl ( E cos a ) cos a • da + J * p 2 [Ecos (ß + л)] cos (ß -f n) dß+ 

+ 9i (E cos a) cos a • da + q2 [ E cos ( ß -(- я ) ] cos (ß + я ) • d|Sj , 

b(E) = — — ^ | J * p j ( E cos a ) sin a . da + J * p „ [E cos (ß + я ) ] sin (ß + я ) dß + 
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+ j"* (E cos a ) sin a • da - f q.z [ £ cos (ß + n)] s in ( ß + л) d/Sj , (3*) 

M(E) = j J * P l (E cos a) da + J J p, [E cos (ß + л)\ dß + 

+ j j 4 l (Е cos a ) d a + j J g,, [ E cos (ß -f л)] dß j : 

d e 

cos ( ß + л) = — cos ß (4*) 
és 

sin (ß + л ) == — sin ß. 

A P(x), P*(x), Q(x) és Q*(x)-et de f in i á l j a а (7) egyenle t . 
í g y 

g (E ) = — j j P ( E cos a) cosa- da - j - J Q(E cos a ) cos a • da j , 

6(E) = A^r ^ P ( E cos a) sin a • da -f- f Q(E cos a ) sin a • d a j , (5*) 

M(E) = - — ^ j J p * ( J 5 cos a) da + ^ Q* ( E cos a) d a j . 

Н а а (5*) egyenle tekben а (0, л ) i n t e rva l lumot (0, л /2) és (л/2, л) r é szekre osz t juk és а (л/2, л) 
h a t á r o k közöt t i in tegrálokban 

а = л — ß (6*) 

vál tozócserét h a j t u n k végre, a k k o r 

cos ( л — /1) = — cos ß. (7*) 

sin (л — /?) = sin ß. 

összefüggésekkel, va lamint f i g y e l e m b e véve, hogy P(x), P*(x) p á r o s Q(x) és (/*(*) p á r a t l a n 
függvények , j u t u n k el a (8) egyenle tekhez . 
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Bemerkungen zur Aufgabe der inverse» Beschreibungsfunktion. D ie V e r f a s s e r sch lagen 
d ie A n w e n d u n g v o n neuen F o r m e l n f ü r die L ö s u n g de r A u f g a b e der i n v e r s e n Besch re ibungs -
f u n k t i o n vo r . Die A n w e n d u n g der M e t h o d e wird a u c h an e inem Beispiel v o r g e f ü h r t . D a s Bei -
spiel ze igt , d a ß die A n w e n d u n g der n e u e n Gle ichung die R e c h e n a r b e i t e r l e i c h t e r t . 

Some Remarks on the Inverse Describing Functions. T h e a u t h o r s sugges t t h e app l i ca t i on 
of a n e w k i u d of f o r m u l a e for t h e so lu t ion of an inverse descr ib ing f u n c t i o n p r o b l e m . The u se 
of t h e m e t h o d is i l l u s t r a t e d b y an e x a m p l e , too . T h e e x a m p l e d e m o n s t r a t e s t h a t t h e appl ica-
t i on of t h e n e w r e l a t i o n s implif ies t h e w o r k of c o m p u t i o n . 
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