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[Beérkezet t 1968. dee.] 

A t a n u l m á n y a címbeli f e l ada to t a membráne lmé le t szokásos fel tevéseinek a ke re tében 
t á rgya l j a . A fe l ada t megoldása során a felülvilágító nyí lás nélküli hé j feszül t ségfüggvényéből 
indul ki. E z t a f ü g g v é n y t egy h á r o m t a g ú ha rmon ikus függvénnyel egészíti ki. U t ó b b i n a k is-
mere t l en e g y ü t t h a t ó i t úgy á l lapí t ja meg, hogy a belső k o n t ú r men tén a függélyes e rőa lko tókra 
vona tkozó egyensúlyi fel tétel pon tosan te l jesedjék , a külső kon tú r m e n t é n pedig a pe remre 
merőleges oldalerő abszolút ér tékre nézve minimál isra adód j ék . A b e m u t a t o t t számpélda t a n ú -
sága szerint az e l j á rás egyszerűsége ellenére a gyako r l a t igényeinek minden t e k i n t e t b e n meg-
felel. 

1. Bevezetés 

Jelen tanulmány tárgyát szabályos háromszög alaprajz fölé szerkesztett 
különleges alakú oly forgásparaboloidhéjak alkotják, melyeken a belső tér 
jobb megvilágítására középen kör alakú felülvilágító nyílás van (1. ábra). 

1. ábra. Egyenlőolda lú háromszög a l ap ra j z fölé szerkesz te t t forgásparabolo idhéj közpon tos 
elrendezésű kör a lakú fe lülvi lágí tó nyílással 

Az ún. membránelmélet szokásos feltevéseire támaszkodva, a dolgozat köze-
lítő eljárást mutat be a fenti héjak statikai vizsgálatára. Felteszi, hogy a 
héj peremét alátámasztó függélyes ívtartók oldalirányú erőkkel szemben 
csak kevéssé, vagy egyáltalán nem ellenállók, a felülvilágító nyílás peremét 
szegélyező gyűrűtartó viszont mindenféle membránerővel szemben kellő 
ellenállást tanúsít. Terhelésként csak forgásszimmetrikus megoszlású függélyes 
erőket vesz számításba. 
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198 CSONKA P Á L 

2. A feladat differenciálegyenlete 

A vizsgálatokat a 2. ábrán feltüntetett 0 (x , y, z) derékszögű, illetve 
0(r, <p, z) hengeres koordinátarendszerben végezzük. 

A héj középfelületének alakját a 

4a2 4a2 (1) 

alakfüggvénnyel, а héjnak az alaprajz területegységére vonatkoztatott fajlagos 
terhét pedig a 

g = go + glr + g 2«2 + • • • + gmr (2 ) 

teherfüggvénnyel fejezzük ki, ahol a g0, g2, . . ., értékek ismert állandók. 
Célunk a héj ismeretlen feszültségi állapotának meghatározása. Ennek 

leírására az 

F = F(x, y) (3) 

feszültségfüggvényt használjuk fel. Ez utóbbi az x, y irányú redukált (vetületi) 
feszítőerőkkel a következő kapcsolatban áll (3. ábra): 

n y = 
32 F 
ду2 

32 F 
дх-ду 

д2 F 
дх2 

(4) 

\ ^ t 

Í J í l 

\ ^ t 
0 

~ja75h 

U 2o 
z 

2. ábra. Az 0(x, y, z) derékszögű i l letve 0 ( r , <p, z) hengeres koord iná ta rendszer 

A feszültségfüggvény meghatározására a Pucher-féle differenciálegyen-
letet használjuk fel, mely a tárgyalandó különleges esetben így írható: 

h id2F u 9 2 F | 
2 a 2 ( dx2 9y2 ) 

+ g = o. (5) 
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SZABÁLYOS HÁROMSZÖGALAPRAJZÚ FORGÁSPARABOLOIDHÉJ 199 

3. ábra. Az nx, nXy, Пух, n v r e d u k á l t f e s z í t ő e r ő k 

3. Kerületi feltételek 

Az ismeretlen F feszültségfüggvény az (5) differenciálegyenleten felül 
a következő a) és b) alatti kerületi feltételeket tartozik teljesíteni. 

a) A héj belső kerülete mentén kerületi feltételként az a követelmény 
támasztható, hogy a felülvilágító nyílás peremgerendájára ható erők egyen-
siílyban levő rendszert alkossanak. Minthogy a héj terhelése forgásszimmetrikus, 
a szóban forgó feltétel azt fejezi ki, hogy a felülvilágító nyílás peremgerendá-
jára ható erők függélyes alkotóinak összege zérus tartozik lenni. Ha a felül-
világító nyílás peremgerendájának a peremvonal hosszegységére vonatkozta-
tot t fajlagos súlya Gu = konst, az említett egyensúlyi követelmény így fogal-
mazható: 

dz 
• r0 • d<p + 2n ru Gu = 0 . 

.r-r. 

/ 2л -

J . . dr 

E képletben nr az r 
mely általában az 

konst körök mentén működő redukált feszítő erőt jelenti, 

Э F 
9 r 

82 F 
9ç>2 

képlet szerint számítható. A felülvilágító nyílás peremén, vagyis az r = r0 

helyen, ezen feszítő erő értéke 

1 Г 9 F 1 , 1 9 2 F nr = -f- 
r = r 0 Г0 Э г r 2 

r=-r„ ' 0 . .8 <P2 _ 
s ugyanott 

dz 
dr 

hr., 

jr=r ,i 2 a2 

Ezen értékek figyelembevételével az említett kerületi feltétel ekként fejez-
hető ki: 

Г2" " 9 F J . 9 2 F 
2a2 Jo L 3r r0 8<p2 

• dtp + 2 nG0 — 0 . ( 6 a ) 
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200 CSONKA PÁL 

b) A héj külső kerülete mentén azt a követelményt kell biztosítanunk, 
hogy a peremívekre jutó oldalerő, vagyis az alaprajzi háromszög oldalaira 
merőleges redukált feszítő его zérus legyen, vagy attól legfeljebb kevéssé tér-
jen el. Ha az x — a háromszögoldal mentén ezt az oldalerőt nx betűvel jelöl-
jük, az említett követelményt az x = a peremívre vonatkozóan a következő-
képp fogalmazhatjuk: 

Э2 F 
Эy2 

Csá 0 (6b) 

4. A feladat megoldása 

A következőkben a vizsgálandó héjhoz hasonló alakú, de felülvilágító 
nyílás nélküli héj feszültségfüggvényét F betűvel, a felülvilágító nyílással 
bíró héj feszültségfüggvényét pedig F betűvel jelöljük. Utóbbit úgy állítjuk 
elő, hogy az F 1 feszültségfüggvényt az (5) differenciálegyenlet homogén alak-
jának egy alkalmas megoldásával — az F11 harmonikus függvénnyel — 
kiegészítjük. 

F = F1 -f F". 

E két függvény közül az F1 függvényt ismeretesnek tekintjük 

9„2 „ rk+2 
= 2 V ^ c o s S / V (7) 

" /£ = 0,1,2 m 1=1,2,3, . . . 

Az F11 függvényt viszont a következőképp szerkesztjük meg: 

F"= C0 In r2 + Схг3 cos 3çp + C2r6 cos 6cp. (8) 

A fenti kifejezésben a C0, Cx, C2 értékek ismeretlen paraméterek. Ezeket a 
(6a) és (6b) kerületi feltételek figyelembevételével kell meghatározni. 

a) Először a (6a) kerületi feltételt elégítjük ki. Ennek felírása során 
a trigonometrikus függvények ismert tulajdonsága folytán elégséges az integ-
randusznak csupán a <p szögtől független részét figyelembe venni. Ekként 
eljárva, a (7) és (8) alattiak behelyettesítésével a (6a) kerületi feltétel így 
fejezhető ki: 

2 2a2 _ gk rS+1 h Г2" | c 2_ _ 2a2 ^ 
2a2 J o r 0 h л=о,1,2, . . к + 2 

dtp + 2л: G0 = 0. 

Innen az integrálás elvégzése és egyszerűsítések után az eddig ismeretlen 
C0 paraméterre a következő érték adódik: 

C0 = í У gkr°+1 - G0 
/£=0,1,2 m к + 2 

(9) 
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b) Ezután a (6b) kerületi feltétel tárgyalására térünk át. Ennek fel-
írása során az F függvény helyett elégséges csupán az F11 feszültségfüggvény-
nyel dolgoznunk, mivel az F feszültségfüggvény (a felülvilágító nyílás nélküli 
héj feszültségfüggvénye) eleve megfelel a (6b) feltételnek. Ezt figyelembe-
véve, a (6b) feltétel ekként egyszerűsödik: 

K l x - a 

Э2 F " 

Эу2 
; 0 . (10) 

A fenti képletben szereplő Fu függvény (8) alatti képlete derékszögű koordi-
nátákkal kifejezve 

F" = C0 In (ж2 + у2) + Сх(ж3 - Злу2) + С2(ж6 — 15ж4у2 + 1 5 - у6) (11) 

alakban írható . Innen 

a 2 F u x 2 — V2 

пх = ——— = 2 С0 — Í- 6 С, х - 30 С2 (ж4 — 6 ж2 у2 + у 4 ) , 
8у2 ° (ж2 + у2)2 1 ' V J J ' 

az ж = a peremre jutó oldalerő pedig 

nx = 2C0 - 6 C x a - 30C2(a4 - 6a2y2 + y4). (12) 
(a2 + y2)2 

Az nx oldalerő fenti képletében а Сг és C2 paraméterek ismeretlenek. 
Ezeknek oly értéket kell tulajdonítanunk, hogy \ nx • az x = a peremív 
mentén mindenütt lehetőleg kicsiny legyen. 

Először is a C2 paraméter értékét számítjuk ki, előírván azt a követel-
ményt, hogy az nx erő az у = 0 és az у = VЗа pontban azonos értékű legyen. 
Az iix erő értéke az у = 0 pontban 

1С 
= - 6C1 a - 30C2 а4 , 

az у = ]/г3а pontban pedig 

n x = ——- 6CX a -j- 240 C2 а 4 , 

4а2 

így az említett egyezés akkor következik be, ha 

2 С С 
- 6Cia — 30С2а* = ^ - - 6 C i a + 240С 2 а 4 . 

а2 " 4а2 

Innen 
„ ' C„ 

120 а6 
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202 CSONKA P Á L 

Ezután a Cl paraméter kiszámítására térünk át. Evégett a (12) képletbe 
behelyettesítjük C., imént talált értékét, s az így nyert 

a2
 — V 2 2 С 

= 2 C ° Т Т Т я \ 2 - 6 C > s - 7 7 («4 - 6а2У2 + У*) (14) 
(о2 + У j 8o e 

kifejezésnek az 0 < / y < / ] ' 3 a intervallumon fellépő szélső értékeit keressük. 
A szóba'n forgó szélső értékek helye a 

. = 0 
dy 

feltételből határozható meg, ami a következő egyenletre vezet: 

- 2C„y 3 g 2 ~ j 2 4- ( 3 a 2 - y 2 ) = 0 . (15) 
(a2 + y 2 ) 3 2 a6 

Ennek az egyenletnek a gyökei a szélső értékek helyének a koordinátái. A 
szóban forgó gyökök egy csoportja azonnal felírható: 

у — 0 és у = Y'óa. 

Ezek szerint a vizsgált intervallum két végpontjában az oldalerő szélső értékű. 
A (15) egyenlet a fenti gyökökkel való egyszerűsítés után 

2 1 

( a 2 + y2)3 2 a 6 

alakba megy át . Ezen egyenletnek a vizsgált intervallumon belül egyetlen 
gyöke van, s ennek értéke 

y 1 = К 1?4 — 1 - « . 

Az nx oldalerő ezen az у = y1 helyen szintén szélső értékű. 
Az y j koordinátát meghatározván, most azt a követelményt írjuk fel, 

hogy az oldalerőnek az у = y 1 helyen vett értéke az у = 0 helyen vett érték 
ellentettje tartozik lenni. Ily módon oly egyenlethez jutunk, melyben csupán 
a C4 paraméter az ismeretlen. Ez az egyenlet a C1 paraméterre a 

c1 = 
, 21/2 4 У1! 

1 1 А Г С 1 t \ Gn ~ ~ г 8 5 3 _ Ь о _ ( 1 6 ) 1 1 
I C 0 _ 

48 1 a3 

értéket szolgáltatja. 

Műszaki Tudomány 41/3-4. 1969 



SZABÁLYOS HÁROMSZÖGALAPRAJZŰ FORGÁSPARABOLOIDHÉJ 203 

A C0, CL, C2 paramétereket meghatározván, a (11) alatt i f " függvény 
teljesen ismeretessé vált, tehát kitűzött feladatunkat megoldottuk. Ellenőrzés-
képpen célszerű lesz azonban az nx oldalerő abszolút értékének maximumát 
kiszámítani. Ezt egyszerűen úgy kapjuk meg, hogy a (12) képletben az y = 0 
helyettesítést végezzük. Ezek szerint a szóban forgó szélső érték 

| "x |max = (2 - 1,31116 - 0,25) = 0,43884 Á í L , ( 1 7 ) 
a2 a2 

ami az x = a peremív mentén működő ny feszítő erőhöz viszonyítva még a 
gyakorlatban szóba jövő szélsőséges r0 •< a/3 esetben is jelentéktelen. 

Maga az rix oldalerőnek az x = a peremív y = 0 felén való megoszlását 
a 4. ábra szemlélteti. 

x̂moxj 
(Г 

-—a , 
— бо-

- nxmin 

4. ábra. Az nx oldalerő megoszlása az x = a peremvonal m e n t é n 

I t t említjük meg, hogy az x = a peremív mentén működő ny feszítőerő 
független a felülvilágító nyílás r0 sugarától, s felülvilágító nyílással bíró héjon 
ugyanakkora, mint felülvilágító nyílással nem rendelkező héj esetében. Értéke 

2a2 

n y = — g . (18) 

Ugyanez az érdekes megállapítás vonatkozik a héjsarkokban keletkező feszítő-
erőkre is. Ezek értéke is független attól, hogy van-e, vagy nincs a héjon felül-
világító nyílás. 

5. Számpélda 

Alka lmazzuk az i smer te te t t e l j á r á s t az 5. á b r á n fe l tün te te t t h é j r a , melynek je l lemző 
mérete i 

a — 10,0 m , h = 8,0 m, r 0 = 3,0 m. 

A héj az a lapra jz t e rü l e t én egyenletesen megoszló 

g0 = 300 kp/m 2 

in tenz i tású függélyes megoszló erővel v a n terhelve. A felületvilágító ny í lás pe remgerendá já -
nak fa j l agos súlya 

G 0 = 150 kp /m. 
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Az adot t esetben 

t e h á t a (9) képle t szerint 

Co -

gl = g2 . . . = gm = 0, 

11250 m k p . 

5. ábra. Számpé lda 

a (16) i l letve (13) képlet s ze r in t pedig 

C, = 0,21853 Yn n ! = 2 ' 4 5 8 5 k P / m 2 • 10,03 

C, = 11250 
120,10,0 

= 0,000 09375 k p / m 5 . 

A C„, C „ C2 pa ramé te rek f e n t i é r téke i t a (11) kép le tbe behe lye t tes í tve , az F 1 1 f üggvény re 
alábbi kép le te t k a p j u k : 

F 1 1 = 11 250 In (x2 + y 2 ) + 2,4585 (ж3 — 3xy2) + 

+ 0 ,000 093 75 (x6 — 15x4y2 + 15x2y4 — y 6 ) . 

Az F ' f ü g g v é n y viszont, m i n t ismeretes [2] a köve tkező képle t te l fe jezhető ki: 

FI = - ( a x 2 + ay2 - xy2) = 2 h 

- 187,5 (lOx2 + 10y2 + - x y 2 ) . 

A fe lada t F feszü l t ségfüggvénye a fenti F ' és F ' ' függvények összege, vagyis 

F = —1875 (x2 + y2) + 11 250 In (x2 + y2) — 60,0415 (x3 — 3xy2) 

+ 0 ,000 093 75 (x6 — 15x4y2 + 15x2y4 — y e ) . 
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Ismervén az F f ü g g v é n y t , az x, y i rányú r e d u k á l t feszítő erők a (4) kép le tekke l szá-
m í t h a t ó k : 

nY == — 3750 + 22 500 - 360,249* - 0,002 8125 (*4 - 6* 2 y 2 + У4) . 

nX3, = + 45000 { x 2 ; У
у 2 ) 2 - 360,249y + 0,011 250(* 2y - * y 3 ) , 

ny = — 3750 — 22 500 — 360,249* + 0,002 8125 (*4 — 6* 2 y 2 + y 4 ) . 

Az * = 10,0 pe remív re j u tó oldalerő a (14) képle t szerint 

100 — y 2 

E x = 22500 ( 1 0 0 +
 1 4 7 ' 5 1 ~ 0,0005625(10000 — 600y2 + y 4 ) , 

ezen erő abszolút é r t ékének m a x i m u m a pedig a (17) képle t te l számí tva 

l«x!max = 0,43884- ^ ^ = 49,37 k p / m . 

Ezzel szemben az * = 10,0 peremív men tén m ű k ö d ő ny erő é r t éke 

2 • 10,02 

"v = — 3 0 0 = 7 5 0 0 k P / m • 
8,0 

Mint a fent iekből megá l l ap í tha tó , az * = 10,0 peremív men tén m ű k ö d ő oldal erő ö n m a g á b a n 
véve is je lentékte len , de e lhanyago lha tóan kicsiny az u g y a n o t t m ű k ö d ő у i rányú r e d u k á l t fe-
szí tőerőhöz v iszonyí tva is, abszolút é r tékének m a x i m u m a nem lévén nagyobb az у i r á n y ú erő 
abszolú t ér tékének 0,0066-szorosánál . 
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Rotat ionsparaboloidscl iale über regelmäßigem Dreieckgrundr iß mit zentr ischer Ober-
l ichtsöffnung. Der Aufsa tz b e f a ß t sich im R a h m e n der gewöhnl ichen A n n a h m e n der sog. Mem-
bran theo r i e mit der s ta t i schen Unte r suchung von Rota t ionsparabolo idscha len ü b e r einen 
regelmäßigen Dre ieckgrundr iß , die in der Mit te eine kreisförmige Ober l ich tsöf fnung bes i tzen . 
Er geht von der S p a n n u n g s f u n k t i o n einer Schale aus, die mi t der zu un te r suchenden iden t i sch 
ist, j edoch mit keiner Ober l i ch t sö f fnung versehen is t . Diese S p a n n u n g s f u n k t i o n wird m i t einer 
dreigliedrigen ha rmonischen F u n k t i o n de ra r t e rgänz t , d a ß die Gle ichgewichtsbedingungen, 
die sich auf die den I n n e n r a n d be las tenden ve r t ika len K r a f t k o m p o n e n t e n beziehen, genau 
er fü l l t werden. Als zweite Bedingung wird ve r lang t , d a ß das M a x i m u m des absolu ten W e r t e s 
der f ü r Ebene der R a n d b ö g e n senkrechten reduzier ten S p a n n k r ä f t e so klein als mögl ich sei. 
Trotz ihrer E infachhe i t en t spr ich t die behande l t e Methode allen Anforderungen der P r ax i s . 

Paraboloid Shell of Revolut ion Tr iangular in P lan with a Circular Skylight Opening in its 
Centre. T h e paper deals wi th in the cus tomary as sumpt ions of t he so-called m e m b r a n e t heo ry 
with t h e s tat ical inves t iga t ion of paraboloid shells of revolu t ion regular t r iangular in p lane 
hav ing a circular skyl ight opening in their centre . I t s t a r t s ou t wi th the stress f u n c t i o n of a 
shell similar to the one u n d e r invest igat ion, h u t w i thou t any skyl ight opening. This f u n c t i o n is 
comple ted by a t h r ee -membered harmonious func t ion . The u n k n o w n paramete r s f i gu r ing in 
the l a t t e r are de te rmined in such a way t h a t the equi l ibr ium condi t ion referring to t he ve r t i ca l 
componen t s of the forces to which the inner b o u n d a r y is sub jec ted , should be precisely satis-
f ied. As a fu r the r pos tu l a t e , i t is required t h a t the m a x i m u m of t he absolute value of t h e re-
duced inner forces pe rpend icu la r to the plane of the edge arches should be as small as possible . 
Al though the expounded m e t h o d is qui te simple, i t fu l f i l s all t h e r equ i r emen t s needed in p rac -
tice. 
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