SZABALYOS HAROMSZOGALAPRAJZU
FORGASPARABOLOIDHE]
KOZEPEN KOR ALAKU FELULVILAGITO NYILASSAL

CSONKA PAL
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA
AZ MTA MUSZAKI MECHANIKAI TQNSZEKI MUNKAKOZOSSEG, BUDAPEST

[Beérkezett 1968. dec.]

A tanulmény a cimbeli feladatot a membranelmélet szokéasos feltevéseinek a keretében
“targyalja. A feladat megolddsa sordn a feliilvilagité nyilds nélkiili héj fesziiltségfiiggvényébsl
indul ki. Ezt a fiiggvényt egy hidromtagi harmonikus fiiggvénnyel egésziti ki. Utébbinak is-
meretlen egyiitthatéit gy allapitja meg, hogy a bels§ kontir mentén a fiiggélyes erdalkotdkra
vonatkozé egyensilyi feltétel pontosan teljesedjék, a kiils§ kontir mentén pedig a peremre
merdleges oldalerd abszolit értékre nézve minimélisra ad6djék. A bemutatott szampélda tani-
sdga szerint az eljirds egyszeriisége ellenére a gyakorlat igényeinek minden tekintetben meg-
felel.

1. Bevezetés

Jelen tanulmany tdrgyat szabalyos haromszog alaprajz f5lé szerkesztett
kiilénleges alakd oly forgasparaboloidhéjak alkotjak, melyeken a belsé tér
jobb megvilagitasara kozépen kor alakd feliilvilagité nyilas van (1. 4bra),

1. dbra. Egyenlboldali haromszog alaprajz f6lé szerkesztett forgdsparaboloidhéj kézpontos
elrendezésti kor alaka felilvilagité nyildssal

Az tin. membranelmélet szokasos feltevéseire tamaszkodva, a dolgozat kéze-
litd eljarast mutat be a fenti héjak statikai vizsgilatara. Felteszi, hogy a
héj peremét alatimaszté fiiggélyes ivtarték oldalirdnyd erdkkel szemben
csak kevéssé, vagy egyaltalin nem ellenallék, a feliilvilagité nyilas peremét
szegélyezd gytlirdtarté viszont mindenféle membranerével szemben kell§
ellenallast tandsit. Terhelésként csak forgasszimmetrikus megoszlasi fiiggélyes
erbket vesz szamitasba.
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198 CSONKA PAL

2. A feladat differencialegyenlete

A vizsgdlatokat a 2. abran feltiintetett O(x, y, z) derékszogi, illetve
O(r, g, z) hengeres koordinatarendszerben végezziik.
A héj kozépfeliiletének alakjat a

r (1)

-
ra

(2 +5) =

4q2 4.a?

alakfiiggvénnyel, a héjnak az alaprajz teriiletegységére vonatkoztatoti fajlagos
terhét pedig a
g=go+&r+gr+ ...+ gar” (2)

teherfiiggvénnyel fejezziik ki, ahol a gy, g, &3> - - -» gm értékek ismert dllandék.

Célunk a héj ismeretlen fesziiltségi allapotanak meghatarozasa. Ennek

leirasara az

F = F(x,y) G3)

Jesziiltségfiiggvényt hasznaljuk fel. Ez utébbi az x, y irdnyd redukalt (vetiileti)
feszitGerdkkel a kovetkezd kapesolathan all (3. abra):

8*F 8*F 8*F
n, = , Ny = Ry = — n,= . (4)

3y? 9x -9y ’

o
f/‘i ' —igysn

2. dbra. Az O(x,y, z) derékszogii illetve O(r, @, z) hengeres koordinitarendszer

A fesziiltségfiiggvény meghatarozasara a Pucher-féle differenciilegyen-
letet hasznaljuk fel, mely a targyalandé kiilénleges esetben igy irhaté:

h

2a?

82 F ?F
-+ ) +g=0. (5)
0x? By?
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3. dbra. Az ny, nyy, nyy, n, redukalt feszitgersk

3. Keriileti feltételek

Az ismeretlen F fesziiltségfiiggvény az (5) differencialegyenleten feliil
a kovetkezd a) és b) alatti keriileti feltételeket tartozik teljesiteni.

a) A héj belst keriilete mentén keriileti feltételként az a kévetelmény
tamaszthaté, hogy a feliilvilagité nyilas peremgerendajara haté erdék egyen-
sillyban levé rendszert alkossanak. Minthogy a héj terhelése forgasszimmetrikus,
a széban forgé feltétel azt fejezi ki, hogy a feliilvilagité nyilas peremgerenda-
jara haté erdk fiiggélyes alkotéinak Gsszege zérus tartozik lenni. Ha a feliil-
vilagité nyilas peremgerendajanak a peremvonal hosszegységére vonatkozta-
tott fajlagos silya G, = konst, az emlitett egyensiilyi kovetelmény igy fogal-
mazhaté:

2
J [n,d—z] redy - 2ar,G,=0.
0 dr r=r,

E képletben n; az r = konst kérok mentén miik6dé redukalt feszit§ erdt jelenti,
mely altaldban az
1 8F 1 ot F
—+ .

n,—=—-

r or 12 9¢>

képlet szerint szamithaté. A feliilvilagité nyilas peremén, vagyis az r =r,
helyen, ezen feszitd erd értéke

e ol B
rr-r., L) or r=r, J 7(2) .8‘P2 r=-r,,,

_d_z_] _ b
dr },-;, 2a®

Ezen értékek figyelembevételével az emlitett keriileti feltétel ekként fejez-
het§ ki:

s ugyanott

2a? e

h (%] oF 1 32 F
Ly J oF 0
or e o¢*

] -dg + 276G, = 0. (6a)

0
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b) A héj kiils keriilete mentén azt a kovetelményt kell biztositanunk,
hogy a peremivekre juté oldalerd, vagyis az alaprajzi hiromszég oldalaira
merdleges redukalt feszit§ er§ zérus legyen, vagy attél legfeljebb kevéssé tér-
jen el. Ha az x — a haromszogoldal mentén ezt az oldalerdt n, bettivel jelsl-
jik, az emlitett kvetelményt az x = a peremivre vonatkozéan a kiévetkezs-

képp fogalmazhatjuk:

2
ﬁx:[aF] ~ 0. (6b)
8}’2 x=a

4. A feladat megoldasa

A kévetkez8kben a vizsgalandé héjhoz hasonlé alaku, de feliilvilagité
nyilas nélkiili héj fesziiltségfiiggvényét F' betiivel, a feliilvilagité nyilassal
biré héj fesziiltségfuggvényét pedig F betlivel jeloljiik. Utébbit dgy allitjuk
el§, hogy az F! fesziiltségfiiggvényt az (5) differencialegyenlet homogén alak-
janak egy alkalmas megoldasaval — az F"" harmonikus figgvénnyel —
kiegészitjiik.

F=F 4 F".

E két fuggvény koziil az F! fiiggvényt ismeretesnek tekintjiik

2a2 ‘ gkrk+2 . .
= + " B r¥ cos 3jp. )
W iR (k28 e

Fl=—

Az F'! fiiggvényt viszont a kovetkezdképp szerkesztjiik meg:
F''= CyIn 12 + C;r® cos 3p + C,1® cos 6g. (8)

A fenti kifejezésben a C,, C,, C, értékek ismeretlen paramétereck. Ezeket a
(6a) és (6b) keriileti feltételek figyelembevételével kell meghatarozni.

a) Eldszor a (6a) keriileti feltételt elégitjiik ki. Ennek felirdsa soran
a trigonometrikus fiiggvények ismert tulajdonsaga folytan elégséges az integ-
randusznak csupan a ¢ szogtdl fiiggetlen részét figyelembe venni. Ekként
eljarva, a (7) és (8) alattiak behelyettesitésével a (6a) keriileti feltétel igy
fejezhetd ki:

2n 2 k+1
h J (coi _ 2 3 —gﬂﬁ——) dp + 272G, = 0.
2a% J, T, h k=012,..m kE+2

Innen az integralas elvégzése és egyszerisitések utan az eddig ismeretlen
C, paraméterre a kovetkezd érték adédik:

A - o
’ b \k—oTz..m E+2 ’
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. b) Ezutan a (6b) keriileti feltétel targyalasara tériink 4t. Ennek fel-
irdsa soran az F fiiggvény helyett elégséges csupan az F'' fesziiltségfiiggvény-
nyel dolgoznunk, mivel az F' fesziiltségfiiggvény (a feliilvilagité nyilas nélkiili
héj fesziiltségfiiggvénye) eleve megfelel a (6b) feltételnek. Ezt figyelembe-
véve, a (6b) feltétel ekként egyszerdsddilk:

R~V II
[ndrea=| 22 ] 0. Qo)
9y*  Ji=a

-

A fenti képletben szerepld F" fiiggvény (8) alatti képlete derékszégii koordi-
natakkal kifejezve .

F'' = CyIn (22 + y?) + Cy(x% — 3xy?) + Cy(x® — 15x%y2 + 15x%* — y%) (11)

alakban irhaté . Innen

2 i 2 a2
LGt S Vo ek

ay? 0 (2% + y2)2

az x = a peremre juté oldalerd pedig

— 6C; x — 30C, (x* — 62292 4 y%),

Ve 2 a2
= 2C,— — 2
(a2 + y2)2

Az nx oldaler§ fenti képletében a C; és c, paraméterek ismeretlenek.
Ezeknek oly értéket kell tulajdonitanunk, hogy ‘ﬁx| az ¥ = a peremiv
mentén mindeniitt lehet8leg kicsiny legyen.

Elgszor is a C, paraméter értékét szamitjuk ki, el§irvan azt a kévetel-
ményt, hogy az i, erd az y = 0 és az y = |/3a pontban azonos értéki legyen.
Az ny er§ értéke az y = 0 pontban

n, = 26, _ 6C, a — 30C, o,

2

— 6C; a — 30C, (a* — 6a%y? + y4). (12)

a
az y.= |/3a pontban pedig

Ty = _ G —6C,a + 240C,at,
4a?

fgy az emlitett egyezés akkor kovetkezik be, ha

26, —6C,a — 30C,at = — Gy —6Cia + 240C,at.
a? 4a
Innen )
C
C, = L 13
27 120 a8 (13)
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Ezutan a C| paraméter kiszadmitasara tériink at. Evégett a (12) képletbe
behelyettesitjiik C, imént talalt értékét, s az igy nyert

2 A2
o= 26" Y 6Ca— 2C0 (a1 — 6a?y® + y4) (14)

0 (& + y?)? 8ab

kifejezésnek az 0 <y < }/3a intervallumon fellép§ szélsé értékeit keressiik.
A szdéban forgé szélsd értékek helye a
dn,

. dy

=0

feltételbsl hatirozhaté meg, ami a kovetkezd egyenletre vezet:

3a% — y?

Coy 2 —
Y s Bet =y =0, (15)

Ennek az egyenletnek a gyokei a széls§ értékek helyének a koordindtai. A
sz6ban forgé gyokok egy csoportja azonnal felirhaté:

y =0 és y = |/3a.

Ezek szerint a vizsgalt intervallum két végpontjaban az oldalerd széls§ értékii.
A (15) egyenlet a fenti gybkikkel valé egyszeriisités utan

2 1

— =0
(a2 + y2)? + 2a6

alakba megy at. Ezen egyenletnek a vizsgalt intervallumon belil egyetlen
gydke van, s ennek értéke '

3_
y1=VV4“1'a~

Az n, oldaler§ ezen az y = y; helyen szintén széls6 értékii.

Az y, koordindtat meghatarozvan, most azt a kovetelményt irjuk fel,
hogy az oldalerdnek az y = y, helyen vett értéke az y =0 helyen vett érték
ellentettje tartozik lenni. Ily médon oly egyenlethez jutunk, melyben csupén
a C, paraméter az ismeretlen. Ez az egyenlet a C, paraméterre a

Cl_—_( U, S )%—.—0,21853 o (16)
2V'§ 4V4 48 a’ a

értéket szolgaltatja.
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A C,, C,, C, paramétereket meghatarozvan, a (11) alatti F! fiiggvény
teljesen ismeretessé valt, tehat kitlizott feladatunkat megoldottuk. Ellendrzés-
képpen célszerli lesz azonban az n, oldalerd abszoliit értékének maximumat
kiszamitani. Ezt egyszeriien vigy kapjuk meg, hogy a (12) képletben az y = 0
helyettesitést végezziik. Ezek szerint a széban forgé széls8 érték

Co _ 43881 Co_ (17)
a? a

2

lmax = (2 — 1,31116 — 0,25)

ami az x = a peremiv mentén milkods n, feszité erdhoz viszonyitva még a
gyakorlatban széba jovd szélsGséges ry < a/3 esethen is jelentéktelen.

Maga az n, oldalerdnek az x — a peremiv y = 0 felén valé megoszlasat
a 4. abra szemlélteti.

Ny T

0 [ Y
: nxmm i

Ga 1

4. dbra. Az n, oldalerd megoszlisa az x = a peremvonal mentén

——g‘

Itt emlitjiik meg, hogy az x = a peremiv mentén miksdé n, feszitSers
fiiggetlen a feliilvilagité nyilas r, sugaratél, s feliilvilagité nyilassal biré héjon
ugyanakkora, mint feliilvilagité nyilassal nem rendelkezs héj esetében. Ertéke

— - 2a

YT p

g. (18)

Ugyanez az érdekes megallapitas vonatkozik a héjsarkokban keletkezd feszits-
erdkre is. Ezek értéke is fiiggetlen attél, hogy van-e, vagy nines a héjon feliil-
vilagité nyilas.

5. Szampélda
. 'Alkalmazzuk az ismertetett eljarast az 5. dbrdn feltiintetett héjra, melynek jellemzd
méretei
a=100m, h=80m, r,=30m.
A héj az alaprajz teriiletén egyenletesen megoszlé
8o = 300 kp/m?
intenzitdst fiiggélyes megoszlé erdvel van terhelve. A feliiletvilagité nyilds peremgerendéja-

nak fajlagos salya
G, = 150 kp/m.
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Az adott esetben

E51=8=&=- - -=gn=0,
tehat a (9) képlet szerint

10,02.3,0 ( 300-3,
C, = ( 0 —150):11250mkp,

8.0 2
2030
T o - X
8.0
200 —1—100~]
4 .

5. dbra. Szampélda

a (16) illetve (13) képlet szerint pedig

11250
— — 9.45 2
C, = 0,21853 10.0° 2,4585 kp/m?.
11250
o el 5
Cy = 120,10,0° 0,000 09375 kp/m? .

A C,, C,, C, paraméterek fenti értékeit a (11) képletbe behelyettesitve, az F1! fiiggvényre az
alabbi képletet kapjuk:

F1 = 11 250 In (x2 + y?) + 2,4585 (2% — 3xy?) -+
10,000 093 75 (x5 — 15x%y® + 15x2y4 — y6),

Az F! fiiggvény viszont, mint ismeretes [2] a kévetkezd képlettel fejezhetd ki:

3
Fl = — ‘12";’:’ (axz—,l— ayz—}—-—%- —xy2)=

3
— 1875 (10x2 410yt 4 — xyz) X

A feladat F fesziiltségfiiggvénye a fenti FI és F'I fiiggvények 6sszege, vagyis
F = —1875 (a2 + y?) 4+ 11 250 In (x% + y%) — 60,0415 (x® — 3xy?)
- + 0,000 093 75 (x® — 15x%% + 152%* — y).
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Ismervén az F fiiggvényt, az x,y irdnyt redukélt feszit erSk a (4) képletekkel szi-
mithaték:

x‘l__y2 o .2 4
—— - = — 360,249x — 0,002 8125 (x* — 6x%y* -+ ¥)»
ny, 3750 -+ 22 500 Iy x (x x? y? -+ )
xy
ny, = -+ 45000 (TW — 360,249y 4- 0,011 250(x®y — xy3),
X2 — y?
n, = — 3750 — 22500 @IiypE T 360,249x + 0,002 8125 (x* — 6% y% | y*).
Az x = 10,0 peremivre juté oldalerd a (14) képlet szerint
100 — y?

n, = 22500 — 147,51 — 0,0005625(10000 — 600y2 4 y*),

(100 - y%)*
ezen erd abszolat értékének maximuma pedig a (17) képlettel szdmitva

11250

]ﬁxlmax = 0,43884- W

= 49,37 kp/m..

Ezzel szemben az x = 10,0 peremiv mentén miikodd n, erd értéke

Yy
- 2.10,0%
ny=—sg 300 = 7500 kp/m.

Mint a fentiekbdl megallapithaté, az x = 10,0 peremiv mentén miikodd oldal er§ 6nmagaban
véve is jelentéktelen, de elhanyagolhatéan kicsiny az ugyanott miik6ds y irdnyi redukalt fe-
szit§er6hoz viszonyitva is, abszohit értékének maximuma nem lévén nagyobb az y irdnyd erd
abszolut értékének 0,0066-szorosdnal.

TRODALOM

1. Csonka, P.: Paraboloidal Shell of Revolution with an Eccentrical Skylight Opening. World
Conference on Shell Structures October 1—4, 1962, Sanfrancisco, California. National
Academy of Sciences — National Research Council. Washington, D. C. 1964, 501 —508.

2. CsoNka, P.: Membranschalen. Bauingenieur-Praxis, Heft 16. Verlag von Wilhelm Ernst
und Sohn, Berlin —Miinchen 1966.

Rotationsparaboloidschale iiber regelmiiligem DreieckgrundriB mit zentrischer Ober-
lichtséffnung. Der Aufsatz befafit sich im Rahmen der gewdhnlichen Annahmen der sog. Mem-
brantheorie mit der statischen Untersuchung von Rotationsparaboloidschalen iiber einen
regelmiBigen Dreieckgrundrif}, die in der Mitte eine kreisférmige Oberlichtséffnung besitzen.
Er geht von der Spannungsfunktion einer Schale aus, die mit der zu untersuchenden identisch
ist, jedoch mit keiner Oberlichtséffnung versehen ist. Diese Spannungsfunktion wird mit einer
dreigliedrigen harmonischen Funktion derart erginzt, daB die Gleichgewichtsbedingungen,
die sich auf die den Innenrand belastenden vertikalen Kraftkomponenten beziehen, genau
erfiillt werden. Als zweite Bedingung wird verlangt, da} das Maximum des absoluten Wertes
der fiir Ebene der Randbogen senkrechten reduzierten Spannkrifte so klein als moglich sei.
Trotz ihrer Einfachheit entspricht die behandelte Methode allen Anforderungen der Praxis.

Paraboloid Shell of Revolution Triangular in Plan with a Circular Skylight Opening in its
Centre. The paper deals within the customary assumptions of the so-called membrane theory
with the statical investigation of paraboloid shells of revolution regular triangular in plane
having a circular skylight opening in their centre. It starts out with the stress function of a
shell similar to the one under investigation, but without any skylight opening. This function is
completed by a three-membered harmonious function. The unknown parameters figuring in
the latter are determined in such a way that the equilibrium condition referring to the vertical
components of the forces to which the inner boundary is subjected, should be precisely satis-
fied. As a further postulate, it is required that the maximum of the absolute value of the re-
duced inner forces perpendicular to the plane of the edge arches should be as small as possible.
Although the expounded method is quite simple, it fulfils all the requirements needed in prac-
tice.

Miiszaki Tudomdny 41/3—4. 1969



	41. kötet / 3-4. szám

	CSONKA P.: Szabályos háromszög alaprajzú forgásparaboloidhéj középen kör alakú felülvilágító nyílással�������������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	197����������
	198����������
	199����������
	200����������
	201����������
	202����������
	203����������
	204����������
	205����������


