
A TORZIÓSLENGÉS ÖNLENGÉSSZÁMAINAK 
EGYSZERŰSÍTETT SZÁMÍTÁSA 

BALOGH A R T H U R 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK K A N D I D Á T U S A 

[Beérkezett 1966. október 19-én] 

I. A számítás elméleti alapjai 

A torzióslengés önlengésszámainak k iszámí tásához algebrai egyenlete t 
kell megoldani, és ez a módszer semmiképpen nem nevezhető egyszerűnek. T e h á t 
minden lehetőt el kell követni e módszer mellőzéséhez. E k i tűzö t t fe lada t meg-
oldásához fe lhasznál juk a kont inuans de te rminánsok közöt t i i smert összefüg-
gést: 

Dn = "n—l,n—l,n Dn—1 un—2,n—l un—l,n—l A-2 ' (1) 

ahol D a de te rmináns t jelöli, n pedig a tömegek száma. A következő jelöléseket 
veze t j ük be : 

Wn-l,n~l,n — ÍT" un—l,n 1 un—l,n (2) 

és 
с a tengelyrés merevségi tényezője ^ 
1 a tömeg tehetet lenségi n y o m a t é k a 

I t t vu a körf rekvencia . 
A legegyszerűbb esetben, két tömegnél 

Z)2 = w 2 — u u — u1 2; (3) 

8 tömegnél pedig 
Dg = JT 7 7 8 D 7 u 6 7 u 7 7 .D e , 

t ehá t a 8 -ad fokú de te rmináns a 6 és 7 fokúból k i számí tha tó . 
A következőkben azt a f e l ada to t t űz tük ki , hogy b á r m e l y tömegszám 

esetében az ehhez t a r tozó determinánst a legegyszerűbbel, t ehá t ű 2 -ve l fe jezzük 
ki. Ez az t jelenti , h o g y oly összefüggést keressünk tetszőleges tömegszám ese-
tében, amelyben csak D2 szerepel. 

K e z d j ü k D 3 -mal , amelyre nézve 

1* 

D3 — íE223 D2 m12 U22 — W112 W223 u12 u22, (4) 
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t e h á t a D2 kifejezését he lye t tes í te t tük be. Hasonlóan 

D i = W334 D3 — U23 "33 D2 = (^223 ^334 ~ U23 "33)D2 — M12 U22 W 3 3 v (5) 

E b b e n az esetben már a levezetet t D3 és a D2 kifejezéseit he lye t tes í te t tük be. 
Hasonlóképpen 

D3 = W445 D4 — " 3 4 " 4 4 D3 = (W223 W334 W445 ~ U23 « 3 3 ^ 4 4 5 ~ 

"33 "44 ^22з)^2 "l2 и2г(^334 ^445 M34 "44)' 

Vezessük be a 
K5 = ^334 ^445 — "34 "44 (7) 

je lölést , akkor a (6) a la t t i kifejezést a következő egyszerűbb a lakban í rha t j uk 
fe l : 

D5 = ( ^223 K 5 D2 — "12 " 2 2 ) K 5 — "23 " 3 3 ^445 D2- ( 8 ) 

A K b kifejezés bevezetésével a kifejezés lényegesen egyszerűbb, és ezt a to-
v á b b i a k b a n is f og juk használni . 

Ezek u t á n á t t é r ü n k a 6-od fokú de termináns esetére: 

D6 = W55d D5 — "45 "55 Dv 

ahol a H4 és D5 kifejezéseit mint D2 függvényé t már az előzőkben i smer te t tük . 
I s m é t beveze t jük ez esetben is a K6 kifejezését : 

K6 = ^ 3 3 4 W4\5 W558 — " 3 4 " 4 4 ^ 5 5 6 — « 4 5 "55 W334S ( 9 ) 

akkor 

D3 = ^223(^334^445^556 — U34U44W55H ~ U45U55W:V.u)D2 ~ "2з"зз(^445^556 ~ 
— ui5u55)D2 — ul2u22(W33iWii5W556 — M34U44TF556 — uiSu5iW33A). (10) 

H a e kifejezésbe beveze t j ük a Kf> kifejezést , úgy a következő egyszerűbb alakú 
kifejezést k a p j u k : 

= {W223D2 — u12u22)K6 — u2 3u3 3(WU 5W5 5 6 — u45u55)H2. (11) 

Megjegyezni k í v á n j u k , hogy a kifejezéseket teljes á l ta lánosságban veze t jük 
le, holot t ismeretes , hogy a va lóságban ez nem fordul elő, mer t a hengerek 
száma szerint az u ér tékek egyenlőek. 

Át té rünk 7 tömegű rendszer esetére: 

Di = WM-,Dü — U5ÜU(XD5- ( 1 2 ) 
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E kifejezésben már az előzőkben a DS és D6 kifejezése ismert, és azokat egysze-
rűen be kell helyettesíteni. Azonban ismét bevezet jük erre az esetre is а К ki-
fejezést , amely 

K 1 = W334W443W6XW6ei — M34U44^556^667 ~ "45и55^334 ̂ 667 ~ 
(13) 

~~ и5ви6бТ3341Е445 + U34U44M56U66-

Ennek figyelembevételével a következő eredményt kap juk : 

Di = (W223D2 - uí2u2í) X, - u23u33(W4.,5W5rj(iW6el — 

- "56U66,T445 - U44U55WMl)D2 s 
(14) 

ami már lényegesen egyszerűbb. Azonban egyszerűsítést végezhetünk a K7 

kifejezésén is a következőképpen: 

= JEóSf, ffft07( ^334 Tl45 U34M44) — й7334(Ы45Ы551Тв67 + M56U66^445) + 

W34U44U56U66' 
(15) 

8 tömege esetére a kifejezés: 

D a = — u e - u T , D e - (16 ) 

I smét a már levezetett De és D7 kifejezést helyettesí t jük be, és az eredményt 
rendezzük, majd ismét bevezetjük a KB kifejezést: 

Ke = JL334JE445IF55eÏE6e7lE77g
 U34U44 1^5561^667T778 ~b W34U44M67U77 1^556 

— U43U5bW334W№Wnü + «45"55и67И77^334 -
— 56u661U334 W i i5 W11S + u34u44u5euBeÍF778 — (IV) 
— "o7u77 IU33J W i i 5 1T7

556 . 

Természetesen úgy mint az előző esetben már bemuta t tuk , bizonyos kiemelé-
sekkel a számítás tovább egyszerűsíthető. 

Ezek után fe l í r juk a végeredményt; 

Ив = ^22з(^2 UllM12)Xg и23МЗзТ4451Е55С1Твв71Е77802 "Ь 
-f- u 2 3 u 3 3 u 4 5 u 5 5 W11BD2 -f-

+ W23«33M56Uee,T445lT778D2 + ( 1 8 ) 
+ u23U33W67U77T445T55eD2 

M23M33U45U55U67U77 ^2 ' 
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T o v á b b i összevonásokkal: 

Da = ( W223B2 — u12u22)K8 — u23u33[W^W^8(WU5W556 — u45u55) 
í^445(U86UeeTj78 м67Ы77^55в) 

— М 4 5 М 5 5 " в 7 М 7 7 ] D V 

(19) 

Eddig már anny i ra j u t o t t u n k , hogy а К kifejezésére bizonyos szabályos-
ságot lehe te t t megál lapí tani abból a szempontból , hogy a tömegszámok nö-
velésénél a vége redmény t azonnal fel írhassuk. Ezzel k ívánunk a következőkben 
foglalkozni. 

E célból a (7), (9), (13) és (17) kifejezéseket vesszük f igyelembe. Ezekből 
a következő megál lapí tások t ehe tők : 

aj Minden t a g b a n a t ényezők száma u g y a n a z ; 
b) ha az első t a g b a n a tényező, t ehá t a W é r tékek száma pá ra t l an , úgy 

a tovább i t agokban e tényezők is pára t lanok , ill. h a párosok, akkor párosak 
m a r a d n a k ; 

c) az egyes t agok tényezőinél az u indexei és a TE két első indexe nem 
lehe tnek egyenlőek; 

d) ha az м é r tékek indexei t az egyik tagcsopor tná l függőlegesen a másik 
tagcsopor tná l vízszintesen k ö v e t j ü k , úgy olyan szabályosságot t a l á lunk , ame-
lye t a t ovább iakban fe lhaszná lha tunk . 

Ezek a lap ján f e l í rha t juk a K 9-et a következőképpen: 

Az eml í te t t szabályosságok a K 3 kifejezésében is megta lá lha tók , és így 
fe l í rha tó a kilenc tömegre vona tkozó D9 de te rmináns : 

K g — f U 3 3 4 W U 3 W 5 5 3 W e e l T E 7 7 8 I E g 8 9
 W 3 4 M 4 4 ^ 5 5 6 T s 6 7 ^ 7 7 8 ^ 8 8 9 334 

U 4 5 U 5 5 ^ 3 3 4 ^ 6 6 7 1 ^ 7 7 8 ^ 8 8 9 

— U 5 6 U G 6 ^ 3 3 4 ^ 4 4 3 ^ 7 7 8 ^ 8 8 9 ~ Ь 

we7u77TE334TE445TE55eIE889 -j-
— U18U88W3UWU5W336W8„ + 
"T u3)u44u50u0(1 IV118 r 8 8 9 

U34u44«5eue6u78u88 -f-

T " И 3 4 И 4 4 и 6 7 и 7 7 ^ 5 5 8 ^ 8 8 9 " Ь 

+ " 3 4 М 4 4 И 7 8 Ы 8 8 ^ 5 5 6 ^ 6 6 7 + 

+ « 4 5 Ы 5 5 U 6 7 U 7 7 ^ 3 3 4 ^ 8 8 9 + 

+ U 4 5 U Ô 5 U 7 8 U 8 8 ^ 3 3 4 ^ 6 6 7 + 

~ Ь M 5 6 U e e U 7 8 U 8 8 ^ 3 3 4 ^ 4 4 5 * 

889 

(20) 

(21) 
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A behelyet tesí tés u t á n : 

D9 = ÍW223D2 - "llM22]K9 — U23lt33[ W^W^W^, Wm IFggg -

МелURR \Vjjc '56 66 ^ 445 ^ 778 ^ 889 (22) 

— u77U78JU4 . ,5IF556JF6C7]Í>2 . 

A számításnál e kifejezésben is ismétlődések ta lá lha tók , ami a számítás mene té t 
leegyszerűsí theti . Ennek részletezése e lmaradha t , mert a kifejezés jól á t t ek in t -
he tő , és az előzetes számítás anyaga könnyen megál lapí tha tó . 

Ezek u t á n á t t é rünk a módszer gyakor la t i a lka lmazására , és erre nézve 
pé ldáka t m u t a t u n k be. A tömegszámok fokozása az eddigiek u t á n semmi ú j a t 
sem je lent , és az előzők a l ap j án könnyen elvégezhető. 

H a végigtekintünk a (20) és a (21) a la t t i kifejezéseken, megta lá l juk azoka t 
a már eml í te t t tu la jdonságoka t , amelyek a lka lmasak arra, h o g y további tömeg-
számokra is fel írhassuk a kifejezéseket . Minden tagban a tényezők száma 
ugyanaz , és ha például a K 9 -ben a W ér tékek száma az első t a g b a n pá ra t l an , 
úgy a tovább i t agcsopor tokban ezek száma ugyancsak p á r a t l a n . Kövessük a 
K9 második csopor t j ában az и indexei t felülről lefelé u g y a n a b b a n az oszlopban, 
akkor érdekes törvényszerűséget lehet megállapí tani . Ugyancsak а К kifeje-
zésében a ha rmad ik csopor tban kövessük az и indexeit , vízszintes és függőleges 
i r ányban ugyancsak törvényszerűséget t a lá lunk . Az indexek kialakí tásánál 
f igyelemmel kell lenni arra, hogy az egyes t agokban a tényezők száma nem vál-
tozha t . 

A gyakor la tban az á l ta lános eset j ó f o r m á n alig fordul elő, és a követke-
zőkben a levezete t t kifejezések a lkalmazását m u t a t j u k be gyakor la t i , mégpedig 
a négyhengeres motorok esetére. 

A következő jelölést v e z e t j ü k be: 

ami annyi t je lent , hogy az n tömegű rendszerben a motor egyik oldalán levő 
függet len tömegek száma l, a más ik oldalon k, t ehá t a motor hengereinek szá-
m a n—к—l. 

II. Gyakorlat i a lkalmazások 

í/ram/fc, 
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1. A négyhengerű motor mindegyik oldalán 1 — 1 tömeg van 

l / 6 m / l , t ehá t a négyhengerű motor mindegyik o lda lán egy-egy függet-
len tömege t ta lá lunk. E r r e az esetre a vál tozó ér tékek: 

" l l > " l 2 ' ^ 1 1 2 = U 5 5 ' W 5 6 ' ^ 5 5 6 ' 

az állandó értékek pedig 

u22 = u23 = u3 3 = u44 = u45 u = és IF223 = 1E334 = Ww = W. 

! , = 4 0 0 0 

I6=1000 

I-, = In - I a = IB-ÍOO 

CO= с 5 = Ш 

1. ábra 

Ezen ada tok fe lhasználásával a (9) alat t i kifejezés a következőképpen 
alakul: 

K , -e = w 556 
~ÍW 2 

— 1 
w 

. 1 « и 
(9a) 

a (11) a la t t i kifejezés pedig a következőképpen alakul (D6 = 0) 

KR и 
• ^ 5 5 6 - " 5 5 

w 
и 

( l i a ) 

D , 

Ezek u t á n á t t é rünk a számítás menetének ismertetésére. 
A fe lada t abban áll l / 6 m / l rendszernél, hogy megta lá l juk azt az tv2 érté-

ket , amelynél a (9a) és a (11a) alat t i Kju2, t ehá t e két é r t é k egymással egyenlő. 

MTA VI. Osztály Közleményei 40, 1968 



A T O R Z I Ó S L E N G É S Ö N L E N G É S S Z Á M A I N A K E G Y S Z E R Ű S Í T E T T SZÁMÍTÁSA 57 

Az 1. áb rában bemuta to t t esettel fogunk foglalkozni, és kiszámít juk a 
következőket: 

1 - 1 0 8 

u n = = — — - = = 0,025- 106, 
4000 

1 - 1 0 
и — n12 — u22 = u23 = u34 = u,, = и,- = - A - = = 1-10« ; 

c 5 1 - 1 0 8 

55 
G 100 

= 1 • 10« ; 

" 5 6 = = - b 1 0 8 = 0 , 1 - 1 0 « . 
I 6 1000 

E kifejezésekből 

" u + " 1 2 = 1.025 • 106 , 

2u = 2 • 10«, 

" 5 5 + " 5 6 = 1.1 • 10е-

I. táblázat 

и>2/106 1 1,4 1,42 1,5 2 
W = w2 — 2u —1 —0,6 0,58 —0,5 0 
1̂ 556 = ">2 — "6 5 — U56 - 0 Д 0,29 0,31 0,4 0,9 
Wju —1 —0,6 —0,58 —0,5 0 
( W / u ) 2 1 0,36 0,336 0,25 0 
D2 = w2ua — u12 —0,025 0,375 0,395 0,476 0,975 
K/u2 (9a) 1 0,424 0,375 0,2 - 0 , 9 
A/«2 (11a) —0,023 0,36 0,378 0,46 0,98 

Ezen adatokkal az I. táb lázato t állítottuk össze. A táblázat adatait a 2. ábrá -
ban talál juk. Ezekből az adatokból az l á tha tó , hogy Щи2 értéke a (9a) kife-
jezés szerint számítva az egyik helyen negat ív , és ugyanezen a helyen ( H a ) sze-
rint számítva pozitív. A másik végen a (9a) kifejezés szerint számítva pozi t ív 
és a (10a) szerint számítva negatív. Ebből következik, hogy a (9a) és a (11a) 
szerint számítot t és rajzolt görbéknek metszeniök kell egymást . A metszéspont 
jelöli ki a kereset t w2 értékét, ami jelen esetben 

w 
10« 

= 1,42 . 

Biztonság kedvéér t még aie2 • 10e = 1,4 és 1,5 helyen is kiszámítottuk a K/u2 

értékeit, amivel a görbe helyes menetét biztosí that tuk. 

MTA VI. Osztály Közleményei 40, 1968 



58 BALOGH A R T H Ű R 

Tehát a r ra kell törekedni, hogy a ké t w2/106 kiválasztott helyen a K/u2 

oly értékeket vegyenek fel, hogy a két görbe metszése biztosí tva legyen, amihez 
a tárgyalt eset mintául szolgálhat. 

Kétségtelen, hogy ez az eljárás lényegesen egyszerűbb, mintha először 
egy ötödfokú egyenletet kellene felállítani, és azután ennek az egyenletnek a 
gyökeit kellene megkeresni. 

2. ábra 

2. A négyhengerű motor egyik oldalán 2, a másik oldalán 1 tömeg van 

2/7m/l, t ehá t oly négyhengerű motorról van szó, amelynek egyik oldalán 
2, a másik oldalán 1 a függet len tömegek száma. Erre az esetre a változó érté-
kek: 

W l l ' U 1 2 ' M 2 2 ' U 2 3 ' ^ 1 1 2 ' ^ 2 2 3 ' M 6 6 ' U 6 7 ^ 6 6 7 ' 

az állandó ér tékek pedig 

es 
1 зз 

w = IE 3 3 4 = JF445 = JV556. 

Ezek figyelembevételével a (13) alatti kifejezés a következőképpen a lakul : 

K7 w \ wy 1 \iwy 1 
— WRRn — —2 — uCR I 1 — 1 ; ( l 3 a ) 

w w 2 \twy 1 
— 2 — "ее — — 1 и и 

— "ее 
Л u ) 
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a (14) alat t i kifejezés pedig a következő alakot veszi fel (D7 = 6): 

x7 = Un 

TE 
" 667 

(TE)2 ,1 TE TE 
" 667 — - 1 ~ "es 

" ) u (14a) 
**12 

223 Dn 

3. A négyhengerü motor egyik oldalán 3, a másik oldalán 1 tömeg van 

3/8m/l, t ehá t oly négyhengerü motorról van szó. amelynek egyik oldalán 
a független tömegek száma 3, a másik oldalon 1. Erre az esetre a változó 
értékek: 

"il» "l2' M22'U23'U33' U34' ^112' ^223' ^334' W77' U78' ^ 778' 

az állandó értékek pedig 

И = "44 = "45 = "55 = "56 = "66 = "67 é í i W = WUb = ^556 = ^667" 

Ezek figyelembevételével a (17) alatti kifejezés a következőképpen alakul: 

K s = W-778 I f - l f f l ' + l 
и и I 

PF I3
 0 IE (17a) 

a (18) alat t i kifejezés pedig a következő alakot veszi fel (D3 = 0) 

К я 

TE, 778 
23 "33 ' 

f ( T E 

Г - 2 - 1 

T E 2 
— 1 

Г - 2 - 1 
— u 7 7 

— 

2 
— 1 

L « " J 

— u 7 7 

" 

^223 
"l2 "22 

Dn 

(18a) 
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