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A jAEmBszerkezetek geometriai viszonyai a szokAsos tart k m@retviszonyait | elt@nek;
ez szAmos, az elemi szil £dsAgtani megoldAst | elt@r kerddst vet fel. A szerkezetben @rv@hye-
s |1 szabAyossAgok ugyanakkor leheti v@ teszik a statikai szAm tASok egyszerBs t@s@. A jAE-
mBszerkezetek saj/Aos, de ugyanakkor k z s tulajdonsAgai leheti v@ teszik, hogy egys@ges,
viszonylag kis munkaig@hyess@gR szAmn tABsi eljAEASokat dolgozzunk ki. Ilyen eljAEAS a mAErixos
erim dszer kieg@bz tdse a t rzstart k linedis transzform/Zi jAval @& a statikailag hatAEozat-
lan t rzstart k AttalABos tASAwal. Ezek leheti v@ teszik, hogy a szabAtytalan szerkezet sz/Am -
tASAE szabAtyos szAm tASi modell vizsg/AatAEa vezess k vissza, @& a szerkezeti szabAtytalansAgot
mint sajAtos terhel@st (zavar terhel@st) kezelj k.

1. Bevezet@®

A kocsiszekrhy, ill. vAszerkezet tervez@sgh, azok rendeltet@s@bi | sz AE-
maz k vetelm@hyeknek, k zleked@si el rAsoknak, a felhasznAtt anyagok
tulajdonsAgainak, a gy AtAsi, zemeltet@dsi szempontoknak, eszt@dikai igZhyek-
nek, a szdes @telemben figyelembe vett gazdasAgossAgi szempontoknak
gondos m&&legel@e alapjAn kialak tott, atervezi elmdeti felk@bz Itsgdi| &
gyakorlati tapasztalatait | nagym@&t@kben f ggi d nt@st &tj k.

Ennek a d nt@snek igen fontos, alapveti, de nem egyetlen & talAA nem
is a legfontosabb téhyezi je a vAszerkezet szil AEdsAgi mFetezdse. Ezt a k r |-
ménhyt cdszer figyelembe venn nk a k vetkezi vizsgAat alkalmAZal, mert a
tervezZs sorAa egyarAat talAtkozunk a statikai, szilA&dsAgi szAmn tAsokat

todbecs 11 & ezt feleslegesen pontos" elj/AEASokat hasznA , valamint a
mretez@bt, szAmn tASt lebecs |1, tisztAA a mBszaki &Fz@ken alapul tervezi k-
kel.

A statikai szil AEdsAgi m&etez@s esetenkéhti todbecs |@se, ill. lebecs |@se,

ill. a kell1 helyre tevZse teszi indokoltt/AEa statikai & szAmn tASi modellkhz@s
vizsgAat A [1].

A statikai m&etez@ cdja a kocsiszekréhyek @& vAzszerkezetek olyan
kialak tAsa, hogy azok kelli @ettartammal megfeleljenek az zem k, haszn/&
latuk k zben elifordul ig@hybevdeleknek. Az zemi k r Im&hyek & a szer-
kezetben beli|l k keletkezi belsi erik igen sokrétfRek @& egymAssal bonyolult
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k Ics nhatABban AHnak (pl. a kocsiszekrghy csavar ighybevdele nemcsak a
pAya mini sggdi |, hanem a haladAi sebess@yti |, a kocsiszekrZhy csavar me-
revs@di |, rug zAA |, fut mBrendszerdi| & a jAmMB t megeloszI BAE | is
f gg). Ezeket a bonyolult kapcsolatokat a m@&etez@skor lehetetlen marad@k-
talanul figyelembe venni. Az sszef gg@sek kezelhetivd tdelfe nagyfokce
egyszerl3s tkek sz ks@esek. Ilyen egyszerl3s t@st jelent, hogy a kocsiszekréhyre
hat terhelkseket néZhAay alapveti terhel@csoportra vezetj k vissza. Ezek a
hajl t -terhel@ & csavar -terhel@ k zoti jAEmBveken, ill. az tk zi- & von -
ertkbil ad d terhel@ vasoti jAEMRBveken. A terhel@i viszonyok ilyen egysze-
ri3s t@e saj Akos terhel@i modellnek tekintheti, melyet az zemk zbeni m@&@
sekkel nyilvAa finom tani kell.

A bonyolult karossz&ia szerkezetet azonban m@y ilyen egyszerf3s tett
terhel@ feltdelez@el sem lehet a maga val di geometriai m&eteivel a szA&
m tASokban figyelembe venni. TehAE a m&n ki szerkezetet is egyszer3s ten nk
kell statikai, sit visi soron szAm tAi modelld mely matematikai m dszereink
sz/mAEa hozzAEGheti . A hozzAEdrheti sgy az ut bbi idi ben rendk v | kiszde-
sedett az elektronikus szAn t gdpek elterjeds@vel. Ezzel azonban a statikai
modellkpz@ jelenti sdhe nem cs kkent, hanem inkAbb megnitt, hiszen a
szAn t gp mey gondosabb, k r Itekinti bb modellvAasztAt k vetel.

A tervezi m@n knek azonban e mellett is sz ksdge van (& mindig sz k-
sije lesz) olyan egyszerl3, Attekintheti @& gyors szAm t/A&i m dszerekre, amelyek-
kel munkZa k zben bonyolult gpek @& eljAEARok alkalmazAsa ndk | megbe-
cs lheti a k | nb z1 szerkezeti vAtozatok hat@konysAgAE, a tervbe vett
vAtoztatAsok szil AEdsAgi kihatAsApak tendenci A stb. [2].

A gyors k zel ti szAm tASok ugyancsak nagyon @z@kenyek a modell-
vAtasztABra, term@zetesen ilyenkor nem a pontossAg az elsidleges k vetel-
mehy, hanem aj kezelheti sdy.

A modellvAaszt/& alapveti k@&ddse, hogy mennyire k zel tse meg a
modell viselkedZse a val di szerkezet viselked@@d. A szAm t gpekre gondolva
az tBnik term@zetesnek, hogy a statikai modellt cdszerR a val di szerkezet
mind h vebb mABak@ht megvAasztani, hiszen a szAnt gpek m@ az igen
bonyolult, t bb sz& ismeretlenes egyenletrendszerek megoldA&Aa is alkal-
masak. Ha a szerkezetre hat k lIsi terhel@ek durva becsl&@e, az anyagtu-
lajdonsAgok, technol giai megold&ok okozta belsi eri Arendezi dZsekre
gondolunk, akkor c@dszerBbbnek |AEszik kev@sbd pontos, de szAm tAssal k ny-
nyebben hozzA@rheti, egyszerBbb modell vAtasztABa, hiszen egyetlen sz/A&
m tAs sem |lehet pontosabb, mint a sz tA sorAB felhasznA kiindul adatok.

A k@fajtaszemi@et k z tt amindenkori hatA igen sok t¢hyezitil f gg;
nyilvAa a k Isi terhel@ pontosabb ismerete & kiforrott sz tAi m dszerek
eset@ben pontosabb modellt c@szerRR vAasztani, &ford tva. A modellvAaszt /s
egyre fejlidik, vARozik, az egyszerBbbti| a bonyolultabb fel@ halad, k veti
a m@n ki ismeretek Attal ARos fejli dZA.
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A jAEmBszerkezetek m@etez szempontjA | jelenleg k | nb z1 fej-
letts@yi fokon AHnak. Legfejlettebbek @& ezt a modellvAasztAra leg-
ZrzZkenyebbek arep> ligpek. (AnalizA zemi terhel@s, szigorceanyag- @&
mdetez@si el r/A&, nagy szAmee @& gondosan @Ftkelt m&@si adat.) A rep |6
biztonsAgos zeme @& a sadycs kkent@ megk veteli a statikai modell gondos,
aval sAgos geometriai adatokat j | megk zel ti, tehZ megleheti sen bonyolult
megv Akaszt ABAE. Metezs szempontjAb | mABodik helyen AHnak a haj k &
vasagi kocsik. (J | definiAkt, de arep l1g@p el rAoknA kevshd riszletezett
@& kevsb@ analizAE terhel@si & mdetez@si el r/ABok.) Legelmaradottabb a
helyzet a pAyAgoz nem k t tt k zoti jAmBvek terzh. A k zodi jAmMBvek
kocsiszekrhyeire, vAZszerkezeteire nincsenek egys@des terhel@i el rAsok,
nem alakult ki egys@hes m@etezsi m dszer sem, a jAmBvek forgalomba A -
t/sakor szil AEdsAgi szAm tAsokat nem is k vetelnek meg. Ez a helyzet nem
egyszerfBen gondatlansAg k vetkezm@hye, hanem a k zogi jAEMRszerkezetek
@& a k zodi zemi terhel@Bek objekt v sajAtossAgaib | alakult ki. A k zodi
jAEMRvek mFetei ahaj k & a vasadi kocsik m&eteind kisebbek, ezt a szer-
kezetben bredi ighybevdelek & a fesz lts@hek is a technol giailag sz k-
ses falvastagsAg mellett Attal Aban kisebbek. A meghib/sodAs, fAEadAsos
t r& nem olyan detveszdyes mint rep |1 gpeken, vagy haj kon, a megk vAat
dettartam egy nagysAgrenddel kisebb, mint avasati kocsik eset@ben.

A k zoti jAEMBvek metezZsZben vARozAst elsi sorban a n vekvi bal-
eseti veszdy @& a szerkezeti soby AHand cs kkent@se miatt vAhatunk. Egyes
orszAgok k zleked@si eli rAsaiban mAE megjelentek az utasok @& a g@bkocsi-
vezetl baleseti vdlelm@d szolgA el rAok (pl. Sv@dorszAg az aut buszok
homlokfalAAak @& oldalApak v burkolASAEa ad szigorce megk t@seket; az
USA az elmott @rben az aut gyAak hatAeozott tiltakozASa ellende szigorce
szabvAayokat vezetett be a baleseti s |@&ek megeli zse Gdek@ben). Ugyan-
csak jelenleg foglalkozik az ENSZ EGB szak@tii munkacsoportja a k zogi
jAEmBvek, ezen bel | elsisorban az aut buszok biztonsAgi el r/&aival [3].
Az elsi P& nyilvAa a biztonsAgi k IszabAyok r gz tdse, de ezt elker lhe-
tetlen | k vetni fogja ajAmRBre hat terhel@ek & a szerkezet ighybevdel @
nek analizAEARa.

A k zati jAEMBvek baleseti viselked@shek ( tk z@, borul A& stb.) anali-
zA/Ra, szAmn tAssal t rthi k vet@ke rszben a magas@p tdsben kialakult hatZ-
terhel@en alapul m@retezi m dszerhez hasonl eljA&ASt fog kifejleszteni
(pl. a teti teherb rAsa borul/As eset@ben), r@zben pedig eg@szen o, a nagy,
plasztikus alakvAtozAsok ter lete vonatkoz szAm tASokat tesz majd sz k-
sessd ( tk z@sek) [4]. Ezek a mechanika legbonyolultabb, nem-lineis
feladatai k z@tartoznak, @& a gpj AEmBvek tk z@hsi saj AEossAgai egyell re kiz/A
r lag k seFleti vizsgAeatokb | ismeretesek. Ezeknek avizsgAatoknak az ered-
mehyei term@Zszetesen eli seg tik a vasati jAEMBvek metezshek @& baleseti
biztonsAgAnak fejli d&sd is.
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196 MICIIELBERGER P’ L

2. A statikai modell sajAEossAgali

Az eddigiekbi | megAHap that , hogy a statikai modell pontossAga, sit
a statikai modell feladata is, ak | nfde jAmRBveknd elt&i. Az zemk zbeni
terhel ek @& baleseti terhel@ek sokfdesde miatt mdy egyetlen jAEmMBt pusnAE
sem besz@het nk egysdhes, minden terhel &fajta vizsgAatAa alkalmas statikai
modellri|. Az egyes terhel@fajtAkhoz alkalmazkod modellek egym/&t | jelen-
ti sen elt@rhetnek annak ellenZe, hogy sajZ terhel@ k eset@ben Kkiel@d ti
pontossAggal t kr zik aval di szerkezet viselkedZs@d. A statikai modell egyes
esetekben k veti geometriai elrendezs@ben az adott karossz&ia szerkezetet,
mABkor a modell-absztrakci annyira egyszerf3s tett szerkezetet" eredm@hyez,
hogy az alig hasonl t a val di szerkezet geometriai elrendezZshez.

A k Isi terhels @& a statikai modell sokfdesde ellenFe a jAEMBszerke-
zetek @& kocsiszekrhyek statikai modelljeinek szAnmos k z s tulajdonsAga
van, amelyek v@gsi soron leheti v@dteszik a statikai modellalkot/A& & a statikai
szAm tAsok egysdhes tAEgyal ASA.

2.1 A statikai modell  vARozdkonys/ABa

A statikai modell a k | nfde jAmMRBt pusokra, sit egy t pusnfk is a
k | nfde terhel@sekre k | nb zi. A szAmn tA pontossAgighyhek n veked@s@
vel ni a modell bonyolults/ga is.

A legegyszerf3bb modell az sszes jAmBszerkezetek eset@ben legt bbsz r
k z nsdjes kttAmnaszce (esetleg vAHOz merevshR) gerenda. Am g a reakci -
eri ket, kerZkterhel@seket, a kocsiszekrzhyekre hat ig@hybevdelek sszess@d
keress k, modell nk kiel@yti. Az gy szAm tott hajl t nyomatgkb | azonban
az egyes szerkezeti elemek ighybevdele mA nem hatAozhat meg az egyes
karossz&ia keresztmetszetekhez rendelt inercianyomat@kok seg ts@g@el. A ko-
csiszekrghyeken elvédhzett tenzometrikus m@@eink vilAgosan megmutatt Ak,
hogy a hajl tAs sorAa a karossz@&ia keresztmetszetei nem maradnak m@y k ze-
| tileg sem s kok, a hajl tASb | sz&Emaz fesz Itsdhy atart szerkezet magass/Aga
mentZh nem-lineAEisan vAttozik, sitt bbsz r ugr/szerRBen elijelet is vAEt [5].

A m@&@si eredm@hyek t zetesebb vizsgAtata arra a felismer@re vezetett,
hogy az aut buszt egyszer3 gerenda helyett bonyolultabb tart rendszernek,
om. csukl s kapcsolatcetart rAgsnak kell tekinteni, mely k | n hossz- & kereszt-
tart kb | A (1. Abra) [6]. A vasadi szem@dykocsik igen j k zel tdssel sarok-
merev Vierendeel tart knak tekintheti k, amelyek veinek @& oszlopainak
tal AAkoz/&BAB/AE merev tart szakaszokat kell figyelembe venni (2. Abra) [7].
Ezek a tart elemek nmagukban mZ t bb@kevdshd j | k vetik az elemi
szil AEdsAgtani  sszef gg@beket, a fesz Its@heloszl B khe a g rbe szakaszokt |
eltekintve megfelel a Navier-fde k@pletnek, ill. ha az egyes tart elemek rA€so-
sak, akkor a m@t roseri k kield tien megegyeznek a szAm tott @rtikkel.
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Ha a mérések és szamitasok kozott pontosabb mennyiségi egyezést is
megkdvetelink, akkor az imént emlitett bonyolultabb modell sem kielégitd.
A mérés és szamitas kozotti eltérés azt mutatja, hogy a modellek bar nagysag-
rendileg helyes képet adnak az erdjatékrél, de valamilyen hatast — tarto-
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elemet — elhanyagolnak. Elhanyagolast jelent pl. autébuszokon az ablakmezd
és tetdszerkezet [8], vasiti kocsikon a padlé alatt elhelyezkeds hossztarték
onallé hajlitasanak figyelmen kiviill hagyasa [9].

Nem vettiik figyelembe azt sem, hogy a hossztarték és az oldalfalak
kozépvonala nem helyezkedik el egy sikban, hanem az oldalfalak kézép-
vonala jelentdsen, kb. 400—500 mm-rel magasabban van a kozépsé hossz-
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tart k @& kereszttart k k z@Zpvonal ABA. A tart r/Es teljes deformZi ja sorAa
ez tovAbbi mAsodrendl3 ighybevddeleket eredm@Zhyez a tart szerkezetekben,
melyeket az elsi rendR (a deformZi k k vetkezt@ben felldp terhel@vAtozAst
elhanyagol ) sz tA nem tud figyelembe venni.

Aut buszokon az ablak- @& teti szerkezet, vasoti kocsikon a hossztart k
szerep@ az elsi rend3 szAm t/B is figyelembe tudja venni, de a statikailag hat4&
rozatlan mennyis@dgek szAma jelenti sen megni @& a meghatAozASukra fel-
rhat egyenletrendszer |¢Zhyegesen bonyolultabb/AvAik, s megoldA&a az isme-
retlenek elt@1 nagysAgrendje miatt igen neh@¥kes. Cdszer3 tehA a ligjlt -
ighybevdel vizsgAatAE az eredeti egyszerBbb modellre visszavezetni, @& az
ablakmezi @& teti szerkezet, illetve hossztart k hatABSAZ& k | n korrekci val
figyelembe venni. A k& egymAst | f ggetlen vizsgAkat egyarAat j | kezelheti
egyszerl3 egyenletrendszerekre vezet [10, 11]; igaz, hogy a f ggetlen megoldA&
miatt a kompatibilitAi feltdelek nem teljes Inek kelli szigorosAggal. (Azon-
ban az elmdetileg szigoroemegold/s is elhanyagolja a mASodrendR jelens@heket
@& a kompatibilitA nem kieldp ti teljes |Ze gyakorlatilag mA a mASodrend3

teh/Z az alakvAttoz/As szerepd is figyelembe vevi szAm t/A& hibahat/Asai-
val egyendt@ki.)

Vst soron a mAsek @& szAm tASok  sszehasonl tABAZal megAHap t-
hatjuk, hogy a legfibb tart elemek erijAEKAE az egyszerB gerendamodell
egyAttal /A nem k zel ti meg, ellenben aut buszok eset@ben a tart rAesmodell,
vasati kocsik eset@ben pedig a Vierendeel tart modell nagysAgrendileg helyes
tkeket szolgAttat; az ablak v-teti szerkezet, ill. padl alatti hossztart k
k | n jAulos figyelembevdele pedig (igaz, hogy nem elvi korrektsgggel)
mini sdileg a teljes vAszerkezet eri jAEKAE helyesen t kr zi.

Hasonl fog/Bokkal szAm that a haj k fengkszerkezete @& feddzete,
melyek az eg@sz haj test als & felsi v@d k@pezik & gy a haj test hossz-
szil AEdsAgAnak jelenti s téhyezii, ugyanakkor mint tart rA€sszerkezetek n-
A an hordjAk afengk v znyomABb |, illetve a feddzeti AEub | ad d terhel@st
[12]. A k@&fajta terhel&s a val sAgban egymAst | nem f ggetlen, ennek elle-
ngre agyakorlati szAm tAokbanj k zel tsel k | nlehet | ket vAEasztani [13].

M@ szembetBni bb a modellek terhel@-f ggi sde, ha hajl tA helyett
csavar terhel@t vizsgAunk.

Az aut buszokon a hajl tAsra kialak tott csukl s kapcsolatoe egyszer3
tart rAesmodell csavar terhel@ elil a csukl s kapcsolatok miatt kit@r, vagyis
a modell labilis. A val di aut buszkarossz&ia azonban k@pes csavar terhel @t
felvenni, sit a m@@ek szerint csavar merevshe igen jelenti s lehet (XG- =
= 4 -r 8 10° kpem?) [14, 15].

A deformZi m@dsek alapjA term@zetes modellnek v@konyfalce csi -
szerkezet k nAkkozik, mely a tiszta csavar terhel@t elemi k@pletekbi| szA&
m that belsi eri kkel veszi fel. A vikonyfal cecsi szerkezet azonban t bb okb |
is csak durva k zel t@snek tekintheti :
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— A csavaréterhelés nem a csfszerkezet végein hat, hanem (a kerék
elrendezésétdl és felfiiggesztésétdl fiiggden) tobb kozbens§ keresztmetszetben
(3. abra) és altalaban gatolt csavarast eredményez, melybdl a nagyjabol para-
lelogrammanak tekinthet§ buszkeresztmetszet sarkaiban jarulékos normal-
ergk ébrednek [16].

— A cs8szerkezet hianyos az ablakoknal és az ajtoknal, kovetkezés-
képpen ezeken a szakaszokon az elemi titon szamithaté nyiréfolyamok helyett
az ablak- és ajtéoszlopok hajlitassal kénytelenek a csavaréterhelésbél szarmazoé

3. dbra. Csavaréterhelés autébuszkarosszérian

belsé eréket felvenni. Ez a belsd erGeloszlas altalaban statikailag sokszorosan
hatarozatlan [17].

— Az autébusz keresztfalai — a végfalakat is beleértve — jelent8s mér-
tékben deformalédnak a csavaréterhelés hatasara, tehat a szerkezet alak-
tartasa (keresztmetszettartasa) nem kielégits. A deforméacié6 mérésénél az
egyes keresztmetszetek elfordulasan kiviil a keresztmetszetek sajat deformacio-
jat (derékszogli négyszoghtl romboid) is érzékeljik [16].

A csbszerkezetli modell sajat belsé hibain, problémain kiviil sem felel
meg teljes mértékben a valédi autébuszszerkezetnek, mert a hossztarték, a
kereszttartok és esetleges csomagladak szerepét teljesen figyelmen kiviilhagyja,
holott ezek csavarémerevsége magaban is igen szamottevd (J1G =1 = 3 - 10?
kpem?) [14].

A fenékvaz és csomagladak csavarémerevségének figyelembevétele a
statikai szdmitdsokat nagyon megneheziti, ezért célszerd a szamitast — az
ablakmezd vizsgalatahoz hasonléan — két lépésben végezni. A szamitésban
feltételezhetd, hogy a cs6vel modellezett karosszéria és a fenékszerkezet csavaré-
merevségiik aranyaban osztoznak a teljes csavarényomatékon. Ez a feltételezés
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a szerkezet eg@z@ben Attal Aban nem el@y ti ki a kompatibilitAi felt@eleket, de
a sz/Am tott eri jAECK kield ti en egyezik a m@F@sekkel [18].

A fentkszerkezet saj/E ighybevdelhek elemz@szhez a hajl t terhel@s
sorAa csukl snak felt@elezett tart rAesot sarokmerev kapcsolatoe tart rAgs-
csal kell helyettes teni [19]. A sarokmerev kapcsolat hajl tAkor is pontosab-
ban t kr zi az erijAEZkot, de hajl tASkor a k@fajta modell k z tt csek@dy az
eltd@s, m g csavarA&kor a k@& modell alapvetien k | nb zik egymAst |, mert
a csukl s rendszer ilyenkor labilis.

A vizsgAatb | megAHap that , hogy csavar/ra a hajl t terhel@kor  fel-
haszn/E legpontosabb statikai  modell sem alkalmazhat . A belsi eri k megoszl &
SAE igen durvAB a csl szerkezetnek modellezett aut busszal hatZEozhatjuk meg.
A mdsekkel kieldy tien egyezi eredm@hyt azonban csak a kivAg/okkal ell&
tott csiszerkezet & a sarokmerev kapcsolatoe tart rAEs egy ttes  figyelembevidel Qel
kaphatunk.

A modellek sokfdes@e a fenti pddAb | teljesen nyilvAaval . Ebben
a sokfdes@ben azonban megtal Athat k a k z s egysdjes vonABok.

2.2 A satikai modell geometriai &  m@etviszonyai

A jAEmMRszerkezetek @&kocsiszekrZhyek keresztmetszeti mget kh z k@pest
hosszoe k zel prizmatikus szerkezetek, azaz a hosszuk AttalAban meghaladja
a legnagyobb keresztmetszeti m@ret knek 3-r 5-sz r s@. Ez a hossz- & ke-
resztmetszeti viszony azonban nem teszi leheti vdd hogy kiel@dy ti pontossAggal
gerendAnak tekints k a szerkezetet.

A vonalszerf3 fel@p t&s ennek ellene jelenti sen megk nny ti a statikai
szAm tAsokat, leheti v teszi ugyanis, hogy a hossz mentéh az eri k vAttozARAR
kv | a nyomat@kokr | is beszdj nk, ezzel az ighybevdelek nagysAgAE |
(nem a belsi eri k megoszIABA 1) | k@pet kapjunk.

Az egyszerl3 gerendZ&ra vonatkoz sszef ggkek @vihyes |BA meg-
g&olja az is, hogy ezt a tereb@dyes szerkezetet arAnytalanul (legal Abbis a ge-
rendatart kon szok/&os m@etekhez k@pest) kis falvastagsAggal val s thatjuk
meg. A kis falvastagsAg természetes ¢p tbm dja a h@gszerkezet. Ennek elle-
nge ezt nem tekinthetj k kizA lagos @ t&i formAnak, a merev tett h@gszer-
kezeten kv | szAmos esetben talZkozunk rAEsos tart kb I, gerend&b |
fel@p tett jAEMRszerkezetekkel is.

A kis falvastags/Ag & a szerkezet tereb@dyes volta pAosulva a bonyolult,

sszetett tart rendszerrel a m@@kek szerint azt eredm@hyezi, hogy a jAMR-
szerkezet eg@®ze nem @Gvihyesek az elemi szil AdsAgtani (pl. Navier-fde) @&
a linedis mechanikai sszef gg@kek, vagyis az alakvAttozASok @& az egy pont-
ban m@t fesz Itsdgek nem arAiyosak a terhel@ekkel [20], figyelembe kell
venni a ny rAs okozta deformZi kat stb.
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Példaként megemlitjiik, hogy alvéazas autébuszokon végzett méréseink
szerint a kiilonallé alvaz csavarémerevsége a terheléssel csokken, a teljes
alvazas karosszéria csavarémerevsége ezzel szemben né [14] (4. abra). Az el6h-
bit a tarték egyes vékonyfali elemeinek esetenkénti hullimosodasa, az utébbit
pedig a csavarozott alvaz és karosszéria relativ elcstszasanak fokozatos meg-
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4. abra. A csavaromerevség viltozasa a terhelés fiiggvényében. (A vonalkdzott mez6 a mérési
eredmények szérdsat mutatja)

sziinése okozza. Hasonlé jelenségekkel taladlkozhatunk a vasiati kocsik tetd-
burkolatanak nyomasra térténd hullamosodésa kovetkeztében is, nyirt gerin-
ces tarték atlos hullamosodasa miatt sth. (5. abra).

Szamitasainkban kézvetleniil nem tudjuk figyelembe venni a linearistél
eltérd viselkedést, a szerkezet er§jatékanak elemzésével azonban meghataroz-
haték azok a tartészakaszok, melyek ilyen bels§ erdatrendezédés és helyi
stabilitasvesztés miatt a teherviselésbhél részben vagy egészben kiesnek. Az
igy korrigalt szerkezettel statikai szamitasainkat megismételhetjiik. Az elja-
rast tobbszor egymasutan elvégezve, konvergencia esetén a szerkezet helyes
ergjatékat kapjuk meg.

2.3 A statikai modell jellegzetes szerkezeti sajatossagai

A bonyolult szerkezeti felépitéshdl kovetkezGen a jarmiszerkezetek meg-
felels modelljei statikailag sokszorosan hatarozatlan tartérendszerek. A fino-
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mabb szerkezeti részletek figyelembevételével a hatarozatlansagi fok tizes
nagysagrendrdl szazas nagysagrendre valtozhatik. Hasonlé nagysagrendii a
szerkezet csomépontjainak szabadsagfokszama is a viszonylag kevés alatdmasz-
tas miatt. Ez azt jelenti, hogy a statikai szamitas er6modszerrel és mozgas-
modszerrel egyarant igen munkaigényes.

5. dbra. A hosszirdnyu fesziiltségek megoszldsa egy vasiti kocsi keresztmetszetében tiszta

hajlitéterhelés esetében
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6. dbra. Vastti kocsikon 4ltaldban két teljes értékii, autébuszokon egy nem teljes értéki
szimmetriatengely taldlhaté

A szamitasokat azonban megkonnyiti néhany szerkezeti szabalyossag:
a) A jarmiszerkezetek zome legalabb egy, de szdmos esetben tébb szim-
metriatengellyel rendelkezik. Még a szigorian véve aszimmetrikus felépitési
autébuszok is (csak az egyik oldalon van ajté) hosszuk nagy részén szimmet-
rikusak (6. abra). Az ilyen helyi aszimmetriaval rendelkezé szerkezeteket a
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tovAbbiakban kv/iszimmetrikusaknak nevezz k. A szAm tASok a szimmetria-
tengelyek szAmAnak n veked@s@vel egyre k nnyebb@ vAtnak, legkisebb mer-
tekR a k nny t& nyilvAa a kvAiszimmetrikus szerkezeten [21].

b) A jAmMBszerkezeteknek k z s sajAEossAga a szAH tott Au, vagy az
utasok meteibi| k vetkezi szakaszos ism@li d&s, ritmikussAg. llyen jelleg-
zetes tulajdonsAg pl. az egyenletes ablakoszt/As, kereszttart osztA, haj kon
a technol giai szempontok alapjA megvAtasztott egyenletes bordaoszt/A stb.
A szakaszossAg egyrészt hangsodyozza aszerkezet diszkrd jellegdt, & gy szinte
predesztinAfa a szAnt t az elemi, linefs egyenletrendszerekkel t rtghi
er XK meghatAozABAa, mArdszt az ismdl dds szabAkyossAga leheti vd
teszi, hogy ezeket a linefis egyenletrendszereket differenciaegyenletekk@
alak tsuk AE [22], sIt hatAEAEmenet seg ts@el a diszkrd modell helyett
differenciAegyenlettel szAmn that kontinuum modelleket vAtasszunk [23]. A
diszkr@@ modell k | n sen alkalmas a mArix szAn tA alkalmazASAa;, a sz/A&
m tASt tovAbb egyszerBs theti, ha a k Isi terhel@ri| felt@elezheti, hogy az
csak a szerkezet csom pontjain hat koncentrAtt eri kbi|l AH. Ezzel a szerkezet
ritmikussAgA a terhel@ben is @vhyes tett k.

c) A szAm tABokban egyes szerkezeti elemek teherviseli szerepe, mAs
szerkezeti elemek deformZ dAsa elhanyagolhat , vagyis egyes keresztmetszeti
mcretek z@&ussal, ill. vgtelennel veheti k figyelembe. Ennek az egyszerf3s t@s-
nek az @vehyessdyi ter letdd elire nem lehet egy@telmBen kijel Ini, minden
szerkezett puson k | n vizsgAattal kell eld nteni az egyszerBst@s m djAE.
A kielggti k zel t&st ad elhanyagolA egyodtal iter/Ei s eljAAS alapjZ is
k@pezheti, mellyel az elhanyagol&mentes erijA&ZKk is meghatAozhat [24].

d) A szAm tA pontossAgApak fokoz/sa gyakran vezet olyan bonyolul-
tan sszetett modellre, melynek elemei nmagukban viszonylag egyszerfRen
kezelheti szerkezetek. Sz/Amos esetben ezek egymAst | f ggetlen vizsgAmata
is gyakorlatilag kiel@y ti pontossAgot eredm@hyez, annak ellenZe, hogy az
egyensatyi, ill. kompatibilitAi feltdelek nem teljes Inek kelli szigorosAggal-

24 A technol giai terhel@ek szerepe

Az elifesz t& tudatos alkalmaz/&Aal kedvezi bb erijAEZkot, nagyobb
teherb rAst & nk el [25]. SzAmos esetben azonban a gyAEtA& k zben fell@pi,
vdetlen elifesz tsek kedvezitlen irAayban vAttoztatjAk meg az erijAEZKot.
K | n sen kZos, ha a stabilit/&i hatAeukig terhelt szerkezeti elemek kapnak
t bbletigghybev@delt, vagy ha a fAtaszt ig@hybev@del k z@pbfesz Its@he tol dik
el jelenti sebben nagyobb fesz Its@ feld K nnyen belAthat , hogy ilyen ese-
tekben sem aszerkezet teherb r A, sem az Aettartam4A nem lehet megb zhat an
sz/Am tani, sit a szerkezeten vfzett m@@bek, fAEaszt k s@letek sem adnak
helyes k@pet az erijAEkr |, teherb r/Asr |, ill. dettartamr I.
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A konstruktir k ennek tudatAban igyekeznek szRk m@ettBrsek eli-
r/BAial a vdetlenszer3 eli fesz t@st & ezzel az eri jAEK elleni rizhetetlen meg-
vARt0zARAE cs kkenteni. SzAmos szerkezeten elsi sorban a kisebb @& k zepes
mretl3 g@peken az AElagos gy/ZEt/i pontossAg elegendr az ellfesz t&hi |
ad d vdetlenszer3 ighybevdel korlAeozott, kis @&t@ken val tartASAboz.
Sajnos, a jAmBRszerkezetek nagyobb geometriai m&etei & eli AH tAuk tech-
nol giAma olyan tRriZseket eredm@hyeztek, melyek gyakran @eztetik kedvezi t-
len hatASukat a jAMRB erijAECkAban [26, 27].

[lyen tudatos vagy spontAa elifesz tst pddAl az alvAEak @& kocsi-
szekrzhyek sszedp tbe tesz lehetivid A statikailag hatAozatlan kapcsolat a

7. ABra. Az alvAas aut busz szerel@i pontatlansAgAnak vizsgAtatAkor haszn/t egyszerfRR
statikai modell

k& alapveti szerkezeti ri&z k z tt csak ideAsan pontos gy/ZEtAs eset@ben
eredméhyez fesz Itsdgmentes sszegp t@st. Pontatlan gyZtAsS, vagy pontos
gy /ZEt/B esetdben az sszeerl s t@i pontokban elhelyezett eltd m@et3 al AAddek
a k@ szerkezeti rdz sszecsavarABa sorAn elifesz tdst id@nek el a jAmMR-
ben. Az alAAdezZs egycstal leheti v teszi a gy/ZtAsi pontatlansAgok rzbeni
kompenz A is. A kompenzAE mtk@A az al Adek vastagsAgAnak Idpcsi -
z&Ael szabAtyozhatjuk. A megfelell al A& megvAaszt/ARa, ill. gy AtAsi pon-
tossAg el rABa megleheti sen bonyolult feladat, ha azt a szerkezetet minden
rzszlet@el figyelembe k vABjuk venni, ez@t a szAm tASokban rendk v | le
egyszer3s tett statikai modellt kell hasznZnunk (7. Abra) [28, 29].

Az elvidhzett m&@sek igazoltAk, hogy a statikailag @& matematikailag
viletekig egyszerBs tett modell alapjAban v@re helyesen t kr zi a gyAet/Bi
pontatlansAg befoly/BAE az erijAEkra, tovABbA hogy ez a befolyA&  a szo-
kABostechnol giai pontatlansAgi &tdkek esetben  szil AEdsAgilag nem elhanya-
golhat belsi eri Afrendezi d&st idZF el a szerkezetben, sv@dy |, hogy a md&et-
pontatlansAgok nagysAg/ZE val sz nBs@fi vAtoz nak kell tekinteni, az eloszl /&
f ggvhy pedig | k zel tssel normAtis eloszlAsal helyettes theti [28, 29].

A pddA | is megAtap that , hogy ajZmfszerkezeteknek sajAE0os m@
retviszonyai @& el A tAuknak k r Im@hyei, a szokASos statikai szAm tARokt |
eltd feladatokra vezetnek. A szerkezet val di, m@heti terhel@e mellett
megjelenik a vdetlenti| f ggi belsi er1 is, melyet legalAb k& adattal, a
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vAhat @tkkel & a sz r/Bsal kell jellemezn nk. A szok/ABos statikai sz/Am -
tAsok oly hat AEeseteknek tekintheti k, melyekben atechnol giai terhel@ vAhat
Ztke & sz r/Ra is egyarAat z@us.

25 A jAEmiszerkezet @& a kocsiszekr@y sabyoptimuma

A bevezet@sben eml tett nZhAny terhel@fajta (hajl tA&, csavar/s, tk -
z&) a konkr@@ m@etezs sorAB lhyegesen t bb terhel@i esetet jelent. PI.
a hajl t terhel@ vizsgAatAE a jAMB res, rdszlegesen (kedvezitlen teherel-
rendez@R) terhelt & teljesen terhelt, esetleg todterhelt AtlapotAa is el kell
viezni. PAya ndk |i k zoi jAEMBveken a hajl t terhel@Gek k z@ tartozik
az el | vagy hAtul daruskocsival megemelt jAMRBvek hajl tAa is. Ezekre a
terhel@sekre szuperponA dnak a csavar terhel@bi| szAmaz belsi erik, v z-
szintes t megeri kb1l ad d ig@hybevdelek stb. A k | nfde terhel@ek mAs-
mAS szerkezeti elem ighybevdel@ eredm@hyezik. (Pl. aut buszokon a hajl -
tAS az alv/at, ill. az oldalfal als r@&z@& terheli, a csavarA elsi sorban az ablak-
oszlopokra hat, a k@& v@heh terhelt aut busztengelyek k z tti szakaszApak
ighybevdele nagy, a k z@pen terhelt aut busz ugyanakkor r@zben teher-
mentes | stb.)

A terhel@ek sokfdesdhe & fileg az, hogy ezek egym/ABsal nem ar/Agyo-
sak az sszes jAEmBszerkezeten megakadAtyozza, hogy azokat egyenszilZd-
sAgoza alak thassuk ki. Az egyenszil AEdsAg pedig a k nnyfRszerkezetek tervez@
sihek egyik alapveti felt@dele [30]. A terhel@ek sokf@esdy@bi |, ill. ezek nem
arAayos voltA | k vetkezi leg azonban csak az egyenszil A&dsAg§ matematikai-
lag szigorceformAa nem @telmezheti ; tAgabb, m@n ki Gtelmez@&@ a jAEMR-
szerkezetek ter¢h is megtarthatjuk, azaz az Attal Aban er1 sebben ighybe vett
helyekre t bb szerkezeti anyagot, & ford tva, agyeng@bben igdhybe vett szer-
kezeti elemekbe kevesebb szerkezeti anyagot &p thet nk be. Az egyenszil AEdsAg
ilyen m@n ki" @&telmez@e a jAmMBszerkezeteken term@zetesen |ehetetlennd
teszi a szerkezet satyoptimumAmrak valamilyen egzakt matematikai meg-
hatAEozASA. A matematikai optimum keres@@hek egy@bk@ht gyakorlatilag
nincs is @&telme, mivel a sok feltdelt kiel@ t1 szerkezetek (k zleked@i, szi-
| AEdsAgi, technol giai, szAH tA&i, eszt@dikai stb.) sodyoptimuma kimutathat an
lapos optimum, melyet szAmos egymAssal egyen@t@k3 szerkezettel lehet meg-
k zel teni [31].

Ezt atendenciZ eristi az is, hogy a tervez@s folyamAs szAmnos esetben
nem megengedett fesz Itsdre, hanem dettartamra kell a szerkezetet m@&etezni,
ilyenkor a fesz lts@y nagysAgAa k v | annak gradiense (vgayis a fesz Itsdj
csaesjellege) is figyelembe veendi . Ell fordulhat egyes szerkezeti elemek ellen-
I rizsekor, hogy a deformAei m@tek@ szabjAk meg el r/Bok vagy mBk d@si
k vetelm@hyek. Ilyenkor a szerkezet teherb rASa helyett annak merevs@Zhpe a
mgrtZkad stb. /
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Ezek a k r Imenyek egy ttesen eredm@hyezik azt, hogy szemben a
kizAE lagosan vagy elsi sorban tart szerkezetk@ht mRk di szerkezetekkel (pl.
hidak, @b letszerkezetek, vegyipari tartAyok, edéhyek stb.) a jAmMBszerkeze-
teken a szerkezeti soty optimumAnak keres@se nem vezetheti vissza egyszerf3
matematikai variZi szA tAra. Ezen mdy a szAnt gdpek hasznAkata sem
v/Atoztat; a jAEMBszerkezet tervezbe & mdetezbe csak m@n ki" m d-
szerekkel oldhat meg, tehZE a megtervezett szerkezet gondos fesz |ts@p-,
deform/Ai - & sodyanalizAAEAal, a kapott eredmhyek alapjAa a szerkezet
ismdelt ogra tervezd@vel @& opra szAm tABAal. Ez a tervez@si  iterAi "
gyakorlott tervezi kez@ben legfeljebb 2 3 ogra szAm tAst jelent. Az agra m&e-
tezds sorAa nyert optimAEis" sotyoceszerkezetet a tovAbbiakban javtott  sobyce
szerkezetnek  nevezz k.

A jAEmRszerkezetek, kocsiszekréZhyek AttalAban ilyen jav tott sobyoeszer-
kezetek (szAmos esetben elsi k zel t&ben), ami azonban nem z/ja ki azt,
hogy egyes szerkezeti elemei nmagukban egyenszil AEdsAgoekial ak t/Asoak, azaz
optimAis sotyaak |lehetnek. (Az optimAkis sodynak az egyenszil ZEdsAg§ sz k-
sdjes, de nem eldsdhes feltdele [30].)

3. A szAm tAAi modell AtalABos k@Fddsei

Az el zi ekben tAEgyalt statikai modell elsi sorban a val di szerkezethez
igazodott, annak egyszerf3s tett, de tehervisel@ szempontjAb | |Zhyeges tulaj-
donsAgokat megtart vAttozata volt. A modellt azonban a statikai szAm t/A
maga is befoly/Bolja, tovAbb fejleszti. Ezt a szAm t/Asi eljAABokhoz alkalmaz-
kod , erisen absztrahAtt modellt szZantA modellnek nevezz k. A k@fajta
modell a statikai & a szAm t/&i jelenleg m@y alegt bb esetben nem vAEk
sz@, a szdvAasztAst elsisorban a szAm t gpek hasznAtata indokolja. A k -
vetkezi kben statikai modellek k z s tulajdonsAgaira @ |1 szAm tASi modell
n¢hAy k&das@d vizsgAuk meg.

3.1 A dstatikailag hatAEozatlan feladat megold/ABABak m dszere

Statikailag hat/Aozatlan feladatok megoldA&Arak k@& m dszere az eri-
@& a mozgAm dszer. Az egyes specidis eljAEAok (pl. Cross) ezek egyik@de
vezetheti vissza. (L@deznek a k@ m dszert vegyesen haszn4A eljAEABok is.)
A k@& m dszer k z tti vARasztAR eld nt@shez vizsgAgjuk meg, hogy mit tekin-
tenek azok ismeretlennek:
az erim dszer a statikailag hatZozatlan (f | s) kapcsolati eriket,
a mozg/Em dszer a szerkezet csom pontjainak ismeretlen elmozdu-
|BAE (elfordul BA) kezeli ismeretlenk@nt.
Mindk@ ismeretlen szAmszerf3en isjellemezheti . Az ismeretlenek szAma:
az erim dszer eset@ben a hatAozatlansAg fokszAmnmAzal
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a mozg/em dszer eset@ben a szerkezet csom pontjainak szabadsAg-
fokAZal egyenli .
A szAm tAshoz azt az elj At cAszerR alkalmazni, amely kevesebb ismeretlent
eredm@hyez, vagyis a szerkezet hatAeozatlansAgi & szabadsAgfok/Z kell szAm-
szerBen sszehasonl tani @& az alacsonyabb fokszAm javAEa d nteni [32].

A hatAozatlansAgi fok @& szabadsAgfok sszehasonl tABa azonos, vagy
k zel azonos szAmceismeretlen esetben nmagAban nem d nti el egy@telmfBen
a minimAEs munkA igéhyli sz/Am t/&i eljEAt. Az ismeretlenek szAmAR kv |
jelenti sen befolyARolja a szAmn tASt az eri m dszer eset@ben az alakvAttoz/si,
mozgAm dszer esetdben pedig az egyensctyi egyenletrendszer fel@p t@be is.
A k@&dds felvet®d@d a szAnt gdpes eljAEASok bevezet@se is indokolja, mivel
a nagyon sok (t bb sz/&) ismeretlenes feladatok megoldAsakor a szAnt g@p
szempontjAb | sem k z mb s, hogy alkalmas" egyenletrendszert oldottunk-e
meg a gdppel, vagy olyan feladat el@ At tjuk, mely sem direkt algoritmussal
(pl. Gauss), sem iter/€i s vagy relax/i s eljAAAsal nem oldhat meg a g@
viies kapacitAsa miatt.

Az egyenletrendszer fel@ t&ben AttalAban k vApatos, hogy sok z@Fus
@tk egy tthat szerepeljen, lehetileg ogy, hogy az egy tthat k szalagmAE-
rixot kpezzenek. A k&Fdzsnek ez a finomabb vizsgAkata nem f ggetlen mA& a
konkr@& szerkezetti |, de a tendenci A a k@ m dszer alapveti sajAeossAgaib | is
meg tdhetj k.

Erim dszer esetében at rzstart n a teljes tart rendszer anyagi ssze-
f 9@ a kipzelt AEmetszZbekkel AttalAban nem sz ntetj k meg (ez a | a
folytonos t bbtAmaszce tart sem kiv@del, ha a talajt is a tart rendszer
rgszghek tekintj k). Az sszef ggi tart rendszeren k I n sen gyakorlatlan
szt esetében fennAl annak a veszdye, hogy az egyes AEmetsz@sekben
mBk di kapcsolati eri khii szA&maz belsi erik atart szerkezet nagy rsz&e
kiterjednek, k vetkez@skZppen az alakvAttozA&i egyenletrendszer megleheti sen
t mr, sszefon dott fel@p t&RvBvAEK, kevds benne a z&us egy tthat .

MozgAm dszer eset@ben at rzstart n mely nem @z@keny a szAm -
tAst vz gyakorlottsAg/AEa az egyes tart szakaszok egym/&t | f ggetlen
k I n-k I n rendszert ( nmagukban is megA egyensodyban levi tart t)
kpeznek, k vetkez@sk@ppen az egyes csom pontok elmozd t/A=a, ill. elforgat/Asa
csak a csom pontban talAkoz rudakra fejt ki hatAst, a k vetkezi csom pon-
tokban a hatAs blokkol dik. Az egyensotyi egyenletrendszer gy termkszet-
szerBleg hajlamos szalagmAErixos rendezi ddsre, azaz jelentis szAmce z@us
egy tthat ad dhatik.

Ezek a tendenci&k term@kzetesen inkAbh a nagym@etR (sokszorosan
hatAozatlan, ill. sok szabadsAgfokad, k@& @& hAEom mFetR tart rendszerekben
grvihyes Inek, a k zel vonalszer3 szerkezeteken az eri m dszerrel is viszonylag
k nnyen biztos that a gerincliozos elrendezs.

A jAEmMRszerkezeteken azok (vonalszerR) kiterjed@se miatt AtalAban az
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eri m dszert részes tj k elinyben. (A hatAtozatlansAgi fok Attal Aban |@hyege-
sen kisebb mint a szabadsAgfokok szAma, a vonalszer3 fel@p t& eri m dszer
eset@ben is leheti v teszi szalagm/Arixos egyenletrendszer fel AH tABA meg-
feleli t rzstart vAkasztABa mellett.) A k vetkezi kben ez@t csak az eri-
m dszerrel foglalkozunk, nem zAZjuk ki azonban azt, hogy egyes esetekben a
mozgAm dszer Idhyegesen egyszerBbb szAm tAst tesz lehetivd (pl. |dra-
alv/&Zak csavarAApak k zel t1 vizsgAmata) [33].

32 Az erimdszer t rzstart jARak definci ja @& a t rzstart megvARszt ABARak
szab/yai

MAKUSIN [34] az erlm dszer t rzstart jABak megv/Aaszt/AB/AEa az al Abbi
k vetelméhyeket adja: ,,. .. alaktart nak @& datikailag hatAeozottnak kell len-
nie. Mindketti sz ksdges k vetelm@éhy. Ezenk v | a helyesen megvAasztott
t rzstart nak biztostania kell: disz r azt, hogy a leheti legt bb mAsodlagos
elmozdul /Ba (vegyes indexf3 egy tthat ja) z&us legyen, mABodszor pedig azt,
hogy nyomat@ki AbrA k nnyen megszerkesztheti k legyenek."

A fenti meghatZoz/Ab | kizZ lag a mAsodlagos alakv/AttozAsok, vegyes
index3 egy tthat k z@uss/Et@delZe vonatkoz megjegyz@s fogadhat el. A
meghat/Eoz/A t bbi r&ze, elsi sorban az alaktartAsra @& statikai hatZEozott-
sAgra vonatkoz k vetelm@hy megegyezik a gyakorlatban eddig kialakult
szok/Asokkal, de szerzi szerint nem indokolt.

A t rzstart megvAaszt/Asakor a fenti defin ci val szemben sz k-
ses & d@ses feltdel betartani azt a szabZAkyt, hogy a kpzeletbeli AEmetsz@
seket ogy kell felvenni a tart szerkezeten, hogy az az adott k Isi terhel@e &
f 1 s kapcsolati ertk mik d@&e sorAa ne legyen labilis. At rzstart teh/Z Attal /&
ban lehet labilis, statikailag hatZEozott @& statikailag hatAEozatlan is, csak
az adott terhel@re nem viselkedhetik labilisan.

M dos tott defin ci nk megengedi, hogy a tart szerkezetet merev, nem
deformA d rudakkal, vagy tart elemekkel egz ts k ki, melyeket a kZpzelet-
beli Ametsz@sek k@ oldal Aoz kapcsolhatunk az@t, hogy a f | s kapcsolati
erl ket az AEmetszett keresztmetszetbi| tetszileges helyre helyezz k A (a- &
27-pont m dszer) [35]. Ilyenkor a merev elemekkel kapcsolt Afmetsz@si pont
k@ metszet@hek relat v elmozdulASa az sszes k Isi @& belsi er1 hatASAta z@&us,
de ezzel egy ttesen aval di Ametsz@s relat v elmozdul &a is z&us.

Az adott k Isi & belsi terhel@re is labilisan viselkedi t rzstart alkal-
matlansAgZ& nem sz ks@hes bivebben tAEgyalnunk, az ilyen tart ugyanis a
terhel@ hatASAEa olyan nagym@t@kR elmozdul ARokat szenved, melyek a szer-
kezet sszeoml|/BAE vagy az eredeti alakt | alapveti en elt@ geometriai alak-
jAE eredm@hyezik. Azt azonban sokkal nehezebb bel Zni, hogy minden etti|
eltr t rzstart felhasznAhat a szAm tABainkhoz. gy az Attal ARos terhel Gre
labilis, de az adott k Isi terhel@re @& f | s kapcsolati eri kre stabilis t rzstart
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alkalmazhatésidgat matematikai igazolas helyett az alabbiakban példakkal
igazoljuk, mivel mar egyetlen példa is kibdviti erre a teriiletre a torzstartok
valasztasi lehet§ségét.

Labilis torzstarténak tekinthet8 a belsleg hatarozatlan racsos tarték
szok4sos térzstartéja, amennyiben azt a f6los rudak képzeletbeli atmetszésével
alakitjuk ki. Ez a torzstart6 csak az adott kiilsé terhelésre és a vizsgalt kap-
csolati erékre stabilis, az Atmetszésben haté nem rddiranyu terhelés hatasara
labilissa valik, fiiggetleniil attdl, hogy a rid méretei alapjan esetleg 6nmagaban
alkalmas volna harantiranyd terhelés felvételére is (8a abra).

-O-

8. dbra. Labilis torzstartok helyes és helytelen hasznalata

A folytonos tobbtamaszi tart6tamaszok feletti Atmetszéssel kialakitott
torzstartéja gerendairanyu terhelésre ugyancsak labilis (8b abra).

Az emlitett példakban a torzstarté labilis voltat nem hasznaltuk ki tuda-
tosan. El6fordulhat azonban olyan eset is, amikor a tudatosan labilisra valasz-
tott torzstarté megkénnyiti a statikai szamitasokat és elGsegiti az alakvalto-
zasi egyenletrendszer kezelhetségét. Erre Erz szimmetrikus létraalvazak
csavaroterhelésekor hasznalt, gombesuklokkal izekre bontott torzstartéja
mutat példat [33] (8¢ abra).

A statikailag hatarozatlan torzstarték hasznalata egyes feladatok (pl.
pontonhidak osszekotése) esetében mar ismert médszer. Ennek ellenére ezek
hasznalatanak jogossagat kiilon igazoljuk a 3.4 fejezetben, mivel az igazolas
olyan altalanosabb kiovetkeztetéseket teszlehetdvé, melyek a jarmiiszerkezetek
statikai szamitasat jelentGsen megkonnyitik.

Statikailag sokszorosan hatédrozatlan feladatok megoldasakor a szamitas
munkaigényességét a torzstarté alkalmas megvalasztasaval alapvet8en befo-
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lyAsolhatjuk. Ennek ellende a t rzstart k megvAasztARAEa az irodalomban
nem tal Aunk szisztematikus eljZAAst. Az alkalmas t rzstart megvAasztABa a
tervezi statikai @zek@e van b zva. A gyakorlatban term@szetesen Atal Aqo-
sabban hasznAtt szerkezett pusokra kialakultak mA c@szer3 t rzstart k (pl.
t bbtAmasz tart kon a tAmaszpont f | tti AEmetsz@s, keretekn@d a cr-pont,
ill. X-pont m dszer stb.).

A helyesen vAasztott t rzstart jellemzije AttalAban, hogy:

a) az erl jAEKa ak Isi terhelgsre hasonl t" aval di tart erijAEKkAROZ
(ez AttalABan nagyobb numerikus pontossAgot biztost),

b) az alakvAttoz/A&i egyenletrendszer makusin feltdel@el egyezi en lehe-
tileg sok z@&us &tk egyshtdhyezit tartalmaz (egyarAt megk nny ti az
egyenletrendszer felAH t/ABA & megoldAAE),

c) az alakvAtoz/Asi egyenletrendszer megegyezi indexekkel br egy tt-
hat i (egysdtehyezi i) jelenti sen nagyobbak a vegyes indexB egy tthat knAE,
a vegyes index3 egy tthat k annA kisebbek, min@d nagyobb a k@& index k-
nek ak | nbs@e (szalagmArixos fel@ t@%). Ez megk nny ti az egyenletrendszer
iter&i s, vagy relax/€i s megoldBAE & leheti v teszi egyszerl3bb k zel ti
eljAEAsok kidolgozARAE.

Az a) jellemzi helyes megvAaszt&BA | legk nnyebb a deformAg alak
felrajzol A al meggy! zi dni. Hasonl er1 jAEK eset@ben ugyanis a deformAi k
is hasonl ak, a deformAi durva k@p@ pedig a szemldet alapjAs k nnyen fel-
rajzolhatjuk.

Ab) jellemzi akkor teljes |, ha k@& tetszi legesen vAtasztott | & E A&-
metsz@sben felvett egysdgnyi terhel@pAeh i keletkezi belsi erik vektorai
a tart minden szakaszAa k Ics n sen merilegesek egym/ABra, vagy az eg@sz
tart ra kiterjesztett integrA&A sorAB az integrAEAR pozitv @& negat v elijelld
rtkei egyenli k egymAsal & gy az sszegezds sorAa z@ust adnak.

Ab) @& & jellemzi teljes I&@& elisegti az, ha az AEmetsz@sekkel a tar-
t nkat zekre bontjuk (tehAE egy-egy szakasz csak kev@ szomsz@ljAal Fint-
kezik). Ebben az esetben, ha az i & EAmetszZs tAol van egym/A&t |, a ik
egysdhtnyezi vagy z@us, vagy abszolod @rtgkben |Zhyegesen kisebb, mint
pl. « vagy n.

33 A trzstart k lineEis  transfform/Ei ja

At rzstart k defin ci jA&al & a c@dszer3 kialak t/&& nghApy szabAkyAdal
azonban m@ nem adtunk a tervezi m@&n k kezébe olyan eszk zt, mellyel
szisztematikusan megkereshetnd egy-egy szerkezet legkedvezibb t rzstart -
jAE. Keress k meg ezt az egyest rzstart k k z tti kapcsolatokat, mivel ezek
ismeretben egy tetszilegesen megvAtasztott t rzstart r | m dunkban AH
mAS alkalmasabb t rzstart ra At@ni.

A t rzstart egy tetszilegesen megvAasztott kialak tAS/Aal egyszers-
mind r gz tett k af | s kapcsolati eri kkel az egys@ptéhyezi k meghat/Aoz /A
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sfEa szolg/& belsi eri ket is. TehZ egy adott t rzstart hoz hozzAendelhetj k
a belsi eri k egy-egy vektorZ (egyszerRs@dy kedvdat kizAE lag hajl t nyoma-
tkot vesz nk figyelembe, de a gondolatmenet @telemszerBen Kiterjesztheti
olyan esetekre is, amikor a hajl t nyomat@kon kv | mA belsi eriket is, pl.
csavar/st, ny rAst, normAteri ket stb. figyelembe kell venni).

Jel 1j k ezt a belsi er1 vektort m-mel. Nyilv/Aa

m* = \M[(s), Mfs), .. Mfts) , .. M’n(s)],

lia s-sel jel Ij k a tart szakasz egy-egy koordinAEA/E.

M(M,, ..., Mi, .., M), jelentse rendre az 1., 2., ..., i, ..., n-ik k&p-
zelt AEmetsz@sben mBk di egys@hnyi kapcsolati terhel@pAeb | keletkezi belsi
erit, mint sf ggvhy@. Ugyanehhez at rzstart hoz tartoz , a k Isi terhe-
IZhii szAEmaz belsi ert f ggvhy@ a skalZis My(s)-sel jel |j k. Az elmet-
szZBben mBk di, egyelire ismeretlen kapcsolati eri k nagysAg4A az

X* = [Xj, Xz, oo Xe ... X ]

vektorral adjuk meg.

A k@pzelt AEmetsz@sekben a k Isi terhel@® @& a kapcsolati eri k hat/AAa
a relat v alakvAttoz/AE &tke z&us lesz, vagyis elmetszett tart keresztmetsze-
tek egy ttmaradnak. Egyenlet formAAban fel rva

mm* B x A mMo-% = o, (la)
(9) JE JX9 JE
vagy r viden
Dx + d= o, (Ib)

lia JE-ve 1ljel |j k a ds tart szakasz merevsZy@.

Szorozzuk vdpig az egyenletrendszert balr | egy T invertZhat N X N
t pusce quadratikus inAfrixxal, egyodtal helyettests k az x ismeretlent
T*y-nal:

S mm?* | * + 7 mM = o.
Js) JE Ji)  CE
Vigy k be @& * @&tk@ az integr/ jele al/ A& rendezz k az sszef gg@st

~ (Tm) (Tm)* + f (MTMM)M (- - =
3(s) JE J(s) JE

sjel Ij k a (Tm) kifejezst a tovAbbiakban m-sal. Ezzel

mm* -~ v + - = (2a)
j(s) JE NE) JE
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vagy r viden

D+vyd= . (2b)

A (2b) kifejezs alakilag teljesen megegyezik az (Ib) kifejezssel; felfoghatjuk
agy, mintha egy mA&ik t rzstart hoz tartoz egyenletrendszer volna. Term@
szetesen a tart szerkezet teljes M ighybev@del@ akAE az (1) ak/Z a (2) egyen-
let felhasznA/&Aal meghatAEozhatjuk:

M(S) = Mo(s) + m*x = Mg(s) + m*y, 3

mivel az m*x = m*y sszef gg@ helyessdg@i|l x = T*y ill. m = Tm helyet-
tes ts@el k nnyen meggy! zi dhet nk.

Az (1), (2) & (3) kifejezek leheti v teszik, hogy egy alapt rzstart b |
kiindulva a feladat megoldAsa sorAB tetszileges m/A t rzstart ra t@&rj nk A,
mely az eredeti t rzstart lineds transzformAttjApak tekintheti.

Az elj &/ elinye, hogy a T mAErixot az m nyomat@Zkok sszehasonl tARa
alapjAa v Ataszthatjuk meg, teh/E  helytelen | felvettt rzstart nAEis line/Es
kombinZi val el@&hetj k a fejezet elej¢h kitlRz tt jellemzi k teljes |&dA.

A (1), (2) & (3) egyenletbi | k vetkezik, hogy az egysdnyi terhel@pAEo-
kat k | nb z1 t rzstart kra helyezhetj k, vagyis a feladat megold/sa sor/Aa
nem kell k vetkezetesen egy t rzstart hoz ragaszkodni, felt@ve, ha ezek a
k I nb zi t rzstart k invertAthat transzformAei val szAEmaznak egym/Asb I.

A transzformZei leheti v@d teszi term@szetesen azt is, hogy minden
mechanikai meggondolA& n@dk |, pusztAa felismerve egy egyenletrendszer
egy tthat inak bizonyos kedvezi tulajdonsAgait, csak matematikailag ope-
rAjunk a T mArixszal, ahogy azt arcvi-is javasolja alapveti munkAAban [36].

A t rzstart k linefis transzformAEi ja a gyakorlati szAmn tASok vdre-
hajt/AR0z sz ksdhessd teszi, hogy a bonyolult elrendez@l tart szerkezetet
valamilyen egyszerBbb matematikai modellel helyettes ts k, mely Atekint-
heti, @& a szAn t g&p szAmAEa is hozzAEdheti . Ilyen gyakorlati modellt nyer-
het nk, ha a tart szerkezet h/A zat/ZE, bele@tve az esetleg csak fel letekk@ht
kezelheti r@szeket is, egyetlen vonallal Abr/Aoljuk. Ezen vonalszakasz minden
egyes pontja megfelel az eredeti tart rendszer egy-egy pontjAnak, fel lettar-
t knA (ha a belsi eri k megoszl/&a afel let mentZh legal b egy vonal ment¢h
Aand ) egy-egy vonalABak. A tart szerkezet azon pontjai, amelyek egyidejR3-
leg t bb tart r@&z@d kdpezik (keresztezidi tart k, zAgt-tart k zA pontjai)
nyilvAa annyiszor fognak szerepelni a linearizA& modellen, ahAay tart elemen
eli fordulnak. Az gy nyert vonalhZ ra (ill. egyenesre) felrajzolhatjuk a k Isi
ternel@shi | keletkezi belsi erk @rt@keit. Ezzel egy sereg, egyenesre fRz tt
fel letet (fel letsort) kapunk. A lineis transzform/Zi t nyilvAa ezen a topo-
logiai modellen c@szer3 elvédhezni, mivel az Atekinthetibb @& szAmt gpre
is k nnyebben programozhat .
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A lAacra fRz tt ighybev@deli AbrA mindig megk zel theti k egy-egy
poligonnal, ahol a poligonnak bZmelyik terhel@bi | (k Isi terhel@bi | vagy az
egysdgnyi terhel@ek egyik@bil) t r@@spontja van, cdszer osztASpontot a vonal-
hAE ba iktatni. Ugyan gy osztASpontot eredm@hyez a tart szakasz merevs@
ghek megvAtoz/Asa is. Minden osztASpontban az igéhybev@elt egy-egy szAm-
mal (ugr/& esetéh k@ szAmmal) az ighybevdel nagysAgAdal jellemezhetj k;
t bb t pusceighybevdel eset¢h t bb szAmot kell rendelni egy-egy osztASpont-
hoz. A line&is transzformZi cdja az, hogy az gy |Aacra fRRz tt igdhybe-
videli AbrAk linedEis kombinZi jAal mind t bb osztApontban z@&us &tZkRvD
tegy k az igdhybevdel nagysAgA. Az eljAA hasonl t a determinAasok ki-
fejtds@ megk nny ti szabAtyra, mely szerint a determinAas @tke nem v/A-
tozik, ha egyik sorABoz egy mAsik sorApak A-szoros/E hozzAadjuk, vagy Kki-
vonjuk. A t rzstart k eset@ben is aT lineis transzformA mAErix gyakorlati-
lag a |Aacra fRz tt szAmsorok k z tt AHapt meg ilyen sszef gg@st. A k | n-
b z1 t pusce ighybevdelekre legcdszerBbb k | n hA rendszert kidolgozni,
term@szetesen, ha az egyik ighybevdel esetében egy sor A-szorosAE hozz/A
adjuk egy mABik sorhoz, ugyanezt minden egyes igZhybevel t puson el kell
vezni. Az gy nyert A @&tkek a T transzformA mAErix elemel lesznek.
Legegyszerf3bb ennek fel@p tdse, ha elsi kght afi diagonAist vAasztjuk meg pl.
tiszta egysdgmArix formAcAban @& ehhez adjuk hozz/AEa szemldet, vagy szA&
mt gp hasznAtata alapjAn az egyes A rtkeket. Ezzel ateljes feladatot vissza-
vezetj k a val di szerkezet geometriai modellj&i| egy topol giai rendszerre,
mely digitAis szAnt g¢p szAnAa hasznAhat m don diszkrd szAmokkal
jellemezhet .

3.4 Satikailag hatAEozatlan t rzstart k

A statikailag hatAozatlan t rzstart kat, mint mA& eml tett k, nghApy
esetben hasznAtj Ak eri m dszeres szAm tABok sordd is. Ennek ellen@e be kell
bizony tani, hogy statikailag hatZozatlan t rzstart alkalmaz/a is meg-
engedett (r&zben akorrektsdy, rzben alevezet@bi | levonhat tovAbbi k vet-
keztetZsek miatt).

341 Satikailag hatAEozatlan tart k deform/&i ja

A statikailag hatAtozatlan t rzstart alkalmaz/A&ARoz sz kshes eli zete-
sen egy seg@itdelt bizony tani. Nevezetesen egy statikailag hatAozatlan tart
deformZi jAnak meghatAEozARARoz a k Isi & belsi idegen munkAk egyen-
I syhek felt@el@d felhasznAva, adeformZi k hely@h hat virtudds egys@nyi
terhel@t nem sz ks@hes a val di tart ra helyezn nk, hanem elegendi a szer-
kezet t rzstart jAa (bZmelyik t rzstart jAa) helyezni. A tdel logikailag
k nnyen bel A&hat , ha meggondoljuk, hogy atart szempontj | k z mb s,
hogy a terhel@ val ban k Isi terhel@hi |" szAmazik-e, vagy pedig a stati-
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kailag hatAEozatlan tart f | s kapcsolati eriitil; atart szempontjA | mind-
ketti val di terhel@, elvi megk | nb ztetds k f | sleges & kizA lag sz/Am -
tAstechnikailag indokolt.

J llehet a fenti szemldtet@, eri sen al AEAmasztja a seg@itdel @&vhyes-
sipd, az formAisan isigazolhat . A tart igdhybevdele a mAE eddig is hasznAtt
jel 1&ek (3) szerint:

M(S) = Mgy(s) + m*(s) X,

A k@Zdkes deformAi hely@h mBk di egys@gnyi virtuAdkis eri hatA&b | sz/E-
maz igdhybev@del nagysAga, ha azt az eredeti tart ra (nem a t rzstart ra)
helyezz k

M(s) = Mo(s) -f-m*(s)y, (4)

ahol Mo(s) a hatZozatlan feladat megoldA&AA hasznAt azonos t rzstart ra
helyezett egysdnyi terhel@bi | keletkezi belsi eri, y* peddig ehhez az egy-
sterhel@hez, mint k Isi terhel@hez tartoz f | skapcsolati eri k sorvektora.
"l tABunk szerint k z mb s, hogy az egys@gnyi terhel@t at rzstart ra vagy
a val di tart ra mBk dtetj k, ennek megfeleli en

=0 Mg s =7 4 s (5a)
J(s) JE Js)y JE
kifejtve:
d . d
= (Afooxm) (Ao yrm) B =X M4 v m) S (5b)
J(s) JE \](S) JE

Elvgezve a mBveleteket @& a lehetsdjes sszevon/Asokat:

My y* m + x* my* m) dS:O. (6)
©) JE

Mivel x*m & y*m egyarAat skalZ szAmok, ezdt sorrendj k felcser@dhet,
tovAbb Ay s-ti | f ggetlen @& ez@t az integrAt jele a | kiemelhet1 ; a zA jelben
levi kifejezs mAsodik tagja az

sszef ggds alapjAn Arendezheti az alAbbi form/Za

ds *
% mMog mm. & = 0. (7)
JE JE

(s) (s)

A szorzatb | * ~ 0 tehZ csakis a skalZEszorzat, vagy a sz gletes z/E jel-
ben levi kifejez@ kell hogy z&us legyen. A z/ jeles kifejezs azonban (1)
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szerint nem mAS, mint a k Isi terhel@hez tartoz alakvAttozAsi egyenletrend-
szer (melynek minden sora k | n-k | n z@us), k vetkez@sk@ppen segditZte-
| nk formAtisan is bizony tott.

342 Satikailag hatAEozatlan t rzstart hasanAmatABak  formAs igazol /&a

VizsgAjunk egy n -j- m-szeresen statikailag hat/ozatlan tart szerkeze-
tet. VAasszuk at rzstart t n-szeresen hat/ozatlanra @& rjuk fel ezzel a hat/A&
rozatlan t rzstart val az m f | s kapcsolati eri meghatf&FozAAa szolgA
egyenletrendszert. A k Isi terhel@bi| az n-szeresen hatAozatlan t rzstart n
@bredi belsi eri ket term@zetesen most k | n feladatkéht kell meghatAozni,
nagysAguk az alAbbi egyenlettel oldhat meg:

Mo=Myo + Z*mgs (8

ahol My a k Isi terhelgsbi | a hatAEozott t rzstart n @oredi belsi eri, z pedig
az n f | s kapcsolat megsz ntet@ksehez sz ks@hes ismeretlen erik oszlop vek-
tora, my az n kapcsolati helyen mBk di egys@hnyi terhelZpAokb | bredi
belsi eri k oszlopvektora. (A fel lvon/sal  a statikailag hatAozatlan t rzstart
belsi eriit jel It k). Hasonl k@ppen hatAozhat k meg az n -f-1, n -f-2, ...
n -)- m k@pzelt AEmetszgZsekben mRk di egysdgnyi terhel@pAokb | keletkezi
ighybevdtelek is

ML = M'y + oy m i
M, = My -(- ¥ mg, (9a)
M oy = My - ’

vagy r viden sszefoglalva egy vektoregyenletbe
=m+ Y, (9p)

ahol m, a statikailag teljesen hatAozott t rzstart N-f- 1, N-f- 2, N-j- m-edik
AEmetsz@sZben hat egys@gnyi terhel @spAeokh i keletkezi ig@hybevdelek
oszlopvektora, Y pedig az elsi n Atmetszs z/AEAAO0z sz ksdhes ismeretlen
erirendszer az n-f 1, n-f 2 ... n- m Ametsz&i helyen hat egys@gnyi
terhel@pZb |. Az Y mArix tehZ m oszlopot & n sort tartalmaz:

v . Y2 Y2 Y im
Y = v21 vy22 "23 Y 2m
L Yy- Y2 yv 2 Y nm
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A mAErix Yy eleme megadja az i-edik AEmetsz@sben @bredi kapcsolati erit az
n + k-adik AEmetsz@&ben mBk di egysdgnyi terhel ZspAE mint k Isi ter-
hel &% hatAsAa.

Az n-f-1, n4-2 ... n-f- m-edik f | s kapcsolati helyen @bredi belsi
eri k meghatAozAsAnoz fel kell rnunk ugyanezen Ametsz@si helyek relat v
deformZi jApak z&us voltA. R vid formAban:

xox, + t5= 0. (10)

A (10) egyenletben A a statikailag hatAozatlan t rzstart hoz tartoz
egyshthyezi k mArixa @&  a terhel@sthyezi k oszlopvektora. FelhasznAva
a (8) & (9) sszef gt A &  dtke fel rhat az egysdy terhel@pAtok & a
k Isi terhel@s seg tsdg@vel. Az alakvAttozAsok meghatAZoz/AAA felhasznAjuk
az eli zi ekben igazolt seg@t@el nket, vagyis a statikailag hatAEozatlan tart
deformAei jA a t rzstart ra helyezett egys@yterhel@sekkel szAmn tjuk ki,
ennek seg tsgg@el

S b v~ = { (Mt Yra)m * = Dyt Y*D
Js E I JE

«b= " mz(Mo-hZ*mi)A:d2+ D, z.
Jts) E X JE

Figyelembe v@ve, hogy Y & z az n-szeresen hatAtozatlan t rzstart f | s kap-
csolati eriit jelentik, ezek az n-szeresen hatAozatlan tart ra fel rhat alak-
vAtoz/Asi egyenletbi | szAmn that k:

z= -Df/dj,
Y='D'r/D12,
ahol

ds

Dn=f MaMmy
J((S) JE
" *  ps

Di2= mim;
J((S) JE
ds

= ( »7

Jig) JE

Ezeket az @rtZkeket visszahelyettes tve a (10) egyenletbe, figyelembe v@ve,
hogy (Dr/Djz)* = D,;D//, az alAbbi sszef gg@st kapjuk:

(D22 - D21 Dr/ Dip) Xo+ dp- Do Dr/d, = (11)
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A (11) egyenlet azonban teljesen megegyezik azre+ re-szeresen hatAozatlan
feladat k z ns@hes (statikailag hatAEozott t rzstart jod megold/AEA&al, ha azt
r vid Dx -(- d = helyett az alABbi particionAtt formAban rjuk fel:

Dy Dp

+ = [o],
| 21 Dy,

P11*¥1 + P12%2+ 9 = (12)
D21 Xz + Dox, + dp

A (12) egyenletbi | ugyanis x, kifejezs@rel x,-re ugyancsak a (11) egyenletet
kapjuk meg. Ezzel igazoltuk formAksan is azt, hogy a statikailag hatAtozatlan
t rzstart hasznAtata jogos, hiszen a v@leges belsi erik ugyanakkor/Za
ad dnak, mint a hatAozott t rzstart n, sit alevezet@ betR szerinti egyez@bi |
megAtl ap thatjuk azt is, hogy a k@&fajta elj A |hyegd tekintve nem k | n-
b zik egymAt |, vdsi soron mindketti a Dx -j-d = egyenletet oldja meg.

A statikailag hatAozatlan t rzstart hasznAkata felfoghat mint saj/AEos
line&is transzformZi is. A transzform/Zi sorA az elsi re ismeretlent g
vAttoz kkal helyettestj k, azre-j-1, re+ 2 ... ref- m-edik ismeretleneket
vAtozatlannak hagyjuk.

Xj  Zj+ Xne1 + An+2Yi2 + Xnem Yim, (13)
ha
i<lre @&
X/l = X J
ha
i > re

Ezzel az eredeti alakvAttoz/Asi egyenletrendszer elsi re egyenlete az alAbbi
alakban rhat fel:

2 %« + <NKgf + 12 N ° K 1 o+ =+ +
Ao A, (14)

I n

T Xno ovrwm Ki + <Mofhy| =0,

ahol E= 1, 2...re.

V Akasszuk meg ZI, ; Voo, Otikeit ogy, hogy az Ay = Ax =
A2 = ... = Ay = O feltddelek teljes ljenek. K nnyen belAhat , hogy az
Ao = Aj A, = ... = A, = 0 egyenletrendszerek megoldAsa rendre meg-

adja az re-szeresen hat/Zozatlan t rzstart ismeretlen kapcsolati eriit a k Isi
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terhel@&bi |, valamint az n+ 1, n+ 2, ... n -f- m fEmetszekben hat egy-
sgnyi terhel@pAokb |. Term@szetesen, az egyes egyenletrendszerek megol-
d/&ARoz csak egyszer sz ks@ges a [0-fd mArixot invertAmni.

A teljes alakvAttoz/&i egyenletrendszer re + 1, n+ 2, ... n+ ni-edik
egyenlete z* & Y ismeretdben az .  Xnpo, ... Xuem iSmeretieneket fogja
mA csak tartalmazni:

P41 Lil'ki | "kn+1 742 Yi2 v+ 2 t ... F
W=L =1
+ Xn+m Y'M w + KN+M + NZy k1 * Dko = Q. (15)
i=1 1=1
ahol ° =re+ 1,re-j-2, ... n+
A (15) egyenletrendszerbi| meghatAozhat az X1, Xne2,  ++.  Xoem

Ztke & a (13) line&is transzformAei s sszef gg@ksel ateljes egyenletrendszer
vhsi megoldABa is el AH that .

A fenti gondolatmenettel reknrzi s eljZ&At is dolgoztunk ki lineZEis
egyenletrendszerekre, mivel egy n + m ismeretlent tartalmaz egyenletrend-
szer megold/BAE sz@v Atasztottuk egy n ismeretlenes egyenletrendszer ism@elt
@& egy m isineretlcnes egyenletrendszer egyszeri megold/&Aa. NyilvA az gy
nyert alacsonyabb ismeretlen szAmot tartalmaz egyenletrendszereket ugyan-
csak tovAbb bonthatjuk afenti rekurzi val.

3.43 Satikailag hatAeozatlan tart rendszerek kapcsol d/&Ba, a dtatikailag  hat/AEo-
zatlan t rzstart kK AfalABos tABa

A statikailag hatAozatlan t rzstart kra levezetett sszef gg@seinket @&
annak lineZis transzformAei kénht t rtehi @telmez@@ alkalmazzuk a stati-
kailag hatAtozatlan tart rendszerek hatAozatlan sszekapcsol&Aa. A leg-
egyszerBbb kapcsolatnA k@ rendszert k t nk ssze kapcsolattagokkal. Az
gy kapcsolt rendszer f | s kapcsolati eriit megad egyenletrendszer mindig
fel rhat particionAtt alakban is:

A, Ap O X1 g

AX -j-a Ay Ap Ap X2 t 5 = [« (16)

A, A, X, a.
Ebben az egyenletrendszerben x, & xsjelzi az |. & I1l. szerkezet saj/Z isme-
retlen belsi eriit, & x, adja meg a k@ rendszert sszek ti kapcsol tag isme-
retlen belsi eriit. Tdelezz k fel, hogy az I. & |ll. rendszerek erijAZKa n-
magukban k nnyen meghatZ&ozhat k. Ehhez a vizsgAathoz a Il. sszek ti-
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tagot statikailag hatAEozott rendszernek kell tekinteni, vagyis statikailag
hatAozott t rzstart AHapotban kell tartani. Az |. @& Ill. rendszerek saj/AE
belsi eriit az

Anz + a = ) 17
A33%3 ~
egyenletek adjAk meg. Term@szetesen ebben az esetben 1l. kapcsol tagban

felvett kdpzelt AEmetszZsekben AttalAban a szerkezet deformA dik. Meg kell
tehZE hatAoznunk az ezekben az Atmetsz@sekben mBk di k | n-k | n egy-
spnyi terhel@pAeb | keletkezi f | s kapcsolati eri ket az |. @& 111. szerkezet-
ben. Ezek az eri k a (17) egyenlethez hasonl an rhat k fel:

-~ R i (ig"
AB +a32=0.

A (13) sszef gg@ksel megadott lineAEis transzformAei t alkalmazzuk az x
ismeretlenekre, vagyis vezess k be az alAbbi jel |Zseket:

P T % 4" Y Xs,
X, = Xo, (19)
X3 23 - A3%2

Mivel z,, z es Yj, Y3 erteket az egyszerBbb (17) es (18) egyenletekbi| mar
meghatZoztuk, a (16) egyenletbi| x, &tgke k | n megAtap that :

(A21 YI + 22 + A23Y3) Xo+ As1z + AxzZz-F-ap = . (20)

Behelyettes tve z & Y @&tikeit, x,-re ugyanazt a kifejez@t kapjuk, mint amit
a (16) mZArixegyenlet particionA&EABAal fel rhat  mArix-egyenletrendszer
formAis megoldAAal nyer nk:

X2 = ( A21A111 A -)-Axn A A931A32) 1(A21 ’ aj -f-Ax Az as a).

A feladat teljes megold/&BAE a (19) sszef gg@ksel hatAozhatjuk meg, mely
leheti v@ teszi a teljes tart rendszer sszes f | s kapcsolati eriighek meg-
Alap t/ABA. Az eljAEMA nyilvAa kiterjesztheti kettind t bb tart rendszer
statikailag hatAozatlan sszekapcsol d/&A | szAEmaz belsi erik meghat&
roz/B/Aa is, a megold/A sorAB az egyes tart rendszerek egym/gt | f ggetlen
vizsgAratAE @& az ut lagos sszek t@t c@szerRR az eli zi ekben bemutatott for-
mAEs mArix algebrai mBveletekkel figyelembe venni.

Az egym/Bt | f ggetlen statikailag hatAEozatlan tart rendszerek kap-
csolatARak, sszek t@shek szAmtalan formAta fordulhat el a gyakorlatban.
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9. &bra. Statikailag hatarozatlan tartérendszerek kapcsoldsa és a bonyolultabb kapcsolat
visszavezetése egyszer(bb esetre

A legegyszer(lbb esetekben a kapcsolotagok szama egy, és a fliggetlen
rendszerek szama 1, 2, 3 ... (9. abra). llyen esetet targyaltunk a (12) és a
(16) egyenletekkel, ahol a fuggetlen rendszerek szamdl. 2, a kapcsoldtagok
szama pedig 1 volt. A kapcsolétagok parhuzamos kotése elvileg altalaban
nem jelent 6j feladatot, és két parhuzamos kotés mindig helyettesithetd egy
magasabb hatarozatlansagi fokl egyetlen kapcsolétaggal.

Ha a kapcsolétagok és alaprendszerek sorba vannak kotx e, célszer(
kihasznalni azt a korilményt, hogy a kapcsoldtagok folos kapcsolati erdit
meghataroz6 egyenletrendszer maga is szalagmatrixos felépitésh, és célszerQ
a rekurziot ismételten alkalmazni.

Egy-egy ilyen Osszetett rendszer kapcsolati egyenlete mindig felirhato
a (12)-h6z hasonldé matrix-egyenletrendszer formajaban, melyben az 06ssze-
kapcsolt tartoszerkezetekkel kulon-kialén foglalkozhatunk és az 0Osszekotd
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tart rendszer (tart rendszerek) hatASA ut lag k | n szAn tAssal vehetj k
figyelembe. Abban a k | nleges esetben, amikor az sszek ti tart rendszer
nmagAban statikailag hatAozott, az ut lagos figyelembev@el elmarad, a
k | nAH tart rendszerek egyedi megoldAa k zvetlen | a v@heredmghyt
adja. Mindezen szAm tASok alapveti saj/ZEossAga, hogy az  sszek titag,
vagy tagok n@dk | az egyes tart rendszerek, f ggetlenek a sajAE belsi kapcso-
lati eriik szempontjAb | egymAt |, gy teljesen szdesi mAErixegyenlet-
rendszert k@peznek. Az sszek titag, ill. tagok figyelembevdele term@szete-
sen megsz nteti a teljesen szdesi jelleget.

A fenti megoldA&i m dszernek k | n sen akkor van nagy jelenti sdye,
lia a bonyolult tart rendszert siker | olyan egymAst | f ggetlen tart rend-
szerekre sz@bontani, melyeket viszonylag egyszer3 (alacsony hatAEozatlan-
s/Agi foka@ sszek titag (tagok) ff3znek ssze.

3.44 A datikailag hatAEozatlan tart rendszerek kapcsol /BABak gyakorlati
k vetkezm@hyei

szre kell venn nk, hogy az alaptart rendszerek @& az sszek titagok
k z tt nincsen elvi k | nbs@y (az alaprendszer @& a kapcsol tagok k z tti
k | nbs@g k | n sen csillagkapcsol dAnA tRnik el, ilyenkor az eredetileg
alaprendszernek megv/Aasztott k zponti tagot c@dszer3 a vdjgsi szAm tASban
kapcsol tagnak tekinteni), de szAm tAstechnikailag jelenti sen elt@nek. Az
alaptart rendszerek merevs@pi adatainak megvAtoztatASa az eg@bz szAm t/ABI
eredmghyt haszn/Ahatatlann/ teszi, a szAm tAst teljes egzdben Aiiri |l kell
kezdeni az o@ merevsdi jellemzi kkel. Az sszek titagok merevs@hhek meg-
vAtoztat/Asa az alaptart rendszerekre vonatkoz szAm tASokat vAttozatlanul
hagyja (Y @& z vAtozatlan) mind ssze az sszek titag (tagok) belsi erii
VAttoznak meg, teh/ZE az eg@z rendszer @iiril t rthi ofra szAm tASAEa nincs
sz ks, csak az sszek titagot kell ogra szAm tani, az o eredmhyek isme-
retben a tart szerkezet v@jleges belsi eri megoszl BA (ill. af | s kapcsolati
eri ket) a(19) sszef gg@s vagy ahhoz hasonl lineEs transzformAei megadja.

Ezt az eredm@hyt kihasznAthatjuk a statikailag hatAEozatlan tart k
agra szAm tARARoz pl. abban a esetben, ha a m&etez@ sorAd kider I, hogy
a felvett mFetek todzottak, vagy el@jtelenek.

Tekints k az eredeti tart rendszer nket alaptart rendszernek @& a
megfeleli en megvAasztott tart elemekkel k ss nk pAEhuzamosan egy-egy
kiegkz tI elemet a szerkezetbe. A kieg@z ti elemek  sszek titagoknak
tekintheti k, de olyan k | nleges fel@ t@ssel, hogy mindk@ v@y kkel az alap-
tart rendszerhez kapcsol dnak (tatm@Fetezetts@y eseth az  sszek titagok
negat v merevs@hgel rendelkeznek, ami a szok/A&os mechanikai szeml@detnek
nagyon szokatlan, de az alaptart rendszer elemeind nem nagyobb abszolot
atekig reds fizikai tartalommal rendelkeznek; ti. az sszek tI elem @& az
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eredeti elem merevs@he a vd@jleges tart n sszegezi dik, egyenli abszolod @tk
tehZE annak az esetnek felel meg, amelyben a tart szerkezetbi| egy elemet
kiiktatunk). Az sszek titag merevsdy@d vAttoztatva kikereshetj k a szA&
munkra legmegfeleli bb merevs@i &tdket s ezAtal a szerkezet al A&, ill. todtm@
retezetts@h@@ megsz ntethetj k andk |, hogy az alaptart rendszert agra
kellene m@retezn nk.

Az elj /. felhasznAhat kv/&Ziszimmetrikus szerkezeteken a szimmetria
teljes helyredt t/ABAa is, ezzel a szimmetriazavar visszavezetheti k Isi ter-
hel@ vizsgAtatAa [37]. SajAkos probl@mak@ht jelentkezik az  sszek titagok-
nak olyan bekapcsol A&&a a szerkezetbe, midi n nemcsak a bekapcsol/Ai pontban
k vAjuk meg az alaprendszer & az sszek titag egy ttdolgozASA, hanem
a tart elem teljes kiterjed@s@Zben. Legt bbsz r ez is visszavezetheti egyes
pontok egybekapcsol &&4a, de k | n sen olyan esetekben, amikor a vizsg/Z
tart elemnek sajZ terhel@e is van (k vetkez@Zsk@Zppen az  sszek titagnak
ezen is osztoznia kell), az egybesimul At a k@Fd@ses tart elem @& sszek ti
elem teljes terjedelm@ben szigoroan biztos tani kell. Ezekben az esetekben
az alaptart rendszcr eri jAECKAE ism@elten ogra kell szAm tani, hiszen a k Isi
terhel & az alaprendszer @& az sszek titag osztozABa miatt vAEtozik.
A kapcsolati egyenletrendszer egy tthat mAErixABak inverze termkzetesen
az alaprendszer vAttozatlansAga miatt ehhez a szAm tABhoz ism@elten felhasz-
nAhat . A saj/E terhel@s hatAsa azonban legt bbsz r nagy kiterjed@sR tart -
szerkezeteken elhanyagolhat . (Pl. csom pontban terhelt tart r4&s vagy
csukl kon terhelt rAesos tart feltdelez@se.)

4. A statikai modell sajAtossAgainak t kr ziddse a sz/Am tASokban

A modell & a szAn tA& k Ics nhatAsa bonyolult, & szorosan f gg a vizs-
g/t szerkezet egy@hi sajAEossAgait |. X@si soron minden szerkezetre k | n-
k I n kell megalkotni a legalkalmasabb szAm t/ABi eljAASt, mely a legkeve-
sebb munkabefektet@ssel aleheti legnagyobb (vagy a megk vAat) pontossAgot
biztos tja. N¢ghAny AtalARos @vhyessll k&Fddsben is megmutatkozik az
Atalunk vAtasztott szAm tABi elj AR & a szerkezet statikai modellj@hek szo-
rosabb kajicsolata.

4.1 A modell ofra sznt/a, ak zett szAnt/AR  helyesh t&e

A statikai modell tAgyal ASakor kimutattuk, hogy a jAmBszerkezet
eg®ze nem k veti szigoroan a line&is mechanika sszef gg@keit, vagyis az
alakvARozAok @& az egyes pontokban m@t fesz Its@hek nem lineZ&s f gg-
vihyei a k Isi terhel@eknek. A linedEist | eltdr viselkeddst a gyakorlati
sz/Am tAsokban nem tudjuk k zvetlen | figyelembe venni, m dunk van azon-
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ban arra, hogy r@szletesebb fesz Its@, ill. deformZi anal zis utAn, korrigAt
keresztmetszeti adatokkal a szAm tAst megism@elj k, & t bbsz ri ism@dlZ-
sel a val sAgot j | k zel ti eredm@&hyt kapjunk.

A szerkezeti soby optimumAbBak kerese a gyakorlati m@Fetez@s sorAd
ugyancsak a szAm tASok ismdelt vdgrehajtAsARoz vezet, mivel a sodymini-
mumot ilyen bonyolult terhel@R sszetett szerkezeten nein lehet egyszer3
varifEi szAm tAssal meghatAozni.

Az ism@delt szAm tAs statikailag hatAEozatlan szerkezeteken igen munka-
ighyes. A 3. fejezetben tAEgyalt statikailag hatAEozatlan t rzstart k Agal/E
nos tABa m dot ad azonban arra, hogy ateljes ogra szAm tAst elker |j k, &
az erist@sek, ill. gyeng tdsek hatASAE (akZ szAadekos, akAE a tart szerkezet
lineZist | eltd viselkedds@bi | szAEmazik) kisebb terjedelmB kiegsz tI szA&
m tABsal vegy k figyelembe. Az elsi |p@ben szAm tott teljes tart rendszert
a kiegkz tI szAm tASban t rzstart nak (alaptart nak), az eris t@eket, ill.
gyeng t@keket pedig kapcsol tagoknak tekintj k. A kapcsol tagok nem Kki-
eld t1 mete eset@ben csak a kieg@sz t1 szAmn tAR egy r&sz@A kell ogra elvpezni,
(a statikailag hatAfozatlan t rzstart ra hat egys@terhel@ekbi| szAm tott
egysptnyezi  sszetevi k vAttozatlanok maradnak), gy az eljA&A& nem tod-
sAgosan nagy munkarAtord tASsal leheti v@dteszi az eri s tiek, ill. gyeng t@sek
t bb vAttozatApak a vizsgAmat/AE is.

Formailag hasonl k@&Fddsekre vezet a jAEmMBRszerkezetek sszetett vol-
tAb | sz/Emaz sajAEossAg is. Az nmagukban j | kezelheti szerkezetek egybe-
@b tke & az egyensotyi, ill. kompatibilitAi felt@delek szigorobb Kkield tdse
ugyancsak biztos that a statikailag hatAEozatlan tart rendszerek kapcsol/Z&
sfEa vonatkoz megfontol &Bokkal.

V@ | ide tartozik az egyes szerkezeti elemek teljesen merev, vagy telje-
sen | Ay felt@delez@i | szAEmaz elhanyagol Aok korrekci ja is, mely ugyan-
csak felfoghat statikailag hatAeozatlan tart rendszerek kapcsol/A&Apak.

Term@kzetesen ez ut bbi k@&d@ksek nem csak a vAolt aton tehZ& szi-
goroan pontos @& egyldpcsi s szAmn tAssal oldhat k meg, hanem iter&i s
m dszerekkel is. A statikai szAm tAsoknak ezek az egyszerR3s tett m dszerei
(tehAE egyes elemek deformAei jApak, ill. terhel@& felvdelZhek elhanyagol Asa)
@& az sszekapcsolt lart rendszerek egymABt | f ggetlen sz/Am tASa egyarAat
olyan megoldAokat eredm@hyeznek, melyek vagy az egyensatyi, vagy a
kompatibilitAsi feltdeleket nem el@y tik ki. A k@& feltdel fokozatos, ill. fel-
vAttva t rthi kieldp tke az ismert iterAei s eljAEASok alapja. (cross foko-
zatosan el@ ti ki az egyensatyi feltddeleket, a kompatibilit/si feltdeleket vdig
kieldy ti; ¢ NTHER Sz gosztA m dszer@ben ford tva jZ& el, a kompatibilitAsi
feltdelek fokozatos kield te mellett az egyensodyi felt@eleket el ti
ki Aland an; NyikoLszk1J iterfEi s eljAAAban [9] felvAtva egyik |Zhdsben
a kompatibilitAst, mAik |pdEben az egyensatyi felt@eleket eldti ki.) Mind-
egyik iterZi s eljAAABnak alapveti problZmAta a konvergencia mdtzke, mivel
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etti| f gg az eljAA munkaighyessdje. A konvergencia feltdelek legkev@Zshd
a Nyikolszkij eljAAra vannak kidolgozva. Ennek ellende n¢hAny jAEMB-vAE-
szerkezet szAm tAsakor k | n sen eliny sen lehet alkalmazni (pl. gerinc-
tart s vasoei kocsi hossztart jARak hajl tASa, teherg@pkocsi |@ra-alv/AAAak
csavarABa, keskeny oszlopoe vasati szem@dykocsik hajl tAsa stb. [38].

4.2 A szerkezet szakaszos ismdli d@e, ritmikuss/ga

Az azonos metl? szerkezeti elemek ismdli ddse a szAmn tASokat nagyon
megk nny ti. Cs kken az ism@li dZs miatt az egysdhtéhyezi k meghatAeoz A&
s/a ford tand munka. Az egyenletrendszer ism@lidi elemB liipermArix
egy tthat val rendelkezik, mely lehetiv@ teszi a statikailag hatAozatlan
tart rendszcrck kapcsolatAta @v@hyes sszef gg@sek alkalmaz/BAE.

Ha az ismdI&% a mArix egy tthat ban soronk@éht jelentkezik, leheti s@
g nk van az egyenletrendszert differenciaegyenletnek, esetleg hatAEA&menet
seg tsy@el differenciAegyenletnek tekinteni. A differencia-, ill. differenci/A:-
egyenletek jAEmBszerkezeteken legfeljebb negyedrendBek, @& szimmetrikus
fel@p ts k miatt karakterisztikus egyenlet k z/At alakban is megoldhat .
A differenciaegyenletes megold/Ast eliny sebb a szerkezeti szabAkytalansAgok-
b I, vagy terhel@i szab/AytalansAgb |, esetleg technol giai eljA&ABb | ered
zavar ig@hybevdelek csillapod/AArak meghatAEoz/ABAEa felhasznAini. Ezekben
az esetekben a differenciaegyenletek homogéhek @& a zavar hatAst csak a
peremfeltdeleknd kell figyelembe venni. A tart rendszer totAis terhel@e
inhomog@h differenciaegyenletre vezet, ennek megold/Asa tetszileges terhel@s
esetben neh@kesebb. A gyakorlatilag legfontosabb inhomog@h terhel @i
esetek azonban visszavezetheti k szimult4A8 homog@h differenciaegyenletek
vizsgAatAEa [39]. A differenciaegyenletes megoldABok egy-egy konkr@ fel-
adat megold/Aa mellett a szerkezet m@dyebb tulajdonsAgainak elemz@&@e is
alkalmasak; meghatAozhat k vel k egyes terhel@i vagy szerkezeti zavarABok
hat/Bk rzetei, @& ezek leheti v teszik a szerkezetek ogra szAm tAsApak a
mAE ismertetett pontos eljAMA&t | eltdi k zel ti elvidyzsd.

4.3 A szerkezet  szimmetrida

A szerkezeti szimmetrifBak szAm tASt megk nny ti szerepe egy, ill.
k@ szimmetriatengely, valamint k rszimmetria esetde k zismert. A terhel @t
ilyenkor szimmetrikus, ill. antimetrikus sszetevi kre (k rszimmetria eset@ben
trigonometrikus sorokkal) tudjuk bontani. A sz/Am tASokat az egyes ssze-
tevikkel k | n-k | n v@hezhetj k el.

JAEmMRszerkezeteken a szimmetriABak azonban etti| eltd esetei is el -
fordulhatnak:
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Kv/A&iszimmetrikus szerkezetnek szigoroan tekintve nincs szimmetria-
tengelye. A szerkezet nagy r@z@ben azonban @vhyes | a szimmetria (pl.
egyoldalas ajt elrendez&s aut buszokon); az ilyen szerkezetek gondolatban
mindig kieg@z theti k szimmetrikusra, & a szAm tABok, a szimmetria sszes
ell nyeit kihasznAva, erre a kiegsz tett szerkezetre vonatkozhatnak. Az aszim-
metri/E eliidd tart elemeket a szimmetrikus tart hoz kapcsolt zavar
tart nak tekintj k, melyek a tart rendszerek kapcsol/&/Z | elmondottak sze-
rint veheti k figyelembe. Ennek sorA term@szetesen az alaptart szimmetri/Zta
@& a szimmetriA | szAmMaz szAn tA k nny t@sek vadlig dvdhyes Inek.

Saj Aos problgm/AE vet fel a kettind t bb, de vidges szAmce szimmetria-
tengellyel om. magasabb rendB szimmetri/Aal rendelkezi szerkezet szAm t/Asa.
(Ilyen, pl. ny szimmetriatengelyes szerkezet fordul eli haj k feddzeth, ill.
fenek@h.) T bb szimmetriatengely eset¢h ugyanis egy tetszileges k Isi ter-
hels k | nb zi m dokon bonthat fel szimmetrikus & antimetrikus ssze-
tevi kre [40]. A lehetsfes felbont/&ok k z tt mindig tal Ahat olyan, mely a
szAm tARok szempontjAb | a legkev@&b@ munkaighyes, azaz a legt bb egy-
mAt | f ggetlen szimmetrikus @& antimetrikus terhel@csoportot tartalmazza.
A szimmetriaviszonyok tisztAA geometriai megfontol&Bsal is elemezheti k,
a legkedvezi bb terhel@felbont/&8 azonban megleheti sen nagy gyakorlatot
k vAA meg. Kimutathat , hogy a legkedvezi bb terhel@felbont/& mAErix
transzform/Z€i val is meghat/&ozhat . A transzformAgi t ismert transzform/Z
mAErix eset@ben egy lZpcsi ben, nem ismert transzformA mAErix esetében
pedig vijes szAmee Ipcshi | A  iterAi val hajthatjuk v@gre [41].
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