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A szakirodalom a hajlításmentes gömbhéj homogén differenciálegyenletének Fourier-
alakú általános megoldását gömb-koordinátarendszerben vezet i le, s a héj feeszültségi állapotát 
a tényleges fajlagos feszítőerőkkel jellemzi. Ez a tárgyalásmód derékszögű négyszög alaprajzú 
gömbsüveghéjak esetében több tekintetben kényelmetlen. Az ebből fakadó nehézségek ki-
küszöbölésére jelen dolgozat az ismert megoldásokat gömbkoordináták helyett derékszögű 
koordinátákkal fejezi ki, a héj feszültségi állapotát pedig a tényleges feszítőerők helyett az 
ún. redukált feszítőerőkkel jellemzi. A dolgozat a Fourier-alakú megoldásokon kívül egyes 
egyéb, a szakirodalomban eddig nem ismertetett megoldásokat is bemutat, s mindezen esetek-
ben a redukált feszítőerők képletein felül a feszültségfüggvény egyenletét is megadja. 

1. Bevezetés 

A derékszögű négyszög a lapra jzú gömbsüveghéjak számítása még az ún . 
membránelmélet egyszerűsítő feltevései keretében is súlyos ma tema t ika i nehéz-
ségekkel jár . Ezért a gyakorlat a szóban forgó probléma tá rgyalásakor közelítő 
el járáshoz kénytelen folyamodni . 

A gyakor la tban a lkalmazot t közelítő e l járások rendszerint ón. kerületi 
módszerek. Ezek a fe lada to t két lépésben oldják meg. Első számítási lépésként a 
fe lada t inhomogén differenciálegyenletének egy par t ikulár is megoldását állít-
j ák elő, mely — természetszerűleg — ál talában n e m teljesíti a fe ladat kerületi 
fel tételei t . Ezért a számítás második lépéseként az inhomogén par t ikulár is 
megoldást a homogén differenciálegyenlet egyes part ikulár is megoldásaival 
egészítik ki. Ezt a művele te t oly módon h a j t j á k végre, hogy a kiegészített meg-
oldás kellő pontossággal feleljen meg a feladat kerüle t i feltételeinek is. 

A szakirodalom a gömbhéj differenciálegyenletének megoldását gömb-
koordinátarendszerben ad ja meg, a héj feszültségi ál lapotát pedig a felületi 
koordináta i rányokba eső tényleges feszítőerő a lkotókkal jellemzi. Ez a tá rgya-
lásmód köra lapra jzó gömbsüveghéjak esetében igen célszerű, a gyakor la tban 
sűrűn alkalmazott derékszögű négyszögalaprajzú gömbsüveghéjak esetében 
azonban előnytelen. Ez utóbbi esetben gömbkoordiná ták helyet t derékszögű 
koordiná ták haszná la ta , a tényleges feszítőerők helyet t pedig az ún. redukált 
feszítőerők bevezetése indokolt . 

Jelen dolgozat a derékszögű négyszögalaprajzú gömbsüveghéjak számí-
tásához óhaj t a te rvezőknek segítséget nyú j t an i . E cél érdekében a gömbsüveg-
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héj homogén differenciálegyenletének a számítások során célszerűen felhasz-
ná lha tó egyes par t ikulár i s megoldásai t derékszögű koordinátarendszerben 
adja meg , a hé j feszültségi ál lapotát pedig a redukál t feszítőerőkkel jellemzi. 
A b e m u t a t a n d ó megoldások egy része a szakirodalomból ismert Four ier -a lakú 
megoldásnak derékszögű koordinátarendszerbe t ranszformál t vá l toza ta , másik 
része azonban a szakirodalomban eddig nem szereplő újszerű megoldás. 

Az alábbi fe j tegetésekben fel té te lezzük, hogy a gömbhéj membránszerű 
feszültségi á l lapotban van , s e rő já téka az ún. membránelmélet egyszerűsítő 
feltevéseivel kellő pontossággal í rha tó le. 

Vizsgálataink cé l já ra olyan О ( x , y, z) derékszögű koordinátarendszer t 
veze tünk be, melynek kezdőpont ja az R sugarú gömb középpon t j ában van, 
2 tengelye pedig függélyes (1. ábra). A z tengely pozit ív ága felfelé m u t a t . 

Vizsgálataink t á r g y á t a teljes (a zárt) gömbhéj képezi, de a közlendő 
képletek közvetlenül csak a gömbhéj felső, z >> 0 felére a lka lmazhatók . I t t a 
héj középfelületének a l a k j a a 

2. Alapismeretek 

z 

1. ábra. Az 0(x, y, z) koordinátarendszer 

z = (R2 _ д.2 _ y>)l/2 

egyenlet tel je l lemezhető. Ugyanez az egyenlet a 

(1) 

( 2 ) 
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relatív koordináták bevezetésével 

С = (1 - 1 2 —1?2)1/2 

alakban írható. 
(3) 

3. A gömbhéj homogén differenciálegyenlete 

A héj x, у i rányú redukált feszítőerőit 

betűkkel jelöljük (2. ábra). 

í Z 

2. ábra. Az nx, nxy, nyx, ny redukált feszítőerők 

Ezek a redukált feszítőerők, mint ismeretes, az ún. Pucher-féle 
F= F(x,y) feszültségfüggvény második derivál t jaival a következőképp fejez-
hetők ki : 

nx = Fyv, nxy = riyx = Fyxs ny — Exx • (4 ) 

Utóbbi képletek a rj relatív koordináták bevezetésével ekként a lakulnak: 

NX = - - . Г KP, » n 

R2 

1
 Г

 1 
Ге , Пу = —— 

R2 У R2 Ki- (5 ) 

A fentiekben szereplő feszültségfüggvény eleget tartozik tenni a membrán-
elmélet ismert parciális differenciálegyenletének, mely a gömbhéj terheletlen 
felületrészein 

(R2 - y2) Fyy - 2xy Fxy + (R2 - x2) Fxx = 0 (6) 
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alakú. Ugyanez az egyenlet — a gömbhéj homogén differenciálegyenlete — a 
f , r) relatív koord iná ták bevezetésével 

(1 - r f ) F ^ - 2 { 4 F £ 4 + ( 1 - P ) F a = 0 (7) 

a lakban í rható. 

Az a lábbiakban a fenti differenciálegyenletnek egyes par t ikulár is megol-
dása i t i smer te t jük , de tá rgyalása inkban csak a függélyes koordináta s íkokra 
szimmetrikus megoldások bemuta t á sá ra szor í tkozunk. 

4. A homogén differenciálegyenlet Fourier-alakú reguláris megoldásai 

A feladat homogén differenciálegyenletének szinguláritással nem b í ró 
Fourier-alakú á l ta lános megoldása a szakirodalomból [1 — 7J ismeretes. Ezen 

3. ábra. Jelölések 

megoldásoknak megfelelő Nv N12, N21, N2 tényleges faj lagos feszítőerők a 
3. ábrán szereplő 0 (<p, #) gömb-koordinátarendszerben a következő ismert kép-
letekkel fe jezhetők ki: 

, ^ tanm(qs/2) . sin m~2<p 
N,=+Am

 1 cos m ê = + Am - cos mfî , 
(1 -)- cos<p)m sin2 (p 

N12 = Nn = - A m
 t a n m ( y / 2 ) sin m§ = — Am ^ ^ sin mb , (8) 

sin2 (f 

— — Am 

t an m (y /2) 

sin2 cp 

(1 -f- cos cp)n 

gJJJPÍ z. (p 
cos m ê = — A m cos m û . 

, j n m - 2 , 

( 1 + C O S ( p ) m 
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Ezekben a képletekben szimmetria okokból 

m = 2, 4, 6, . . . 

Az m = 0 esetet, mely a <p = 0 helyen szingularitással bír, a tárgyalásból ki 
kell rekeszteni. 

A (8) alat t i tényleges feszítőerők alaprajzi vetülete 

N[ = N1 cos <p = N1 
R 

У12 — ^12 ' 

N. 21 R 
N21 = N21 CO S(P 

N'2 = N2, 

ezen vetületi erők redukál t (fajlagos) értéke pedig: 

n [ = i v ; = i v * 
R 

П12 = ^12 = У12 3 '12 
IV', 21 

cos 
= N„ 

ÍVÓ я г R 
— = i V 2 — 

cos (p z 

(9) 

Ezek után az x, у irányú redukált feszítőerők egyszerű feszültség-transzformá-
cióval számíthatók: 

nx = TI] cos2 # -f- n'2 sin2 # — re(2 sin 2 ê , 

nXy = (re] — n2) sin & • cos # Ц- re(2 cos 2 # , 

ny = n[ sin2 # -f- n'o cos2 # -j- n'12 sin 2 д. 

Behelyettesítve ide a (8) és (9) a la t t iakat , azt t a lá l juk , hogy 

Am sin" •<P 
(1 -f cos (p)m 

Am sinm~2 cp 

z R 
cos2 # sin2 $ | cos mű + sin 2 # • sin mű 

R z ' 

-XY • 

(1 4- C O S (p)m 

Am s in m _ 2 cp 

(1 -f cos (f)m 

i + A 
R z 

sin 2 ű 
C O S mű — cos 2 ű • sin mű 

- - sin2 ű — cos2 Ű 
R z 

cos mű — sin 2 ű • sin mű 

(10) 
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Minthogy 

R 
R 1 

sin2 ft = cos <p • COS2 I? sin2 ft = 
Z COS 99 

COS2 Cp • COS2 ft — sin2 ft 

z , R 

1 = cos <p -j-
R z cos cp 

cos cp 

1 1 + c °s 2 V 
cos cp 

z R 
— sin2 ft — — cos2 ft = cos cp • sin2 ft 
R z 

1 
cos2 ft = 

cos cp 

cos2 cp • sin2 ft — cos2 ft 
cos cp 

az előbbi képletek ily alakra hozha tók : 

Am s inm~ 2 cp 

nxy = + 

(1 + cos cp)m 

Am s in"1 - 2 cp 

(1 + cos <p)m 

Am s inm~2 cp 

(1 + cos cp)m 

sin2 ft — cos2 cp • cos2 ft 
cos cp 

1 + cos2 cp sin 2 ft 

2 cos cp 

cos2 ft — cos2 cp • sin 

cos mft — sin 2 ft • s in mft 

cos mft — cos 2 ft • s in mft , (11) 

cos mft -j- sin 2 ft • sin mft 
cos cp 

a) az m = 2 eset 
Az i t t t á rgya landó esetben az x, y irányú reduká l t feszítőerők (11) kép-

letei a 

t = J*L = У  
~ R ' V ~ R 

cos cp = — 
] F R 2 _ X 2 _ Y 2 _ 

R = 4 , sin cp = R 

У 

= V f + t?2 = e . 

N 

]/x2 + y 2 Q f x 2 + у2 в 

helyettesítéssel a következőképp a l aku lnak : 

A , 

(1 + O V 

„2 _ £2 Г2 

— - (£2 - RF) — 412 rF 

nXy = + 
A t

 SV 
(1 + О2 Qi 

( 1 2 ) 

Л - £2 

(1 + o v С 

(£2 - t)2) + 4 1 2
 RF 
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b) Az m 4 eset 

I lyenkor az x, y i r ányú redukál t feszítőerők (11) képletei a 

sin 4 # = 4 cos & • sin # (cos2# — sin2 •&), 

cos 4 д = cos4 &—6cos2 • sin2# -f- sin4 & 

összefüggések figyelembevételével e k k é n t í rha tók: 

5. A homogén differenciálegyenlet Fourier-alakú szinguláris megoldásai 

A gömbhé j homogén differenciálegyenletének a z = 0 me t sze t egyes 
p o n t j a i n szingulai i tással bíró Four ie r -a lakú általános megoldása a szakiroda-
lomból szintén [1—7] ismert . E megoldások közül a fe ladat sz immetr ia köve-
te lményeinek megfelelő megoldások ese tében az Nv N12, N2l, N2 tényleges 
feszítőerők a 4. ábrán szereplő 0 {ot, ß) gömb-koordinátarendszerben a követ-

A* Г R F - P P 

( í + O V L с 
( f 4 - 6 P R ? + RF) - - i f ) J , 

|r?(£4 - 6 I2 rf + t?4) - 4 ^ - т?2)2| , (13) 

( I 4 - 6 I2»?2 + г)4) + 8 t ? r ß { P - t f ) l . _ A , _ Г P - R F P 

( i + 0 4 e 4 L С 

У 

4. ábra. Je lö lések 
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kezőképp fejezhetők ki : 

T V 
B , 

2 sin2 ж 

Bm 

TV12 = TV21 = 

2 sinm+2 a 

ВТ 

2 sin2 a 

Brr, 

N2 = 

2 sinm+2 a 

Brr, 
2 sin2 oc 

B m 

2 s i n m + 2 a 

+ tanm(a/2) + cotm(a/2)] cos mß = 

-F (1 — cos x)m + (1 + cos a)m] cos mß , 

— tan'"(a/2) + cotm(a/2)] sin mß = 

— (1 — cos a)m + (1 + cos a)m] sin mß, 

— tanm(a/2) - cotm(a/2)] cos mß = 

— (1 — cos a)m — ( 1 + cos oc)m] cos mß. 

A fenti képletekben 
m = 0, 1, 2, 3 

Az Nv N12, N21, N2 tényleges feszítőerők alaprajzi vetülete: 

N[ = iVj cos y = N1 — , 
V 

N'12= iV12cos ß = TV 12 ' 
S 

TV21 = TV21 cos y = TV21 , 

TV̂  = TV2 cos /3 = TV2 — , 

e vetületi erők redukál t (fajlagos) értéke pedig: 

42 

n0 = 

TVj - N и s 
cos ß — i v i V z 

1\'12 = A1 2 
г s 

cos ß 
= A1 2 

s z 

N'n = TV21 
и V 

cos у 
= TV21 

V и 

N'2 — /V - z V 

cos у — i>2 s и 

• 1 2 : 
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Ezek után az x, y i rányú r eduká l t feszítőerőket az 5. ábrán a lapra jzban 
f e l t ün t e t e t t héjelem egyensúlyi vizsgálatával h a t á r o z h a t j u k meg: 

, . , t . s t 
nx = rif cos о — rif - — = iVj , 

и V z 

О У 
NXY = «12 — ni sin ő = — N A — NF —4 , 

V z 

cos Ô 
+ n2l t a n ô — nxy t a n ô = 

S t t t V z 

5. ábra. A vizsgált héjelem alaprajzi vetülete 

Figye lembe véve, hogy 

s = fjR2 - x2 = R yi —I2, 

t - s 2 F 2 - * 2 R (1 - I2) 
X X f 

Rs _ Rî/R2 - x2 _ R]/l - I 2 

1ÍR2 — x2 — y2 = R f 1 = 

az előbbi képleteket ekkén t í rha t juk : 

1 — f 2 

NX = N , - A - , 

N - - N - N ^ L 
nx y — iV12 — JVj —— , 

(15) 

" y = i V 2 ^ ^ r + 2 i V 1 2 T ^ r + IV! ^ l - f 2 i - f 2 (1 - f 2 ) : 
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a) Az m — 0 eset 

x) Az alapfeladat. Az általános esetre vonatkozó (14) képletek a i m = 0 
esetben a következőképp egyszerűsödnek: 

N I 
Bn B0R2 Bn 

sin2 a B2 — x2 1 —I2 

N12 = N21 = 0 , 

iV2 = Bn B 0 B 2 

R2-x2 
Bn 

l - l 2 

(16) 

2TTRB, 

6. ábra. Gömbhéj , két átellenes p o n t b a n egy-egy el lentett ponterővel t erhe lve 

Ezen értékeket a (15) képletekbe behelyettesítve, az alábbi képletcsoportot 
k a p j u k : 

Bn nY = 

B0$V 
( i - ! 2 ) C ' 

B o d 2 ^ 2 - ! 2 ) 

(17) 

(1 - 1 2 ) 2 ! 

A feszítőerők fenti rendszerének megfelelő feszültségfüggvény könnyen 
előállítható: 

»? F = B0R2 (rj arc sin 
l / l - l 2 + Î). (18) 
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Egyszerű számítással igazolható, hogy a (17), (18) képletek a 6. áhrán 
fe l tün te t e t t alapfeladat megoldását képezik. 

ß) Az alapfeladat első változata. Az cx) alatt tárgyal t alapfeladathoz hason-
lóan tárgyalható a 7. ábrán látható fe ladat is. Ez esetben 

F = B'0R2 (g arc sin * + C), (19) 
pl — Tj2 

7. ábra. Gömbhéj, két átellenes pontban egy-egy ellentett ponterővel terhelve 

az x, y i rányú redukált feszítőerők pedig: 

n = В» (I2 r/2 — Ç2) 
(1 — j?2)2 с 

( 2 0 ) 

n v = 
y с 

(1 - * ? 2 K 

B'o 

y) Az alapfeladat második változata. Az «) alatt tárgyalt alapfeladat meg-
oldását ismerve, azonnal előállí thatjuk a 8. ábrán fe l tünte te t t összetett feladat 
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megoldását is. Ebben az esetben a feszültségfüggvény két ellentett erőből álló 
két teherrészletnek megfelelő két részből állítható elő: 

F = B'0 R2 (Л, arc sin J L ^ + Я2 arc sin + 2 f ) . (21) 
I f — f t —— X 2 

8. ábra. Gömbhéj, a függélyes koordináta síkokra nézve szimmetrikus elrendezésű ponterőkkel 
terhelve 

A fenti képletben 

KI T , • xx = = f cos e + »? sin e , 
R 

= —1— = — £ s i n g —I— « cos e , 
1 Л (22) 

x2 = = f cos e — »? sin s , 
R 

12 = = I sin e -(- »? cos e . 
R 

А к1г lv k2, l2 koordináták értelmét a 9. ábra magyarázza. 
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K. 

9. ábra. Az 0(fc[, íj) és 0(fe2, í2) koordinátarendszer 

1 . 0, 
к 
I \ 

\ У 
\ / 

j \ 
\ 

V 1 
1 Л 1 
1 У 

I smervén a feszül tségfüggvényt , az x, y irányú reduká l t feszí tőerőket az 
alábbi kép le tek szerint s zámí tha t j uk : 

Э2 F Э2 F 
nY = I 1 

ЗА2 ЭА| 

+ 2 
Э2 F 

cos2 e -f-
82 F Э2 F 
Эх? 9*1 

sin2 £ 4" 

1 а2 F а2 F 

{9xj • 9Aj Эх2 • ЭА2 
sin £ • COS £ , 

ЭА? 

a2 F  
Эх? 

Э2 F 

а2 F + 9 2 F 

ЭА! 

+ 

Эх? 
sin £ • COS £ — 

а2 f 
Эхх • 9Aj Эх2 • ЭА,2 

(cos2 iin2 j 

Э2 F , Э2 F \ . „ t I а2 F а2 F 
rav = I-—— -| Г77Т s m e + I + —I COS' £ 

ЭА? ЭА? 

— 2 
Э2 F 

Эх? 

a2 f 

2
 P. — 

9xj • 9Aj Эх2 - ЭА2 

Эх? 

sin£ • COS £ . 

A jelen ese tben 

a2 F 
ЭА? 

82 F 

В' 

B"0X J Aj 

Э2 F 

ЭА? 

Э2 F 

ßjL 
с 

F0X2A2 

Эх j • 9Aj ( l - x ? ) £ 

Э 2 F B'ó(x2 A? - I?) 

Эх2 • ЭА2 ( 1 - х ? ) С 

Э 2 F _ BS(xIЯ?-С 2 ) 
Эх? (1 - *?)2С Эх? 

(23) 

(24) 

18 

(1 - х ? ) 2 С 
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b) Az m — 1 eset 

a) Az alapfeladat. Ha az általános esetre vonatkozó (14) képletekben az 
m = 1 helyettesítést végezzük, e képletek a következőképp egyszerűsödnek: 

NI 
В, cos ß • 

IST тут Bt cosa . „ N12=N21 = 1 sin ß 

By R 3 z 

(R2 - x2)2  

B1R2xy 

(R2 - x2)2  

Б, R 3 z 

BYT 

(1 - I2)2  

BY TV 
( 2 5 ) 

10. ábra. Gömbhéj, két átellenes pontban egyegy ellentett erőpárral terhelve 

Ezen értékek behelyettesítésével a (15) képletek az alábbi a lakot öltik: 

Rí 
l - l 2 

2 B y t y 
( l - l 2 ) 2 ' 

BY (312 if — С2) 
n,, = . 

У (1 - I2)3 

A feszítőerők fen t i rendszerének megfelelő feszültségfüggvény: 

J _ b
 1 + f 

í - i 2 í - i 

(26) 

(27) 
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A (26), (27) képletek a 10. ábrán l á t ha tó alapfeladatot oldják meg. 
/S) Az alapfeladat első változata. Az a) a la t t tárgyalt alapeset képleteihez 

hasonló képletek érvényesek a 11. ábrán fe l tünte te t t feladat esetében is. I lyen-
kor 

és ennek megfelelően 

B\R2 í I2 
Á L b 1 + 

1 - rf 2 l - r j 

B( (3 I 2 rj2 — í2) 

(28) 

(29) 

ÍJ. ábra. Gömbhéj, két átellenes pontban egy-egy ellentett erőpárral terhelve 

y) Az alapfeladat második változata. Az a) alatt tá rgyal t alapfeladat kép-
le tanyagának felhasználásával tárgyalható a 12. ábrán vázolt összetett fel-
adat is. Ennek feszültségfüggvénye a két ellentett erőpárból álló két erőrend-
szernek megfelelő két részből tehető össze, s a (22) képlettel értelmezett, illetve 
a 9. ábrán magyarázott jelölésekkel így fejezhető ki: 

v _ B{R2 ( A2 " 4 n 1 + ^j | A| *2 ]n 1 + *2 ! (30) 

2 l l - * í 2 l - x 1 I - K 2 2 1 - к 2 
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Az X, y i r ányú reduká l t feszítőerők a (23) képletek szerint számí tha tók . 
A jelen esetben 

Э2 F 

ЭА? 

Э2 F 

Эхх•дХ1 

Э2 F 

B[ 

2 B'j x1 X1 

( l - * ? ) 2 ' 

ВЦ3x? A 2 - t 2 ) 

(1 - и2)3 

Э2 F 

ЭА2 

Э2 F 

Эх2 • 9A2 

92 F 

9x§ 

1 - « 1 

2 *2 A2 

( 1 - X 2 ) 2 

В Ц Ъ Х Щ  

(1 - X2)3 
C2) 

(31) 

3T/?2s; 

12. ábrat Gömbhéj, a függélyes koordináta síkokra nézve szimmetrikus elrendezésű 
erőpárokkal terhelve 

6. A homogén differenciálegyenlet egyéb szinguláris megoldásai 

Az a l ább i akban a g ö m b h é j homogén differenciálegyenletének n é h á n y 
eddig nem i smer t oly megoldását m u t a t j u k be, mely a z = 0 metszet egyes 
pont ja iban szingulari tással bí r . 

a) megoldás 

ot) Az alapfeladat. Az a lább iakban t á rgya landó feladat a p = CJ2 R = kons t . 
teherrel t e rhe l t gömbhéj inhomogén differenciálegyenletének két par t ikulár is 
megoldásából, e két megoldás különbségeként áll í tható elő. Az egyik pa r t iku lá -
ris megoldás esetében a hé j a z = 0 metsze t mentén egyenletesen megoszló 
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függélyes erőkkel van megtámasztva (13a ábra) ; a másik part ikulár is megoldás 
esetében a héjat a z = 0 metszet két átellenes pontján két függélyes ponterő 
t ámasz t ja (13b ábra) . A szóban forgó két terhelési eset különbségeként a 
14. áb rán látható terhelési eset jön létre. 

Egyszerű számítással igazolhatóan a 13a ábrán vázolt terhelési esetben a 
feladat feszültségfüggvénye 

C , Ii2 

[ i n ( 1 + C ) - в
2 - С 

О; 6, 27ГНС, 

(31а) 

2TTRC, 

13. ábra. А р = CJ2R = konst teherrel (önsúlyteherrel) terhelt gömbhéj k é t különleges m e g -
támasztás i esete (az eredményvonal la l je lö l t függélyes erő a héjra ható t erhek eredőjét j e l e n t i ) 

a 13b ábrán fe l tünte te t t terhelési esetben pedig 

F , , = 
CJ R2 

_ ( l + f ) I n ( l + f ) + — ( l - f ) l n ( l - f ) - J L -
Z Z Z 

(31b) 

A 14. ábrán vázolt a lapfeladat feszültségfüggvénye az előbbi két feszült-
ségfüggvény különbsége: 

C, R2 

ь (1 + 0 — f - Z 

- L ( i + 0 i n ( i + 0 - - L ( 1 - O i n ( i - f ) 
z z 

( 3 2 ) 
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Ismervén a feszültségfüggvényt, az x, y irányú redukál t feszítőerőket az 
(5) képletek utasítása szerint határozhat juk meg: 

CY ( 1 - g a + g) 
Пу- — • , 

2 (l + t ) 2 t 

Q , SV 

2 ( 1 + Í ) 2 Í ' 
nxy (33) 

14. ábra. Egyensúlyban levő erőkkel terhelt gömbhéj 

ß) Az alapfeladat első változata. Az x) alatti alapfeladathoz hasonlóan tár-
gyalható a 15. ábrán f e l t ü n t e t e t t feladat is. Ez esetben a feszültségfüggvény 

C'Y R2 

In (1 + í) - — - - í -
2 

- - ^ - ( 1 + 4)111(1 + 4) 1 ( 1 - ч ) 1 п ( 1 - Ч ) 
z z 

(34) 

a redukált feszítőerők pedig: 

NX + Cí ' l - £ 2 + C 

. (1 + 9 4 

Cí i v 

l - l 2 } 

*xy 
2 (1 + 0 2 C 

c f _ i - v
2
 + C 

2 (1 + О 2 с 

(27) 
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1 2 

15. ábra. Egyensúlyban levő erőkkel terhelt gömbhéj 

•y) Az alapfeladat második változata. Az x) a la t t megismert képletek egy-
szerű lehetőséget n y ú j t a n a k a 16. ábrán látható fe lada t megoldására is. Ez 
esetben a gömbhéj terhelése az x) a la t t tárgyalthoz hasonló két terhelési részre 
bontha tó fel, s a feladat feszültségfüggvénye e két rész feszültségfüggvényének 

» г 

16. ábra. Gömbhéj, a függélyes koordináta síkokra nézve szimmetrikus elrendezésű erőkkel 
terhelve 
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összegeként áll í tható elő: 

C'\R2 

F = 2 In (1 + C) - <?2 - 2 С -

+ *i) Ь (1 + *i) *i) In (1 - «0 -
z z 

- i - ( l + *2) In (1 + *2) _ - L (1 - *2) ln (1 - *2) 
z z 

(36) 

i 7 . ábra. Gömbhéj, a függélyes koordináta síkokra nézve szimmetrikus elrendezésű ponterőkkel 
terhelve 

Ismervén a feszültségfüggvényt, az x, у i rányú redukált feszítőerők a (23) 
képletek szerint számíthatók. A számítás eredménye: 

CI г nx = -
2 L 

С('Г2 (1 - f 2 + í ) sin2 e sím e 
1 — и2 

Cí 

C£ 

2 

+ Sin £ • COS £ Sin £ • COS £ 

(1 + 04 

2 ft? 

(1 + С)2 С ' 1 - х ? 

2 (1— t?2 + í ) cos2 £ cos2 e 

1 -

( i + t ) 4 1 1 

(37) 

A fenti képletekben szereplő és x2 mennyiségek a (22) képletek szerint 
számítandók. 
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Ö) Az alapfeladat harmadik változata. Egyszerű volta miat t i t t muta t juk 
be a 17. ábrán fe l tünte te t t feladat megoldását is. Ez esetben a feszültégfügg-
vény a (32) és (34) alatti feszültségfüggvények különbségeként állítható elő: 

C"' R2 

F = - (1 + f ) In (1 + f ) - (1 _ I ) In (1 - í ) + 

+ ( l + 4 ) l n ( l + 4 ) + ( l - í ? ) l n ( l - r j ) 

18 ábra. Gömbhéj, két átellenes pontban egy-egy el lentett erőpárral terhelve 

Hasonlóképp a (33) és (35) a la t t iak különbségeként számíthatók a redukált 
feszültségek is: 

CI" 
NX = , 

2 ( 1 - RF) 

nx y = 0 , (39) 

Ci" 
NV= . 

2 ( 1 — f 2 ) 
b) megoldás 

Ennek levezetéséhez a 18. ábrán fe l tüntete t t — a függélyes koordináta 
síkokra nézve nem szimmetrikus — feladat alábbi megoldásából indulunk ki: 

N , = 0 , 

jV12 = JV21 = - = - , (40) 
Д2 _ д.2 L _ £2 

N2 = 0. 
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A fenti tényleges feszítőerőknek megfelelő x, y irányú redukál t feszítő-
erők a (15) képletek szerint határozhatók meg: 

nx = 0, 

nxy = + -, 
C0 R2 

= + 
R2 — x2 l - l 2 

2 C2R2xy _ 2 C 2 f q 
(fí2 — x2)2 (1 - 1 2 ) 2 

(41) 

19. ábra. Gömbhéj, a függélyes koordináta síkokra nézve szimmetrikus elrendezésű erőpárokkal 
terhelve 

Maga a feszültségfüggvény is könnyen megadható: 

F = C2R2 , i + l —= Î7 In 
2 ' l - l 

(42) 

Ezen előkészítés u tán hozzáláthatunk a 19. áb rán fel tüntetet t — a függő-
leges koordinátasíkokra szimmetrikus — feladat megoldásához. A feladat 
feszültségfüggvényét a 18. ábrán fe l tünte te t t terhelési esethez hasonló két 
részből rak juk össze. Ekkén t eljárva, a (22) képletekkel értelmezett , illetve a 
9. ábrán magyarázot t jelölésekkel a következő kifejezéshez j u t u n k : 

A, In 1 + — A, In 1 + * 2 

1 — 
(43) 
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Ezután az x, y irányú redukált feszítőerők a (23) képletek utasítása sze-
rint számíthatók. A számítás eredménye: 

их = 2 C2 sin e — C O S E - ( - £ X Y C O S £ -J - T%2 

(1 - *2)2  

Q [(1 - I2) COS2 £ - (1 - V2) Sín2 fi] 

(1 - X2)2 

1 1 

Ц 1 - * ? ) 2 ( i - * t ) 2 
(44) 

ny = 2 C2 cos £ Sin £ — r/Xj ^ Sin £ + ?}Я2 

(1 «2)2 ( 1 _ «2)2 

A fenti képletekben szereplő Xy, Xy és x2, X2 mennyiségek a (22) képletek szerint 
számítandók. 

c) megoldás 

Ezen megoldás előállítására a 20. ábrán vázolt fe ladatból indulunk ki, 
mely csak annyiban tér el a 10. ábrán fe l tün te te t t feladattól, hogy a terhelő erő-
párok síkja nem az xz, hanem az xy koordináta síkokkal párhuzamos. 

Ezen különleges feladat megoldása a (25) képletek mintá jára azonnal 
megoldható. A megoldás a 21. ábrán magyarázot t jelölésekkel: 

NY = cos со = C3R3y 
(R2 - x2)2 + C

3 V 

Na=Nn = 

N, 

J., . C.R2 x z 
—— sin 00 = — 

sin3 x 
cos со = — 

(ß2 _ £2)2 

C3R
3y 

(R2 — *2)2 

(1 - I2)2 

C 3 T T 

( l - l 2 ) 2 

C
3 V 

(1 - I2)2 

Ezek után a (15) összefüggések alapján az л:, у irányú redukál t feszítőerőkre a 
következő képletek adódnak: 

C3V 

"xy 

( l - l 2 ) ! 

C 3 T U ? - Y 2 ) 

( l - l 2 ) 2 ! 

C 3 V ( 2 I 4 + 3 I 2 7J2 — 2 I 2 — ! 2 ) 

(45) 

( l - l 2 ) 3 ! 
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21. ábra. Jelölések 

A szóban forgó feladat feszültségfüggvénye is minden nehézség nélkül elő-
állítható: 

F = _ Ç à * + are sin 1 . (46) 
2 l - f 2 l - f 2 

20. ábra. Gömbhéj, k é t átellenes pontban egy-egy erőpárral terhelve 

A fent i megoldás b i r tokában tárgyaihatóvá vált a 22. ábrán lá tha tó 
feladat is, mely az xz koord iná ta síkra nézve szimmetrikus, az yz koordináta 
síkra nézve azonban antimetrikus. Ilyenkor a teherrendszer a 20. ábrán lá tha tó 
terhelési esethez hasonló ké t részre bontható , s ennek megfelelőleg a feszültség-
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függvény a (46) alattihoz hasonló két részből ál l í tható elő: 

ÏT C3ÍU ( Aj С , . Aj A2C . A, j „ „ 
F = i b a r c s i n - ^ arc sin - . (47) 

2 ( 1 - * ? 1 - Х ? 1 - Х ? 1 - X? J 

Az it t szereplő x15 Aj, x2, A2 mennyiségek jelentését a (22) képletek magyaráz-
zák. 

22. ábra. Gömbhéj, az xz koordináta síkokra nézve szimmetrikus, az yz koordináta síkra nézve 
antimetrikus elrendezésű erőpárokkal terhelve 

Az X, у i rányú redukált feszítőerők a (23) képletek utasítása szerint ha tá-
rozhatók meg. Ez esetben 

A2 F = + С; A j 

Щ (1 - *!) С 

э2
 F _ С; A2 

ЭА? (1 - x ? ) £ ' 

A2F _ _ с ; ' я j (С2 - A?) 
9xj • 8Aj _ ( l - * ? ) 4 ' 

з 2 я = , C;* 

Эх2 • 8A2 ( 1 - х 2 ) 2 С 

a2 F _ C3 Aj (2 xf + 3 X ? A? - 2x? - Ç2) 

Эх? _ ( 1 - х ? ) 3 f 
9 2 F = _ C3 A2 (2 x | ~b 3 x | A ? — 2x? — Ç2 ) 
Эх? ( 1 - х 2 ) 3 С 
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7. Zárómegjegyzés 

Jelen tanulmány a liajlításnientes gömbhéj homogén differenciálegyen-
letének oly partikuláris megoldásait ismertet te , melyek derékszögű négyszög-
alaprajzú gömbsüveghéjak számítása során hasznosíthatók. A levezetett kép-
letek alkalmazását szerző külön t anu lmány keretében óha j t j a bemuta tn i . 

IRODALOM 

1. FLÜGGE, W.: Statik u. D y n a m i k der Schalen. I II . Aufl. SpringerVerlag, Berlin — Göttingen — 
Heidelberg 1962. 

2. FLÜGGE, W.: Stresses in Shells. Springer Verlag. Berlin—Göttingen —Heidelberg 1960. 
3. HERMITE, R.: Résistance des matériaux, théorique et expérimentale, Dunod, Paris 1954. 
4. JACOBSEN, A. Aas: Kugelschalen über vier- und vieleckigem Grundriß. Mémoires, Ab-

handlungen, Publications. 5 (1937 — 38), 1 — 17. 
5. JACOBSEN, A. Aas: Beitrag zur Theorie der Kugelschale auf Einzelstützen. Ingenieur-

Archiv 8 (1937), 275. 
6. REISSNER, E.: Stresses and Small Displacements of Shallow Spherical Shells. J. Math. 

and Phys. 25 (1946) Nr. 1, (1947) Nr. 4. 
7. TIMOSHENKO, S. —WOINOWSKY-KRIEGER, S.: Theory of Plates and Shells," II. Ed. 

McGraw-Hill Book Company, Inc. New-York—Toronto — London 1959. 

MTA VT. Osztály Közleményei 40, 1968 


	40. kötet / 1-4. sz.���������������������������
	CSONKA PÁL: A gömbhéj homogén differenciálegyenletének partikuláris megoldásai�������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	261����������
	262����������
	263����������
	264����������
	265����������
	266����������
	267����������
	268����������
	269����������
	270����������
	271����������
	272����������
	273����������
	274����������
	275����������
	276����������
	277����������
	278����������
	279����������
	280����������
	281����������
	282����������
	283����������
	284����������
	285����������
	286����������


