
HÁMOliY ZOLTÁN 

ÖSSZEFÜGGÉS A SÍK CSÜSZÖLAPOS TÖRÉSI 
ÉS AZ ALAKVÁLTOZÁSI ELMÉLETEK KÖZÖTT 

A megengedhető igénybevételnek, ill. a ta la j határfeszültségének meg-
határozása elméleti ú ton a talaj laboratóriumilag megállapított tényleges 
fizikai jellemzőinek törési elméletek vagy alakváltozási elméletek képleteibe 
való behelyettesítése ú t j á n történhet . 

A t a l a j törésére kidolgozott elméleteknél feltételezzük, hogy függőleges 
terhelés hatására a határhelyzetnél a nyírófeszültségck egy csúszófelület mentén 
felemésztik a talaj nyírószilárdságát. Az alakváltozási elméleteknél az a ha tá r -
helyzet a mértékadó, amikor a csúszófelület egyetlen pon t j ában vagy az 
a la t t egy bizonyos zónában bekövetkezik a plasztikus alakváltozási feltétel. 

A továbbiakban sáv alakú alaptes tekre és egyenletesen megoszló függő-
leges terhelésre, tehát síkbeli megoldásra használatos elméletek matematikai 
á ta lakí tása ú t j án igazolható, hogy a sík csúszólapos törési elméletek és az 
alakváltozási elméletek közös a lapformára hozhatók. Előbbiek alapján kimu-
ta tha tó , hogy a plasztikus ta r tomány fe lvet t kiterjedésének mértéke milyen 
relatív biztonságot jelent a törési elméletekhez képest. 

Sík csúszólapos törési elméletek 

E csoportba tar tozó elméletek közül legrégibb Rankine alapvető elmé-
lete, melyet Ritter egészített ki olyképp, hogy t = 0, vagyis felszíni alapozás 
esetén szemcsés, kohézió nélküli ta la jok teherbírására is e redményt nyúj tson, 
vagyis a terhelésből előálló Ea akt ív és Ep passzív földnyomáson kívül az 
alaptest alat t i földék önsúlyából származó Eay akt ív és Epy passzív földnyomást 
is f igyelembe veszi. A határhelyzetre jellemző: 

Ea + Eay — Ep + Epy 

amiből nyerhető az ismert összefüggés: 

o, = ty tg4(45° + 99/2) + - У [ tg 5 (45° + <p/2) - tg(45° + ç>/,)] + 
2 

-f- С cotg ep [tg4(45° -f- 95/2) — 1J. (1) 
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Előbbi rendezés u t á n : 

tg4(45° + q>/2) " 1 

a l ak ra hozható. Mivel: 

tg4(45° + W2) - 1 = 

(2) felírható a következőképeién: 

l y + tg(45° + cp/2) + С cotg <p + ty (2) 

1 + sin 9з1 
1 — sin 9з I 

— 1 4 sin 95 
(1 — sin 95)2 

4 sin 91 
(1 — sin 91)2 ' У + tg (4nc 

f i i ) + С c o t g 9> <У 0 ) 

ahol : a t a t a l a j törőfeszültsége, 
b az a laptes t félszélessége, 
t a t akarás i mélység, 
y a t a l a j térfogatsúlya, 
q> a t a l a j súrlódási szöge, 
С pedig a kohéziója. 

Terzaghi régi, sík csúszólapos törési elmélete a mélység és a kohézió ha t á sa 
mellett az önsúlyból származó földnyomást , így az alaptest szélességének 
ha tásá t is f igyelembe veszi előbbivel egyezően és a t a l a j törési feszültségére 
Jáky által továbbfej leszte t t , süllyesztett alapokra érvényes összefüggést nyer i : 

at = t y cotg4 ß + 6 7 (cotg4 ß - t ) cotg ß + 2 С C o t f ß-
2 S i n 2 p 

(4) 

ahol: ß = 45°—ç/2 . 
Tekintettel arra , hogy: 

cotg(45° - 95/2) = t g (45° + 9V2) = 
COS 93 

1 — s i n 99 

továbbá : 

t ehá t : 

sin2 (45° — 93/2) = 
1 — s i n 93 

4 sin 93 tg(45° + 93/2) cos 93 
2 — — = 4 — —2 = cotg 93 

sin2(45° — 93/2) (1 — s in?) 2 ' (1 — sinç>)2 

= cotg 93 [ tg4 ( 4 5 ° + M ) - 1] • (5) 

Ez utóbbi kifejezést (4) összefüggésbe helyettesítve és azt rendezve a (3) a la t t i 
alak adódik, vagyis teljesen azonos eredmény nyerhető, mint a Rankine — 
Ritter-é. 
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A szóban levő összefüggést Belzeckij is levezeti az előbbi feltételek 
figyelembevételével és kapja : 

. + 1 M r o , / \ i h 1 - t g 4 ( 4 5 ° — y/2) , t, „ l + t g » ( 4 5 ° - y/a) ш  <j, = ty tg4 (45 -f (p/2) + by — — — h 2 С — - (6) 
tg 5 (45° — 9Va) t g ( 4 5 — 4>U) 

Mivel: 

tg(45° - <p/2) = , 
tg(45° + 9o/t) 

továbbá : 
1 1 — s i n 9; 

2 1 + tg2 (45° - 95/0) = 2 1 + sin <p 

tg 3 (45 — 9o/2) 1 — sin 99 cos 9? 
1 -(- sin ff l - f sin 99 

4 
1 -f sin 99 4 l - f sin 99 

( 1 — Sin f f ) COS 99 COS ff 1— Sin ff 

(1 + sin f f ) 2 

Mind a számlálót, mind a nevezőt (1 - sin 99)-vel szorozva, a (7) alatt i össze-
függés a következőképpen alakul: 

4 ( 1 -f sin fp) ( 1 — sin <p) cos 99 
— 4 -

cos 99 ( 1 — s i n <p)2 (1 — sin 9?)2 

= cotg Cf 4 S 1 D 9 \ , = со tg ff [tg4 (45° -f 99/0) - 1 ]. 
(1 — sin f f ) ( 8 ) 

Előbbiek a (6) a la t t i összefüggésbe való helyettesítés u tán : 

4 sin 99 
(1 — sin<p)2 

[t y + b у tg (45° -f ср/2) + С cotg 99] + t у (9) 

kifejezést ad ják . 
A (3) és (9) alat t i összefüggés vizsgálatából látható, bogy azok meg-

egyeznek egymással, kivéve a második tényező második tag já t , ami: 

a (3) kifejezésnél : —У- tg (45° -f (p/2) (10) 

a (9) kifejezésnél : by tg(45° -f <p/2). (11) 

A kettősség oka a feltételezésben keresendő. Ha a sávalap a la t t a föld-
tömeg szimmetrikusan sík csúszólapok mentén két oldalra, t ehá t egyidejűleg 

77 



jobbra és balra kicsúszik, akkor a (10) kifejezés adódik. H a pedig sík csúszólap 
mentén jobbra vagy balra csúszik ki a földtömeg a 2b szélességű sávalaptes t 
alól, akkor a (11) kifejezést kell számításba venni. Előbbi eset a felvehető 
legkedvezőtlenebb feltétel alapulvételéből adódik, míg az utóbbi t a t a l a j 
inhomogenitása és a terhelés nem pontosan centrikus vol ta mia t t a gyakor la t 
leginkább igazolja. Tehá t indokolt ez u tóbbi meggondolásból adódó egyoldali 
csúszólap felvétele és a (9) összefüggés használata, ami által a, magasabb, 
kedvezőbb értékei nyerhetők. 

Alakváltozási elméletek 

Az e csoportba tar tozó elméletek összefüggései közös formára hozhatók 
és általános a lak juk a következőképpen írható fel: 

t ^ m + fy. (12) 
cotg (p + ep -

A legszigorúbb feltételezés az, hogy az alaptest legjobban igénybevett ké t 
sa rokpont jában a terhelés plasztikus állapotot teremt, vagyis, ha a (12) for-
mában fí = 0, akkor Fröhlich—Puzirevszkij ; ha előbbin kívül ty is hiányzik 
az első tag számlálójából, akkor Jáky összefüggése nyerhető. A terhelés foko-
zásakor a plasztikus ta r tomány az a laptes t a la t t fokozatosan kiterjed, vagyis 
В =f= 0. Amennyiben a (12) kifejezésben Я = 2by tg ep vagy В = by tg (45° +?>/2), 
úgy Maszlov, ill. Jaropolszkij ö s sze függésé t k a p j u k meg. 

Előbbiekből lá tható , hogy minél nagyobb kiterjedésű plasztikus t a r to -
mány t engedünk az alaptest a la t t kifejlődni, annál nagyobb megengedhető 
igénybevételi érték kapható . 

A két elmélet-csoport közötti összefüggés 

Vizsgálatunk t á rgyá t képezi t e h á t a sík csúszólapos törési és az alakvál-
tozási elméletek általános összefüggése. A sík csúszólapos törési elméletek 
általános a lak ja : 

4 sin < 
(1 — sin (p)2 

(ty + A + С cotg <p) ty, 

ahol A (10), ill. (11) kifejezéssel egyenlő. 
Az alakváltozási elméletek ál ta lános alakja pedig: 

(ty + B + Ceotg<p) + ty 
cotg 99 + 99 

(13) 

(14) 

K imuta tha tó , hogy a (13) és a (14) képletben az első tag első tényezője közö t t 
egyszerű összefüggés áll fenn; ugyanis: 

cotg <P (p — COS ep 

л sin ep 
л 
- — ep sin ep COS ep 

4 sin ep 
' л — ep tg 99 

л 

4 
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Mind a számlálót, m i n d a nevezőt f l — sin tpvel szorozva, 

lesz: л 
4 sin cp — \ 1 — sin <p 

4 

1 - cp t g <p cos <p f1 — sin cp 

4 sin cp 

1 - — - 9 tg 9> f 1 -j- sin cp (1 — sin cp) ^ 

—- У 1 — sin у (15) 

A (15) kifejezés nevezőjében álló első ké t tényező egyszerűen í rható úgy, hogy: 

' л 
У = 1 — -cp 'a? f i + sin (p 1 — sin <p. 

E n n e k bizonyítására fel írható y — y, • y2 Mac-Laurin-sor; 

У i = 1 — 
л \ 

1 — - 95 t gcp 
2 ] 

és уг = f l + sin 93. 

A Mac-Laurin-sor á l ta lános alakja a következő: 

У = Ущ + Щ 9> + % 9>2 + # 9"3 + 
1 ! 2 ! 

A (17) általános a l a k b a n : 

Továbbá : 
У(о) — //i(0) " ,'7г(0) — 1 • 1 — 1 

2/(0) - J //l(0) //2(0) г 2/l(0) 2 /2(0) • 
ahol : 

2/i = 

Уг 

1 

cos2 cp 

ezért : 

Majd: 

COS cp 

2 J / F + sin 7 

71 1 1 1 1 

2/(o>= - + • 1 r- 1 • — 

®s : .5/i(o) = 

®s : 2/2(0) = 

7Г — 1 
О 

Л 

- tt t o ' ' I . ч 

2/io) — 2/i(0) //2(0) 1 - 2/i(0) //2(0) "г Уi(o) //2(о>-
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:ahol : 

Vi 
2 л 

(У) 
sin 2 93 " 

COS2 cp 2 V cos4 99 
es : y m = 2 

• sin 93 2 | / l + sin <p cos2 <p 

yl = 

ezér t : 

A z u t á n : 

aho l : 

у!' 

4 ( 1 + sin <р) 
| / l + sinç3 sin (p cos2 (p 

2|/l + sin <p 4 (1 + sin (p)'i 

У( 0) A = 2.1 4- 2 

es : 2 / 2 ( 0 ) 
1 
4 

+ 1 
1 
4 

7 — 2 л 

4 
(20) 

2/(0) — ?/i(co 2/2(0) 4" 2/i(0) .1/2(0) + 3 г/ц0) î/2(0) + Уцо) 2/г<о) 

3 sin 2 (p 
cos4 cp 

2 cos 2 9300s4 (p + 4 cos393 sin 93 sin 2 93 
cos8 93 

e s : 2/no> = 71 > 

У 2 = -

: sin 93 COS 93 
2 cos 931/1 + sin 93 

У1 + sin 93 
4 ( 1 + sin 99) 

+ 

3 -
sin 2 93 4 (1 + sin 9з)3/> + 4 - у 1 s j n y COs3 у 

_ _ " : ~ e s : 2/2<o) 16 (1 + sin 93)3 

ezér t : 

2 / ( o ) n • 1 + 3 - 2 h 3 
2 

1 
~~ — 5 

8 

23 — 5 ti 
8 

(21) 

A (18), (19), (20) és (21) alat t i eredményeket (17) a la t t iba helyettesítve, a 
sorbafej tésre az alábbi összefüggés nyerhető: 

7 — 2 л: 

У = 1 — ? + .у, - ^ + 

23 — 5 ti 

8 -„3 
3 ! 

93З+ . . . 

A műveletek elvégzése u t á n lesz: 

0,91 
y = 1 — 1,07 <p + 0,09 cp2 -I 2 — 9)3 



ami rendezés után fel írható úgy, hogy: 

У = Ух У-i ç> tg g? 
0,91 

[ É l + s í n 9" = 1 — ( 1 , 0 7 — 0 , 0 9 9 ) 9 9 + — — qfi 

Mivel a sin 99 függvény 0 helyhez tar tozó polinomja: 
(22) 

sin 99 = 99 
3 ! 

azért : 

1 — sin 99 = 1 — 99 + 
3 ! 

(23) 

A (23) kifejezés a (22) formulához hasonló és a gyakor la tban előforduló 
0° 99° < j 45°, azaz 0 < 99 < 1 ér tékhatárokon bcliil í rható a (16) közelítő 
egyenlőség. 

A (15) alattiból következik, hogy: 

4 sin 99 

cotg 99 -f 99 
n (1 — sin 99)2 
9 

0 , 8 У1 — sin 99. ( 2 4 ) 

A (24) összefüggés a gyakorla tban előfordulható 99 értékeire nézve az 1. sz. 
táb láza tban közölt ér tékeket adja . Lá tha tó a táblázatból, hogy a szóban levő 
formula 9 = 15°—20° között n y ú j t j a a pontos értéket, míg a legnagyobb 
eltérés 99 = 5°-nál. ill. 99 = 45°-nál adódik. Ez azt jelenti, hogy az átmeneti 
ta lajoknál a közelítő képlet pontos eredményt nyú j t . 

1. sz. láblázat 

rllVlási SZÖg 
<P ° 

0) 
л 

л 
cote If + g -

(2) (3) 
rllVlási SZÖg 

<P ° 

0) 
л 

л 
cote If + g -

t *in 4 , 0,8 I 1 — sill 7. (1 — Bill (f r 
Kitérés %-bau 
IM-L?! 100 1 ! 

5 0,316 0,320 1,3 
10 0,735 0,738 - 0,4 
15 1,297 1,298 — 0,1 
20 2,059 2,052 + 0,3 
25 3,110 3,080 +1 ,0 
30 4,588 4,530 + 1.2 
35 6,710 6,590 + 1,8 
40 9,845 9,630 + 2,3 
45 14,639 14,280 + 2,4 

Az előzőek ismeretében a sík csúszólapos törési és az alakváltozási 
elméletek általános a lakjai ra írható, hogy: 

4 sin 99 

(1 — sin99)2 
(ty+ A + С cotg99) +t? (25) 
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es: 
4 sin 99 

(1 — sin (f)2 
0,8 f l — sin 9? (ty B + С cotg <p) + ty . (26) 

H a a (25) kifejezésben A = 0, ill. A = by tg (45° -j- ср/2) és ugyanakkor a 
(26) kifejezésben В = 0, ill. В = by tg (45° + (р/2), vagyis ál talánosan, h a 
A = B. akkor fel í rható, hogy a biztonsági viszonyszám: 

n — 
ty 1 

am — t у 0 ,8 f l — si sin 95 

1,25 

f 1 — sin cp 
(27) 

A (27) biztonsági viszonyszám a le í r tak szerint a Rankine és a Fröhlich — 
Puzirevszkij, v a l amin t a Belzeckij és a Jaropolszkij e lméletek közöt t áll fenn . 

A sík csúszólapos törési és a megengedhető feszültségek ty-val csökkente t t 
ér tékeinek hányadosából nyer t biztonsági viszonyszám a súrlódási szög függ-
v é n y e és annak értékei a 2. sz. t á b l á z a t b a n lá tha tók. 

Amennyiben A =j= О, В =f= 0, akkor n 2. sz. t áb l áza tban közölt értékei 
egy tényezővel való szorzás u t án nyerhe tők . E tényező a (25) és (26) kifejezé-
sekből adódik, miszerint: 

n'—n-m (28) 
ahol : 

m = t y + A - f C c o t g ^ 

2. sz. táblázat 

ty+P + C c o t g cp 

Összefoglalás 

Súrlódási szög 
<P° 

10 
lő 
20 

Biztonsági 
viszonyszám 

1,25 
Az értekezés első részében a sík csúszó-

lapos törési elméletek ismert összefüggéseit 
vizsgálva k imuta tha tó , hogy azok ma tema t ika i 
á t a l ak í t á s u t án egymással közös alakra hozha-
tók . A (10) és a (11) kifejezés m u t a t t a látszóla-
gos ket tősség mia t t j avaso lha tó a (11), vagyis 
a (9) összefüggés haszná la ta , mint a valóságot 
j obban kifejező forma. Az alakváltozási elmé-
letek közös a lak ja a (12) ál talános formula . 
Az értekezés utolsó p o n t j á b a n bebizonyí tás t 
nye r t , hogy a sík csúszólapos törési és az alak-
változási elméletek közöt t összefüggés t a l á lha tó 
a plaszt ikus t a r t o m á n y ki ter jedésének mér téke 
szerint . Matematikai lag igazolható a (24) 

egyenlőség, amiből levezethető a sík csúszólapos törési és az alakváltozási 
elméletek ty-v al csökkentet t ér tékeiből számítható biztonsági viszonyszám. 
K i m u t a t h a t ó , hogy előbb eml í te t t viszonyszám a súrlódási szög függvénye 
és az 1,25—2.31 közöt t vá l takozik . Általános esetben n' = n • m, amikor 
is m (29) kifejezéssel egyenlő. 

30 
35 
40 
45 

l 1 — sin <p 

1,25 
1,31 
1,38 
1,45 
1,54 
1,65 
1.77 
1,92 
2,09 
2,31 
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